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Exercice 1 : (8 points) 
Partie I-   On considère la fonction 𝑓 définie sur l’intervalle 𝐼 = ]−∞; 1[ par :   
                                                      𝑓(𝑥) = ln(1 − 𝑥) 
Soit (𝐶) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗) 

1)  a) Montrer que la fonction 𝑓 est continue sur 𝐼  
b) Montrer que la fonction 𝑓 est strictement décroissante sur 𝐼  

c) Calculer  lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)   ;      lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)    𝑒𝑡   lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

d) Interpréter graphiquement les résultats obtenus 
e) Donner le tableau de variations de 𝑓 
 

2) a) Montrer que la courbe (𝐶) est concave. 
b) Représenter graphiquement la courbe (𝐶) dans la repère (𝑂; 𝑖; 𝑗) 
 

3)  a) Montrer que 𝑓 est une bijection  de 𝐼  vers ℝ 
 
     On note 𝑓−1  sa bijection réciproque. 
  b) Déterminer   𝑓−1(𝑥)  pour 𝑥 ∈ ℝ 
  c)  Vérifier que : 𝑓−1(−1) = 1 − 𝑒−1 
 

Partie II-   Pour tout réel 𝑥 et pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2 ,  on pose :  
 

                                                 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥 +
𝑥2

2
+ … … … … +

𝑥𝑛

𝑛
 

1) Montrer que pour tout entier  𝑛 ≥ 2 , il existe un unique réel 𝑥𝑛 ∈ ]0; 1[ tel que : 
                                                                𝑷𝒏(𝒙𝒏) = 𝟏                                                                                                                
 

2) Déterminer le réel 𝛼 = 𝑥2  et vérifier que : 0 < 𝛼 < 1 
3) a)  Montrer que : pour tout entier  𝑛 ≥ 2 , on a : 𝑃𝑛+1(𝑥𝑛) > 1 

b) En déduire que la suite (𝑥𝑛)𝑛≥2 ainsi définie est strictement décroissante. 
c)  Montrer que pour tout entier  𝑛 ≥ 2 , on a 𝑥𝑛 ∈ ]0; 𝛼[ 

   d) Montrer que la suite (𝑥𝑛)𝑛≥2 est convergente. 
 

4) Pour tout réel 𝑥 ∈ 𝐼 et pour tout entier  𝑛 ≥ 2 , on pose : 
 

                                𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑃𝑛(𝑥) 
 

a) Montrer que : (∀𝑥 ∈ 𝐼) ; (∀𝑛 ≥ 2)  𝑓′
𝑛

(𝑥) =
−𝑥𝑛

1−𝑥
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b) Montrer que : (∀𝑥 ∈ [0; 𝛼[) ; (∀𝑛 ≥ 2)  |𝑓′
𝑛

(𝑥)| ≤
𝛼𝑛

1−𝛼
 

 

c) En déduire que : (∀𝑥 ∈ [0; 𝛼[) ; (∀𝑛 ≥ 2)   |𝑓𝑛(𝑥)| ≤
𝛼𝑛

1−𝛼
 

 

d) Montrer que :   (∀𝑛 ≥ 2) |𝑓𝑛(𝑥) + 1| ≤
𝛼𝑛

1−𝛼
 

 
e) En déduire la valeur de lim

𝑛→+∞
𝑥𝑛 
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Exercice 2 : (𝟒 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔) 

 

On considère la fonction 𝐹 définie sur ℝ par :      𝐹(𝑥) = ∫ 𝑒𝑡−
𝑡2

2 𝑑𝑡 
𝑥

0
 

1) a) Déterminer le signe de  𝐹(𝑥) en fonction de 𝑥 
b) Montrer que 𝐹 est dérivable sur ℝ et calculer sa dérivée première 𝐹′(𝑥) 
 

2)   a)   En utilisant la méthode d’intégration par partie montrer que : 

                          ∫ 𝑭(𝒙)𝒅𝒙 = ∫ (𝟏 − 𝒙)𝒆𝒙−
𝒙𝟐

𝟐 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
 

  b) Calculer ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥
1

0
  

      3) On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛≥1 définie par :  
 

                            (∀𝒏 ∈ ℕ∗)        𝒖𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ ((𝒏 − 𝒌) ∫ 𝒆𝒙−

𝒙𝟐

𝟐

𝒌+𝟏

𝒏
𝒌

𝒏

𝒅𝒙)𝒌=𝒏−𝟏
𝒌=𝟎  

a) Vérifier que : 
 

              (∀𝒏 ∈ ℕ∗)     𝒖𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ (𝒏 − 𝒌)𝑭 (

𝒌+𝟏

𝒏
)𝒌=𝒏−𝟏

𝒌=𝟎 −
𝟏

𝒏
∑ (𝒏 − 𝒌)𝑭 (

𝒌

𝒏
)𝒌=𝒏−𝟏

𝒌=𝟎  

 

b) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ∗)   𝒖𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ 𝑭 (

𝒌

𝒏
)𝒌=𝒏

𝒌=𝟏  

c) En déduire que la suite (𝑢𝑛)𝑛≥1 est convergente et déterminer sa limite. 
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Exercice 3 : (𝟒 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔) 

𝑚 est un nombre complexe différent de 2 et de – 𝑖 
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑂; 𝑢⃗⃗; 𝑣⃗)  

On considère dans l’ensemble ℂ l’équation d’inconnue 𝑧 : 
(𝑬) ∶  𝒛𝟐 − (𝒎 − 𝒊)𝒛 − 𝒊𝒎 = 𝟎 

 

1) a) Vérifier que le discriminant de l’équation (𝐸) est (𝒎 + 𝒊)𝟐 
b) Déterminer 𝑧1 et  𝑧2 les deux solutions de (𝐸) 
 

           c) Sachant que   𝒎 = 𝒆𝒊
𝝅

𝟖  ;  écrire le nombre 𝑧1 + 𝑧2 sous forme exponentielle. 
  

2) On considère les points 𝐴 , 𝐵  et 𝑀 d’affixes respectifs 𝟐 , −𝒊  et  𝑚  et soit 𝑀′  
Le symétrique de 𝑀 par rapport à l’axe’ imaginaire. 
a) Déterminer en fonction de 𝑚 l’affixe de 𝑀′ 

 
b) Déterminer en fonction de 𝑚 l’affixe du point 𝑁 tel que le quadrilatère 𝐴𝑁𝑀′𝐵 

Soit un parallélogramme. 
 

c) Montrer que les deux droites (𝐴𝑀)  et  (𝐵𝑀′) sont perpendiculaires  

si et seulement si 𝑅𝑒((2 − 𝑖)𝑚) = 𝑅𝑒(𝑚2) 
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Exercice 4 : (𝟒 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔) 

Soit 𝑎 un entier naturel supérieur ou égale à 2  
et soit 𝐴 = 1 + 𝑎 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 + 𝑎6 
Soit 𝑝   un nombre premier impair tel que : 𝑝 divise 𝐴 
 

1) a) Montrer que   𝑎7 ≡ 1[𝑝] , en déduire que ∀𝑛 ∈ ℕ ; 𝑎7𝑛 ≡ [𝑝] 

b) Montrer que 𝑎 et 𝑝 sont premiers entre eux, en déduire que : 

                                    ∀𝒎 ∈ ℕ ;   𝒂(𝒑−𝟏)𝒎 ≡ 𝟏[𝒑] 
 

2) On suppose que 7 ne divise pas 𝑝 − 1 

a) Montrer que :    𝒂 ≡ 𝟏[𝒑] 

b)  En déduire que :    𝒑 = 𝟕 

 

3) Montrer que si 𝑝 un nombre premier impair tel que : 𝑝 divise 𝐴  
Alors :   𝒑 = 𝟕  ou 𝒑 ≡ 𝟏[𝟕] 
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