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L'usage de tout ouvrage de référence et de tout matériel €électronique (y compris la calculatrice) n’est

pas autorisé.

Rappels et notations

+o0

* On note H I'espace des suites = = (a;);>0 de nombres complexes telles que la série Y _ |a;|? converge.
=0

* Pour (z,y) € H? avecz = (a;);5p ety = (b;)j>0 on note

+00 +co 1/2
(z,9) = a;b; et ||z||= (D la2)M2.

* Dans toute la suite, I’espace H sera muni de la topologie définie par la norme || - ||.
* On note L(H) I'espace des applications linéaires continues de H vers H.

Une application linéaire continue sera souvent appelée opérateur.
*SiT,S € L(H), onnote ST la composée S o T de T et S. On note | € L(H) I'opérateur identité.
* Pour tout T € L(H), on admet lexistence d’un opérateur, noté T* et appelé adjoint de T, vérifiant la
formule :
(T°z,y) = (z,Ty), Vz,y € H.

* Un scalaire A € C est dit valeur propre de T s'il existe z € H — {0} tel que Tz = Az. Un tel vecteur z

est appelé vecteur propre de T'.
* Pour tout 7" € L(H), on pose
ITllz = sup{|ITz]|; l|z]| < 1}.

* On rappelle enfin le Théoréme de Liouville : Si f est une fonction holomorphe et bornée sur C, alors
f est constante sur C. -

Probléeme

Partie I.

1. Montrer que I'espace H muni de la norme Il - || est un espace de Banach.
2. Montrer que l'espace L(H) muni de la norme [l Il est un espace de Banach.
3. Montrer que pour tout 7" € L(H), I'adjoint 7* de T est continu et vérifie |||, = ||T)|,.
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Partie II,
1. .
Soit D, € L(H) défini de la fagon suivante :siz = (aj)j20 € Hyona:
Dz =y = (bj)j>0, avecpour tout j >0, bj = aj+1-

(a) Déterminer les deux sous-espaces vectoriels de H : Ker(D) et I m(D1).

(b) Montrer que || Dy ||, = 1.

2. Déterminer I'adjoint D; de Dj, puis montrer que Dy Dy =4

3. (a) Pour tout A €C tel que [ < 1, soit zy = (M);30 € H. Montrer que Dizy = Az)
(b) Déterminer le spectre o(D;) de l'opérateur Di.

4. Soit F = vect({zx; |\ < 1}).
(a) Montrer que si g € H satisfait (9, 22)
(b) En déduire que F est dense dans H.

=0pourtout A€C tel que [A| < 1,alors g =0.

+00
5. Onpose P = | J Ker(Df).
k=1
(a) Montrer que P est un sous-espace vectoriel dense de H.
(b) Montrer que P contient une partie ¢ dénombrable et dense dans H.

Partie I11.
1. Montrer que pour tout couple (5, T)e L(HJE, ona

ISTllz < ISHNT

2. (a) Soit N € L(H) tel que (Nl < 1.
o0
Montrer que la série Z(—N ) estc

n=0
(b) Soit T € L(H) un opérateur inversible.
- opérateur (T'+ N) est inversible.

Montrer que si INIIT e < LT
1
Rt tel quesi [Nz £ sy O 2
quesi [Nllz < 57Ty

onvergente. En déduire que I'opérateur (I+N)est inversiblel.

(c) Montrer qu'il existe m €

@+ N =T+ TINT 7l S miiN -

3. Pour tout T € L(H), on définit un sous-ensemble o(T) de C par

o) ={2eC (T~ M) n'est pas inversible}.
() = sup{|Al; A € o(T)}-

est appelé le spectre deT.Onapose p
ble des valeurs propres

I’ensemble o(T)
est un sous-ensemble fermé de C, qui contient I'ensem

(a) Montrer que a(T)
de l'opérateur 7.

(b) Montrer que p(T) < [ITllz-

(c) Caractériser o(T"*) en fonction de o(T)

(z,y) € H?. On définit fz : C\o(T) = C par fzy(2) = (¥ (eI - T)'2).

ne fonction holomorphe sur C\e(T).

_En déduire que p(T) = p(T*).

4. Soit
(a) Montrer que [z, estu
(b) Montrer que lim 2z fey(2) = (9 7)-

3 |z|]—00

(¢) En déduire que a(T) # 0.
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