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Exercice 1. Soient f une fonction de classe C(R) et 8 un réel tels que

£(6) =0t £(6) #0.

!/
1- Montrer qu'il existe o > 0 tel que [z — 0] <& = |f'(z)] > L{éﬂl
9. Montrer qu'il existe 0 < §; < Jy tel que pour z, y € [6 — 1,0+ 61] on a,

7@ - ro) < L

Considérons la suite récurrente :
Znp — Tn-1
o

n) == f(-fn—-l) |

zo, &1 prochent de 8, et Tn41 =Tn — f(z,,)f(

- @) .
3. Montrer que Vz #y € [0 — 61,0 +81], on a f(x:b)—_f(y) 2 f:(z )'.
alors, Yn on a |Zp — 0] < é1-
oy € [0 — 82,0+ 6] on &

4 Montrer que si zg, 71 € [0 — 01,0 + 81),
5- Montrer qu’il existe 0 < 82 < 01 tel que, si o,
1

(et — 0] < 3l = 01
6 En déduire que (Zn)n CONVErge Vers a.
Exercice 2. Soit R[X] I'espace vectoriel des polynomes ‘operateur défini sur
R[X] par :

(AP)(X) = P(X + 1) - P(X)

o A. On définit la famille de polynomes (Pp)nen AT

A coefficients réels et Al

VP € R[X],

On pose A? =id et Vk 2 1,A% = AF1
1

R(X)=1 et Yn21, P.(X) =§X(X—1)-—-(X—-n+l).

1) i) Montrer que la famille (P,) est une base de l'espace vectoriel R[X].
ii) Montrer que pour tous 7, k € N, P, (k) et Pa(—k) sont des entiers.
2) Etude de I'endomorphisme A : R[X] = R[X].
a) Vérifier que A est un endomorphisme.

b) Calculer AFp, puis AP, en fonction de P,,¥n2=>1
¢) Pour un polynéme P de degré d calculer deg(AP), et donner AdHlp,

d) Donner le noyau de A, puis étudier s’il est injectif et s'il est surjectif.
3) j) Calculer AP, en déduire que A¥P,(0) = bpk Ol pp =1 sik=n,0pr=0sin # k.
ii) En déduire que P(X) = Y A"P(0)Pa(X).
n>0

Exercice 3. ! Pour toute fonction f € L?(0,1) on définit une fonction sur [0,1] par :

vz € [0,1], Tf(z) = A‘x f(t)dt
1) Montrer que pour tous et y éléments de [0,1), on a: | Tf(y) — Tf(=) 1< Ty =z llIfl2

2) En déduire que T'f est une fonction continue sur [0, 1].
3) Montrer que T': (L2(0,1), ]| - l2) = (C([0,1]), ]l - [lco) €8t un operateur linéaaire continu.

4) Calculer la norme, ||T| := sup{||T floo, ¥l fllz = 1}-

ables ie. : [|flla := (g | F(2) 2 d)*/2 < +o0.
z € [0,1]}-

1. Notes : - L2(0,1) est l'espace des fonctions carrées intégr
- C([0, 1)) est V'espace de fonctions continues muni par la norme || fljoo := sup{] f(z) |;
1
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