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Exercice 1 (4( 2 + 2))
1. Enoncez le principe de récurrence simple et le principe de récurrence forte. Démontrez le

principe de récurrence simple.
2. Soit G un groupe fini. On suppose que tout élément de G est d’ordre un diviseur de 2 ;

montrez par récurrence que I'ordre de G est une puissance de 2.
e

Exercice 2 (4( 2 + 2))
Soient P(X) un polynome irréductible dans Q[X] et a coefficients dans Z et B une racine de P(X). On
pose E=Qlp]I'espace vectoriel sur Q engendré par toutes les puissances de F

1. Donnez une base de E/Q et en déduire la dimension de E/Q.

2. Eestil un corps ? justifiez votre réponse.

Exercice 3(2+4(1+2+1))
1. Enoncer les quatre théoréemes d'isamor;ﬁhismes.
2. Soient G un groupe et N un sous-groupe distingué de G. Montrer quesi T; et T, sont
deux sous-groupes de G/N tels que T, est un sous-groupe distingué deg# T, et si si
T,/ T, estcyclique, alors G possede deux sous-groupes N, et N, contenant N et

tels que N, estdistingué dans Ny et Ny/ Ny est cyclique.

Exercice 4 (3(2 +1) +3(2 +1))
Soit G un groupe d'ordre p? q ou pet q sontdes nombres premiers.
1. Onsuppose que p?<q . Vérifiez que G contient un sous-groupe distingué d'ordre q. En
déduire que G est résoluble. Justifiez votre réponse. _
2. Montrer que si G posséde un seul p-sous—g;/oype_ﬂﬁﬂgv_v_alors G est résoluble en particulier
sig<p alors G est résoluble. lustifiez votre réponse.
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