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- Matrice d’une application linéaire

% - CHAPITRE ]  sosss—

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1.1 Matrice d’une application linéaire

Dans cette section nous allons voir qu'a toute application lindaire, on pent asso-

cier une matrice.

Soient E' et £ deux K-espaces vectoricls de dimension finies et [ : I —> " une
application linéaire. En vue de l'étude des matrices, il est préférable de noter p
la dimension de E et n celle de F. Soient B = {ej,¢€a,...,¢,} une base de JJ ¢l
B = {€},ey,...,€,} une base de F. Les vecteurs f(e;); f(ez);... 1 f(e,) sont des
vecteurs dans F. Alors f(ey); f(ea);... ;[(¢,) s'éerivent comme combinaisons li-
néaire des vecteurs de la base B'.

Posons donc

! ’ ’ =1 ’
fler) = ane, +aney + - +ame, = 3,7y ane,
NI

’ / 7’ /
S(e2) = aizey + agoey + - + anze, = 7 ape, 1)

’ / ’ T ‘
flep) = apey +agpey + -+ e, = 30 ape,
1=n /

avec les a;; dans K. Clest -a-dire, [(e,) = ayje; + agjey + -+ a e, = S0 Vayc,
pour tout j =1,2,---,p.

Définition 1.1.1. Avec les hypotheéses ci-dessus, on appelle matrice de Papplication
linéaire f : E — F' dans les bases B = {e,ez,...,¢,} et B' = {e],¢;,...,¢,}, ]a
matrice My g(f) de type (n,p) dont la 7 colonne est constituée des coordonndes
du vecteur /(e;) dans la hase B’ :
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4 ‘ Mairice d’une application linéaire

a;; a2 - Ay

@21 Q22 ' Q2
MB’B(f) =1. . = ;
. Qn1. Qn2 -~ Qpp -'

Remarques 1.1.2. 1) Attention! Dans la matrice My 5(f), la base B est la base
de 1 ‘espace de départ E, et B’ est la base de l'espace d’arrivée F. De plus, cette
matrice My 5(f) se remplit et se lit par colonnes. :
2) La j™€ colonne de la matrice est formée par des composantes du vecteur f(e;)
dans la base B’

3) Cette matrice a n lignes et p colonnes : My g(f) € Mop(K).

4)Si E=F et B= B, on note My 5(f) = Mp(/) € M, (K).

Exemples 1.1.1. 1) Soit 8 'application nulle de I dans F el Oa1,,x) la matrice

nulle, alors Mg 5(f) = Orn,x)-

2) Soit E = R? et m : E — E l'application linéaire qui & (z,y) associe (z,0).
Considérons la base canonique B = {e;, ez} de R% On a m(e1) = m(1,0) = (1,0)
et m(ex) = m(0,1) = (0,0) et Mg g(m) = Mp(m) = ((1) 8 .

- 3) Soit f : R2 — R? I'application définie par

f(z,y) = (2z + 3y, -2z + 5y,2 — v).

] est aisé de voir f est linéaire. Soient B = {e, ez} et B’ = {e), ey, €5} les bases cano-
niques respectives des espaces vectoriels R? et R%. On a f(e;) = f(1,0) = (2,-2,1)
et f(e) = £(0,1) = (3,5,—1). Les coordonnées de f(ey) et f(ez) vont s’écrivent
verticalement pour former la base Mg p(f) de [ relativement aux bases B et B’

2 3

1 -1

qui est de type (3,2).

4)a) Soit A € K. Rappelons que I'homothétie de rapport A est I’endomorphisme
hy : E — E donné par hy(z) = Az pour tout z € E. Puisque hy(e:) = Ae; pour
tout i = 1,2,--- ,n, alors la matrice de hy dans la base B est tres facile a écrire :

A - 0
Mp(hy) = . .
0 0 - A
Cours d’algébre 2-Filiére MIP 4 Pr. Moulissine El-Arabi
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Matrice d'une application linéaire

5
b) En particulier, pour A = 1, il s’agit ‘de ’endomorphisme identité hy = idg qui &
pour matrice ’ ) :
_ 10 -+ 0
o1 .-+ 0
Msidg)= |, . . . |=h
“\0 0 .-+ 1
c) Notons que si nous travaillons avec deux bases différentes Bet B de E, a,llors
,0)} et B =

My g(idg) # I,. En effet, prenons E = R? et solent B = {(2,1),(-1.0

{e1,e2} la base canonique de R?. on a
idp(2,1) = (2,1) = 2e; + €2 et ide(=1,0) = (-1,0) = —e; + Oea. D’ou

Mg g(idg) = (? _Ol) # 1

Remarque 1.1.3. Il est important s’insister sur le fait que la matrice qui représente

une application linéaire dépend des bases choisies! Si nous changeons les bases des
s matrices différentes. 11 est important de sou-

espaces considérées, nous obtenons de
ans lequel

ligner que la matrice d'une application linéaire dépend aussi de I'ordre d
les éléments de la bases sont écrits.

Proposition 1.1.4. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
de bases respectives B et B'. Pour toutes applications linéaires f,g : E — [ el

pour tout scalaire o € K, on a :
1) Mg g(f+9)= Mg g(f) + Mgg(9);
2) -MB'B(af) = aMgg(f)-

Preuve.
Posons B = {e1,€2,---,6p}, B = {e},€,,...,¢,} et notons Mg p(f) = (ay) et
My g(g) = (by). Alors, f(e;) = =T ae; et gle) = 2y bije; pour tout j =
i,---,p. Par conséquent,

i=n

i=n =1

(f -+ g)(ej) = f(CJ') =+ g(ej) = ZGU‘E: + Zb,-je; = Z(a,} -+ bZJ)e
i=1 =1 i=1

/

i

Ceci donne
]WBrB(f +9) = (ay + bij) = (ai;) + (bij) = Mg g(f)+ Mg g(g)

D’autre part, , _
=n =N
(af)(ej) = af(e;) = aZaije; = (aai)e;.
i=1 =1
5 Pr. Mouhssine El-Arabi
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6 : ~ Matrice d’une application linéaire

D'on

: A{B,;B(éx f) = (aay) = alay) = aMg z(f)-

Comme conséquence, NOUS pouvons énoncer :

Théoréme 1.1.5. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension p et n
_ respectivement. Soient B = {ey, ez,...,¢ep} une base de £ et B = {e},eg .- e

une base de F. Alors I'application M : Lg(E,F) — Mnp(K) qui & [ associe

Mg 5(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier dim(Lg(E, F)) =

np.

Preuve. - ]
Il est facile de vérifier la linéarité de M. .
Soit f € Ker(f), dohc My g(f) = 0. Par suite, f(e1) = f(e2) =+ = J(ex) = 0.
Dot f =0 et M est injective. Elle est aussi surjective, car si ' ,
an aiz e {11p
A= g Qo2 0"2p
An1 Qn2 - Gpp

On construit f en posant :

i=n

. I
( fler) = 1€, + apep + - + Qni€y = 24 ; Qg

' [ U i=n U
f(ea) = arz€) + aggey + ++ + Quae, = D7 Wit

i=n

flep) = Q1p€) + Qzpey + 7 F Crp = i Qip€;-

Pour z € F, z =

1.2 Produit de deux matrices

Soient B, F et G trois K-espaces vectoriels, / € Lx(E, F)

Soient B = {e1,€2,..-,€p} B ={e),e,... Y ey
respective de E, F et G.

Proposition 1.2.1. Avec les notations précédentes on a :

Mpgng(go )= A/IB”B’(Q)'A/]B’B(f)'

Tie, + Toey + -+ - + e, avee 7; € K. Alors, f(z) = x1f(e1) +
zof(e2) + - - - + zpf (€p). On vérifie que I'application [ est linéaire et Mg g(f) = A

et g € Lx(F,G).
!e:n} et B” = {31,52,- i ,G;;} les bases

Cours d’algébre 2-Filiére MIP 6
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On suppose maintenant que dim(E) = dim(F).
Corollaire 1.2.2. Soit f € Lx(E, F). Alors f est bijeclive si el seulem

matrice My g(f) est inversible.
* Dans ce cas la matrice Mpp' (/~1) est | inverse de Mpp(f) :

Mpp (f7) = (ij’B(f))—l-

ent si la

t B' = B, on obtient, pour

Remarque 1.2.3. Dans le cas particulier ol £ = Fe
toute application linéaire bijective, '

Mp(F~Y) = (Mp(f))~".

1.3 . Ecriture matricielle
Soient E et I deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. B et B_' des bases

de E et F. Soit f € Lx(E, F), = un élément de E. -
ne des coordonnées de dans

~ On note A la matrice (Mg g(f)), X la matrice colon
la base B et ¥ la matrice colonne des coordonnées de f(z) dans la base B .

Proposition 1.3.1. Ona Y = AX.

1.4 Matrice de passage d’une base a une autre

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux hases B = {ey.€2,.. .. cn}
et B = {e, €y, e, }. Puisque B est une base de E, chaque vecteur (:_'} sc décom-
pose de fagon unique comme combinaison linéaire des vecteurs €, €2,..., €n :

’
e; = aneé; +aneéz + -+ dnién

’
e, = a12€] + Qop€y + -+ An2Cyp

/
e, = Q1p€1 t Q2p€2 + o Appey

avec les a;; dans K pour tout 4,7 € {1,2,---,n}. Clest-a-dire, €; = ar;er + agjes +

pour tout j € {1,2,--+,n}.
rmer une matrice qui jouera un réle central dans le

i=n
+o- o+ Gnjen = D iy i€
Les n? coefficients a;; vont fo
procédé de changement de bases :

Cours d’algébre 2-Filiére MIP Pr. Mouhssine El-Arabi
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Matrice d’une application linéaire

Définition 1.4.1. On appelle matrice de passage (ou matrice de changement de |
base) de la base B a la base B la matrice Ppg dont les colonnes sont formées par
les coordonnées des vecteurs el,ez, .,e, dans la base B : '

a3y a2 -+ Qn
Q21 Q2 -+ Q2q
P r = |
B_B . v
Anl Qp2 - Unn

Dans ce cas, on dit que B est I'ancienne base de E et que B’ est la nouvelle base.

Exemple 1.4.1. Soit E un espace vectorlel de dlmensmn det B= {61, ez, €3} une
base de E. Considérons les trois vecteurs e;, ey, e; de E donnés par : e; = e; — €3,

62—€2+E3et€3—61+63 )
On vérifie par des calculs simples que la famille B" = {e], €, 3} est libre, et donc
c’est une base de E. La matrice de passage de la base B & la basc B’ est :

1 01
PBB’ = 0 1 0
-1 11

Remarque 1.4.2. Soit I’endomorphisme identité idp; E — E, £ — . On rap-
pelle que Mp(idg) = Mpg(idg) = I, et My (idg) = My g (idg) = I,

Munissons maintenant l'espace de départ E de la base B’ et I'espace d'arrivée £
de la base B, que nous schématisong par idg; (E, B') — (E' B). A]ors la matrice
MBB’ (idg) a pour colonnes les coordonnées des vecteurs idg(e;) = €, - - ,idg(e,) =

e dans la base B. Donc
PBB' = MBB’ (idE)-
Mais attention a l'ordre des bases!

Proposition 1.4.3. La matrice de passage Py de la base B & la base B’ est
inversible, et son inverse ¥ ], est égale a la matrice de passage de la base B’ i la

base B :
PE;, = PB’B

Exemple 1.4.2. Retournons a Exemplel.4.1. On déduit de la proposition précé-
1 01

dente que la matrice P = Pggr = [ 0 1 0
-1 1 1

P~ est la matrice de passage de la base B' = {e,, ¢,,€;} & la base B = {er,e2,€3}.
Si nous voulons donc calculer P~! de cette manigre, if suffit de trouver les coor-
données des vecteurs ¢y, e, e5 dans la base B’. Pour Lcld, considérons le systéeme :

est inversible et que son inverse

Cours d’algébre 2-Filiére MIP 8 Pr. Mouhssine El-Arabi
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5 Matrice d’une application linéaure

e, =€ — e

€, =ey+e3 ol les inconnus sont les vecteurs ey, ez, e3 qu'il faut calculer en

ez =€ +>63 ) i )
: / . N sz . L33 .
fonction des vecteurs e, e,,e5. A ' aide du systéme précédent on obtient :

1 ! (4
c; = -2-61 + '2-63

1

2

! !
62 = 61 +62— 2(’3
— 1.’ 1..*
et donc :
i 1 _1
2 .2 2
Pt=10 1- 0
1 _1 1
2 2 2

1.5 Changement de coordonnées d’un vecteur

Théoréme 1.5.1. Soient B et B’ deux bases de E. Soient 2 un élément de E, Xg
et X les matrices colonnes des coordonnées de z dans les bases B et B. Alors Xp

est égale au produit de la matrice de passage Ppp par Xy :
.XB = PBB’ .XB’.
Attention a I'ordre! on a les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes.

Exemple 1.5.1. Retournons & Exemplel.4.1. Pour tout vecteur = = ae,+bey+ccy =
d'ey +b'ey +c'ey € B, la relation Xp = Pgp X, s'éenit

'

a 1 01 a
bl=(0 10]f|¥
e/ \-111)\¢
D’on,
(a=d +¢
b=1b
(c=—a'+b +¢
Or, on & Pl Xp = P PppXp = Xp, et d'aprés les données de I'exemple
précédent,
11 _1
2 2 2
-1 _ p-1_
Pop=P =101 0
i _1 1
2 T2 2
Cours d’algébre 2-Filiére MIP 9 Pr. Mouhssine El-Arabi
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Alons ,
a = latb~c)
V=b '
¢ =Ma-b+o)

1.6 Changement de la matrice d’une application
linéaire

b résultat ch-dessous Gudie Vaction d'up changement de bases sur la matrice
d'une application Yinéasire,
Théorkme 1.6,1, Soient I et J” deny K-espaces vectoriels, dim(E) = p et dim( F) =
. Boiemt BB oev I3 denx hases de [, el Soient O et deux bases de F. Soit
S 2 E = F une application linéaire, A = Mcp(f) et A = Mg (f). Soient P
la matrice de passage de B b 7 o @ )a matrice de passage de C 4 . Alors

A =Q AP,

~ Preuve,
Onal = M/}//{i’(lﬁ), Q= Mo lidp) et done Q=M

Lpli N o(tdy ). Considérons Jes
applications lindaiyes

i "l; p ’ o
Y £ I—i- l- __.”_i_"'_, [, )

o T 4‘__

Liegalisé [ = idp o [ o idy; possiale 1 tmduction matricielle

A= Myyf)

M(;/,}f (idp o fo idy)

Mo idp ) Moy (f )M 0 Gid )
= QAP

i

COrﬂ”air‘t 116021 ,T)jﬂnl/ E ”“ K"lfﬁj)m}{ V{t{"li!i(:l ‘-]{: difﬂl‘nhion h“l(;, B/ et Bl (l(.x"x
bases de E et P,"{” matrice de passage de B o B Soit f un endomorphisme de E,
A= Mulf) A A = My(f). Alors .

A =PIAp

Définstion 1.6.3. On dit que deux matrices canées A ot A" dordre n sont sem-
» / "

Mhm‘? (11 A ext somblable a A ). #il existe une matrice inversihle P d’ordre n telle

qgue A = PIAP,

Cours d'olgibre 2-Filiére MIP 10 Pr. Mouhssine E)-Arabi
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2 Matrice d’une application linéare

E,et B et B’ sont

LYBB{S o gReGiialte fx écédent, si [ est un endomorplnsme de
s maintenant une

deux bases de E, alors Ma(f) et My (f) sont semblables. Donnon
forme de réciproque : '
me hase de E et Ala

Proposition 1.6.4. Soient f un enddmorphisme de E, B
a A, il existe une base

matrice de f dans la base B. Si A’ est une matrice semblab]e
B’ de E telle que A’ soit la matrice de f dans la base B

Cours d’algebre 2-Filiére MIP 11 Pr. Moubssine El-Arabi
' ssime bl-Arabi
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S ——————— ‘CHAPITRE 2 _—__—

Déterminants

Dans tout ce chapitre K = R ouCelneN".

2.1 Formes n-linéaires alternées

Définition 2.1.1. Soit £ un K-espace vectoriel.
Une application [ : £ x I x - X i —s K est n-linéaire si elle est linéaire par

rapport & chaque variable, ¢'est-a-dire si : f(zy, -+ i1, QYi + Bz, Tigrs 1 Tn) =
a’/(xlz oy Ti-y Vi Tigdy ,IT»‘") + ﬂf(ml, co Ly Tiey S it T ,.7.‘,,).

Elle est symétrique si elle est invariante par permutation des vecteurs et
métrique ou alternée si Jinterversion de deux vecteurs change le signe, ¢’est-a-dire

. anlisy-

. i)

si':

vxl:"' yTn € E,VZ <j’f(-":1)"' yTay )yt
Remarque 2.1.2. On déduit immédiatement que si f est alternée, alors f(x, 2, ,T)
0 et plus généralement que si x; est une combinaison linéaire des autres vecteurs
cee  Ti1,Tit1,c »Tny alors f(z,z, - ,z)=0
«R - R est bilinéaire et symétrique.
—— ad—Dbe est bilinéaire

' |-Tn) = —.f(ﬂ:l1"' y Ly, TR

Il

Zy,
Le produit scalaire de K

Exemples 2.1.1. 1)
R — R définie par ((a,b), (¢, d))

2) L’application de RX
et alternce.

2.2 Déterminant d’une matrice carrée

L'introduction du déterminant d’une matrice carrée est délicate alors que son
le définir simplement par récurrence

ule dans la pratique est simple. Nous allons
a pratique.

calc
Pour tout 1 < 4,j < n. On note A;; la sous

et donner ses propriétés utiles dans |
Soit A € Mu(K) de terme général aij,

12
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13 Déterminants

matrice de A d’ordre n — 1 extraite de A en enlevant la 7™ ligne et la j™.colonne

de A. '

[ Ao az Q23 _
Exemple-2.2.1, Soit A = [ap axp ax|. Alors A;p = (ﬁeé as3 et An =

a1 Qsz Qa3
a2 Qi3 d
Q32 As33

Définition 2.2.1. A = (aij)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans
K. Le déterminant de A est le scalaire noté det(A) défini par la récurrence suivante .
1. Pour n =1, on a det(A) = a; :

2. Pour 7 =2, On a det(A) = ajjaze — axndi2;

3. Pour n > 3 et pour tout 1 < 7,7 < n, on a l'une des formules équivalentes

suivantes :
(a) -Développement suivant la i ligne :

k=n
det(A) = > (—1)"**andet(An)

k=1 '
= (—1)‘+la£1det(A,-1) + (—1)i+2ai2dei‘(/11'2) + -4 (—1)i+ﬂﬂm(1€£(Am).

(b) Développement suivant la’ j™€ colonne :

k=n

det(A) = Z(—])k+Ja.kiji(Akj)
k=1
= (—I)Hja]jdet(AU) + (—1)2+ia2jdct(/12j) SaERAE o (—1)"+ja,tjdet(/1n]).

On note aussi le déterminant de A = (a;;) € M, (K) par :

Qix Q2 - Qin
gy Q2 -+ Q2

det(A) = | . " ou encore det(A) = |aj,|.
Qp1 Qn2 ' Qnn

a1 @2 Qi3

Exemples 2.2.1. 1) Soit A= | az1 a2 ags
asz; a3z Q33

. En développant suivant la premier

ligne, on obtient :
Q93 Qo3 142 [@21 @23 143 [d21 Q22
det(A) = a;;(=1)'*! +ajpp(-1 +ap(=1)
(A) 1(=1) sy Qa3 12(=1) as Qa3 13(=1) az) Az
13 Pr. Mouhssine El-Arabi
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Ainsi, det(A) = 0:11(0.22(133 — Q32093) — 0112(‘(,].211133 — 031023) +.a13(a,21a32 — 31092)-
2) Calculons le déterminant d’ordre 4 suivant - -
|1 0 3 2
' -1 3 0 1
4=10 4 -2 3|
2 .2 2 0
On développe suivant la premier.ligne et on obtient
3 0 1 -1 31 -1 3 0
A = |4 -2 3|+3/0 4 3/—-2/0 4 -2
2.2 0 2.+2°0 2 2 2 .
5 -2 3 4 -2 4 3 31 4 =2/ .0 -2
o F L i o RO A e o
= —184+12+184+30+24+24
= 90. '

La proposition suivante est une conséquence immeédiate des formules définissant

le déterminant.{g -

Proposition 2.2.2. Pour toute matrice A € M, (K), on a:
det(A) = det(*A).

Remarque 2.2.3. Soit A = (a;;) € My(K) Alors :
1) Si A est une matrice dont tous les coefficients en dehors de la diagonale sont

nuls, alors,
(let(A) = A11Q22 ' ' Qnn.

2) Si A est une matrice triangulaire supérieure (si tous les coefficients qui se
trouvent au dessous de la diagonale sont nuls ), alors,

det(A) = a11022 - Gnn-

3) Si A est une matrice triangulaire inférieure (si tous les coefficients qui se
trouvent au dessus de la diagonale sont nuls ), alors,

det(A) = anao - - Gun.
4) En particulier, le déterminant de la matrice identité I, est égale & 1, ¢'est-a-

dire
det(1,) = 1.
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./

2.3 Déterminant d’une matrice carrée : proprie-
tés | |
Le réqu_lta.t suivant est parmi les propriétés les plus importantes.
Théoréme 2.3.1. Soient A, B e M, (K), alors :
- det(AB) = det(A)det(B).
En particu]ief, si A est inversible alors '

1

det(A™!) = ——.
(A7) det(A)
La proposition suivante est une conséquence immédiate de ce théoreme.

Proposition 2.3.2. Si A et B sont deux matrices semblables (c'est -a-dire, s’il
existe une iatrice inversible P telle B = P~'AP), alors '

det(A) = det(B).

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et B = {ej,e,...,€,} une hase
de E. On appelle déterminant des n vecteurs v, -- - ,v, dans la base B et on note
detg(vy,- - - ,v,) OUu encore Iv;, ‘e ,vnIB le déterminant de la matrice

V = (7'],“‘ sllrn)

C’est-a-dire le déterminant de la matrice

'Ul 'U2 P 1!] PP vn

vp iz - Uy o Uin

Vg1 Vg - Uz o Uy

V= )
'l'U

Uni1 Un2 -~ Un Unn
o, pourj =1,2,--- ,n;v; = vy;€1+vp;€,. En particulier,si A = (¢;.--- , ¢, ) est une
matrice carrée d'ordre n ot ¢y, - - - , ¢, sont ses vecteurs colonnes. Alors det(A) est la

déterminant de (c,--- ,¢,) considérés comme vecteurs X" dans la hase canonique

de K™,

Théoreme 2.3.3. Avec les notations ci-dessus, on a :
1) Pour tout A € K,

det(cl,--- ,/\Ck,"‘ ,C’n) = ,\det((:,,--- o o PRI Lr‘)

Pr. Moulissine El-Arahi
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En particulier, pour tout a € K,

dEt(aCh Ak ,leCk,“ oK ,ozc,,) = a“det(cl, sy Chy oo 3 Cals

2) Si I'une des colonnes Cj est la somme de deux colonnes ay + bi,-8lo

rs

dei(C],"' |ak+bk;"' ,c“) =d€i(C],"' Ak, gC'n) —~|—d6t(Ch-.. JOky ot ,('-n).

3) Si I'on échange déux colonnes de la matrice A, alors le déterminant de A
change de signe, c’est-a-dire

det(cy, + ,Cive v 1 Ciyete 1 Cn) = —del(Cry ety ity G ,Cn)-
-En particulier, si ¢; = ¢, on a
det(cly"' 1 Ciyr g Gy 1('11) =0.

Ces propriétés indiquent que la déterminant est une forme n-linéaire. El]e_s consti-
tuent des régles de calcul pratiques et impliquent :

Proposition 2.3.4. Soit A € M,(K). Alors :
1) Si deux colonnes de la matrice A sont égales, alors :

det(A) = 0.
2) Si I'une des colonnes de A est nulle, alors :
det(A) = 0.

3) Plus généralement, si I'me des colonnes de la matrice A est combinaison
linéaire des autres, alors :
det(A) = 0.
4) On ne modifie pas la valeur de det(A) en ajoutant & une colonne une combi-
naison linéaire des autres colonnes.

Remarque 2.3.5. Puisque le déterminant d’une matrice est égale a celui de sa
transposée, le Théoreme 2.3.3 et la Proposition 2.3.4 restent valable si on change les
colonnes par les lignes.

La formule du déterminant d’un produit de matrices a un conséquence intéres-
sante. Nous pouvons ainsi définir le déterminant d'un endomorphisme.

Définition 2.3.6. Si J est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimen-
sion n, on pose det(f) = det(Mg(f)), o B est une base quelconque de E.

Cette définition a bien un sens, puisqu’elle est indépendante de la hase choisic
En effet, deux matrices représentant le méme endomorphisme sont semblables.
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2.4 Applications des déterminants 1

_ Théoréeme 2.4.1 (Indépendance linéaire de'n vecteurs dans un e.v de dimension n).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’ime base B = {e1, €2, - - - sen}- r
Alors n vecteurs {v;, vy, ..., v, } forment une base si et seulement si detg(vr,v2, .-, Vn) #

0.

Exemple 2.4.1. On considére les vecteurs v; = (1,0,1), 12’ = (-1,1,0) et v3 =
-(1,1,0). La famille {v;, vy, v3} est une base de R3 si et seulement si

-1
#0,

detB(vla V2, US) =

— O =
O = =

1
0
oli B la base canonique de R3. En développant suivant le dernier ligne, on obtient.

1
i z-\—l 1

Donc {v;,v9,v3} est une base de R3.

Si a;; est coefficient d*une matrice A € M,(K). On a donc le cofacteur de a;; le
réel cof(ai;) défini par cof(ai;) = (=1)"*det(A;;). ou A, la matrice carrée d'ordre
n — 1 extraite de A en enlevant la i*™ ligne la ;"™ colonne de A. La comatrice de ‘
A, est la matrice Com(A) obtenue en remplagant chaque terme a;; de la matrice A
par son cofacteur cof(a;;). c'est-a-dire Com(A) = (cof(ay;))-

Théoréme 2.4.2. Soit A une matrice carrée d'ordre n > 1. Alors :
1)On a
A.(Com(A))t = del(A).I,.

2) En particulier, A est inversible si et senlement si det(A) # 0, et dans ce cas,

1= . A)).
A el () (Com(A))
Exemple 2.4.2. Nous allons utiliser la formule ci-dessus pour calculer I'inverse
11 2
des matrices suivantes : A = ’i i et B =2 0 1|. 1)Pour la matrice A, on a
3 11
1 -4
det(A) = -2 et com(A)={ _; o |-
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-1 2 1 - 2 -1

: t 1 t 11
2y : . v g’ =d = 2 33
Ainsi A est inversible et A~! = = _ =17 =" .
2) Pour la matrice B, on développe suivant la deuxieme ligne et on obtient

120 11
syl -] |-
D’un a.utre: c-été,
01 J2 1| |20
11 31 3 1 i1 5
com(A) = —li fl ‘;’ ?l —E H =1 -5 2
1 3 2
1 2 1 2 1 1f -
0 1f “ (21 (20
| -1 1 1}
Ainsi B est inversible et B‘1=% 1 -5 3
2 2 =2

2.5 Applications des déterminant : Systéme de
- Cramer
Le théoréme suivant appelé régle de Cramer, donne une formule explicite pour

la solution de certains systémes d‘équations linéaires ayant autant d’équations que

I'inconnues.
rfLuﬁEl + 19Ty + -+ Q1pTh = by

a21%1 + G22T3 + - - - + ATy = by

LAn1 1 + An223 + - + dppity, = by

Ce systéme peut aussi s’écrire sous forme matricielle

an @iz -+ din & by

. Q21 G -+ Gy ) by
AX=BounA=| . _ | EMLK), X=]| "|etB=]|"

Apl Qpg - Ann Iy b'n

Définissons la matrice A; € M, (K) par :
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an 0 ay-1 by a0 G
an " -0 Ggzj-1 b2 agip o Gz
Aj= L N TR :
Qni " Qnj-1 b Onj+1 Qnn

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplagant la 5™ colonne de A par le

second membre B. La régle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du
systéme, dans ce cas ou det(A) # 0, en fonction des déterminant des matrices A et

A;.
Théoreme 2.5.1. Soit AX = B un systéme de n équations a n inconnue. Suppo-
sons que det(A) # 0. Alors 'unique solution (21,2, -+ ,Zs) du systeme est donnée

par :
__ det(Ay) __ dei(Az) _ det(An)
Z1 = Gaqa) T2 = Gera) 0 0 Tn T da(a)

Preuve.
On a supposé que det(A) # 0. Donc A est inversible. Par suite, X = A7'B st
I'unique solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que A~! = EﬁA—)“(C‘om(A))-

Donc X = zz-*(Com(A))B. En développant,

cof(an) cof(az) -+ cof(an) b,

_2 1 cof(arz) cof(ax) - cof(ans) by
A= T Ay _ _
o \cof(aln) cof(agn) - cof(@nn) b,

cof(a)by + cof(az1)be + -+ + cof (an1)bn

cof (ar2)by + cof(agz)ba + - - - + cof (an2)bn

det(A)

Cof(aln)bl b COf(GLG)bg R Cof(a“nﬂ)bn

Ainsi,
i C’Of((l]]_)bl =+ C()f((lgl)bg S cof(a.,u)b.” ” d(f(/h)
o det(A) det(A)
19 Pr. Mouhssine El-Arabi
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g, cof(alj)bl_ = COf(agj)bz “+ e 4 cof(anj)lin _ de't(Aj)
a  det(A) L. det(A)’

o = f(@n)by + cof(am)bs + -+ + cof (Gnn)bn _ det(An)
AN det(A) . det(A)

Exemple 2.5.1. Résoudre le systéme suivant :
(22 —y+22=1
{ —2z+2z=-2
: \:z:—_y—3z=()

-2 -1 2 1\
Ona:A=[-2 0 2 |etB=|(-2],
1 -1 -3 0

1" =1.-2 =2 1 2 -2 -1 1
. A] = -2 0 2 ’ Az = -2 =2 2 y Ag = -2 0 -2
0 -1 -3 1 0 =3/ 1 -1 40

det(A) = 4, det(A;) = 12, det(A;) = —12, det(A;) = 8.
La solution est alors,

Cdet(4) 12
=) ~ 4
_ det(A;)  -12
= det(A) 4 3
. dCt(As) _ § —9
T det(A) a4 T
Cours d’algébre 2-Filiére MIP 20
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CHAPITRE 3 s "

Réduction des endomorphismes

La réduction d’endomorphisme a pour objectif d’exprimer des matrices et des
endomorphismes sous une forme plus simple, par exemple pour faciliter les calculs.
Cela consiste essentiellement a trouver une décomposition de 'espace vectoricl un
somme directe de sous espaces stables sur lesquels 'endomorphisme induit est plus
simple. Moins géométriquement, cela correspond a trouver une base de 'espace dans
laquelle I’endomorphisme s’exprime simplement.

Dans toute la suite de ce chapitre, K = R ou C et E est désigne un K-espace vectoriel
de dimension finie n € N non réduit a (0), et f un endomorphisine de E.

3.1 Valeurs propres. et vecteurs propres d’un en-
domorphisme

Définition 3.1.1. Un scalaire A est dit valeur propre de f s’il existe un vecteur
non nul = de E tel que f(z) = Az, z est alors appelé vecteur propre associé a la
valeur propre .

Remarque 3.1.2. 1) Tous les multiples non nuls d’'un vecteur propre de f sont
encore des vecteurs propres de f pour la méme valeur propre.
2) L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle spectre de f et noté sp(f).

Exemples 3.1.1. 1) Si f est une homothétie d'espace vectoriel E, f = k.idg, alors
tout vecteur non nul est un vecteur propre associé a la valeur propre k.
2) Soit f : R,[X] = R,[X] 'endomorphisme défini, pour tout P € R, [X], par

f(P)=XP.
Pourtout 0<i<n,ona:

J(X') =1iX",

21
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et done X* est vecteur propre de [ associé & la valeur propre 1.

3) Soit E l'espace vectoriel des fonction.de R dans R, indéfiniment dérivables.
L’application T : E — E qui & une fonction associe sa dérivée est un endomorphisme
de E. Alors pour tout réel ), la fonction uy(t) = exp(At) est un vecteur propre associé
& la valeur propre A, car ux(t) # 0 et T'(uy) = M. ‘

Dans le Théoréme suivant nous caracterisons de facons plus précise les valeurs
propres d'un endomorphisme.

Théoréme 3.1.3. Soit A un scalaire. les assertions suivantes sont équivalents :
1) A est un valeur propre de f;
2) L’endomorphisme f — \.idg n'est pas injectif, c’est-a-dire son noyau vérifie

Ker(f — Midg) = {x € E/(J - Aidg)(z) = 0} # 0;

3) det(f — \.idg) = 0; - :
4) det(M — A.1,) = 0, oi M est la matrice de f dans n'importe quelle ba.se de
E. ‘

Preuve.
Pour A soit valeur propre de f il faut et il suffit qu’il existe un vecteur non nul
v € E tel que f(v) = A, c’est-d-dire que 'on ait (f — A.idg)(z) = 0, on encore
que le noyau Ker(f — A.idg) # 0. Ceci entraine 'équivalence de 1) et 2). Pour
que ’endomorphisme f — A.idg de I'espace vectoriel E de dimension n ne soit pas
injective il faut et il suffit qu’il ne soit pas bijectif, c’est-a-dire que son déterminant
soit nul, d’ou P'équivalent de 2) et 3). Enfin par définition du déterminant d’un
endomorphisme, 3) et 4) sont équivalentes. L]

3.2 Polynéme caractéristique
Déﬁnition 3.2.1. 1) Le polynome caractéristique de f est défini par
Cy(X) = det(f — X.1dp) € K[X].
2) Soit M € My(K). Le polynéme caractéristique de M est défini par
Cu(X) = det(M — X.I,) € K[X].

La proposition suivante est importante. Elle indique le fait que pour calculer
le Polynéme caractéristique d’un endomorphisme, il suffit de calculer celui de sa

matrice dans une base quelconque.

Proposition 3.2.2. Soit M la matrice de [ dans n'importe quelle base de E. Alors
Cr(X) = Cu(X).
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‘Exemple 3.2.1. On considére I'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la

“base canonique est
-1 1 1

A=(1 -1 1
1 1 -1
Le polynéme caractéristique Cy(X) est donné par

CH(X) = Cu(X) = det(M - X.I,,)
-1-X 1 1
= 1 -1-X 1

1 1 -1-X
= —(X-nX+27%

La proposition suivante donne un moyen de calculer les valeurs propres d’un
endomorphisme.

Proposition 3.2.3. Les valeurs propres de f sont exactement les racines de son
polynéme caractéristique qui sont dans K.

Preuve.
On a les équivalentes suivantes :
A€ K est valeur propre de f <= I’endomorphisme f Aidg n'est pas injectif

= (- Mds)( )=
= Cy(N) =
<= ) est une racine de Cy(X) dans K.
n
Soit A = (@ij)1<ij<n Une matrice d’ordre n & coefficient dans K. Soit X une

indéterminé, alors on peut écrire :

aj; — X a2 SN Qin
21 agp—X --- QA2n
A-XI, = ]
Qnj Qn2 T * Anpn — X

Proposition 3.2.4. Le polynéme caractéristique d’'une matrice (ou d'un endomor-
phisme d’un espace vectoriel de dimension n ) est un polynéme de degré n.

Corollaire 3.2.5. En dimension n un endomorphisme ( ou une matrice d’ordre n )

a au plus n valeurs propres distinctes.
Exemple 3.2.2. Soit A = (a;;)1<i j<n Une matrice triangulaire. Alors A — X1, est
aussi une matrice triangulaire et le polynéme caractéristique ( déterminant triangu-

laire) est donc le produit des coefficient diagonaux, c’est-a-dire

CA(X) = ((111 — X)(az —X)"'(ann ~ X).
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Les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A. En particulier, ce
résultat est vrai pour une matrice diagonale.

3.3 Sous-espace 'propre

Ce qui préceéde montre que I'ensemble des vecteurs propres associés a une valeur
propre A auquel on ajoute le vecteur nul est exactement Ker(f — A.idEg).

Définition 3.3.1. Soit A une valeur propre d’un endomorphisme f. On appelle sous-

espace propre associé & ), le sous-espace vectoriel de E défini par Ey = Ker(f —
Aidg)

Remarque 3.3.2. 1) C’est en cherchant le noyau de I'application f — A.idg que
I'on détermine les vecteurs propres associés a la valeur propre .
2) Si A n’est pas valeur propre de f, Ey = 0. '

- Définition 3.3.3. Soit A une valeur propre d’un endomorphisme f. On appelle sous-

espace propre associé a A, le sous-espace vectoriel de E défini par Ey = Ker(f —
A.idg)

" L’ordre de multiplicité d’une valeur propre A de f est 'ordre de multiplicité d'une
de la racine A du polyndme caractéristique de f.

Théoréme 3.3.4. Soit A une valeur propre de f. Alors la dimension du sous-espace
propre E) est inférieure 6u égale a I'ordre de multiplicité de A. En particulier, si A
est une valeur propre simple (I’'ordre de multiplicité de A égale & 1) alors dimkE) = 1.

3.4 Diagonalisation

Définition 3.4.1. 1) L’endomorphisme f est dit diagonalisable s’il existe une base
B de E dans laquelle la matrice Mg(f) de f est diagonale.
Une matrice A de M,,(K), c’est-a-dire

N O - 0
Ry 2o B

Me(f)=|. T
8 0 sc D

2) On dit qu'une matrice carrée M € M, (K) est diagonalisable s’clle est semblable
4 une matrice diagonale, c’est-a-dire s’il existe une matrice diagonale D € M, (K)
et une matrice inversible P € M, (K) telle que M = P~1DP.
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Proposition 3.4.2. L’endomorphisme f de E est d]agona]e si_et seulement s'il
existe une.base de E' composée de vecteurs propres. :

Exemple 3.4.1. Reprenons 'exemple f: R [X] —R,[X] 'endomorphisme défini.
pour tout P € R,[X], par
f(P)=XPF.
Comme '{1 X, X% .-+, X"} est une base de R,[X], composée de vecteurs propres
de f on deduit que f est dlagonale

Définition 3.4.3. On dit qu’un polyndme P(X) est scindé dans K s'il est décom-
posable en un produit de facteurs du premier degré & coefficient Dans K, c’est-a-dire

i=n

P(X)=a]](z - )™

. i=1
Ol @, iy, o, - , in € K.

Nous arrivons maintenant au théoreme fondamental de ce chapitre.

Théoréme 3.4.4. Soit Cy(X) le polyndme caractéristique de f et Aq,---, A, sont
des valeurs propres distinctes de f. Vi € {1,2,--- ,n}, on pose £, le sous espace

propre associé a A; et a; l'ordre de multiplicité de A;. Les assertions suivantes sont
-équivalents :

1) f est diagonale; _ _

2) Cy(X) est scindé, mettons : Cp(X) = [[:Z0(Xi — X)* et dimE), = a; Vi €
{1:2a"' ,n};

3) dimE = dimEy, + dimEy, + -+ dimE,;

4) E est la somme directe des sous-espaces propres de [ ¢ est-a-dire :

E=E\,®E,6  @E,, (E=E\,+E\,+ -+E\ et E\NE\, ={0})

3.5 Démarche a suivre pour vérifier si un endo-
morphisme est diagonalisable

Nous allons résumer les étapes pour vérifier si un endomorphisme f : E — F
est diagonalisable (pour vérifier si une matrice diagonalisable, on la regarde comme

la matrice d’un endomorphisme de K" )
1) On choisi une base de E et on calcule la matrice A dans cette base.

2) On calcule le polynéme caractéristique de f par la forme :

CHX) = det(A - X.I,,).
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3) On calcule les racines de Cy(X) dans K ainsi leurs ordre de multiplicité. A ce
stade, on distingue deux cas :

a) Si Cf(X) n'est pas scindé dans K, lelS f n'est pas dlagonahsable

b) Si C'f(X) est scindé dans K ¢ ‘est-a- -dire

Cp(X) = (-1)(X = AT (X = D) (X - A)“u (X = Ap)

pbﬁr chaque valeur propre a; oi 1 < i < p, on calcule le sous—espace propre
E),; en résolvant le systéme AX = A\, X
deux situations peuvent se présenter :
e Il existe un 1 < j < p tel que dimEy; < aJ et dons ce cas f n’est pas

diagonalisable.

e Pour tout 1 < j < p, dimE), = a; et dons ce cas [ est diagonalisable. On
détermine alors une base de vecteurs propres et on écrit la matrice de f dans
cette base.

Exemple 3.5.1. Reprenons I’exemple de I’endomorphisme f de R® dont la matrice
dans la base canonique est

A= 1 -1 1-

Nous avons vu que Le polynéme caractéristique Cp(X) de f est donné par

CHX) = —(X = 1)(X +2)%.
les valeurs propres sont 1 et -2. Expliquons maintenant les sous-espaces propres £,

et E_g.
—2r+y+2z=0

x %

y|l eBie= A-1L)|y| =0 qz—-2y+2=0 S r=y=z

i i T+y—22=0
Donc on peut choisi le vecteur (1,1,1) comme base de Ej.

z+y+z2=0

x T

y| e Boe= (A+2D) |y | =0 qr+y+2z=0 <= z+y+z=0

% g z+y+z2=0
Donc E; est sous-espace vectoriel de R? de dimension 2 dont une base {(1,0, — 1),(0,1,~1}
Comme Cy(X) est scindé, dimEy, =1 et dimE),, = —2. Le théoréeme précédent im-

plique que [ est diagonalisable. Sa matrice dans la base (1,1,1),{(1,0,-1),(0,1,-1)}
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formée de vecteur propre de f. Sa matrice dans cetle base est la matrice

-1 0 0
D=0 -2 0
0 0 -2

Remarques 3.5.1. 1) Attention ! lorsqu’on cherche A savoir si une matrice est dia-

gonalisable. il est important de préciser si 'on travaille dans M,(R) ou M,(C).
Voici un exemple éclairant. Considérons l'endomorphisme f de R? donL la matrice

dans la base canonique s’écrit
0 1

Son polynéme caractéristique est : Cyp(X) = X2 + 1, qui n’a pas de racine réelle.

Donc M n’est pas diagonalisable dans R2.
Cependant, considérons maintenant 1’ endomorphlsme g de C? dont la matrice dans

0 .1\
0=(5 o)
Son polynéme caractéristique est encore : Cy(X) = X%+ 1, il admet 2 racines
distinctes dans C, qui sont 4 et —4. Donc g est diagonalisable et dans une base de

vecteurs propres la matrice de g s’écrit :

6 2)

2) 11 faut également se garder de croire que tout endomorphisme de C™ est diago-
nalisable. Considérons par exemple ’endomorphisme h de C? dont la matrice dans

la base canonique s'écrit :
11
M(h) = (O 1) .
Son polynéme caractéristique est : Cy(X) = X2+ 1. La seule valeur propre est donc

1 et un calcul direct montre que le sous-espace E; engendré par le vecteur (1, 0). 1l
n'est donc pas de dimension 2, et h n'est donc pas diagonalisable.

la base canonique s'écrit

3.6 Trigonalisation

Définition 3.6.1. 1) Une matrice carrée A est dite trigonalisable si elle est semblable
a une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) T, c’est-a-dire s'il existe une

matrice inversible P telle que A = P7!TP,
2) L’endomorphisme f est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle

sa matrice est triangulaire (supérieure ou inférieure).
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T\'igmmliserfsigniﬁe . Rechercher une telle base. Si J a dans la base {vy, vz, "+ yUn}

une matrice triangulaire supérieure

an Q2 v Qe
0 ag ++ G2

0 -+ 0 -ann

alors pour tout j : f(v;) = Simd agui.
. ,un} de E telle que

Trigonaliser f revient donc & chercher une base {vy,v2, "
ar les vec-

pour tout 7 € {1,2,--+,n}, f(v;) appartient au sous-espace engendré p

teurs vy, vg, -+, 05 f(ug) € vect(v,ve, »V5)
En particulier, v; est nécessairement un vecteur propre de f.

Remarque 3.6.2. Tout endomorphisme (ou matrice) diagonalisable est trigonali-

sable. '

Théoréme 3.6.3. Pour que I'endomorphisme [ de £ soit trigonalisable il faut et il
suffit que le polyndme caractéristique de f soit scindé. En particulier, lorsque K = C,

f est toujours trigonalisable.

3.7 Exemples de trigonalisation

Exemple 3.7.1. On considére f I'endomorphisme de £ = R3 dont la matrice dans
la base canonique (e, €z, €3) est
5 4 =2
A=[-2 -1 1
4 4 -1

Le calcul du polynéme caractéristique donne : Cy(X) = CA(X) = (1 - X)3.
La matrice A admet donc une seule valeur propre A = 1, elle ne peut pas étre
diagonalisable sinon, il existerait une matrice P inversible telle que A = PP,

alors A = I3, or ce n’est pas le cas.
On détermine maintenant le sous espace propre £ associé a cetle valeur propre.

e +4y - 22=10

5 2 0
y| €eB = (A-1L) ({y| =|0] = {-2r-2y+2=0 <= —20-2y+2=0,
z z 0
dr+4y —2z=0
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Donc
Er = {(,9,22+2): (z,y) € R?)

{(2,0,22) + (0,y,2y): (z,y) € R?}
{z(1,0,2) + 4(0,1,2): (z,y) € R?}

I

Comme les deux vecteurs v, = (1,0.'2) et v, = (0,1,2) sont libres, car le sous-

0

déterminant I(l) 1| = 1 # 0, alors on peut choisi {v), v} comme base de L. On

compléte {v;, vy} par un vecteur vz pour obtenir une base de R3. Ici, on peut par
exemple choisir vy = e3. Le systéme {vy,v,,v3} est libre car, del(v,,vz,v.,) =10,
On a done les relations suivantes :

‘Ul=€1+263 €1 = —21)3

y=ey+2e; <> <e=1uv— 21

Uz = €3 €3 =13

Ainsi, f(v1) = vy, f(v2) = v, et

f(vs) = f(e)

—2e; 4+ ey —e3

=2(v; — 2u3) 4+ vy — 2u4 — 113
=2uy + vy + 1y

I

La matrice de f dans la base {v1,v2,v3} s'écrit alors :

1 0 -2
T=1l01 11}.
0 0 1
1 00 1 0 0
On vérifie que T= P-'AP,avec P= [0 1 O] etP'=| 0 1 0
2 21 -2 -2 1

Exemple 3.7.2. On considére f I'endomorphisme de £ = R4 dont la matrice dans
la base canonique (e, ez, €3, €4) est

1 -3 0 3
-2 -6 0 13
A=lo 31 3
-1 -4 0 8
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Le calcul‘du polynéme caractéristique donne : Cy(X) = CA(X) = (1 = X)*. La
matrice A admet donc une seule valeur propre A = 1 d'ordre multiplicité 4.
On détermine maintenant le sous espace propre E) associé a cette valeur propre.

(—3y+31=0
-2r—-Ty+13t =0 y=1
Z € E) <= (A-1.13) Yl = 8 = { e = Y
\; ;’ s -3y +3t=0 T = 3t
=z —4y+T7t=0
Donc .

Ey = {(3t,t,2,1): (::-, t) € R?)
{(3t,¢,0,1) + (0,0, 2,0): (z,t) € R?}
{t(3,1,0,1) + 2(0,0,1,0): (z,1) € R?}

Comme les deux vecteurs u; = (3,1,0,1) et uz = (0,0,1,0) sont libres, alors on
peut choisi {u;,us} comme base de E;. Donc dimE; < 4 On complete {u;, up} par
deux vecteurs {us, u4} pour oblenir une base de R?. Ici, on peut par exemple choisir
Uz =€) et uy = e;. Le systeme {v;, vy, v3} est libre car, det(v1,v9,v3) =1#0. On a
donc les relations suivantes :

fu1=361+ez+e4 (€1 = ug
Uy = €3 €2 = Uyq
= <
Uz = € €3 = Uy
(Us = €2 (€4 = U1 — ug — ug
Ainsi,
Jug) = f(e1)
= e —2e — ¢4
= —u+ 4?.1.3 — Uy
et
J(w) = f(ey)
= —361 = 682 = 3633 = 46‘4
= —4u; — 3uy + 9u3 — 2uy
Cours d’algébre 2-Filiére MIP 30 Pr. Mouhssine El-Arabi

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

<t Réduction des endomorphismes

La matrice de f dans la base {uy, uy, Uz, ug} s'écrit alors !

1 0 -1 —4
A =100 4

. 00 -1 =2
On considére la sous-matrice
4 9
A (_1 _2).

qui est la matrice de la projection de f sur le sous-espace engendré par (u3,u,), dans
la base canonique de ce sous-espace. On va maintenant trigonaliser cette matrice.
Le polynéme caractéristique de cette matrice est Ca(X)=(1-X)?

‘Cette matrice n’a qu’une seule valeur propre double qui est 1. Le sous espace propre
associé & cette valeur propre est déterminé par

3z4+9y =0

— {:c = -3y
—r—3y=(

Sa dimension est donc 1, et il est engendré par vy de coordonnées dans la base

canonique du sous-espace (—3,1). On le compléte en une base du sous -espace avec
un vecteur v, de coordonnées (0, 1)

Les vecteurs correspondants dans 'espace £ = R4 sont donc v; = —3y; + ug et
7 ¥ : .
Uy = u4. Ainsi,

f(vy) = —y — 3uz + v,
J(v) = —4u, — 3uy — 3u; + v,

La matrice de f dans la base {u1, uz, v}, v3} s%écrit alors -

1 0 -1 —4
' 01 -3 -3
A‘001—3
00 0 1

3.8 Polynémes d’endomorphismes—Polynéme mi-
nimal

On définit les puissances de f par :

f0=idE,fI=f,f2=f0f,"‘ lfm+1=fm°f-
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- Plus généralement, si P(X)=ao+a;X + . 4+ a, X™ est un polynéme de K[X],
alors on définit le polynéme d’endomorphisme P(f) par: .

P(f) = aoidp + ayf + - - + ap ™

Si A est la matrice de J dans une base B de E, alors le polyndme de matrice P(A)
défini par : -

P(A) = G,Q]" + allA + -+ amA"‘.
est la matrice de P(f) dans la base B.
Proposition 3.8.1. Pour tout endomorphisme f de E, il existe un polynome non
nul Q € K[X] tel que Q(f) = 0 (ot 0 est ’endomorphisme nul de £ ).

Preuve.

E est un K-espace vectoriel de dimension n, donc Ly (E) est un K-espace vectoriel
% ¢ N 1 . 2

de dimension n2. Par conséquent, les n®+1 endomorphismes dE, f, f2,--+, ™ sont

liés. Done il existe des coefficients @0, @1, , an2 de K non tous nuls, tels que

aidE +ayf + - + au f™ = 0.

C’est-a-dire le polyndme non nul

QX)) =ao+a1X + - + g X"
vérifie Q(f) = 0.

Définition 3.8.2. On appelle polynéme annulateur de [ tout polynéme Q € K[X]
tel que Q(f) = 0.

Soit f € Lk(E) (resp. A € Ma(K)). Alors il existe un unique polynéme uni-
taire m;(X) (resp. ma(X) ) de K[X] de degré minimal, vérifiant ms(f) =0 (resp.
ma(A) =0), tel que tout polynéme annulateur de J (vesp. de A ) est multiple de
myg(X) (resp. ma(X) ).

Théoréme 3.8.3 (de Cayley-Hamilton). Soit, [ € Lk(E) (resp. A € M, (K)).

Alors le polynéme caractéristique Cr(X) de f (resp. Ca(X) de A) est un polyndme
annulateur de f (resp. de A ).

Corollaire 3.8.4. Soit f € Lk(E) (resp. A € M, (K)). Alors le polyndme minimal
my(X) divise Cy(X) et ma(X) divise Ca(X).
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; . 4- 1 -1
Exemples 3.8.1. 1) Soit / € Lg(R®) de matrice 4 = [ =6 -1 2) dans la
' = 21 1

* base canonique de R3. Comme Cj(X) = (2 - X)(X —1)* = —(X - 2)(X y 1)%

il en résulte que my(X) = (2 — X)(X — 1) ou m(X) = (2 - X)(X — 1)%. Or,
(A= 2I3)(A - I3) #0, alors mg(X) = (X - 2)(X - 1)%. -

-1 1 1 , '
WSoit A= 1 =1 1 ].0naCa(X)=(1-X)2+X)?=—(X-1)(X+2)
1 1 -1 .

Comme (A — I3)(A + 2I3) = 0, alors m4(X) = (X — 1)(X + 2).

Théoreme 3.8.5. Soit f € Lg(E) (resp. A € My(K)). Alors [ (resp. A ) est
diagonalisable si et seulement si les racines de m;(X) (resp. de m4(X) ) sont simples
et appartiennent a K. ’
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CHAPITRE 4 /o e —

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

Dans toute la suite de ce chapitre, K = R ou C et E est désigne un K-espace
vectoriel de dimension finie n-€ N, ’

4.1 Formes linéaires

Définition 4.1.1. Une forme linéaire sur E est une application linéaire de £ dans
K, K étant considéré comme un espace vectoriel sur lui-meéme.

Proposition 4.1.2. Soit une B = {ey, €3, -+ ,€n} une base de E. Une application f
de E dans K est une forme linéaire si et seulement si il existe n scalaires a,, as, -+, an
tels que pour tout z = €1 + T2e2 + -+ + Tnén,

f(z) = 101 + Toag + - + Talp.
Ceci se vérifie facilement en remarquant que a; = f(e,).

Exemple 4.1.1. Si E = K,[X], et si a € K alors I'application [ : K,[X] — K qui
A P associe P(a) est une forme linéaire sur E.

Définition 4.1.3. On appelle espace dual (ou simplement dual) de I l'espace vec-
toriel des formes linéaires sur E, c’est-a-dire Lx(E;K), et on le note £7.

Définition 4.1.4. Soit B = {e1, €2, ,en} une base de E. Pour tout 1 =1,2,--jn,
on définit une forme linéaire e} sur I en posant pour 1 < j < n,

1sii=j

e’{(ej):é,j: 0 siid
81 1# 9

8;; est appelé le symbole de Kroneker.
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Proposition 4.1.5. Soit B = {ej,ez, - ,e,} une base de E. L'ensemble B* =
{e},e3,--- ,en} une base de E. défini comme ci-dessus est une base de E‘_ et est

appelé base duale de’B.

4.2 Formes bilinéaires

Définition 4.2.1. Une forme bilinéaire sur E-est une application [ :.E x £ — K
linéaire par rapport a chaque variable, c’est-a-dire :

o Vz € E, 'application y — f(z;y) est une forme linéaire sur E.

o Vy € E, Papplication = — f(z;y) est une forme linéaire sur E.

Exemples 4.2.1. 1) Soient £ =K, a un élément de K et f I'application de K x K
dans K définie par f(z,y) = azy. C'est une forme bilinéaire. Réciproquement, toutes
- les formes bilinéaires sur K sont de ce type. Eneffet, soit f une forme-bilinéaire sur
K. Alors, pour tout (x,y) de K x K, f(z;y) = #f(1,y) (linéarité par rapport a
_la premitre variable)..Or, f(1,y) = yf(1,1) (linéarité par rapport a la deuxieme
variable). D’ott : f(z,y) = zyf(1,1). En posant a = f(1,1) qui est bien un scalaire,
il vient f(z,y) = azy. ;
2) Soit E = R? et ¢ I'application de E x E dans R définie pour tout = = (1, 22) et
v = (y1,y2) par o(z,y) = z131 — 22291 + 271Y2 — Tay2 est une forme bilinéaire sur £
(vérification immédiate). '
Proposition 4.2.2. L’espace vectoriel B(E) des formes bilinéaires sur E est de

dimension n2.

4.3 Matrice d’une forme bilinéaire

T est toujours possible d’associer & une application linéaire une matrice dans une
base. Voyons ce qu'il en est pour une forme bilinéaire f. Soit B = {e),e2, - ,¢€,
une base d’'un K-espace vectoriel E, et soient z = Y ;=] @;€; et y = 3.7} yie; deux
éléments de ' on a :

i=n i=n
flz,y) = f(Z -'Ciei.Zy{ei) = Z flei, e;)x:y;.
i=1 i=1 1<i,j<n
Ainsi, la forme bilinéaire f est déterminée de facon unique par la matrice suivante
dans la base B :
M;p = Mg = (f(ei, €))1gi52n

Si on note
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M Y1
X = 3 et Y =
& Yn
les matriées colonnes. des vecteurs x et y dans la base B et MB la matrice associée &
j dans la base B, c’est donc la matrice de M, (K) de terme général a;; = flei €5

il vient : ;
. i=n j=n
flmy)= D ayzy;= ST wm(d )
1<i,7<n =1 j=1 ‘

En posant ¢; = D), ai;¥;, cela donne :

i=n . C:1.
f(x,y)zzmici=(ﬂ;1,"',-Tn)
. i=1 . €

“ . ) . j=n P g
La matrice ligne (21, ,2,) = ‘X. Le scalaire ¢; = > i1 aijy; peut étre interprété

comme le produit

W
(@i, - Tin) | !
Un
Donc
6] (51
=Mp| :
Cn Yn

D’ou le résultat suivant :

Proposition 4.3.1. Soit B = {e1, €2, - ,€x} une base d'un K-espace vectoriel F
et f une forme bilinéaire sur E. Soit Mp la matrice associée & [ dans la base B. Si
z et y sont deux éléments de E, X et Y les matrices colonnes dont les éléments sont
les coordonnées de z et y respectivement dans la base B, alors on a

f(I,y) = t-XA/IBY

4.4 Changement de base

Le résultat ci-dessous étudie 'action d'un changement de bases sur la matrice

d’une forme bilinéaire.
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Soient B et B’ deux bases de E. P la matrice de passage de B a-B'. Soient z et y deux
éléments de £ de matrices-colonnes X, X' ¢t Y, Y’ dans B et B’ respectivement.
Les formes classiques de changement. de base donnenL les relations :

X PX' etY 12%

Alors si f est une forme bllmeane sur'E et Mp sa matrice dans la base B on a:

flz,y) ="' XMpY = ‘(PX')MB(PY' )= "X'("PMBP)Y .

La formule trouvée prouve que My = *PMpP est la matrice associée & f dans
la base B'. Alors, on peut énoncer la formule de changement de base :

Proposition 4.4.1. Soient B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de
B & B'. Soient f une forme bilinéaire sur E, M et M’ les matrices associées a f
dans les bases B et B’ respectivement.. Alors :

M ='PMP.

Attention & ne pas confondre avec la formule de changement de base pour une

7 < Sty i ’ . PN ;e J
application linéaire M = 'PMP. Ce qui précede nous donne la caractérisation
suivante d’une forme bilinéaire sur un espace vectoriel £ de dimension n :

Proposition 4.4.2. Soit B = {ej,ep, - ,e,} une base d’un K-espace vectoriel E.
Une application f : £ x E — K est une forme bilinéaire sur £ si et seulement si
il existent des scalaires a;j, pour 1 < 14,7 < n, tels que pour tout = = PR T xie; et
1= 21 _1 ¥iei, f(z,y) s’écrit de la maniére suivante :

E ;5 T;:Y;.

1<i,j<n

Définition 4.4.3. On dit que deux matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K,
" M et M', sont congruentes, s’il existe une matrice inversible P telle que M = 'PMP,

Définition 4.4.4. Soit f : Ex E — R une forine hilinéaire sur le R-espace vectoriel
E.
a) [ est définie si
Vz € E, f(z,z) =04+ z = (

b) f est dite positive lorsque
Vz € E, f(z,2) 2 0;
c) f est dite définie positive lorsque

vz € E\{0}, f(z,2) > 0.
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4.5 Formes bilinéaires symétriques
Déﬁni.t'ion 4.5.1. On dit qu'une forme b.ilinéﬁire f sur E est symétrique si
V(z,y) € Ex E, f(z,y) = /(. 2);
Elle est'.ant.isyn'létrique si f(z,y) = %f(y,x), o
Remarquelr que la symétrie permet de ne \;ériﬁer la linéarité que d’un seul cHté.
. Exemple 4.5.1. Larelation f((z1;%2, * ,Zn), (U1, Y20+ ¥n)) = Ti¥1+Taya+ -+
Tnyn définit une forme bilinéaire symétrique et définie positive (& vérifier).
Propositibn 4.5.2. Pour qu’une forme bilinéaire soit symétriquekil faut et il suffit
que sa matrice dans une base donnée soit symétrique (c'est-a-dire a;; = aji).

Preuve. _ :
Soit B = {ej, ez, - ,en} une base de F La'matrice de la forme bilinéaire f dans
cette base est (f(es, €5))1<ij<n-
Si cette matrice est symétrique on a-pour tout 1 <4, <netl<j<n,

flz.y) = Z (e, €5)xiy; = E [(ej,e)z5yi = f(y, x),

1<1,7<n - 1&15%n

c'est-a-dire que la forme bilinéaire est symétrique. : "

4.6 -Formes quadratiques

Définition 4.6.1. On dit qu’une application @ : E — K est une forme quadratique
sur lespace vectoriel E s'il existe une forme bilinéaire symétrique fsur Ex E
yérifiant Q(x) = f(z, ) pour tout x de E. f est appelée la forme bilinéaire associée
aqQ.
Exemples 4.6.1. 1) Soient £ = K, ¢ un élément. de K et f la forme bilinéaire
symétrique sur K définie par flz,y) = azy. Alors Q : B — K, z — az? est une
forme quadratique associée & f.
2) Soient E = K2 et ¢ la forme bilinéaire symétrique sur £ définie par o((z,y), (z',y)) =
zx +yy . Alors @ : B — K, (z,y) — 2% 4+ y? est une forme quadratique associée
a .
Proposition 4.6.2. Soient f une forme bilinéaire symétrique sur E et Q la forme
quadratigue associée a f.

a) Soient z un élément de E et A un scalaire. Alors

Q(\z) = N*Q(x).
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b) Pour tout (z,y) appartenant & E x E,

f(z.v) = 31Q( +3) - Q(z) - Q)]

Cette derniére fmmule est appelec formule (l(, polarisation.
Preuve.

a) Soient x € E et A € K. Alors Q()\:c) f()\x, Az) = X2f(z, z) = A2Q(z).
1) Soit (z,y) € E x E. Alors,
Qlz+y) = flz+y,z+y)
= fle,2+y)+ fly,x +y)
= [f(z,2)+ [(z,y) + [(y,2) + f(¥.9)-

Comme f est symétrique cela donne

Qlz+y) = f(z,x)+2f(z,y)+ f(v,9)
Q(z) +2f(z,y) + Qy)-
D’on le résultat.- . =
Le théoréme suivant permet d’avoir une caractérisation des formes quadrathue&.
plus utilisable.

Théoréme 4.6.3. Une application Q de E dans K est une forme quadratique sur
LI si et seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

a) Vxe E,VYA€K, ona
Q) = ¥Q(z),
b) L’application f définie par :
Y(z,y) € Ex B,

f(z,9) = 5@ +9) - Q) - QW)
est bilinéaire symétrique.

Si ces conditions sont satisfaites, @ est une formes quadratique associée a f et la
forme bilinéaire symétrique f est souvent appelée forme polaire associée a Q.
Remarque 4.6.4. Pour toute forme quadratique @ il existe une unique forme bili-
néaire symétrique associée.
Attention! étant donné une forme quadratique @, il existe en général une infinité
de forme bilinéaires f vérifiant Q(z) = f(z,z). Par exemple, si Q est la forme qua-
dratique sur R? définie par Q(x1,22) = 7127 et si fi est la forme bilinéaire définie
par :

fi((z1,22), (11, 92)) = kz1ya + (1 = K)zamy,

alors on a fi(z,z) = Q(z), pour tout k. Mais ces formes ne sont pas symétriques
sauf pour k = % qui correspond a la forme bilinéaire associée.
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Soient B = {ey, €, '+ ,en} une base de L' el (). une forme quadratique sur £,
La matrice de Q dans cette base est exactement celle de sa forme bilinéaire associée
f. 8i on note My = (ai;)i1<1,j<n Celte matrice, et si de plus X est Ja matrice colonne
dans B d’un vecteur o de F, alors '

Q(T) = tX]\{BX = z dijmiyj = Z (Ln{E? -+ Z (OYHETID

1<ij<n 1gign ., 1<igjsn

car f étant symétrique on a a;; = flei, ¢;) = f(ej,ei) =

Une forme quadratique s'écrit donc comme un polynéme homogene de degré 2 (tous
les mondmes sont de degré 2).

Réciproquement. Soit le polynéme en 21,22, ,Tn homogene de degré 2 suivant :

P25 205+ 38n) = Z bi; Ty

1<€i,7&n

On a,

P(z1,22, Tn) = Z bii:r-? e Z (byj + bji)wiy,

1<i<n 1<i<jsn
Soient. les scalaires ai j définis pour tout 1 <i <net 1<j<npar
1
aij = 5(by; + bji).
2
Ils vérifient en particulier les relations :

vie {1,2,--,n} , as=bi,
vie {1,2,--+,n} , Vi€ {1,2, - ,n}, aij = aji.

Alors, il vient que
2 e mants = Tl i
P(xy,z2," X)) = E ;T + 2 E aijxiY; = E QY = Sz, @),
1<i<n 1<i<j<n 1<igsn
ou f est la forme bilinéaire symétrique de matrice (aij)1<i,j<n

Corollaire 4.6.5. Soit @ une forme quadratique sur E dont I'expression dans la
base B = {e1, €2, ,en} de I est

i=n
Yz = Zariei, Q(x) = Z ot + z Qg TeYj
i=1 1<in 1<i<j<n
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avec «; sont des scalaires vérifiant o,; = ay;. Alors la forme bjlinéaire symétrique
i=n

associée & Q, a pour expression pour tout z = E;:;‘ wie; Yy =3 ;- Yi€i
1 =
f(x,y) = Z QiiZiY; + 3 Z ay(zays + 2504)
: 1<i<n 1<i<j<n
Ce résultat est constamment utilisé dans la pratique.

Exemple 4.6.1. Soit E = R*. Soit Q Vapplication de E dans R définie pour tout

. & = (21,22, 23,74) par Q(z) = —2z? + 22 — 32,75 + 2324 — 37174 Comme Q(x)
est une expression polynomiale homogeéne de degré 2 par rapport aux coordonnées
z; de = dans la base canonique, c’est une forme quadratique et sa forme polaire est
définie pour tout z = (z, 22,23, 74) et ¥ = (y1,v2, ¥3,y4) de R? par

' 3 1 "3
J(z,v) = =27y + T3Y3 — §($1112 + Toy) + 5(3’33/4 + r4y3) — 5,(3312/4 + T431).

La matrice associée & f ( ou & Q ) dans la base canonique de R* est :

2 20 4
2 00 0
o o 1 !}
8 518
2 0 3

4.7 Rang et noyau d’une forme quadratique

Définition 4.7.1. 1) Soit @ une forme quadratique de E et B une base de E, Mg.p
la matrice de ) dans la base B. On appelle rang de @, notée rg(Q), le rang de la
matrice Mg;g.

2) On appelle noyau de @ le sous-espace vectoriel de E :

ker(Q) = {z € E/Vy € E, f(z;y) = 0};

ol [ est la forme bilinéaire de Q).

Remarque 4.7.2. Le rang de @ ne dépend pas de la base choisie et le noyau de @
est celui de sa matrice relativement a n’importe quelle base.

4.8 Forme quadratique non dégénérée

Définition 4.8.1. Soit @ : E — R une forme quadratique de forme polaire f. On
dit que :
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1) Q est non dégénérée si f est non dégénérée, c’est-a-dire
(Vy € E, f(z,y) =0) =z =0.

ve; c'est-a-dire Vi € E,Q(z) =20

si f est positi .
c’est-a-dire

2) Q est positive si et seulement _
lement si f est aussi définie positive;

3) @ est. définie positive si et seu
Yz € E\0,Q(z) > 0. '

La proposition suivante donne des conditions nécessaire et suffisantes pour qu une

forme quadratique soit non dégénérée.
de E. Considérons une base

Proposition 4.8.2. Soit @ une forme quadratique
B de E. Les assertions suivantes sont équivalents : a) Q est non dégeneree; b)
ker(Q) = {0} ; c) La matrice de @ dans la base B est inversible. '

4.9 Sighature d’une forme quadratique

Théoréme 4.9.1. Soit Q une forme quadratique de rang 7 sur un espace vectoriel
réel E de dimension n. Il existe une base de E dans laquelle ) s’écrit. :

De plus p et p =7 — p ne dépendent que de Q et non pas de la base choisie.
Définition 4.9.2. Le couple (p,p'), qui est formé par le nombre de carrés précédés
du signe + et le nombre de carrés précédés du signe — s’appelle la signature de la
forme quadratique @ a coefficient réels et le rang de () vaut p + P

Corollaire 4.9.3. Soit une forme quadratique @ & coefficients réels de signature
s=(p, ') dans un espace vectoriel de dimension n. On a les propriétés suivantes :
¢p+p =n<=Qestnon dégénérée.

¢ p =0 < Q est positive.

¢ p =0 <= Q est négative.

¢ s = (n,0) < Q est définie positive.

¢ s = (0,n) <= Q est définie négative.

4.10 Orthogonalité et base orthogonale

Définition 4.10.1. Soit f une forme bilinéaire sur E. On dit que deux vecteurs x
et y de E sont orthogonaux (relativement a f), si f(z,y) = 0. Si F est un sous-
espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F' (relativement a f), et on note
FL lensemble des y de E qui sont orthogonaux & tous les éléments de F. Il est

immédiat que F* est un sous-espace vectoriel de E.
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Théoréme 4.10.2. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et [ une

forme bilinéaire sur E, éventuellement non dégénérée. Les conditions suivantes sont
équivalentes : '

a) F*NF = {0};
b) E=F+ Ft, -
c) La restriction de f & F est non dégénérée.

Définition 4.10.3. Un vecteur = de £ est, dit isotrope, s'il est orthogonal a Jui-
méme.

Définition 4.10.4. Soit Q une forme quadratique sur £ de dimension finie 7, et
soit f sa forme polaire. Une base B = {er,e2, - ,e,} de E est dite orthogonale
pour @ quand f(e;,e;) = 0 pour tout couple (i,7) avec i # j. Autrement dit, une
base est orthogonale pour Q quand la matrice de @) dans cette base est diagonale.

Théoréme 4.10.5. Toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension
finie admet des bases orthogonales.

4.11 Méthode de Gauss pour diagonaliser une

forme quadratique

Il s’agit d*un algorithme permettant de trouver une décomposition d'une forme
quadratique en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes. Les
identités suivantes sont les outils essentiels de cet algorithme.

(1) 2%+ 22y = (z +y) = 3%;  (id) 2y = H(z + )2 = (z - )?].
La preuve est basée sur une démonstration par récurrence sur la dimension n de E.

a) Sin=1,il n’y a rien a dire.

b) Sin > 1. Supposons que toute forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension n — 1 admet une décomposition en combinaison linéaire de carrés
de formes linéaires indépendantes.

Soit @ une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n. Si
B = {ej,ez,- - ,€e,} est une base de E et T un élément de E, Q(2) s’écrit -

Qlz) = Z oz + Z 04Ty

1<ign 1<i<j<n

Premier cas : il existe au moins un indice i pour lequel a;; # 0. On dit usuel-
lement qu’il existe un terme carré. Par exemple supposons a;; # 0. Alors Q(z)
peut étre ordonnée comme un polynéme du second degré en z,. Cela donne Qiz) =
anz?+ 11 A(22, 23, - 2 Tn) + C(x2,23,- -+ ,2,) 0l1 A esl une expression polynomiale

homogene de degré 1 par rapport a (wg, 23, ,Tn), donc une forme linéaire en
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. (@2, 23, ,x,) et C une expression polyndmiale homopgeéne de degré 2 par rapport a
(x2,23,+ ,an), donc une forme quadratique en (zz2, z3, - - ,Tn). En utilisant I'iden-
- tité (7) il vient : ' £ .

Q(x) = (ln[zl‘f—'—.A(ﬂ:Q,x:j, S ,xn)]z'__-“[A(m?:m:h v L 2771)]2“%-C'($2' T3, " ":E")'
2a1, . day; . .
D’on,
A 1 g 1 2
Q(fl?) = 011[$1+"—A(.’E2,.'L'3, o= ,.’l:n)] +[C($2, I3, - ,Z’.,-,_)——"'[A(flb, T3, "T")] ]
20.11 4“11
L'expression C(zg,%s, ,%n) — o [A(z2, 23, ,Z,,)]? est une expression po-

lynémiale homogene de degré 2 par rapport & (22,73, - ,Zn), qui peut donc étre

considérée comme une forme quadratique sur un espaceé de dimension n — 1. cela
permet d’écrire

) ' 1 '
Q(x) =a]1[$1+ %2 A(IQ,.’E3,-'~ )xn)]2+Q1($2)$3)"' ’mn)'
11 ¥

On.termine én appliquant Phypothese de récurrence a Q..

Second cas : il n’existe pas d’indice i pour lequel a;; # 0. Si @ est nulle c’est fini,
sinon au moins un a;; # 0. (avec ¢ # j). On dit usuellement que a;;2;7; est un terme
rectangle. Par exemple supposons a;z # 0.

Alors, Q(z) = appt1zs + 21A(T3, -+ ,2n) + 22C(x3, -+, 2a) + D(z3,--+ 20}, OU
A et C sont des formes linéaires en (z3, -+ ,T,) et D une forme quadratique en
(z3,- - ,Zn). Alors, on peut écrire :

. 1 1 1
Q(JZ) . 012[$1+EC($3, R Jn)][xz‘*'a—mA(fEs, Tty In)]+D($3= e ,37‘,;)——-4(1731' - 5 b
1 ;

a12
C(zs, -+ ,Zn). Autrement dit :
Q(x) = alﬂal(mhm& e smﬂ)a2(m21 3, - axn) ¥ Q?(:I'Sv T 7-’1:11.)-
oil o et as sont des formes linéaires en (1,23, -+ ,%n) €t (T2,3, - ,Tn) respecti-
vement et Q, une forme quadratique en (3, ,Zy).
En utilisant l'identité (ii), il vient :
a2 p ; . Y)2 —_ " -
Q('T) = T[(al(xl,x& e 7£11)+a2(1“2113a Tt )l'n)) —(0’1(1.1,.13: e ,-1'71)—(1’2(1 2,3, " ,,['n)

Qz(z3,+* ,Zn). On termine en appliquant '’hypothése de récurrence a Q2.
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Exemple 4,11.1. Appliquons la méthode & la forme quadratique suivante :

Q(ay, 2, 29, 24) = a + a + a2 - 20,23 + 22174 — a7y — 6374

comme @ contient un carré, on commence doxic par appliquer le premier cas.

Qr1, 22, %3,24) = 2} + 2x1(~23 + 2q) + 23 + 27 = dzox3 — 6374
= (1 = @3 +24)® = (—23 + 74)% + 0§ + 7§ ~ 47273 — 63T
= (:L‘I - 23 -+ 1‘4)2 — dxrory — dx374

On obtient @y (g, 23, 74) = —daers—42324, qui ne contient pas de carré. On applique
donc la méthode du second cas.

Qi(1, 22, 73,84) = —dwows — dwzry
—4(xg + xq)(x3) .
= —(xp+ 23+ 24)% + (T2 — T3 + 4)°

Le procédé est done terminé et on obtient :
Q(x1, 2,23, 24) = (21 — @3+ 24)® — (72 + 23 + 24)* + (T2 — T3 + 74)°

par suite, sign(Q) = (2,1), rang(Q) = 3 = dim(R?). Donc Q est non dégénérée.
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