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Série 3
Exercice 1

1. Montrer que pour tout 0 < e < 1, et pour x € IR on a :

|x—1\<i = |tz -2<e

2. En déduire, en utilisant la définition de la limite,

hrn(x +r—1) et hm(x + 1z — 2)cosx
z—1 z—1

Exercice 2

Calculer, lorsqu’elle existent, les limites suivantes :

. 71 .
a) lim zE(x — 1) b) lim zE(1) ¢) lim /2241 d) lim sine”gsinde
z—0+ z x—+00 x—0 x z—0 z
|x|vx2 25E+ TSInT xtanm tanz—sinx
e)il_% f)gl;g%l cosz g)h 0 cosZr—1 h lH(l) sin3(5)
Exercice 3 1. Trouver les couples (a,b) € IR* tels que la fonction f soit continue sur IR

dans les cas sutvants :

—Siniax) si x<0 b osi <0
, ax si T
a)f(x) =41 si x=0 b)f(x):{ex G 20

e —x si x>0

Exercice 4 Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que la fonction f(z) = x
admet une solution sur o € [0, 1].

Exercice 5 FEtudier la dérivabilité sur IR des fonctions suivantes :

1
T b)) = ,
1+ |z| 1+ |z]

flx) = zla|, g(x) =

Exercice 6 Prolonger par continuité en O et étudier la dérivabilité des fonctions suivantes :
e’ —1

f(l‘) = \/EZTL:L', g(iL’) = \/E :




Exercice 7 Soit f la fonction réelle définie par

flz) = ¢€° si <0,
flz) =1 stz =0,
flz) = —2*+2+1 si0<z <1,
1—
flz) = ’ si x> 1.
x

1. FEtudier la continuité et la dérivabilité de f sur IR.

2. Montrer qu’il existe ¢ €] — 1,1] tel que f'(c) = %, et déterminer les valeurs possibles

2
de c.

Exercice 8 Soit f : [a,b] — IR une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b]. On pose

o(@) = (f(b) = f(a))2® — (b — a”) f(x)

Calculer ¢(a) et ¢(b) et montrer qu’il existe ¢ €]a,b], tel que
3¢ (f(b) — f(a)) = (° —a®) f'(c)
Exercice 9 Montrer que :
1.Vexe R, |sinx| < |z,

2. Vr€[0,5], 1—cosr < wsinz,

3. VrelR, €e">1+u.

Exercice 10 1. Soit a €]0, 1],

(a) montrer que pour tout entier naturel n on a

« a o «

nl—a

(b) En déduire nl_i)rfoog::l ot

2. Par application du théoréme des accroissements finis a f(x) = Inx sur [n,n+1], montrer

que lim Y + = +oo.

n—-4o0o k—1



Solution : Série 3 (Exo 1, 2 et 3)

Exercice 2
Ona x-(1/x)-1< E(x-1/x)<x-(1/x) donc x*2-1-x< XE(x-1/x)<x*2-1

D’aprésle T. G, lim xE(x-1/x)=-1 quand x tend vers 0+







2) on alim sin(ax)/x=a, or f est continue sur IR, donc a=1 et comme lim exp(bx)-x=1, pour tout b,

Alors f est continue sur IR pour tout b dans IR et a=1.
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Solution : Série 3 (Exo 4, 5,6 et 7)

Exercice 4 Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que la fonction f(z) = x
admet une solution sur o € [0,1].

On pose g(x)=f(x)-x, on a g(0)=f(0)-0>0 car 0<f(x)<1
Ona g(1)=f(1)-1<0
1. Sig(0)=0, alors x=0
2. Sig(1)=0, alors x=1
3. Sinon, g(0)#0 et g(1) #0 alors

On a g(0)g(1)<0 et g est une fonction continue sur[0 1], d’apres le théoréme de la valeur
intermédiaire, il existe un x dans ]0, 1] tel que g(x)=0. C’est-a-dire f(x)=x admet une solution sur
10, 1].

Conclusion f(x)=x admet une solution sur [0 1].




Exercice 5 Etudier la dérivabilité sur IR des fonctions suivantes :

T 1
h(z) = 1+ |zl

f(z) =zlz|, g(z) =

1+ 2|’




Exercice 6 Prolonger par continuité en 0 et étudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

et —1

f(z) = Vzinz,  g(z) =

7




Exercice 7 Soit f la fonction réelle définie par

f(z) = €e* si x =< 0,
flz) = 1 si > — 0,
fx) = —22+2x+1 s550<zx<1,
1—=x
- —= ; 1.
f(=z) = st x >

1. Ftudier la continuité et la dérivabilite de [ sur IR.

2. Montrer qu’il eriste ¢ €] — 1, 1] tel que f'(c) = 52, et déterminer les valeurs possibles
de c.
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Solution : Série 3 (Exo 8, 9 et 10)













