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Exercice 1
En utilisant la formule de Taylor, calculer le DL3(0) de arctanx. Puis calculer le DL, (0) de
la fonction f dans les cas ci-dessous :

(14 2arctanx)(2e® —sinz) n=3; f(x)=(1+ 2x)% n=2

2 4+ arctanx T
floy= TR g )= S m=3
1
Fa) =T a=2, ) =MD

T

Exercice 2

Caluler le DL, (xo) de la fonction f dans les cas suivants :

1) f(z) =cos(x), mo=7%, n=3 2) f(x)=In(z), 2o=3, n=2

3) flx) =v2e—e*, xp=1 n=2 4) f(z) =* /2 —In(z), 2o=1, n=2

Exercice 3 Calculer la limite en x¢ de la fonction f dans les cas suivants :
1

1) f(fﬂ) _ z—arcsinx Ty = 0 2) f(l') —_ (171);, Ty = 0

sin3(z) 14z

3) fa) = (L)%

; s o = 0
sinT
Exercice 4
Etudier a l'infini : asymptote a la courbe représentative de f, position par rapport a ’asymptote,
les fonctions suivantes :

flx)=a(Va2 +1—- Va2 1)

f(@) = (@ = 1)
f(z) =In(e* — e + 3¢ +1)



Solution TDS (Développements limités)

Exol
Ona:
FxX)=F(0)+ f'(0)x + .f"(O);—? +ooe+ f(“’(O)% + x"e(x)
ot limy_ge(x)=0.
Et avec la notation « petit o » cela donne :
fx)=F0)+ f(0)x + f"(O)g 4+ f(”)(O)% +o(x")
Arctan(0)=0
Arctan’(x)=1/(1 + x?). Arctan(0)=1
Arctan’’(x)=-2x/(1 + x?)"2, Arcant’’(0)=0
Arctan’”’(x) =(2x2-2) / (1 + x?)"3, Arctan’”’(0)=--2

Arcant(x) =x+o(x) n=1
Arcant(x) =x+o(x?) n=2
Arcant(x) = x-x3/3+0o(x3®) n=3

Arctan(x) = x-x3/3+o(x*) n=4

(1 + 2arctanz)(2e® —sinz) n =3

1. a) On part des d.L. de arctanz , € et sinz i l'ordre 3 en zéro. On obtient

21‘3 3
1+ 2arctanz =1 —21‘—? +o(27).

et

. 9 1'3 1'3 3 9 ;1.73 3
2e" —sinx = '2+'2;r+;r'+? -\ % +o(.r):‘2+.r+.r“+7—+—o(.r).

On effectue le produit en tronquant a 'ordre 3. ce qui donne

_

(1 + 2arctan z)(2¢" — sinz) = 2 + 5z + 32 + % +o(z%).



2 4
2 + arctanz _ r.zr 1
. n=4; ch:r—1+2+24+o(:1:)

flz) =

chx

c) Le dénominateur de la fraction ne s’annulant pas en zéro, on effectue la division suivant les
puissances croissantes a 'ordre 4,

2 4z —x3/3 1 +22/2 +z*/24
—2 —2? —z*/12 2 F= —z* —52°/6 +5z7/12
z —z* —z3/3 —21/12
—z —z3/2
—z? —52°/6 —z1/12
z2 +z*/2
—5z7 /6 +5z%/12
527 /6
5712
—52*/12
0

ce qui donne

$22+1—12—5z3+511;+0(14)-
f(:l?) — (1 +2$)% n=2
Rp
2 3
ln(1+r)=r—%+%+°(1'3)e
(ln(l+21))
(1+20)/"=e\ @

Puisque I'on divise par 2, on part d'un d.I de In(1 + 22) & ordre 3. On obtient

3
In(1+422)=2r— 2% + 8% +o(a%),
puis
In(1 + 2z) 82 ) 82 2
P( £ ):H(2—ZT+T+O(T )):ﬁQH(_2T+T+O(T)).

On utilise alors le d.l de ¢ A T'ordre 2 en zbéro.

ln(l + 2z) 2\ 2 2
v( ) =e’ |1+ (—Zm + ?) +% (—’Zm - 8%) ]+0(1172) =ig* (1 -+ MTI) +o(2?).

I




f(x)=e‘/m n=2

?

On a tout d’abord

2

2+cosr:3—%+o(1'2),

2 2 1/2
\/‘2+cos;r:\/3—%+o(;r? =\/§(I—I—C+o(r2)) .

On utilise le d.L de (1 + u)™ en zéro avec m = 1/2. On obtient

done

V2+C°51’=\/§(1—%%+0(1‘2)) =ﬁ(l—%+o(12)) )

s (1T e) _ va, (Y el).

On utilise alors le d.l. de e* en zéro, d’out

eV2+cosz _ V3 <1 _ \/§IE2> +o(z?).

12
T
flz) = , n=23
e —1
Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur étant de degré 1, on part de I'ordre 4. On
Obtient
T 2 3 4
T T T
T 4
e—-1=z24+—+—+—+0(2"),
2 6 24 (=)
et donc
roo 1
-1 2 3

xTr f
1+ =+ —+— +o(a?
ottt tel)



On effectue la division suivant les puissances croissantes a l'ordre 3,

1 1 +z/2 +2°/6 +z%/24
-1 -z/2 -—-22/6 -z*/24|1 —z/2 +2*/12

—x/2 —r°[6 —2°/24

z/2 +z2%/4 +z%/12

F2 224

-2 [12 —x*/24

0

ce qui donne

f(z) = ln(@), n=2

Puisque I'on divise par x, on part d'un d.I. de In(1 + x) a I'ordre 3. On obtient

2 3

ln(l+r):1—?+%+0¢_r3).
donc i 2
ln“—+1)=1n(1—5+—+o(12)) .
x 2 3

On utilise alors le d L a I'ordre 2 en zéro de In(1 + x) pour obtenir

In(1+2) r z° 1 z =2\’ 5 z 5z 5
‘"T—('T? —g\ g tg) TE)=g gt

Exo 2

f(z) = cos(x), mo=%, n=3

On se raméne & un d.l en zéro en posant h =z — 7/3. On a alors

f(z) = cos (h+%) zécosh—? sin h
f(a:):% (1—%2) —? (h—%3> +o(h?),

V3 s 1 ™2 V3 7\ 3 T\ 3
— (:r—— —— |z — = B :L‘——) + o :L‘——) .
3 -4 3 12 3 3



f(.T) = ln(a:), Ty = 3: n=2
En 3, on se raméne a un d.l. en zéro en posant h = x — 3. On obtient alors

f(z) = In(3+h)=mI3+1In (1 + %)

h 1 [(h\?
= In3+-—= (= h?) .
In +3 2(3) +o(h*),

donc . g2
lna::ln3+w_ _(9:— ) +o((z — 3)?%).

3 18
flz) =+v2e—e€* 29=1 n=2
On se raméne a un d.l. en zéro en posant h = z — 1. On obtient alors

f(h+1)=v2e—ehtl,

Mais
h? h? .
2e — ehtl :2e—e-eh:2e—e<1+h+?+o(h2)> :e(l—h—?%—o(hz)) .
Alors
B2 1/2
fe1) = Ve (1=h= T+ o()
- 2

et en utilisant le développement limité (1 +2)"/2 =1+ = — — +o(z?), on a

2 8

1) = Ve (1+% (—h—h;) -1 (_h_§)2+o(hz))

2 4 8
h  3h?

On obtient donc finalement

\/26—81=\/E—g(m—l)—38£(.’E—1)2+0(($—1)2).

f(z) =*/2—-In(z), zo=1, n=2



On se raméne a un d.l. en zéro en posant h = z — 1. On obtient tout d’abord

2
2—111(1+h)=2—h+%+o(h2),

donc
h2 . 1/4 1/4 h B2 . 1/4
f(1+h)= 2—h+?+o(h) = 2 1_§+T+°(h) .
D’autre part
1/4 1 1/1 h? 5 h  3h2 5
Alors
[ 1/ h B2 3 ho Rh2\?
_ ol/a 1 N RN S (T 2
FA+h) 2 1+4(2+4) 32(2+4> +°(h)}
[ h  h? 3 h?
= 2Vt |1 - -4 - = h?
-3t 16 32 a o)
I } 5h?
= 2/ 1_§1+L1)28+°(h2)]’
donc N i 12
V2 —Inz = 2'/4 [l—x; +O($1;8) +0((1'—1)2):| .
Exo 3

Le d.1. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un d.l. d’ordre 3 du numérateur.
Pour obtenir le d.1. d’arcsin x, on part du d.I. d’ordre 2 de la dérivée. On a
1 2\ —1/2 z? 2
—_—=(1—-2" =14+ —+o(z7).

Donec en intégrant, et puisque arcsin 0 = 0,

IS 3
arcsinx = x + ? + 0('.17 ) .

Alors . ,
. I 3 T
xr —arcsiner = —— +o(z”) ~ ———,
6 6
et
sin®z ~ 2%,
d’on .
r — arcsin x 1
— 3 ™~ =
sin® @ 6
et )
. T —arcsinzx 1
im ——M — ——,

z—0 sin® » 6



2) f(@) = (1727, 20=0

_ A\ Uz .
lim (1 l) = lim exp llln1 l]

=0\ 142 z—0 T 1+x

Comme dans le calcul figure une division par x, on part de d.l. a I'ordre 1. On a tout d’abord

:ﬁ =(1-2)(1 —z+o(x)) =122+ o(x),
puis
;{ln 1 : - ;{111(1 — 22 +o(z)) = %(—21- +o(z) = —2+0(1) .
Alors

. 1—2\/? . 1. 1—=x _9
lim = lim exp |—In —e -
=0\ 142 z—0 T 1+

\ 7/

shx

3) flz) =(

Comme sh x a un d.l. en zéro dont le premier terme non nul est de degré 1, et que I'on effectue
une division par x*2, on partira de d.l. d’'ordre 3. On a

1
=S _ L\ 1/a? (—_111—

. )I y Lo = 0 lim (sm.r) — lim e\Z* shz
8’677& x—0 xr—0

23 3

; . x
sine =z — 3 +o(z®) et shz==xz+ 5 +o(z?),

done
z3 x?
‘ ’ 2
- T — F+o(;1'3) 1-— 3 + o(z7)
she 23 B 2
1—+—l—+0(r3) 1+l—+0(:1r2)
6 6
z? x?
= (l — ?> (1 — F) + o(x%)



Alors _ , 5
sinz oz o) _ 27 9
lnshm_ln(l 3—i—o(m)>— 3+o(:r),
puis
1 sinax 1
2 . shx _§+0(1)
Finalement

Exercice 4
FEtudier a Uinfini : asymptote a la courbe représentative de f, position par rapport a [’asymptote,

les fonctions suivantes :

fl@)=z(Va2+1— V22 —1)

Posons h = 1/z, on a

1 1 1
o (2) = Ee-E
- \/;(\/1+h2—\/1—h2).

On utilise le d.I. de (1 + u)/? a lorde 3 en zéro. On obtient

(), 1))
+2\2 W4 202 2 u® + o(u®)

u

2 2 6
U u2 3
2

1+uw)? = 1+

u
— —+ — +o(u?).

= 1+
8 16

On en déduit
K2 rt RS K2 B RS
2 B2 e~ ~ 6 _ e o= " 6
Vit h?—V1-h2 = (1+2 8+16+0(h)) (1 2 "8 16+o(h))

2 h'ﬁ 6

Alors, puisque Vh? = |h|, on obtient, si h > 0,
4

1\ _ h .



done

f(x)=1+i+o(i) ,

8t x4
et la courbe admet comme asymptote a +oo la droite d’équation
y=1.

De plus

1 1 1
f‘f"‘Z@“(ﬁ) R
La position de la courbe par rapport & asymptote est donnée par le signe de 1/(8z*). La courbe
est au-dessus de I'asymptote.

En —oo les signes changent

f(m)=-1—i+o(l>,

8t at
et la courbe admet comme asymptote & —oo la droite d’équation
y=-—1.

Alors
1 1 1

f(I)+1=—8—1A+O<F)N—w.

La position de la courbe par rapport a I'asymptote est donnée par le signe de —1/(82%). La
courbe est au-dessous de I'asymptote.

Remarque : la fonction f étant impaire, le résultat & —oo provient, par symétrie par rapport a
lorigine, de celui 4 +oc.



f(@) = (z — D)e=

Il est préférable ici de prendre h = 1/(x + 1), c’est-a-dire z = —1 + 1/h. On a alors

f(r)zf(—1+%>: (%_2)61,,

donc
hf (—1+%) = (1—2h)e"
h2
= (1—2h) (1 +h+ =+ o(h.2)>
2

= 1—h—%+o(h2).

On en déduit . . ah
f(_1+ﬁ) :Z—I—T'FO(’Z)

Alors

3 1 3 1
f(x):(:c+1)—l—2(m+1)+°(I+1):x_z(x+1)+°(z+1)'

La courbe admet comme asymptote a oo la droite d’équation
y=ux,

et

3 1 3
f@)—r==307 +°<m+1) YT

La position de la courbe par rapport a I'asymptote est donnée par le signe de —3/(2(z + 1)). La
courbe est au-dessous de I'asymptote & +00 et au-dessus i —oo.

f(z) =In(e* —e* + 37 + 1)



f) Lorsque 2 tend vers +o0 le terme prépondérant a l'intérieur du logarithme est €2*. On le met
en facteur. Alors

f(z)=le*(1—e®+e 2 +3¢5) =2z +In(1 —e T +e 2 +3e°).

Posons e = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.L a I'ordre 1 en zéro de
In(1 — h+ h% +3h°%) = In(1 — h + o(h)).
On obtient
In(1 —h+h?>+3h°%) = —h+o(h).
done

flz) =22z —e " +o(e™™).
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y =2z,
et la différence
f@) =20 = —e% + ofe™%) ~ —e7,
est du signe de —e™*. La courbe est en dessous de son asymptote i +oc.
Lorsque z tend vers —oo le terme prépondérant a U'intérieur du logarithme est 3e=3%. On le met
en facteur. Alors

1 1 15 1 1 1 -
f(z)=In |:36_3I (1 + §eax — 564'” + Ee"‘”)] =—-3z+In3+ (1 + §631 - 5841 + 56'”:) .

Posons €® = h. Cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. a l'ordre 3 en zéro de

KR W W,
]n(1+?—?+?) —ln(l+?+o(h )) .

On obtient B3 p b B3
) = 3
done .
f(z) = -3z +In3+ 563"‘ + o(e37).
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation
y = —3xr+1In3,

et la différence . 1
f(z) — (=32 +1In3) = §e3“ + o(e3%) ~ §e3z .

est du signe de ¢**/3. La courbe est au-dessus de son asymptote a4 —oc.



