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Fonctions Riemann Intégrales

Introduction

Nous allons introduire 'intégrale a I'aide d’'un exemple. Considérons la fonction exponentielle f(x) = e*.

On souhaite calculer I'aire .« en-dessous du graphe de f et entre les droites d’équation (x = 0), (x =1) et
laxe (Ox).

y /yzex

/ o

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe. Plus précisément,
soit n > 1 un entier ; découpons notre intervalle [0,1] & l'aide de la subdivision (0, %, 2 L. =l

shnopsc oyt
On consideére les « rectangles inférieurs » ., chacun ayant pour base I'intervalle [—1 ] et pour hauteur

i

n
[— f— . . . by i 1
f(E2) =el=/n, Lentier i varie de 1 a n. L’a1re de % est «base x hauteur» : (£ —=1) x eli=/n = —eln .

y y=e y y=e*

R |\ Ry | Ry Ry /

INTS
ENIN]
Nlw

EN

ENIN]

EN[OV]

La somme des aires des ;" se calcule alors comme somme d’une suite géométrique :

1—(en 1
Z—Z % = 1 (e) == (e—l)—>e—1.

1
= 1—en en—1 no+oo
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e*—1
x

Pour la limite on a reconnu l’expression du type —— 1 (avecici x = l).
0 n
X—

-1

Soit maintenant les « rectangles supérigurs » .%’;“, ayant la méme base [ -, %] mais la hauteur f (%) =el/n,

L

P P n en
Un calcul similaire montre que »;_; %
L’aire .« de notre région est supérieure a la somme des aires des rectangles inférieurs; et elle est inférieure

— e—1 lorsque n — +00.
a la somme des aires des rectangles supérieurs. Lorsque 'on considere des subdivisions de plus en plus

petites (c’est-a-dire lorsque I’on fait tendre n vers +00) alors on obtient a la limite que l'aire ./ de notre
région est encadrée par deux aires qui tendent vers e — 1. Donc 'aire de notre région est ./ = e —1.

y y/yzex

1. Fonctions en escalier

1.1. Subdivisions

Définition 1.

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R (—oo < a < b < +00). On appelle une subdivision de [a, b]
une suite finie, strictement croissante, de nombres & = (xg,Xx1,...,X,) telle que x, = a et x,, = b.
Autrement dita =xg <x; <:--<x,=Db.

a b

o
R
=
N}
=
w
=
S
=
wn
=
o
=L
~

x
On appelle diameétre de la subdivision S la quantité :

6 =max{x;.;—x;:1=0,1,2.......,.n—1}
Une subdivision S; de [a; b] est dite plus fine qu'une subdivision S, de [a; b] si Sy C S;. Cela veut dire que
S; découpe [a; b] en plus de morceaux. En particulier dans ce cas, on a évidemment 6(S,) > 6(S;).

Exemple 1.
Soient [a;b] CRetn > 1 alors

b—a b—a
Sp={xg=a,x;=a+ s X =a+k y Xy = b}
n n

est une subdivision de [a, b] dont le diameétre est 6(S,) = bn;a
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1.2. Fonctions en escalier

Définition 2.
Une fonction f : [a, b] — R est une fonction en escalier s’il existe une subdivision (xg, X1, ..., Xx,) et des
nombres réels ¢y, ...,c, tels que pour tout i € {1,...,n} on ait

Vx €lxi,x[ fx)=¢

Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision.

Exemple 2.
Soit f,, : [0,1] — R donnée par :

X SIx; <x <X;
fn(x): i i+1

1 six=x;,1=0,1,2;....n
ou pour tout n > 1, les x; sont les points de la subdivision de [0, 1] donnée par

Proposition 1.
Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et A € R Alors |f|, f + g;Af et f g sont des fonctions en
escalier sur [a, b].

Preuve.

Si Sy et S; sont des subdivisions associées a f et g respectivement alors S = S, U S; est associée a f et a g.
On peut donc supposer que f et g sont en escalier sur la méme subdivision S = (x;)o<;<,- Ainsi f et g sont
constantes, égales respectivement a c; et d; sur chaque intervalle ]x;, x; ;[ Donc |f|, Af , f + g et f g sont
égales a |¢;|, Ac;, ¢; +d; et c;d; sur ]xi,x;.;[. D’ou la proposition.

2. Lintégrale de Riemann

Nous allons reprendre la construction faite dans I'introduction pour une fonction f quelconque. Ce qui va

remplacer les rectangles seront des fonctions en escalier. Si la limite des aires en-dessous égale la limite
. . ez ) b

des aires au-dessus on appelle cette limite commune l'intégrale de f que I'on note fa f(x) dx. Cependant

il n’est pas toujours vrai que ces limites soient égales, I'intégrale n’est donc définie que pour les fonctions

intégrables. Heureusement nous verrons que si la fonction f est continue alors elle est intégrable.

y

y=f(x)
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2.1. Intégrale d’une fonction en escalier

Cy

91

Cq

Co

C3

Définition 3.
. . . .y . b o
Pour une fonction en escalier comme ci-dessus, son intégrale est le réel f o S (x) dx défini par

n

b
f fx)dx =1I5(f) =Zci(xi —X_1)

i=1

Remarque.

Notez que chaque terme c;(x; — x;_;) est I'aire du rectangle compris entre les abscisses x;_; et x; et de
hauteur ¢;. Il faut juste prendre garde que 'on compte I'aire avec un signe « + » si ¢; > 0 et un signe « — » si
¢; <0.

L'intégrale d’'une fonction en escalier est l'aire de la partie située au-dessus de I'axe des abscisses (ici en
rouge) moins l'aire de la partie située en-dessous (en bleu). I'intégrale d’'une fonction en escalier est bien un
nombre réel qui mesure l'aire algébrique (c’est-a-dire avec signe) entre la courbe de f et ’axe des abscisses.

Proposition 2.
La quantité Is(f) ne dépend pas du choix de la subdivision S associée a f, elle ne dépend que de f et de
[a,b].

Preuve.
. 7 . . . / o7 by
Considérons deux subdivisions S = (x;)o<i<n €t S = (¥;)o<j<m associées a f.
/ . . 7 Y . .
e 1% cas S C S sur chaque intervalle ]x;; x;,;[ la fonction f est constante égale a c;. Mais cet intervalle se

découpe en union de certains intervalles Jyy; Yii1l, k =1lo, [+ 1,1+ 2,...,1; ot f prend des valeurs d;
-1 1=1,—1 I=l,—1

qui sont forcément toutes égales a ¢;. Donc Y. di(yiz1—y)= 2. c¢i(vmi—yD=c¢ 2> 1=y =
1=l, 1=l, 1=l,

¢;(x;41 —x;) En faisant la somme sur tous les i =0;1,2,...,n—1 on aura

I=m—1 i=n—1
Z a1 —y) = Z ¢i(xip1 — ;)
1=0 i=0
Ainsi, dans ce cas, Iy (f) =Is(f)
o 20ME cag

. / .7 Y 7" / . . . .7 N 7 e[
si S et S sont quelconques, associées a f alors S = SUS est une subdivision associée a f vérifiant
" / 7 N .
ScS etS CS Dapres le cas premier, on a :

I(f)=1g(f)=1g(f)
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Cette quantité qui ne dépend donc que de f et de [a, b] est notée fab f(t) et appelée l'intégrale de f
entre a et b.

Proposition 3.
Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a; b].

1. Sifest positive sur tout [a, b], alors : fabf(t)dt = 0.
2. Si f = g sur tout [a, b], alors : fabf(t)dt = fab g(t)dt.

5. ona [} IF(0lde > [} f(onde].

Preuve. 1. Soit S = (xi)o<i<n
sont positives. Comme les (x;,; — x;) sont tous positifs, donc :

une subdivision associée a f alors toutes les valeurs ¢; de f sur ]x;; x; ;[

b n—1
f f(ode = Zci (xiz1—x)=0
a i=0

2. 1l suffit d’appliquer 1) a f — g.

3. Pour tout x € [a,b] on a, |f(x)| = f(x) = —|f (x)| assertion 2) implique :

b b b
J If(X)Idt>f f(t)dt>—J |f (o)ldt

b
f f(t)de

D’ou

b
J |f()ldt >

2.2. Fonction intégrable

2.3. Définitions

Soit f une fonction définie et bornée sur [a, b] C R. On note :

E_(f)={y:[a,b] > R telle que ¢ en escalier et ¢ < f},
E.(f)={y :[a,b] > R telle que ¢ en escalier et f <)},

b
I_(f)= {f e(t)dt : EE_(f)},

b
1(f) = {J Yot e E+(f)} .
Comme f est bornée, donc m = min{f(x): x €[a,b]} et M =sup{f(x): x € [a, b]}, existent bien dans R
et les fonctions m : [a,b] > R et M : [a, b] — R définies par m(x) =m et M(x) = M vérifiant m < f < M.
Doncm e E_(f) et M € E,.(f), ainsi :
b
m(b—a) :f mdtel_(f)=1_(f)#0
a
et
b
M(b—a)=f Mdt el (f)=1.(f)#0
a
Clairement M (b —a) est un majorant de I_(f) et m(b —a) est un minorant de I, (f). Donc

i2(f) = sup (I_(f)) et I2(f) = inf(1.(f))
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existent dans R et vérifient évidemment :
b b
i, (f) <I(f)
Définition 4.
On dit qu'une fonction bornée f sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann ( ou bien Riemann
intégrable) si ig (=1 Cll’ (f). Cette valeur commune est notée :

b
f f(t)dt,

En analyse réelle, il est souvent utile de ramener un probléme a une propriété séquentielle convenable par

et appelée intégrale de f entre a et b.

exemple une fonction f est continue en un point a si et seulement si, pour toute suite (x,), convergente
vers a sa suite image (f (x,)),, converge vers f(a). C’est le cas de la définition précédente.

Théoreme 1.
Une fonction f définie et bornée sur [a, b] est intégrable sur [a, b] si et seulement si il existe deux suites
(@n), et (3,), de fonctions en escalier telles que :

e v, < f <, pour tout n,

o lim, 400 J.a (Yn— ) ()dt =0.

. b . b .. b
Dans ce cas on a lim,,_, | o fa Yo(t)dt =lim,_, oo fa p,(t)dt et cette limite commune est fa f(t)de.

Preuve.
Supposons que i 3 (f)=1I 5 (f)= f ab f(t)dt. Par définition de la borne inférieure et supérieure on a :
b .
Yo €E_(f) Jo p(de <id(f),
. b
Ve>0,3p, € E_(f) il(f)—e< [, .(t)dt.
et

b
Ve € B, (f) [Ppode = 1b(f)
Ve > 0,3y, €EL(F) I2(F)+e> [)w.(e)de
Ainsi pour € = %, n = 1 il existe alors deux fonctions ¢, € E_(f) et ¢, € E,(f) telles que

b

if(f)_% < f P (t)dt < ifl’(f)

a

b
I;(f)< J P, (t)dt < Ij(f)+%

Si on fait tendre n vers I'infini, on aura

n—

b b
lignoof @n(0)dt :if(f):nli.%oj Yo(0)dt =IE(f)

Par construction, les fonctions ¢,, et ¢, sont bien en escalier et satisfont ¢, < f < w,,. Ainsi la preuve dans
un sens est faite.
Réciproquement, si il existe deux suites (¢,), et (1), telles que :

b
on<F <Yyt nggnooj (o — @) (D) =0,
a

alors on a I'implication suivante :

b b b
J son(t)dt<if(f)<lf(f)<f wn(t)dt:0<lf(f)—i§(f)<f (Yn(t) = @n(t)) dt

Ce qui montre que Ifl’(f) = ifl’(f). De pluson a :
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0<i2(F)— [} ea(t)dt < [ (1hu(6) — pa(t))dt,
et 0< [P () —12(F) < [P (Wn(6) — pa()) dt.

Il suffit alors de faire tendre n vers I'infini pour conclure. O

Exemple 3.

» Les fonctions en escalier sont intégrables! En effet si f est une fonction en escalier alors la borne
inférieure I Cll’ (f) et supérieure i(ll’ (f) sont atteintes avec la fonction ¢ = f. Bien siir 'intégrale f ab f(x)dx
coincide avec l'intégrale de la fonction en escalier définie lors du paragraphe 1.2.

» Nous verrons dans la section suivante que les fonctions continues et les fonctions monotones sont
intégrables.

o Cependant toutes les fonctions ne sont pas intégrables. La fonction f : [0,1] — R définie par :

1 si x est rationnel
flx)=

0 si sinon

A

—— 080000000 000
0 1 X

On montre que i(l) (f)so<1<I1I é fH= ié (fY#I é (f), (Les bornes inférieure et supérieure ne coincident
pas) donc f n’est pas Riemann intégrable sur [0, 1]. (voir TD)

Il n’est pas si facile de calculer des exemples avec la définition. Nous avons vu 'exemple de la fonction
exponentielle dans l'introduction o1 nous avions en fait montré que f 01 e* dx = e — 1. Nous allons voir
maintenant I'exemple de la fonction f(x) = x2. Plus tard nous verrons que les primitives permettent de
calculer simplement beaucoup d’intégrales.

Exemple 4.
Soit f : [0,1] = R, f(x) = x2. Montrons qu’elle est intégrable et calculons f 01 f(x)dx.

Yy
y=x
1 4
N
X
0 n=>5 1
Solution Soit n > 1 et considérons la subdivision réguliére de [0, 1] suivante & = (0, %, %, ey %, e, ”%1, 1).

i1 i
=, ;] nous avons
i-1 i i—1)2 2 i)2
vee[55 ] (F) <x*<(3)-
. . . _ —ry — =1)* . i—1 i
Nous construisons une fonction en escalier ¢~ en-dessous de f par ¢~ (x) = - six € [T’ E[ (pour
chaquei=1,...,n) et ¢ (1) = 1. De méme nous construisons une fonction en escalier ¢ ™ au-dessus de f

Sur lintervalle [
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définie par ¢ (x) = L5 si x € [=2, L[ (pour chaque i =1,...,n) et (1) =1. ¢~ et ¢ sont des fonctions

n’n
en escalier et 'on a qb <f <ot
Lintégrale de la fonction en escalier ¢ est par définition

1 n .o . n. .o
i i i—1 i“1 1
f ¢+(x)dx=2§(—— ) ﬁ;:_?, lz.
0 i=1 i=1 =1
n(n+1)(2n+1)

On se souvient de la formule »._ i* = , et donc

Jl(ﬂx) e MFDEAD) _ (n+D2nt1)

6n3 6n2

De méme pour la fonction ¢~
n—1

1 n .
f ¢~ (x) dx ZZ (i ;21)21 B ig o (m—=1n(2n—-1) (—1)2n—1) .

n n __J B 6n3 B 6n2
j=1

Maintenant i 1(f) estla borne supérieure sur toutes les fonctions en escalier inférieures 4 f donc en particulier
0(f) > fo ¢~ (x) dx. De méme Io(f) < fo ¢ (x) dx. En résumé :

1
(n—1é£122n—1) :J ¢ (x)dx < ié(f) <1, J T (x) dx = (n+1é$122n+1).
0

Lorsque l'on fait tendre n vers +00 alors les deux extrémités tendent vers §. On en déduit que i(l) (f)=
IL(f) = 3. Ainsi f est intégrable et fol x?dx =3.
Exemple 5.
On considére la fonction f définie par :
f : [0,1] - R
X = ax
Avec a € RY, montrons a l'aide du théoreme caractéristique ci-dessus (qu'on peut considérer comme

définition), que la fonction f est Riemann intégrable sur [0, 1]. Pour tous n = 1, on considére la subdivision
de [0,1] telle que :

1 k

Sp=31x0=0,x1=—,...,x,=—,...,x, =1,

n n

qui va étre associée aux fonctions en escalier définies par :
ep(t) =ax;, Y, (t) = ax; 1, Vt €] x;, xi44[,1=0,1,...,n—1,
Y (x;)=0,¢,(x;)=a,i=0,1,...,n

Puisque f est strictement croissante, donc: ¢, < f <), etona:

1 n—1 n—1 i1l
t)Ydt = . =)= —_ =
JO (pn( ) Zaxl (xl+1 xl) Zan n

i=0 i=0
a 'S a n(n—1)
= — 1= —
2 2
n® n 2
et
1 n—1 n—1 .
1+11
JO Ya(t)dt =D axiy (g —x) = Y ja———
i=0 i=0
n—1
. a n(ln+1)
= E (l + 1) = 5
i=0
D’ou

n—+

1 1
. L _a
hmwfo pa(t)dt = HEPML Y, (t)dt = 5

Ainsi f est intégrable sur [0, 1] et son intégrale vaut fol (at)dt = 3.
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2.4. Opérations sur les fonctions intégrables

Proposition 4.
Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b] et si A € R. Alors Af et f + g sont intégrables
sur[a,bletona:

o [PAf(de=2["f(0)dt,

o [P(F+a)0de =[P Fode+ [P g(n)de.

Preuve.
Comme f et g sont intégrables on sait qu'il existe des suites (¢,,),>1, (Y n)rs1> (Un)ys1 et (v,) >, de fonctions
en escalier telles que pour toutn =1 :

Vo SfSYyetu, S g sy,

et

n—+00

b b
lim f (=) ()= lim_ J (7 —t) () =0,
Il s’en suit que : ’ ’
*SiA>0,alors: Ay, S Af S Ay, et lim,_,, o fab (A, —Ae,) (t)dt =0.
xsi A <0, alors : AP, < Af < Ay, et lim,_,, oo fab (Ap, —A,)(t) = 0. Pour A = O c’est trivial. Donc

Af est intégrable sur [a, b]. On a déja vu que pour les fonctions en escalier I'intégrale est linéaire et de la
linéarité de la limite on déduit que :

b b
Ja Af(t)dtanPmL Ap,(t)dt

b
- im, (2 o)
b
= J O

b
:Af f(e)dt

Par ailleurs on a
Yptu, SF+HESY,+v,

et

b b b
[
lim J (W +v) (Ot = lim | 4,de+ lim J v,dt
a - OOJ a

n—+00 n—+00
a

b b
= i | et i |

b
= lim (¢n +u,) (t)dt

n—+oo

a

b
f (f +g)(t)dt

C’est ce qu'il fallait démontrer.

Notons %Z([a, b]) 'ensemble des fonctions Riemann intégrables sur [a, b] (qui contient évidement les
fonctions en escalier sur [a, b] ). La proposition 2.1 nous informe que %2 ([a, b]) est un espace vectoriel réel
et que f — f ab f(t)dt est une application linéaire de %Z([a, b]) dans R ( donc c’est une forme linéaire de

#([a,b])).
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N . s y s - .
1. Sis= (Xf)o<z<n est une subdivision associée a f alors elle 'est a Af aussi. Si f prenait les valeurs c;
sur les intervalles ]x;; x;,1[ alors Af prend les valeurs Ac; sur ces mémes intervalles. On obtient donc

b n—1 n—1 b
J AF(@)de =D e (xin —x) = 4D i (xin —x) = A f fodt.
a i=0 i=0 a

2. Soit S = (xj) . une subdivision associée a f et a g. Chacune de ces fonctions vaut c; et d; respective-
0<i<n t t
ment sur les intervalles ]x;; x;,; [. Ainsi f + g vaut ¢; + d; sur ces intervalles et on aura :

n—1

b
J (f +g)(t)dt:Z(Ci+di)(xi+1_xi)

i=0

n—1 n—1
= Zci (xip1 —x;) + Z d; (Xi+1 —X;)
i=0 i=0

b b
= J f(t)dt +J g(t)dt.

Mini-exercices.
1 oy 1 \
1. En admettant que fo xtdx = ﬁ Calculer l'intégrale fo P(x)dx ou P(x) =a,x"+---+a;x +ay.

Trouver un polynéme P(x) non nul de degré 2 dont l'intégrale est nulle : f 01 P(x)dx =0.

2. A-t-on fabf(x)2 dx = (fabf(x) dx)z; fab VI (x)dx =4/ fabf(x) dx; fab If (x)|dx = fabf(x) dx|;
[1£ G+ gl dx = [ £(x) dx| + | [, g0 dx| 2
3. Peut-on trouver a < b tels que fab xdx=-1; fab xdx =0; fab x dx = +1? Mémes questions avec

fab x?dx.

2 . b
4. Montrer que 0 < fl sinx dx < 1et ’fa cos® x dx‘ <|b—aq|.

2.5. Intégrales et inégalités

Les inégalités liées aux intégrales de fonctions en escalier vont s’étendre sans difficulté aux fonctions
Riemann intégrables.

Proposition 5.
Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur un compact [a; b] de R.

1. Si f 2 0sur[a,b] alors fabf(t)dt = 0.
2. Si f = gsur[a, b] alors fabf(t)dt > fab g(t)dt.

Preuve. 1. Comme f est intégrable, on sait qu'il existe une suite (1',,), de fonctions en escalier telles que
f <), pour tout n et

b b
J f(t)dt = nliE‘ooJ Yu(t)dt

.. . . . b "
Comme f est positive, toutes les fonctions ', le sont aussi, donc les intégrales f . Wa(t)dt sont positives
et leur limite aussi.
2. Il suffit d’appliquer 1) a f —g =0 O
Maintenant soit f une fonction bornée sur [a, b]. Pour tout x € [a, b] on pose

f-(x) = max{—f (x), 0} et f,(x) = max{f (x), 0}
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11 est clair que ces deux fonctions sont positives et que
f=fomfetlfl=fi+f

Proposition 6.
Soit f une fonction bornée intégrable sur [a, b], alors f,, f_ et |f| sont aussi intégrables et

Jf(t)dt J |f(6)ldt
Preuve.

Comme f est intégrable alors il existe des fonctions en escalier (¢,), et (y,), Vérifiant ¢, < f <, et
dont les intégrales convergent vers celle de f. On vérifie alors facilement que

(Pn)y < for < (n)y

et que (V) — (¢,); <Y, — ¢,. Donc f, est intégrable sur [a, b]. Par la méme méthode, f_est intégrable
sur [a,b] D’ou |f| = f, + f_est intégrable sur [a, b].
L'inégalité des intégrales découle de 2) de la proposition 4. appliquée a

—IfI<f<Ifl

Proposition 7 (Formule de la moyenne I).
Soit f une fonction bornée et intégrable sur [a, b] avec a < b. Soient m et M la borne inférieure et la borne

supérieure de f sur [a, b]. Alors le réel
1 b
K= —J f(t)dt
b—a J,

appartient a [m, M].
Preuve.
Comme onam < f < M on en déduit

b
m(b—a) <f f)dt <M(b—a).

Exemple 6 (Application).
Calculer les limites suivantes :

X et2
nm( —dt)
x=0*\ ), 2+ cos(t)

2x
x—+oo\ x2 | = t(1+cos?(t))

Pour calculer la premiére limite, il suffit d’appliquer la formule de la moyenne a [a,b] = [0,x] et a la
2

fonction t — f(t) = Hz;os(t) qui est continue sur R le compact [0,1] D [0,x],x ~ 0". Soient alors
m=min{f(t),t €[0,1]} et M = max{f(t),t €[0,1]}. La formule de la moyenne nous méne a

1 et
m < <M
x—0 J, 2+cos(t)

Par suite

X etZ
xm < ——dt<xM
o 2+cos(t)

X etz
lim ( —dt) =0
x—0+ 0 2+ cos(t)

D’ou



FONCTIONS RIEMANN INTEGRALES 2. UINTEGRALE DE RIEMANN 14

De méme la fonction
t+1

t (1 + cos2(t))
est continue sur [1,4+00 [ avec lim,_,, o, g(t) = 1. Or pour x ~+00 on a [x,2x] C [1,4+00[, donc

g:t—g(t)=

m=inf{g(t),1 <t <+o0o} et M =sup{g(t),1 <t <+o00}

existent bien dans R et d’aprés la formule de la moyenne

1 2 t+1
m < x
2x—x ), t(1+cos?(t))

2x
m_1 (¥ 41 M
x  x2 t (1 + cos2(t)) x

X

1 [ t+1
li — ——dt |=0.
X0 (xz L t (1 + cos2(t)) )

Théoréme 2 (Formule de la moyenne IT).
Soient f une fonction réelle continue sur [a, b] et g intégrable sur [a, b] avec g de signe constant. Alors il

Puisque x > 0 on aura

Par conséquence,

existe ¢ € [a, b] tel que

b b
f f(x)g(x)dx =f(6)f g(x)dx.

Preuve.
Quitte a considérer —g, on peut supposer que g est positive. La fonction f est continue sur [a, b], donc elle
est bornée et atteint ses bornes :

m=min{f(x):a<x <b},M =max{f(x):a<x<b}

Par ailleurs on a;
b

b b
mf glx)dx < f fl)gla)dx < MJ g(x)dx

a
- Si fab g(x)dx =0, d’aprés la derniere inégalité, f ab f(x)g(x)dx =0 et le théoreme devient trivial.

- Si fab g(x)dx # 0 alors fab g(x)dx > 0 et les inégalités précédentes nous donnent

g Jo F)gG)dx _ N
[ g(x)dx

[2 £ (x)g(x)dx

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous assure 1’existence d’un ¢ € [a, b] tel que f(c) = | gy
g(x)dx
a

Ce qu'il fallait démontrer.

2.6. Intégrales et produits

Proposition 8.
Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur [a, b] alors f g est bornée et intégrable sur [a, b].

Mais en général fab(fg)(t)dt # (fabf(t)d t) (fab g(t)d t).

Preuve.
* Cas ou f et g sont toutes les deux positives. On pose

M =max{f(x),a < x < b} et N =max{g(x),a < x < b}
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Par définition, il existe des fonctions en escalier (¢,),, (¥ ,),,(U,), et (v,), telles que

o SfSyYpetu, <gsvy,
Posons
90,/1(3() = maX{‘Pn(X): 0}, U);(X) = min {ll)n(x), M}
u; (x) = max {u,(x),0}, v, (x) = min {v,(x),N}
Ce sont toutes des fonctions en escalier qui vérifient bien :

Pp<@ret0< @ < f<yYl <y,

u, <u et0O<u, <g<v, <y,

A cause de la positivité, on aura donc
/.7 /7 ./
Pty S fES Yy,
le fonctions qui encadrent f g sont en escalier. Montrons la convergence

b
lim f (Yiv!—p'u ) (H)dt =0

n—+0o

Pour ce la on va utiliser les assertion satisfaites suivantes
V. <N,p/ <yY/ <M

wn_(pn

pour pouvoir écrire :

rb
0< | (Yv —e/u)(t)dt

= | (v =y +@pvn—enuy) (t)dt

b b

- [ G- e acs J (ol — olal) ()t

a

b b

-
= | V() (! — ¢! ) (t)dt +J e/ () (v —ul) (t)dt

a a
b

- b
<J v;l(t)(w;—go;)(t)dﬂrf P () (v, —u) (0)de

a

b b
<NJ (w;—go;)(t)dt+Mf (v, —u)(6)de

b b
NJ (Yn—n) (t)dt +Mf (vp —u,) (t)dt

(2.1) montre que

b
HEPOOL (w; Son n)(t)dt_

Donc f g est R-intégrable.
*f et g bornées intégrables non nécessairement positive. Posons

m = min{f (x),a < x < b} et m’ = min{g(x),a < x < b}

15
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Les fonctions f —m et g —m’ qui sont bornées et intégrables sont positives. D’apres le cas précédent,
(f —m) (g —m’), est intégrable. Puisque

fe=(—m)(g—m')+mg+m'f —mm,
on en déduit que f g est bornée Riemann intégrable. Pour voir qu’on n’a pas toujours 1’égalité, il suffit de
prendre [a,b]=[0,2]et f =g=1

2 2 2 2 2 2
f (fg)(t)dt=J dt=2#4=(f dt) =J (f)(t)thJ (g)(t)dt.
0 0 0 0 0

Théoréme 3 (Inégalité de Cauchy-Schwartz).
Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur un compact [a, b] de R alors

b 2 b b
(f f(x)g(X)dX) <(J- f(X)de) (J g(X)ZdX)

Preuve.
Soit A € R. La fonction f + Ag est intégrable, donc (f + Ag)?* l'est aussi. Comme c’est une fonction positive,
donc
b
J (f (x) + Ag(x))*dx =0
a
Ainsi

b b b
AZJ (g(x))*dx + ZAJ f(x)g(x)dx + f (f(x))*dx =0

A , . . . . . b
est un polynéme de degré deux en A et qui est toujours du signe du coefficient fa (g(x))*dx de A2, donc
son discriminant est négatif, c’est-a-dire :

b 2 b b
4U f(X)g(X)dX) —4U (f(X))de) U (g(X))de)<0

3. Familles de fonctions intégrables

3.1. Manipulation de fonctions intégrables

Proposition 9.
Soient f est une fonction bornée et intégrable et g une fonction définie sur [a, b] est égale a f sauf sur un
nombre finis de points, alors g est intégrable et

b b
J glx)dx = J f(x)dx
Preuve.

Par hypothese il existe une subdivision S = (x;)y<i<, de [a, b] telle que f = g sur chacun des intervalles
1xi,x;41[. La fonction f — g est donc nulle sur chacun des intervalles ]x;, x;;1[. En d’autres termes, la
fonction f — g est en escalier. Elle est donc intégrable et son intégrale est clairement nulle. La fonction
g=f —(f — g) est donc intégrable et son intégrale est égale a celle de f.

Remarque.
Cette proposition signifie que si on change les valeurs d’une fonction R-intégrable sur [a, b] en un nombre
fini de points de [a, b] alors elle reste encore intégrable et garde la méme intégrale.
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3.2. Monotonie

Théoréeme 4.
Toute fonction monotone sur un compact [a, b] de R est intégrable.

Preuve.
supposons que f :[a, b] — R bornée est croissante (sinon on considérera —f qui sera croissante).
Pour tout n = 1 considérons la subdivision : S,, = {xo =a,x;=a 4 b=a LoXx;=a+ i%, ces Xy = b} , qui

permet de construire les fonctions en escalier :

ea(t)=f(x;),Vt€]x;, x;41[,1=0,1,2,....,n—1

et
'll) (t) :f(xi+l)>vt e]xi:xi-f—l[:i :O: 1,2,...,Tl_1
On a évidemment ¢, < f <1, et :
i=n—1
J (n— ) (D)t = Z (f (een) = f (x0) Cxien = x7)
i=n—1
Z (f (x;
l n—1
i+1) = f (x)
ce qui implique que lim,_, , o fab (¢, — @, ) (t)dt =0, par suite f est intégrable sur [a, b]. O]

3.3. Continuité

Définition 5.
Une fonction f est continue en un point a d’un intervalle I de R si
Ve > 0,3%,5 >0, |x—a| < Na,e = If(x)—f(a)l <e.

f est dite continue sur I si f est continue en tout point a de I.

Remarque.
Dans cette définition, il faut noter que le n, . > 0 ci-dessus dépend de e évidement mais aussi de a.

Définition 6.
Une fonction f est dite uniformément continue sur un intervalle I de R si

Ve>0,An.>0, |x—y|l<ng..=>If()-f¥)l<e.

Exemple 7

2
K> |f ()= fFII<KIx—ylV(x,y)el

sont uniformément continues sur R. De telles fonctions sont obtenues par le théoreme des accroissements

fini, Si f : I — R est dérivable et sa dérivé est bornée alors f est Lipschitziennes.

Evidemment la continuité uniforme implique la continuité. La réciproque n’est pas toujours vraie. Cependant,
sur les compacts cette réciproque devient satisfaite.
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Théoréeme 5 ( Heine ).
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est uniformément continue sur [[a, b]

Preuve.
Si f est continue, montrons qu’elle est uniformément continue, c’est-a-dire :

Ve>0,In. >0, [x—y|<nge=If(x)=-f(¥)l<e.
Raisonnons par absurde, 3¢, > 0 tel que V7 > 0 on peut trouver x,, y,, dans [a, b] tels que |x,,—y,| <
n et |f(x,)— f(yy)l = €o Ceci étant vrai pour tout n > 0 en particulier pour les %, n > 11l existe donc des
suites (x,,),>1 et (¥n)n>1 dans [a, b] telles que

|xn_yn|<1/net|f(xn)_f(.yn)|>60 (*)

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite extraite (x,, (n>)n>1 qui converge dans

[a b] vers c. Alors (y(p(n))@l converge aussi vers ¢ Puisque |y%) —c| < Iy%) — x%)I < |x%) —c| <

w() +|x X0 —c|—0sin— 400
écrivons () pour ¢(n), on aura : |f (x,, (n)) —f(y, (n))l, ce qui mene a la contradiction avec la continuité de

f en c si on fait tendre n vers I'infini.

Voici le résultat théorique le plus important de ce chapitre.

Théoreme 6.
Si f :[a,b] — R est continue alors f est intégrable.

Preuve.
Par hypothese, f est continue, d’apres le théoréme de Heine, f est aussi uniformément continue, donc pour
tout € > 0, il existe un 1 > 0 telle que

Ix—=yl<n=I1f)—f)< ﬁ

On consideére une subdivision (x1)o<i<m—1 telles que max(x; 4 — x ) < 1 ; puis que b;a converge vers zéro,
soit m > 1 tel que =2 < n, 11 suffit de prendre S = {x;=a+ jha —}o<i<cm—1- ON deﬁmt les fonctions en
escalier :

X <t<xiy,0<i<n-—1,

Pe()=f () = 5= bl =) + 55—,

Pour tout t €]x;,x;,1[ ona 0<t—x; <Xj;1—Xx; <mndonc

[f(x)—f(D) < ﬁ ce qui signifie que f(x;)— ﬁ <f()<f(x)+ ﬁ Cest-a-dire ¢ (t) < f(t) <
ng(t) par ailleurs

[ e —pe(t)de = 270 (F () + 5 — £ () + 355)((eisr — ;)

b n—1
Ye(t)— o (t)dt = fx)+ 77— —f(x)+ ) (i i)
Ltwt;(’”z() 2 (i )
b—a'S €
~n ;(Z(b—a))
=c

Pour € = 1/n, on aura alors des fonctions en escalier (¢,),, (3,), telles que :

b
<f <Y, et hmoof (wn_(ton)(t)dt:O

n—+
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3.4. Relation de Chasles
Proposition 10 (Relation de Chasles).
Soit f une fonction bornée sur [a,b] et ¢ € [a, b].
(i) Si f est intégrable sur [a, b] alors f est intégrable sur [a,c] et sur [c,b]
(ii) Si f est intégrable sur [a,c] sur [c,b] alors f est intégrable sur [a, b]

(iii) Si f est intégrable sur [a, b] alors on a la relation de Chasles

Jf(x)dx—f f(x)dx+J f(x)dx

La relation de Chasles est évidente pour les fonctions en escalier.

Preuve.

(i) Sipour € > 0 il existe ¢ et v en escalier sur est [a, b] telles que

b
p<f <¢etf (P —)(D)dt <e

alors les restrictions ), et ¢, (Respectivement 1), et ¢, de ¢ et a[a,c] ( respectivement a [c,b])

alors ces quatre fonctions sont en escalier et encadrent f avec

b b
Oéf (¢1_¢1)(f)dt<eet0<f (Y2 — o) (t)dt <€

alors f est intégrable sur [a,c] et sur [c, b].
(ii) Si f est intégrable sur [a,c] sur [c, b] alors pour € > 0 il existe

Y1, et Yo, P, respectivement sur [a,c] et [c, b] telles que ¢, < f <Y, et @, < f < P, respective-
ment sur [a,c] et [c,b] avec 0 < fac (Y1 —p)(t)dt <eet0< fcb (35— p5) (t)dt < € considérons les
fonctions ¢ et 1) données sur [a, b] par

pi(x)  sia<x
p(x) = { ,
P (x) si c<x

et

Yo(x)  sic

Il est claire que ¢ et v sont en escalier sur [a, b] avec

D) = {wl(x) sia<x
<x

b c b
OSJ (1/J—<P)(t)dt0=f (wl—wl)(t)dHJ (Y2—@r)(t)dt <e/2+€e/2=¢€

Ainsi f est intégrable sur [a, b]

(iii) Pour les fonctions en escalier on a si

C
P1a S f <Yy, surfa,c] aVecnl)i_fpooJ (wl,n - <P1,n)(f)df =0
a

et

b
Yon S f <Py, sur[c,b] aVeCnEfLHOOJ (T/)z,n - ‘Pz,n)(f)dt =0

alors ¢, et ¢, définie comme ¢ et 1 ci-dessus satisfont

b
¢p < f <, sur[c,b] avec ligrnoof (Y= ()dt=0
C
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b b c b
J f(t)dt:nlignooj wn(t)dt=n§gloou wn(t)dt+J wn(t)dt)

b b
f f(ﬂdt=nggbj~ihiﬂdt

c b
=n§+mooU wn(t)dt+J wn(t)dt)

c b
nllﬂlooJa wn(t)dt+ng_rpoojc Yn(t)dt

c b
Jf(t)dt+f f(t)dt
a ¢ b
=f f(r)dr:f f(t)dt+J flo)de
Corollaire 1.

Si f est intégrable sur [a, b] alors

D’ou

Puisque

on aura donc

b a
f f(x)dx=—J f(x)dx
a b
Jf(x)dx—J f(x)dx+f f(x)dx

est vraie quelques que soient les relations d’ordre entre e, c et d dans [a, b].

En particulier, la relation

Théoréme 7.
Si f est continue (respectivement monotone) par morceaux sur [a, b] alors f est intégrable sur [a, b].

Se déduit d’aprés La relation de Chasles et la propriété de la continuité et de la monotonie

4. Primitive et intégrales

Dans cette section, f : [a, b] — R est une fonction bornée intégrable sur [a, b].

4.1. Le théoreme fondamental

On s’intéreesse a la fonction F : [a, b] — R définie par
X
x - F(x)= J flo)dt
a

Proposition 11.
si |f| < M sur[a,b]. alors pour tous x et y dans [a, b],

[F(x)—F(y)I < M|x -yl

20
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Preuve.
Supposons que x = y

[F(x)—=F(¥)l =

b y X a
J f(t)dt—f f(t)de f f(t)dt+f f(t)dt
a a a Y

X Y
f f(t)dt—f f(t)dt

Ainsi

[F(x)—F(¥)l =

Corollaire 2.
La fonction F : x — F(x) = f;f(t)dt est Lipschitzienne donc uniformément continue sur [a, b]

Théoréme 8.
Soit xy € [a, b]. Les assertions suivantes sont satisfaites :

(a) Sif admet une limite réelle [ a droite au point x, alors F admet une dérivée a droite en x, égale a l :

lim f(t)=1€R= Fy(xo) =1

X—>X0

(b) Si f admet une limite réelle [ a gauche au point x alors F admet une dérivée a gauche en xq égale al :

lim f(£)=1€R= F,(xo) =1

.X‘—)XO

(c) Sif admet une limite réelle | au point x, alors F admet une dérivée en x, égalea l :

lim f(t)=1l€R=F (x,) =1
X—Xq

(d) Sif est continue au point x, alors F a une dérivée en x, égale a f (x,) :

Jlim £(6)=f(x) €R = F (x0) = f (x0)
Preuve.

(a) Sif admet une limite réelle [ & droite au point x, c’est-a-dire :

Ve,An>0:0<h<n=|f(x)—1| <€Vt €lxy,xo+h[ (*)
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Ainsi

h h
X0+h
f f(t)dt—1h

0

Xo+h
f I(f()—Dldt

Xo

X0+h
J edt
X0

F(XO+h)—F(XO)_l‘|: ’F(x0+h)—F(x0)—lh‘|

1
h

1
<=
h

<

s

Il
o

D'ott Fj(xo) =1
(b) la méme que (a)
(c) Clestjuste (a) et (b)
(d) cest (c) pour I = f(xg).

Théoréme 9.
Si f est continue sur [a, b] alors F est dérivable avec F/(x) = f(x), Vx €la, b[, F(;(a) = f(a)et F;(b) =
f(b)

On remarque que si la fonction F n’est pas dérivable, alors f ne sera plus continue. Un exemple est donné

X sio<x<1
F(x)=

par :

2x—1 sil<x<2
n’est pas dérivable puisque F;(l) =1let F;i(l) = 2 et pour laquelle
1 si0<x<1
flx)= ,
2 sil<x<2
n’est pas continue.
Définition 7.
On dit que G est une primitive de f sur [a, b] si G est une fonction dérivable sur [a, b] vérifiant
G'(x) = f(x) pour tout x € [a, b]
Trouver une primitive est donc 'opération inverse de calculer la fonction dérivée.
Exemple 8.
1. SoitI =R et f : R — R définie par f()gc) = x2. Alors F : R — R définie par F(x) = %3 est une primitive
de f. La fonction définie par F(x) = % + 1 est aussi une primitive de f.

2. Soit I =[0,+00[ et g : I — R définie par g(x) = /x. Alors G : I — R définie par G(x) = %x% est une
primitive de g sur I. Pour tout ¢ € R, la fonction G + ¢ est aussi une primitive de g.

Nous allons voir que trouver une primitive permet de les trouver toutes.
Proposition 12.

Soit f : I — R une fonction et soit F : I — R une primitive de f. Toute primitive de f s’écrit G =F + ¢ oll
ceR
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Démonstration. Notons tout d’abord que si 'on note G la fonction définie par G(x) = F(x) + ¢ alors
G'(x) = F/(x) mais comme F’(x) = f(x) alors G'(x) = f(x) et G est bien une primitive de f.

Pour la réciproque supposons que G soit une primitive quelconque de f. Alors (G—F)'(x) = G'(x)—F’(x) =
f(x)—f(x) = 0, ainsi la fonction G — F a une dérivée nulle sur un intervalle, c’est donc une fonction
constante ! Il existe donc ¢ € R tel que (G—F)(x) = c. Autrement dit G(x) = F(x)+c¢ (pour tout x € I). [

Notations. On notera une primitive de f par ff(t) dt ou ff(x) dx ou ff(u) du (les lettres t, x, u, ...
sont des lettres dites muettes, c’est-a-dire interchangeables). On peut méme noter une primitive simplement

parff.

La proposition 12 nous dit que si F est une primitive de f alors il existe un réel c, tel que F = f f(t)dt+c.
. L . vt b L
Attention : f f(t) dt désigne une fonction de I dans R alors que I'intégrale fa f(t)dt désigne un nombre

réel. Plus précisément nous verrons que si F est une primitive de f alors f ab f(t)dt =F(b)—F(a).

Par dérivation on prouve facilement le résultat suivant :

Proposition 13.
Soient F une primitive de f et G une primitive de g. Alors F + G est une primitive de f + g. Etsi A € R
alors AF est une primitive de Af.

4.2. Primitives des fonctions usuelles

fexdxzex+c sur R

fcosx dx =sinx+c¢ surR

fsinx dx =—cosx+c¢ surR

fx“dx—£+c (neN) surR
~ n+l

fx“dxz%ﬁ-c (a € R\ {—1}) sur ]0,+oo[

f%dx=1n|x|+c sur ]0,+00o[ ou ] — o0, 0[

fshxdxzchx+c,fchxdxzshx+c sur R

dx

11,2 —arctanx +c¢  sur R

arcsinx + ¢
f dx { sur |—1,1[

V1-x2 3 —arccosx +¢

dx _ | Argshx+c sur R
Vil | In(x+vVx2+1) +c

f ax __ | Argehxtc sur x €]1,+00[
Vx2-1 In(x+vx2—1)+c
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Remarque.

Ces primitives sont a connaitre par coeur.

1.

xn+1

n+1
+ ¢ (pour c une

Voici comment lire ce tableau. Si f est la fonction définie sur R par f (x) = x" alors la fonction : x —
n+1

est une primitive de f sur R. Les primitives de f sont les fonctions définies par x — -5
xn+1

=7 tc,ouceR.

constante réelle quelconque). Et on écrit f x"dx =

. Souvenez vous que la variable sous le symbole intégrale est une variable muette. On peut aussi bien

, . n _ xn+l
ecrlreft dt = Tt

. La constante est définie pour un intervalle. Si 'on a deux intervalles, il y a deux constantes qui peuvent

étre différentes. Par exemple pour f % dx nous avons deux domaines de validité : I; =]0,+00[ et
I, =]—00,0[. Doncf%dx =Inx+c; six> Oetf%dx =In|x|+cy =In(—x) + ¢, si x <O0.

On peut trouver des primitives aux allures tres différentes par exemple x — arcsin x et x — 4 —arccos x
T

sont deux primitives de la méme fonction x — 5

1 . 1. A . .
. Mais bien sfir on sait que arcsin x + arccos x =
V1—x2 q

donc les primitives différent bien d’une constante !

4.3. Relation primitive-intégrale

Théoréme 10.
Soit f :[a, b] — R une fonction continue. La fonction F : I — R définie par

F(x)=f f(e)dt

est une primitive de f, c’est-a-dire F est dérivable et F'(x) = f (x).
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f :

b
f f(t)dt =F(b)—F(a)

Notation. On note [F(x)]z =F(b)—F(a).
Exemple 9.

Nous allons pouvoir calculer plein d’intégrales. Recalculons d’abord les intégrales déja rencontrées.

1. Pour f(x) = e* une primitive est F(x) = e* donc
1
f eX dx=[ex](1)=e1—eo=e—1.
0
2. Pour g(x) = x2 une primitive est G(x) = %3 donc
1
2 _rx*1l_1
| =150
0
3. fx costdt = [sin t]tix = sin x —sina est une primitive de cos x.
a t=a
4. Si f est impaire alors ses primitives sont paires (le montrer). En déduire que ffa f(t)dt=0.
Remarque.
1. F(x)= f ; f(t) dt est méme l'unique primitive de f qui s’annule en a.
2. En particulier si F est une fonction de classe 6! alors fab F'(t)dt =F(b)—F(a) |
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3. On évitera la notation f f(x) dx ou la variable x est présente a la fois aux bornes et a l'intérieur de
e s . a-. . x x ;. .
'intégrale. Mieux vaut utiliser la notation fa f(t)dt ou f o f (W) du pour éviter toute confusion.

4. Une fonction intégrable n’admet pas forcément une primitive. Considérer par exemple f : [0,1] = R
définie par f(x)=0si x € [0, %[ et f(x)=1sixe [%, 1]. f est intégrable sur [0, 1] mais elle n’admet
pas de primitive sur [0, 1]. En effet par 'absurde si F était une primitive de f, par exemple la primitive
qui vérifie F(0) = 0. Alors F(x) = 0 pour x € [0, %[ et F(x)=x— % pour x € [%, 1]. Mais alors nous
obtenons une contradiction car F n’est pas dérivable en % alors que par définition une primitive doit
étre dérivable.

5. Intégration par parties — Changement de variable

Pour trouver une primitive d’'une fonction f on peut avoir la chance de reconnaitre que f est la dérivée
d’une fonction bien connue. C’est malheureusement trés rarement le cas, et on ne connait pas les primitives
de la plupart des fonctions. Cependant nous allons voir deux techniques qui permettent des calculer des
intégrales et des primitives : 'intégration par parties et le changement de variable.

5.1. Intégration par parties

Théoréme 11.
Soient u et v deux fonctions de classe € sur un intervalle [a, b].

b b
J u(x)v'(x)dx = [uv]s —J ' (x)v(x) dx

Notation. Le crochet [F]Z est par définition [F]Z = F(b)—F(a). Donc [uv]s =u(b)v(b) —u(a)v(a). Si
I'on omet les bornes alors [F ] désigne la fonction F + ¢ oll ¢ est une constante quelconque.
La formule d’intégration par parties pour les primitives est la méme mais sans les bornes :

J u(x)v'(x) dx =[uv] —f u' (x)v(x) dx.

La preuve est tres simple :

, . b b b ., . b b
Démonstration. On a (uv)' = u’v +uv’. Donc fa Wv+uw') = fa (wv) = [uv]a. D’ol fa u’ = [uv]a —

b
f u'v. O
a
L'utilisation de I'intégration par parties repose sur l'idée suivante : on ne sait pas calculer directement
I'intégrale d’une fonction f s’écrivant comme un produit f (x) = u(x)v’(x) mais si 'on sait calculer 'intégrale
de g(x) =u'(x)v(x) (que 'on espére plus simple) alors par la formule d’intégration par parties on aura
l'intégrale de f.
Exemple 10.

1 . .
1. Calcul de fo xe* dx. On pose u(x) = x et v/(x) = e*. Nous aurons besoin de savoir que u’'(x) =1 et
qu'une primitive de v’ est simplement v(x) = e*. La formule d’intégration par parties donne :

Joxetdx = [juCxy/(x)dx
= [u(x)v(x)](l) —fol u'(x)v(x) dx
= [xex]é — foll-ex dx
= (1-el—O-e°)—[ex:|(1)
e—(el—¢e?)
1
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2. Calcul de flexlnx dx.

On pose cette fois u = Inx et v/ = x. Ainsi v’ % 2 Alors

ty=
e e e
2 e 2
_ Lx2e 1x*
flnx-xdx—Ju f lnx 2]1 L5 dx
1 1 1

= (1ne§ ~In1£)- %jlxdx—%—g[%];%—%%:#

3. Calcul de f arcsinx dx.

Pour déterminer une primitive de arcsin x, nous faisons artificiellement apparaitre un produit en écrivant

arcsin x = 1 - arcsin x pour appliquer la formule d’intégration par parties. On pose u = arcsinx, v/ =1
1

et doncu’ = et v = x) alors

( — )

X 4
i
|:x arcsinx] —[— V1 —x2]

= xarcsinx+VvV1—x2+c¢c

j 1-arcsinx dx = [x arcsinx] -

4. Calcul de [ x2e* dx. On pose u = x? et v/ = e* pour obtenir :

szex dx = [xzex] 2J xe* dx

On refait une deuxiéme intégration par parties pour calculer

fxex dx=[xex]—Jex dx =(x—1)e* +¢

D’ou
J x2e* dx = (x? —2x +2)e* +c.
Exemple 11.
1 ., o ! sin(7tx) .
Nous allons étudier les intégrales définies par I,, = i dx, pour tout entier n > 0.
x+n
0

1. Montrer que 0 < I, < I,,.

Pour0<x <1l,ona0<x+n<x+n+1etsin(mx) >0, donc 0 < 21(;?1) < s”;(f:) Dot 0 < I, 1q <1,
par la positivité de I'intégrale.

2. Montrer que I, < In = "H . En déduire lirnn_ﬂroo I,.

De 0 < sin(7x) < 1, on a ¥ < Dou 0 < I, < fol ——dx=[In(x + n)]é =In™ 0.

xX+n \ x+n

3. Calculer lim,_, , o, nI,.

Nous allons faire une intégration par parties avec u = +n et v/ = sin(nx) (et donc u’ = m et
—_1 .
v =—2cos(mx)) :
'
nl, = n sin(7tx) dx
0o X +n
n 1
= — cos(mx cos(mx) dx
n[x+n() J(+)2()
n 1 n
= ——+=—=J,

nn+l1) © =«
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Il nous reste a évaluer J,, = f ! (EZSJ(:SZ) dx
n n cos(mx
Ly | ( )|
T )y (x+ n)2 o (x+ n)2

n 1 18 n 1 1 1 1
nl x+nly =« 1+n n nn+1
Donc lim,,_, | o, nl,, = lim,,_, ; oo n(++1) +i-1y =2

5.2. Changement de variable

Théoreme 12.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et o : J — I une bijection de classe 6*. Pour tout a,b € J

#(b) b
f fx)dx =f Fe(0)-¢'(t) dt

v(a)

Si F est une primitive de f alors F o @ est une primitive de ( fo np) .

Voici un moyen simple de s’en souvenir. En effet si 'on note x = ¢(t) alors par dérivation on obtient

) Q) b
dx = ’(t) donc dx = ¢’(t) dt. D’oli la substitution f‘p(a) f(x)dx = fa fle(®) ¢'(t) dt.

Démonstration. Comme F est une primitive de f alors F/(x) = f(x) et par la formule de la dérivation de la
composition F o ¢ on a
(Fop)(t)=F'(e(t)¢'(t) = f(p(t))¢’(t).
Donc F o ¢ est une primitive de f (p(t))p’(t).
b

@(b)
. b ¢(b)
Pour les intégrales : f flo(t)'(t)dt = [F ) <p]a = F((p(b)) —F((p(a)) = [F]w(a) = J o flx)dx. O
a pla
Remarque.
Comme ¢ est une bijection de J sur ¢(J), sa réciproque (' existe et est dérivable sauf quand ¢ s’annule.
Si ¢ ne s’annule pas, on peut écrire t = ¢~ *(x) et faire un changement de variable en sens inverse.

Jtantdt—J Snt

On reconnait ici une forme ”;/ (avec u = cost et u’ = —sin t) dont une primitive est In |u|. Donc F = f —“7/ =
—[1n|u|] =—In|u|+c=—In|cost|+c.

Exemple 12.
Calculons la primitive F = f tant dt.

Nous allons reformuler tout cela en terme de changement de variable. Notons ¢(t) = cost alors ¢’(t) =

—sint, donc
_ ’(t)
! ‘J o0

Si f désigne la fonction définie par f (x) = }(, qui est bijective tant que x # 0; alors F = —f O (O)f (p(1)) dt.
En posant x = ¢(t) et donc dx = ¢’(t)dt, on reconnait la formule du changement de variable, par
conséquent

FO(p_lz—Jf(X)dX:_J%dx:_1n|x|+c-

Comme x = @p(t) = cost, on retrouve bien F(t) =—In|cost|+c.
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Remarque : pour que l'intégrale soit bien définie il faut que tan ¢ soit définie, donc t # % mod 7. La restriction
d’une primitive a un intervalle ] — 7 + km, 5 + kn[ est donc de la forme —In | cos t| + c. Mais la constante ¢
peut étre différente sur un intervalle différent.

Exemple 13./
1/2
Calcul de | W dx.
Soit le changement de variable u = p(x) = 1 —x2. Alors du = ¢’(x) dx = —2x dx. Pour x = O on a
u=(0)=1etpour x = % onau= cp(%) = %. Comme ¢’(x) = —2x, ¢ est une bijection de [0, %] sur
[1, %]. Alors
1/2 3/4 —d 3/4
_xdx - _ T (T g,
o (1—x2)3/2 L oud2z 2
1 1 1 2
T e R L
: TR
Exemple 14./
1/2
Calcul de fo m dx.

On effectue le changement de variable x = ¢(t) =sint et dx = cost dt. De plus t = arcsinx donc pour

x =0onat = arcsin(0) = 0 et pour x = % onat= arcsin(%) = ¢. Comme ¢ est une bijection de [0, %]

sur [0, 1],

172 dx _ /6 costdt /6 costdt

o (A—x2p2 | (1—sin®t)3/2 [, (cos2t)3/2

n/6 /6
cost 1 /6 1
= dt= dt =|tant|' =—.
fo cos3 t Jo cos? t [ ]0 V3

Exemple 15.

Calcul de f m dx.

dt
cos2 t

Soit le changement de variable x =tant donc t = arctanx et dx = (la fonction tangente établit une

bijection de ]— 7, +%[ sur R). Donc

1 1 dt
F=| ————dx=
(1 +x2)3/2 (1+tan2t)3/2 cos?t

dt
= J(cos2 £)3/2 ot car 1 +tan’t =
cos

cos? t

= J cost dt = [sint] =sint + ¢ = sin(arctanx) + ¢

Donc

f 1 d sin(arctan x) +
———dx = x)+c.
(1 + x2)3/2

En manipulant un peu les fonctions on trouverait que la primitive s’écrit aussi F(x) =

1+x2

Mini-exercices.
. N ez . . /2 . /2 o . .
1. Calculer les intégrales a 'aide d’intégrations par parties : fo tsint dt, fo t“sint dt, puis par
; /2 .
récurrence f 0 /2 tnsin¢ dt.

2. Déterminer les primitives a 'aide d’intégrations par parties : f tshtdt, f t2sht dt, puis par récurrence
[trshtdt.

3. Calculer les intégrales a I'aide de changements de variable : f : vaz—t2dt; f_nn v1+costdt (pour
ce dernier poser deux changements de variables : u = cost, puis v =1—u).
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4. Déterminer les primitives suivantes a l'aide de changements de variable : f tht dt ot tht = S}ﬁ—t

cht?
fe‘/?dt.

6. Intégration des fractions rationnelles

Nous savons intégrer beaucoup de fonctions simples. Par exemple toutes les fonctions polynomiales : si
2 3 n+1
f(x)=ay+a;x +ayx?+---+a,x" alors ff(x) dx =apx + a5 +ays +---+a,57 +c.

Il faut étre conscient cependant que beaucoup de fonctions ne s’integrent pas a I'aide de fonctions simples.
Par exemple si f(t) = Va2 cos? t + b2sin? t alors l'intégrale f 02 " £(t) dt ne peut pas sexprimer comme
somme, produit, inverse ou composition de fonctions que vous connaissez. En fait cette intégrale vaut
la longueur d’une ellipse d’équation paramétrique (acost, bsint); il n’y a donc pas de formule pour le
périmetre d’'une ellipse (sauf si a = b auquel cas lellipse est un cercle!).

N

Mais de facon remarquable, il y a toute une famille de fonctions que I'on saura intégrer : les fractions
rationnelles.

6.1. Trois situations de base

ax+f

—Trhar avec a, f,a,b,c €R,a # 0 et

On souhaite d’abord intégrer les fractions rationnelles f(x) =
(a, ) # (0,0).

Premier cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde deux racines réelles distinctes x;, x5 € R.
Alors f(x) s’écrit aussi f(x) = ax+p

a(X—x1)(X—X2)
On a donc

A B
x—x1'+ X—Xo*

et il existe des nombres A, B € R tels que f(x) =

f(x)dx =Aln|x —x;|+Bln|x — x| +c¢
sur chacun des intervalles ] — 00, x;[, ]xq, x5[, 1xo, +00[ (si x; < x3).

Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde une racine double x, € R.

Alors f(x) = a(‘f(x_t(ﬁ 7 et il existe des nombres A, B € R tels que f(x) = ﬁ + x_L;O. On a alors

A
ff(x)dx:— +Bln|x — x| +c¢
X — Xg

sur chacun des intervalles ] — oo, x[, ]xg, +00[.

Troisiéme cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ ne posséde pas de racine réelle. Voyons comment faire sur
un exemple.

Exemple 16.

Soit f(x) = #ﬂﬂ Voir (TD)
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6.2. Intégration des éléments simples

Soit 883 une fraction rationnelle, ou P(x),Q(x) sont des polynémes a coefficients réels. Alors la fraction

Qg; s’écrit comme somme d’un polyndéme E(x) € R[x] (la partie entiére) et d’éléments simples d'une des

formes suivantes :

+
T ou % avec b®> —4ac <0
(x — xp)k (ax2+ bx +c)k

oua,pf,y,a,b,ceRetkeN\{0}.
1. On sait intégrer le polynéme E(x).
2. Intégration de 'élément simple m

(a) Sik=

d
e = yIn|x —xo| + ¢ (sur ]— 00, xo[ ou Jxo, +00[).

(b) Sik > 2 alors f (Xy_‘i’;)k = yf(x —x0) K dx = =L (x —x0) ¥ + ¢4 (sur ]— 00, x,[ ou Jxg, +00[).

+ 7 . .
%. On écrit cette fraction sous la forme

ax+f3 . 2ax+b 4 1
(ax2+bx+c)k Y(axz + bx +c)k (ax2+ bx +c)k

(@) Sik=1, calcul de dezfu(x) dx =In|u(x)| + ¢y = In|ax? + bx + c| + co.

3. Intégration de I’élément simple

ax2+bx+c u(x)
(b) Sik > 2, calcul de % dx = f % dx = _klﬂu(x)_kJr1 +co = fﬂ(ax2+ bx +c)F 14,

(c) Sik=1,calcul de f m
une primitive du type

dx. Par un changement de variable u = px +q on se rameéne a calculer
=arctanu + ¢;.

u2+1
(d) Sik > 2, calcul de f m dx. On effectue le changement de variable u = px + q pour se

ramener au calcul de I = f (uZdTul)k' Une intégration par parties permet de passer de I; a I;_;.

Par exemple calculons I,. Partant de I; = f uf +7 On pose f = u2 7 et g’ = 1. La formule d’intégration
par parties ffg’ = [fg]—ff’g donne (avec f’ =@y 2+1)2 etg=u)

du 2u? du u u?+1-1
L = 2 2 2:12 |2 ]+2 25 1)z 4
u+1 u+1 (u2+1) u+1 (u2+1)

u
= +2 [ ]+21 —21
[u2—|—1} Ju2+1 J(u2+1)2 uz+1 1 2

On en déduit I, = Il

+ ¢o. Mais comme I; = arctanu alors

1 u
——arctanu—|—— + Co.
J(u2+1)2 2 2u2+1

2 u2+1

6.3. Intégration des fonctions trigonométriques

P(cos x,sin x)

On peut aussi calculer les primitives de la forme fP(cos x,sinx) dx ou de la forme f Qlcos x5 x)

P et Q sont des polynOémes, en se ramenant a intégrer une fraction rationnelle.
Il existe deux méthodes :

dx quand

« les régles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours ;
» le changement de variable t = tan 3 fonctionne tout le temps mais conduit a davantage de calculs.

Les regles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x) = f(—x) d(—x) = —f(—x) dx et
w(n—x)=f(r—x)d(r—x)=—f(m—x)dx.

e Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cos x.

o Si w(m—x)= w(x) alors on effectue le changement de variable u = sin x.

o Si w(m+ x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tan x.
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Exemple 17.
Calcul de la primitive f PR X Voir (TD)

Le changement de variable t = tan 3.

Les formules de la « tangente de I'arc moitié » permettent d’exprimer sinus, cosinus et tangente en fonction

de tan 3.
x
Avec t= tanz ona
1—t2 , 2t 2t
cosx = sinx = tanx =
1+t2 1+¢t2 1—1t2
2dt
et dx = .
1+t2
Exemple 18.
Calcul de 'intégrale f 2 T ‘ii‘n <.
Le changement de variable ¢t = tan 3 déﬁnit une bijection de [—7,0] vers [—1,0] (pour x =—7, t =—1 et
pour x =0, t =0). De plus on a sinx = 1+t2 etdx = 12+dtt2.
JO dx f‘) 24 —zJO dt
i - 2t 2 _
_gl sin x _11_1+_t2 1+ t2—2t
O de 17 1
= 2 =2 =2(1-2)=1
_1(1_t)2 1—t -1 2
Mini-exercices.
1. Calculer les primitives f ;‘1152 dx, f gz 4, % dx, Im dx.
2. Calculer les primitives I, = f = 1)k pour tout k > 1. Idem avec J, = f (x2+1)k
. . 1 1 1
3. Calculer les intégrales suivantes : | xzfiﬂ, 0 x2X+(jc)-ci-1’ o (xzigil)z’ 0 (xzf;+1)2'
4. Calculer les intégrales suivantes : ff% sin® x cos® x dx, f(f cos? x dx, 02 " zﬁgﬁ.
7. Sommes de Darboux et de Riemann
7.1. Sommes de Darboux
Soit f une fonction bornée sur [a, b] et S = (x;)y<,<, une subdivision de [a, b]. On note :
o my = 1nka<x<xk+1 f(x), My, = SUPy, <x<x,,, f(x) pour k=0,1,2,...,n
o s(S,f)= Zk:o my (X1 —xi) et 8(S, f) = Z;(l) M (X111 — xi), (appelées petite et grande sommes

de Darboux).
o 52(f) = sup{s(S, f), S subdivision de [a, b]}.
o GZ(f) =inf{&(S, f), S subdivision de [a, b]}.

Théoreme 13.
Soit f une fonction bornée sur [a, b]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est intégrable.

2. sb(f)=&L(f).
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Preuve.
Evidement,.

so(f) <iZ(H <L <SS)
Donc si 2) est vérifié alors f est intégrable. Réciproquement si f est intégrable alors ifl’ NH= f ab f(t)dt et
pour ¢ > 0 il existe ¢ en escalier sur [a, b] telle que ¢ < f et

b
i2(f)—e< J o(0)dt <ib(f)
Il est a noter que pour une fonction en escalier ¢ on a
b
so(p) = f p(t)dt = &2(p)
a
donc
b
i2(f)—e< J p(0)dt =s2(p) <s(f)
a
Ainsi, pour tout € > 0, ig(f)—e < 5Z(f) donc icll’(f) < 52(f) et par suite, ié’(f) =5i’(f). De la méme facon,

IP(f) = &b(f). Dot 2). O

7.2. Sommes de Riemann

Soit f une fonction bornée sur [a,b] et S = (x;)y<i<, Une subdivision de [a,b]. On considere ¢ =

{eg,€1,€9,€3,...,€,_1} une famille de réels tels que e; € [x;, x;,,] pour tout i. On note
k=n-1
RS, €)= D o) —xi)
k=0

(appelées sommes de Riemann de f relative a & dans S)

Théoréme 14.
Soit f une fonction bornée et intégrable sur [a, b], alors

b
L fx)dx=_lim [%(S,¢,f)]

Preuve.
Identique a celle des sommes de Darboux.

Un cas particulier de ce théoréme est lorsqu’on considere la subdivision

b—a b—a
Sp={xo=a,x;=a+——,....,xy=a+k ,eXy=bhn>1
n n

sur [a, b] dont le diameétre est 6(S,) = b—;a donc 6(S,,) converge vers 0 ainsi On peut ainsi énoncer

Corollaire 3.
Soit f :[a, b] — R une fonction intégrable, alors

n b
Sn:%Zf(aJrkbn;a) —_— J f(x)dx
k=1 a

n—+00

La somme S,, s’appelle la associée a I'intégrale et correspond a une subdivision réguliére
de l'intervalle [a, b] en n petits intervalles. La hauteur de chaque rectangle étant évaluée a son extrémité
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droite.

Le cas le plus utile est le cas ot a =0, b =1 alors b;a = 1 et fla+ kb;a) = f(%) et ainsi

S e [ s
k=1

FG

Remarque.
L'intégrale est définie a partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons calculer des intégrales
sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer des limites de sommes a partir
d’intégrales.

Exemple 19.
Calculer la limite de la somme S,, = ZZZI ﬁ
Onas; =38 =3+3 5 _l+1+é;54_%+%+%+%,...

_1 _ 1 — — A
La somme S,, s’écrit aussi S, Zk 1 1+ . En posant f(x) = Tix> @ =0 et b =1, on reconnait que S, est

une somme de Riemann. Donc

. ——Zf

Sn=~

k11+'

= [ln|1+x|:|(1) =In2—Inl=1In2.

n—-+00 J f(X) dx =

Ainsi S,, — In2 (lorsque n — +00).

Mini-exercices.

1

1. Trouver les primitives des fonctions : x3 —x7, cosx + exp x, sin(2x), 1+ v/x + x, ‘/_, VX, =9

o L 1 1
2. Trouver les primitives des fonctions : ch(x) —sh(3), o 4x2, —

3. Trouver une primitive de x2e* sous la forme (ax? + bx + c)e*.

4. Trouver toutes les primitives de x — i (préciser les intervalles et les constantes).

5. Calculer les intégrales fol x"dx, [ * ¢l=x gy fo

0 1+x2’ 1 x2 x2

6. Calculer la limite (lorsque n — +00) de la somme S, Zk ) G- ldem avee S =30 e
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8. Intégrale généralisée

Définition 8.
Soit f : (a,b) — R une fonction continue. On dit que fa f(x)dx est Intégrale généralisée si
(1) a=—o0 ou

(2) a=+0c0 ou

(3) sup{lf (x)I,x € (a,b)} = +00

Pour tout intervalle borné [a, 8] C (a, b), f est Riemann intégrable sur [«, 8] Par définition,

b B
L flx)dx = a_)lir[l;_)b Ja fx)dx

Lorsque cette limite existe dans R on dit que l'intégrale généralisée est convergente. Si cette limite n’existe
pas on dira que l'intégrale impropre est divergente.

Exemple 20.

L=[, #gdc,  L=[_xexp ™ dx, IL=[ dx, L=[ 55 L=/,
+00

(D) L=, £;dx. On pose

B
dx
I = d eR:
1(/3) JO X2+1 X:/j +

qui est bien une intégrale de Riemann.

B
ne) = f ax_
0

x2+1

= [arctan(x)]g
= arctan(f3)

limg_,, 00 (I1(B)) = limp_,, oo (arctan(B)) = 7/2 l'intégrale généralisée I; est convergente avec

+0o
11:J dx dx=m/2
0

x2+1

+00o 2 . 7 Yo . 7 . , 7 . \
2) I, = f_oo xexp * dx est une intégrale généralisée qui est égale, d’aprés la relation de Chasles, a

+00 0 +00
2 2 2
I, = f xexp ¥ dx = J xexp ¥ dx +f xexp © dx

—00 —00 0

On pose alors I, ;(a) = fﬂ?xexp_’(2 dx etI,(B) = foﬁ xexp_x2 dxouOela,f]CR

0
I1(a) = fxexp_xzdx

a

1 2
R

qui converge vers —%.
. 1 .. [+o0 —y2 .
Identiquement on aura I, , converge vers 3 ainsi f oo XEXP dx=0

3) Is= fol }(dx est une intégrale généralisée puisque :
1
sup {|-[} =+o0

0<x<1 X

a—0+

1
lim f 1/xdx = linol [ln(x)](lx =400
a—0*
a
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Donc I5 est divergente.

“4) I,= foz % est une intégrale impropre qui admet deux points de singularité : O et 2. On pose

[ 1_ii_a, _[F_ax
SO 0 x(x—2) *2) = 1 x(x—2)
1 B
dx dx
I, ()= ———etl,n(B)= f _
1) fa x(x—2) 2P ; x(x—2)

par réduction en élément simple on aura

'odx
lim J ——dx=—00
a—0* o X(X—Z)
Dot I, = f 01 % diverge donc l'intégrale impropre I, = foz % diverge.

5) Iy = foz 4X est impropre. D’aprés la relation de Chasles on a

x—1
JZ dx _Jl dx +J2 dx
0 x—1 0 x—1 1 x—1
1 2
dx dx
I = et] =
(5,1) J;) x—1 (5,2) fl x—1

* dx ? dx
Ii51(a) = . x_letl(s,Z)(ﬁ)Z P

2
d
Isn(B) = f al

p X~ 1
= [In(x— 1)]?5
= —In(f—1)
Et
lim T =400
i, 5.2)(B)
Ainsi f12 % diverge et par conséquence f02 % est divergente.

Auteurs du chapitre Hamid Boutanfit et Abdrazak Soullami



	Fonctions Riemann Intégrales
	Fonctions en escalier
	Subdivisions
	Fonctions en escalier

	L'intégrale de Riemann
	Intégrale d'une fonction en escalier
	Fonction intégrable
	Définitions
	 Opérations sur les fonctions intégrables
	Intégrales et inégalités
	 Intégrales et produits

	 Familles de fonctions intégrables
	 Manipulation de fonctions intégrables
	 Monotonie
	 Continuité
	Relation de Chasles

	Primitive et intégrales
	Le théorème fondamental
	Primitives des fonctions usuelles
	Relation primitive-intégrale

	Intégration par parties – Changement de variable
	Intégration par parties
	Changement de variable

	Intégration des fractions rationnelles
	Trois situations de base
	Intégration des éléments simples
	Intégration des fonctions trigonométriques

	Sommes de Darboux et de Riemann
	Sommes de Darboux
	Sommes de Riemann

	Intégrale généralisée


