Université Moulay Ismail A. U. 2018/2019
F. S. T. Ermrachidia LST Maths Appl
Département de Mathématiques Module M147

Travaux dirigés : Calcul de résidus

Exercicel 1. Pourtout:=x+iy€C, avecz,y € R, on pose f(2) = 2 + iry®. Eriste-t-il
un ouvert non vide U de C tel que [y est holomorphe
2 ScilUl'umid:CJt‘ﬁniprU:{:EC:Rr(:])D}.Siz=1+lp£b‘.¢mz.yel,
on pose f(2) = In|z| + inrctan (¥).
Montrer que | est holomorphe sur U.

Exercice 2 1. Calculer par la formule intégrale de Cauchy :

ff'_-dz.
c-

ot C est le cercle unité |2| = 1 parvouru dans le sens direct.
2. En déduire la valeur de l'intégrale :

f’ cos(sin @) e™*)do.
Exercice 3 Soit [ la fonction définie par

16) = s

1. Déterminer les péles de [ avec leur ondre de multiplicité.
2. Calculer Res(f.%).

3. Soient R un réel strictement positif et T'(R) le rectangle de sommets R, R, R+ix et —R+ix
orienté dans le sens positif. On notera également 71 (R) le segment orienté de —R & R, 12(R)
le srgment orienté de R & R + ix, 712(R) le segment orienté de R+ix é =R+ ix et ~4(R) le
segment orienté de - R + i & —R.

(a) Justifier que .E::_lm f(z)dz =0
niR)

(8) Justifier que _lim [1 (a1 =0

R-++m

(c) Esprimer [ J(z)dz en fonction de / (2)ds

n(R) niR)

(d) En déduire la voleur de [ <= 4,

- T ™"

Exercice 4 Soil I'y le conteur défini par le segment [-R, R) et le demi-cercle situé dans le demi-
plan supérieur de diamétre [~ R, R| parcouru dans le sens direct, avee R > 1.

1. Caleuler l'intégrale [ 1Svdz.
2. En déduire que :

3. Calculer lintégrale [*7 tiadr.
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Serie b

Exere II‘I.Z Solution :
1. Eervons 2 = a4 b de sorte que €2 = 033" Prenons le module. On obtient ¢3° = 1 et
dore o= 1), (o a ensuify ['2"' =
en didutt que Pensemnble des solutions est (13 + k=) Puisque ¢* + ¢7* =0 st el seulement

At = —1, done les j'f’::r'!- de [ sont {e5 4 akm} qui sont des poles simples.

=1 =¢"" daont les solubions spnt b = -E— +hkr i ke L. On

K.
2 Posons h(z)=e"" et g(z)=e* 4+ ¢~ Alors

'; hi(y b | = §
festf, ) = ek = S8 = O
74 2 2
S fa) Ona
-t

o jetf-t w7 «
2l = —_— it = '
./H;”“ f( L " 1"“'" e f.".”-lr‘ { ' Jn l'"f" b ;.—ﬂ'.—-ll '”

On majore en utihisant | ‘imégalit triangulaire

| f'r:[!u Sz J‘l; r'ﬂr—-Tﬂdr
ﬂ’ .TI-'#HIH

fu—r'i

1A IA IA

Par passage & la limate on obtient lv résultat demandy,
(b) De la mr"'}nr maniere que la question préciédente.

fe) On a

i adan]
-r11lff]f(::'d: ’ =i ,‘...'.-.—H_ﬁ';dr
-l e lE
ilr

R Spe

= €77 [ um (s

|

{d) On a

n ST
feMz=(+e ") | £ _gr 2)dz 2)dz
'; ‘ l)f—R (Sl +/ f( )d + 4[““'“ f( }d

e 7(R)

Fasant tendre R vers 400 en utilisant les questions prieddentes, on a
. -+ ',I.f
me~ = (1+4 f"”]/ —_—idr
g B4 p=¥
-0

On en déduit que

+mo .
/ e = dr el T
—oo e T l+e="  ¢f 4o 3

Prenant la partie réelle de cette eqalité, on obtient le résultat demande,
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