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Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 1
Soient F' et G deux s.e.v d’'un K-espace vectoriel £. Si F' U G est un s.e.v de F, montrer que
FcCcGouGCF.

Solution :

Raisonnons par I’absurde et supposons que F' ¢ G et G ¢ F, de sorte qu’il existe z € F, z ¢ G,
etilexistey € G,y ¢ F.Le vecteur z + y estdans les.e.v FUG,doncx +y € Foux+y € G.
Supposons par exemple = + y € F. Comme F estuns.e.vetquez € F,ona (z+y) —x € F,
c’est-a-dire y € F, ce qui est absurde. D’ou le résultat.

Exercice 2
Soient I et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par :

F ={(a,b,c,d) €R*|b—2c+d=0}
G ={(a,bc,d) €R*|a=d et b=2c}.

Donner une base de F, de G et de F' N G. En déduire que F + G = R*.

Solution :
— Commencons par chercher une famille génératrice de /'. On a :

F ={(a,b,c,d) €R* | b=2c—d}
={(a,2¢—d,c,d) | a,c,d € R}
={a(1,0,0,0) + ¢(0,2,1,0) + d(0,—1,0,1) | a,c,d € R}

ul u2 u3

—N— — N ———
= Vect ((17 07070)7 (07 27 170)7 (07 _17 07 1))

La famille B = (uj,u2,us) est donc une famille génératrice de F'. On vérifie aisément
qu’elle est libre. C’est donc une base de F'.
— Pour G,ona:

G ={(a,bc,d) €R*|a=d et b=2c}
={(d,2¢,¢,d) | ¢,d € R}
={c(0,2,1,0) +d(1,0,0,1) € R* | ¢,d € R}
= Vect(u}, uj),
ou:uj = (0,2,1,0) et uf, = (1,0,0,1). Donc, la famille B’ = (u},u)) est donc une

famille génératrice de G. Comme ) et uf ne sont pas colinéaires, alors 8’ est libre. C’est
donc une base de G.



— Pour F'N G, on écrit :

a =d
(a,b,c,d) e FNG<= (¢ b =2c
d =-b+2c=0

Ainsi :
FNG={(a,bec,d eR|a=d,b=2c et d=0}
={(0,2¢,c,0) | c € R}

—
—{c(0,2,1,0) | c € R}
= Vect(u).
Donc F' N G est engendré par le vecteur u. De plus, comme uw # Opa, alors la famille

B" = (u) est libre. C’est donc une base de F' N G.
— Tout d’abord, on a : F' + G C R*. D’autre part, d’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(F +G) =dim F + dim G — dim(FNG) =342 — 1 =4 = dimR%.
Ainsi: F + G = R,

Exercice 3

Soient F et G les sous-espaces vectoriels suivants de R? :
F:{(.CL‘,y,Z) €R3|$*y*2220}
G={(z,y,2) €ER® | x =2y =2+ 2}.

1. Déterminer la dimension de F', puis la dimension de G.

2. Calculer F' N G. En déduire que F et G sont supplémentaires.

Solution :

1. — Pour déterminer la dimension de F', commencons par chercher une base de F'. On a :

F={(z,y,2) eR’ |z =y + 22}
={(y+22,9,2) |y, €R}
={y(1,1,0) + 2(2,0,1) | y,z € R}
= Vect(u1, u2),

ot :u; = (1,1,0) et ug = (2,0,1). Ainsi : (ug, uz) est une famille génératrice de F'.
De plus, comme u; et ug ne sont pas colinéaires, alors : (u1, ug) est libre. C’est donc

une base de F' et dim F' = 2.
— PourG,ona:

G={(z,y,2) R} |z =2y =2+ 2}
={(2y,4,0) |y €R}
={y(2,1,0) |y e R}
= Vect(us),

ol : ug = (2,1,0). Ainsi : (u3) est une famille génératrice de GG. De plus, comme
ug # Ogs, alors : (ug) est libre. C’est donc une base de G et dim G = 1.



2. Pour F' N G, on écrit :
r—y—2z =0
(r,y,2) e FNG & ( «x =2y ©r=y=2=0.
z =0
Ainsi: F NG = {Ogs}. De plus, on a:
dim F +dimG =2+ 1 = 3 = dimR>.
Dou: F® G =R3,
Exercice 4
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={(z,y,2,t) ER* |z +y+2=0 et 2z0+y+z—t=0}
G = Vect ((1, ~2,1,1),(1,2,-3,1), (5, —3, -2, 5)).
1. Calculer la dimension de F'.

2. Montrer que G C F' et conclure que G = F'.

3. Déterminer un supplémentaire de F'.

Solution :

1. On va déterminer une base de F'. Pour cela, commengons par chercher une famille généra-
trice de F':

F={(z,y,2,t) ER* |z +y+2=0 et 20+y+z—t=0}

{
{

(z,y,2,t) ERY | 2= -2 —y et t=u}
(1',2/,—1'—2/,33) ’x7y€R}

ul u2
-

={z(1,0,—-1,1)4+y(0,1,—-1,0) | z,y € R}
== VeCt(ul,Ug).

Ainsi : (u1,u9) est une famille génératrice de F'. De plus, comme u; et uz ne sont pas
colinéaires, alors (u, u2) est libre. C’est donc une base de F' eton a: dim F' = 2.

2. Comme : (1,-2,1,1),(1,2,-3,1),(5,—3,-2,5) € F,alors : G C F. Ainsi : dimG <

dim F' = 2. Or, les deux vecteurs (1, —2,1,1) et (1,2, —3, 1) ne sont pas colinéaires, alors :
: . : GCF et
< < = = g g -

2 < dimG < 2etdonc dimG = dim F = 2. En résumé : { dm G = dim F — 2.
D’ou: F =G.

3. En utilisant le théoreme de la base incompléte, on va trouver deux vecteurs us et uy de
sorte que (w1, ug2, us, uyq) soit une base de R?. Ensuite, par le théoréme de la base adaptée,
H = Vect(us,u4) sera un supplémentaire de F' dans R*. Pour cela, on peut choisir les
vecteurs ug et uyq parmi les vecteurs de la base canonique. On vérifie facilement ici que uz =

e
1 64 . .

(1,0,0,0) et ug = (0,0,0,1) convient. Donc : H = Vect(ey, e4) est un supplémentaire de
F dans R*.



Exercice 5
On considere les deux ensembles suivants :

A={(z+y,2-y,2y) | (z,y) € R*}
B=A{(z,y,2) € R3 | 22 = yety = 32}.

1. Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que R? = A ® B.

Solution :

I. Ona:
— A = Vect ((1, 1,0), (1, -1, 2)) est un plan vectoriel.

— B = Vect ((%, 1, %)) = Vect ((3, 6, 2)) est une droite vectorielle.
2. Montrons maintenant que A et B sont supplémentaires :
— AN B = {0gs} car si on considere u € AN B, alors,

ueAsIr,y) ER? :u=(z+y,x—y,2y)

Aern) Zoou  ford =0

T—y = 6y z—Ty =0 sr=y=0

u€EB& {

Donc u = (0,0,0).

— dimA+dimB=2+1=3=dimR3
Nous avons ainsi démontré que R? = A @ B.

Exercice 6
Soit: F = {P € R3[X] | P(X +1) = P(1 — X)}. Montrer que Vect(X, X?) est un supplémen-
taire de F' dans R3[X].

Solution :
— Nous avons besoin d’abord d’une base de F. Soit P = aX? + bX? + cX + d € R3[X].
Ona:

PecFeaX+1)P+bX+1)+c(X+1)+d=a(l-X)*+b(1—-X)*+c(1—-X)+d

a = —qa
3a+b :3a+b B B
3a+2b+c =_3a—-2b—c Sa=0 et 2b+c=0.

at+b+c+d =a+b+c+d

Ce calcul montre que (1, X? — 2X) engendre F. Cette famille étant libre, c’est une base
de F'.

— Complétons-la en une base (1, X? — 2X, X, X?) de R3[X]. Par le théoréme de la base
adaptée, on en déduit que : Vect(X, X3) est UN supplémentaire de F' dans R3[X].

Exercice 7

E=Ry[X]et F={P e E|P(0)=PF(0)=P/(1) =0}.
1. Montrer que F' est un espace vectoriel, déterminer une base de F' et préciser sa dimension.
2. Montrer que G' = Vect(1, X, 1 4+ X + X?) est un supplémentaire de F' dans E.

Solution :



1. Soit P = aX* +bX3 +cX? +dX +e € Ry[X].Ona:

e =0
PeF&P0O)=P0)=P(1)=0&< d =0
da+3b+2c+d =0

1
& P =aX"'+bX" — ~(4a+30)X? = a(X" - 2X?) + b(X3 - ng).

Donc F' = Vect (X to2x% X3 -3X 2). Cette écriture de F justifie le fait que F est un

espace vectoriel. De plus, la famille ( X* — 2X?2, X3 — %X 2) engendre F' et comme elle
est étagée en degrés, elle est libre. C’est donc une base de F' eton a : dim F' = 2.

2. Montrons que R4[X] = F & G. Comme dim F' + dim G = 5 = dim(R4[X]), il reste
simplement 2 montrer que ' N G = {Og|x}. Soit P € F'N G. Comme : P € G alors, il
existe a,b,c € Rtelsque: P = a+bX +c(1+ X + X?). De plus,ona: P € Fetdonc:
P(0) = P'(0) = P'(1) =0etontrouve : a = b= 0etb+ 3¢ = 0. Ainsi : P est nul. D’ou
le résultat.

Exercice 8
On note E = RR le R-espace vectoriel de toutes les applications de R dans R et :

F={feE|[f(0)=0}, A=Cp={geE|g(0)#0}.

1. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de F. Est-ce que A est un sous-espace vectoriel
de E?

2. Montrer que, pour toute g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémentaire de F' dans
E.

Solution :

1. — Il estclairque F' C E etque Og € F' (ou on a noté 0 1’application constante nulle de
R dans R).
— Soient f,h € Fet A€ R.Ona: (Af+h)(0)=Af(0)+h(0)=X-0+0=0,donc:
Af + h € F. On conclut que F' est sous-espace vectoriel de E.
D’autre part, il est immédiat que A n’est pas un sous-espace vectoriel de E, car O ¢ A.

2. Soit g € A fixée.

— Commengons par montrer que ' N Rg = {0g}, ou encore : F' N Rg C {0g}. Soit
¢ € FNRg. Alors, p(0) = 0etil existe « € R tel que ¢ = ag. Ainsi, ag(0) =
©(0) = 0 et comme g(0) # 0 alors : & = 0 et donc : ¢ = ag = 0. Ceci montre que :
FNRg={0g}.

— On veut montrer que = = F' 4 Rg. Soit ¢ € E. Il s’agit donc de montrer que ¢ se
décompose linéairement sur F' et Rg, c-a-d qu’il existe f € F et a € R telles que :
¢ = f + ag. Raisonnons par analyse-synthese.

— Analyse : Supposons qu’une telle décomposition existe, c-a-d qu’il existe f € F
eta € Rtelles que : ¢ = f + ag. Alors : ¢(0) = f(0) + ag(0) = ag(0), donc :

o =20 puis f = o —ag = ¢ — 2.

— Synthese : Réciproquement, montrons que le couple (f, ) précédement trouvé

convient. Notons donc o = %8)) et f=p— %g. Alors,onabien: ¢ = f + ag

avec f(0) = ¢(0) — %9(0) = O etdonc f € F. Ceci montre que le couple (f, @)
convient.



On a ainsi montré que : ' = F' 4 Rg.
Finalement : F' et Rg sont deux sous-epaces vectoriels supplémentaires dans F, ou encore :
Rg est un supplémentaire de F' dans E.

Exercice 9

Soit E = F(R,R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F' le sous-espace vec-
toriel des fonctions paires (i.e. f(—x) = f(x) pour tout x € R) et G le sous-espace vectoriel des
fonctions impaires (i.e. f(—z) = —f(z) pour tout x € R). Montrer que F' et G sont supplémen-
taires.

Solution :
Tout d’abord, remarquons que ' N G = {0g}. En effet, soit f € F N G. Alors,

Ve eR: f(-2) = f(z) et f(-2)=—f(2)

Donc :
Ve eR: f(z) =0.

Ainsi: FNG C {0g} etdonc FNG = {0g}. D’autre part, soit f € E. Alors, en posant pour tout
reR:

(o) = [0 = F()
2
on vérifie facilement que :
— f=p+i;
— p€ FetiedG.

Ainsi,onabien: F = F + G. Conclusion : £ = F & G.

Exercice 10
Soit £ = R3. On note B = (e1, e2, e3) la base canonique de E et u I’endomorphisme de F défini
par :
u(er) = —2e1 +2e3, wu(ez) =3ex et wu(ez) = —4e + 4es.
1. Soit (z,y, z) un vecteur de E. Calculer u(z,y, 2).
2. Déterminer une base de Ker u.

3. Déterminer une base de Im u.

4. Montrer que E = Keru & Im u.

Solution :

1. Soit (z,y,z) € E.Ona: (z,y,z) = ze; +yes + zes et donc par linéarité de u, on obtient :

u(z,y,z) = u(xer + yea + zes) = zu(er) + yu(es) + zu(es)
= x(—2e;1 + 2e3) + 3yes + z(—4ey + 4e3)
= (—2z — 42,3y, 2z + 42).



2. Ona:

Keru ={(z,y,2) € £ | u(z,y,2) =0g}
={(z,y,2) e E| 2xr—42=0,3y=0 et 2xr+4z=0}
={(z,y,2) € E|z=-2z et y=0}
={(-22,0,2) | z € R}

Donc la famille (w) engendre Ker u. De plus, comme w # O, alors la famille (w) est
libre. C’est donc une base de Ker u.

Remarque : Ker u n’est pas réduit a {Og } et donc I’endomorphisme w n’est pas injectif. Par
ailleurs, comme v est un endomorphisme de 1’espace vectoriel de dimenion finie £ = R3,
il n’est pas non plus surjectif.

. Onalmu = Vect (u(el),u(eQ),u(eg)). Ainsi, la famille G = <u(61),u(eg),u(eg)>

engendre Im u. Or, d’apres le théoreme du rang, on sait que dimImwu = 3 —1 = 2. Du
coup, il suffit d’extraire de G une famille libre a deux éléments. On vérifie immédiatement

que (u(el), ’U,(€2)> est une telle famille. C’est donc une base de Im w.
Par le théoreme de la base adaptée, il suffit de montrer que la famille obtenue par conca-

ténation d’une base de Ker u et d’une base de Im u constitue une base de E. Soit alors
B = ((—2, 0,1),(-2,0,2), (0,3, O)) une telle famille. On vérifie facilement que c’est une

famille libre et donc une base de E. D’ou : E = Keru ® Im u.

Exercice 11
Soit £ = R3[X]. Soit u I’application de F dans E définie par :

1.

uw(P)=P+(1-X)P.

Montrer que u est un endomorphisme de E.

2. Déterminer une base de Im w.

3.

Déterminer une base de Ker u.

4. Montrer que F¥ = Ker u & Im .

Solution :

1.

Remarquons d’abord que si P € F, u(P) est bien un polyndéme de degré inférieur ou égal
a 3, et donc u envoie bien E dans E. Montrons ensuite que u est linéaire. Soit P, () € E et
A€eR,ona:

uAP+Q) = (AWP+Q)+(1-X)AP+Q)
= AP+Q+(1-X)\P +Q)
= A(P+a-0P)+(Q+(1-X)Q)
= u(P) +u(Q).

u est donc bien linéaire.



2. Puisque (1, X, X2, X3) est une base de F, alors on sait que :
Im(u) = Vect <u(1),u(X), u(XQ),u(X?’)).
Comme : u(1) =1, u(X) =1, u(X?) = —X? + 2X, u(X3) = —2X3 + 3X?, alors :

Vect (u(l), u(X), u(X2),u(X3)> — Vect (u(1), u(X2),u(X3)>,

c-a-d que (u(l), w(X?), u(X 3)) est une famille génératrice de Im(u). De plus, c’est une
famille qui est échelonnée en degré et donc c’est une famille libre.
Ceci montre que (u(l), u(X?), u(X3)> est une base de Im(u).

3. Soit P =aX3+bX?+cX+d€ E.Ona:

u(P) = —2aX3 + (3a — b)) X% 4 2bX + c + d.

Ainsi :
—2a = 0 a = 0
u(P)=0 < o — 0 . - ¢
c+d = 0 d = —c
Donc,

Ker(u) = {P =aX? +bX?*+cX +d € E | u(P)=0g}
={c(X -1)|ceR}
= Vect(X —1).
Ainsi, la famille (X — 1) engendre Ker(u). On en déduit donc que (X — 1) est une base de
Ker(u).

4. La concaténation des bases de Im(u) et Ker(u) trouvées précédemment est (1, —X?2 +
2X,-2X343X2% X —1). Ces polyndmes sont tous de degrés différents. Ils forment donc
une base de . Ceci montre que : £ = Keru & Im u.

Exercice 12
Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et v et v deux applications linéaires
de E dans F. Montrer que : |rgu — rgv| < rg(u +v) < rgu + rgo.

Solution :
Par définition, on a : rg(u + v) = dim Im(u + v). Or :
Im(u +v) = {u(z) + v(z),z € E} C {u(z) + v(z), (z,2') € E*} = Imu + Imv.

Donc :

rg(u +v) < dim(Imwu + Imwv)
=dim(Imu) + dim(Imv) — dim(Imu N Imv) (formule de Grassmann)
< dim(Imu) + dim(Im v)
=rgu—+rgv.



D’ou:
Vu,v € L(E,F) :rg(u+v) <rgu-+rgo.

D’autre part, puisque Im(—v) = Imwv, on a:
rgu =rg(u+v—v) <rg(u+v)+rg(—v) =rg(u+v) + rgo,

etdoncrgu—rgv < rg(u+uv). En échangeant les roles de u et v, on aaussi : rg v—rgu < rg(u+wv)
et finalement :
Vu,v € L(E,F) : |rgu —rgv| < rg(u+ v).

On conclut que :

Vu,v € L(E,F) : |rgu —rgv| <rg(u+v) <rgu+rgo.

Exercice 13
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant : rg(f?) = rg f.
1. Etablir que : Im(f?) = Im f et Ker(f?) = Ker f.

2. Montrer que les espaces Im f et Ker f sont supplémentaires dans F.

Solution :

1. Tout d’abord, on va montrer que Im(f?) C Im f et Ker f C Ker(f?) et on conclut en
transformant ces inclusions en égalités par un argument de dimension.

— Soity € Im(f?). Alors, ilexiste z € Etel quey = f%(x). Ainsi: y = f(f(z)) = f(a)
avec a = f(x) € E et par suite y € Im f. D’ott I'inclusion Im(f2) C Im f. De plus,
I’hypothese rg(f?) = rg f fournit I’égalité des dimensions et donc : Im(f2) = Im f.

— Soitx € Ker f. Alors : f(x) = Og etdonc : f2(z) = f(0r) = Og. Ainsi, 7 € Ker(f?)
et on obtient I’inclusion : Ker f C Ker(f?). De plus, la formule du rang appliquée a f
et f2 donne :

dim F =dimKer f +rg f et

dim E = dim Ker(f?) + rg(f?).
Comme rg(f?) = rg f, on en déduit que : dim Ker f = dim Ker(f?). On conclut que :
Ker f = Ker(f?).

2. 11 suffit de vérifier que Im f et Ker f sont en somme directe et conclure avec un argument
de dimension. Soit z € Ker f N Im f. Comme x € Ker f, alors f(z) = Og. De plus, on a
z € Im f etil existe donc a € E tel que z = f(a). Onaalors : f(f(a)) = f(z) = 0p et
donc a € Ker(f?) = Ker f. Donc : x = f(a) = Op. Ainsi, les espaces Im f et Ker f sont
en somme directe. De plus, la formule du rang donne :

dim F = dim Ker f 4+ dim Im f.
Ce qui permet de conclure que les espaces Im f et Ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 14
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer que :

Ker f = Im f & (f2:o et dimE:Qrgf).
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Solution :
On raisonne par double implication.
(=) Supposons Ker f = Im f. Pour tout z € E, f(x) € Imf = Ker f et par conséquent :

f <f(x) = 0p. Ainsi f? = 0. D’autre part, la formule du rang nous donne :
dim F =dimKer f +rg f =2rg f.

(<) Supposons f? = 0 etdim F = 2rg f. D’une part, on a Im f C Ker f. En effet, soit y € Im f.
Il existe alors © € E tel que y = f(x) et donc f(y) = f(f(ac)) = 0g. D’ou y € Ker f. D’autre
part, la formule du rang nous donne : 2rg f = dim F = dim Ker f + rg f et donc : dimIm f =
dim Ker f. Par inculsion et égalité des dimensions, on peut conclure que : Im f = Ker f.

Exercice 15
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel qu’il existe n > 1 verifiant f* = 0 et

=1 0. Montrer qu’il existe « € E tel que la famille (m, flx),--- ,f”_l(x)) soit libre.

Solution :
Puisque ™! # 0, alors il existe z € F tel que f"~!(z) # 0. Montrons que la famille (w, f(x),-- ,f”fl(x)>

est libre. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons que la famille (:1:, flx),--, f ”*1(90))
n’est pas libre. Ainsi, ils existent Ag, - - - , A,—1 non tous nuls tels que

NZ 4+ A1 PN z) =0 (4).

Soit p = min{0 < k <n — 1| A\x # 0}. En composant 4 par f"~ =P, on obtient :
frior ()\pfp(a:) bt )\n_lf"_l(x)) = A" 2) =0, car fI=0,Yj>n.

Comme f"~1(z) # 0, on en déduit alors que : A, = 0. Contradiction.
D’ou, la famille (ZL‘, flx),--- ,f"‘l(x)) est libre.

Exercice 16
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F'). Soit G un supplémentaire de Ker f dans
E. Montrer que G et Im f sont isomorphes.

Solution :
On définit I’application :
g=fic: G—Imf
x> g(z) = f(z).
Alors :

— g est linéaire de G dans Im f. c’est une conséquence directe du fait que f est linéaire.
— g estinjective. En effet, on a

Kerg={z e G| g(z) = f(x) =0r} = GNKer f.

Comme G et Ker f sont en somme directe, ona: GNKer f = {0g}. D’ott Ker g = {0g}
et g est injective.
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— g est surjective. En effet, soit y € Im f, disons : y = f(x) pour un certain z € . Comme
E =G+ Ker f, alors : = u + v pour certains u € G etv € Ker f,donc : y = f(z) =
f(u)+ flv) = f(u) + 0p = f(u) = g(u) avec u € G, ce qui prouve bien que g est
surjective.
Ainsi, g définit un isomorphisme de G sur Im f.
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