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Chapitre 1

Les nombres réels

Le corps des nombre réels est la base de 'analyse réelle. Nous allons dans ce chapitre
donner ses propriétés fondamentales. Nous allons commencer par énoncer trois propriétés
de base a partir desquelles nous allons déduire les autres.

1.1 Propriétés de base

1.1.1 R est corps commutatif

L’ensemble des nombres réels possede deux lois de composition internes, I’addition et la
multiplication vérifiant les proppriétés suivantes :

1.

(R,+) est un groupe commutatif,

a) l'addition est associative :

Ve,y,z€ R (x+y)+z=a+(y+ 2).
b) l'addition admet un élément neutre quiest 0 : Vo € R 2 +0=0+2z = x.
c) Tout élément x € R admet un symétrique —z: z+ (—z)=(—x)+x=0.
d) l'addition est commutative :

Ve,ye R x+y=y+x.

. la multiplication est associative :

Ve,y,2z€ R (zxy)xz=2 X% (y X 2).

la multiplication admet un élément neutre qui est 1 :
VieR zxl=1xz=u.

1

Tout élément non nul x admet un inverse % s x X % =-xr=1

. la multiplication est distributive par rapport a 'addition : Vz,y,z € R zx(y+z) =

TXYy+axXz.

. la multiplication est commutative :

Ve,ye R zxy=yxux.

Toutes ces propriétés constituent la premiere propriété fondamentale de R.

Proposition 1.1

(R, +, X) est un corps commutatif.



1.1.2 Regles de calcul

Soient x,y € Ret n € N. On a

n |
n_ k ok n—k .~ vk _ n.
(x+y) —ZCnxy ou O”_—k!(n—k)!
k=0
n—1
=yt = (9:, _ y)zlﬂ_k_lyk-
k=0

1.1.3 R est un corps totalement ordonné

L’ensemble des nombres réels possede aussi une relation < qui vérifie les proppriétés
suivantes :

1. la relation < est une relation d’ordre :
a) Réflexivité :
VreR z<uz.

b) Anti-symétrique :
Ve,ye R (z<yety<z)— zx=y.

c) Transitivité :
Ve,y,z€R (z<yet y<z)=—z <z

2. la relation < est une relation d’ordre total :
Vo,yeR (v <y)ou (y < ).

3. la relation < est compatible avec I’addition :
Vr,y,z€ R, (z<y)=z+z2<y+z

4. la relation < est positivement compatible avec la multiplication :
Ve,yeR (0<zet0<y)—=0<uzxy.

Toutes ces propriétés constituent la deuxieme propriété fondamentale de R :

Proposition 1.2

(R, +, x, <) est un corps totalement ordonné .

Siz <y et xF#y,on dira que z est strictement inférieur a y et on notera x < y.

1.1.4 Le corps R vérifie la propriété de la borne supériure
Proposition 1.3

Toute partie de R non vide majorée admet une borne supérieure.




1.2 Intervalles de R
Définition 1.4

Pour a < b, le segment, [a, b] est défini par :

la,0] ={z € Rya <z < b}.
On utilise souvent la propriété :
c€la, bl <=3t e|0,1] c=ta+ (1—1)b.
On définit de méme les autres types d’intervalles :

la,b[, [a,b], ]a,b], Ja, +oc], [a,+o0], | — 00, b[, | — 00,b], | — 00, +oo[=R.

Propriété 1.5 (caractéristique)

Une partie A de R est un intervalle si, et seulement si :

Vae AVbe Aa<c<b=—cec A.

Voisinage d’un point

Soit a € R. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle ouvert

centré sur a, soit du type Ja — o, a + «f avec a > 0.

1.3 Valeur absolue
Définition 1.6

On appelle valeur absolue de = € R le réel positif défini par

z si x>0
—r si <0

2| = max(—z,2) = {

Proposition 1.7

l.VzeR, |z|]=0<=z=0.
2. Ve,y e R, |zy| = |z|.|yl.
3. V(z,y) e Rx R, |Z| =2
VeeR, |-zl =lz|

VeeR VreR' |z|<r<= -—r<z<r.

V(z,y) eERXR, |z+y| <[z +y|.

NS ot

V(z,y) e Rx R, |lz] —|y|| < |z -yl




1.4 Propriétés de la borne supérieure

1.4.1 Bornes supérieures, inférieures, maximum et minimum

Définition 1.8
Soit E une partie non vide de R. On dit que

1. E est majorée s’il existe un nombre réel M (pas forcément dans E) tel que
pour tout z € E, x < M. Un tel nombre (qui n’est pas nécessairement unique),
est appelé majorant de F.

2. FE est minorée s’il existe un nombre réel m (pas forcément dans F) tel que pour
tout € E, m < z. Un tel nombre (qui n’est pas nécessairement unique), est
appelé mainorant de E.

3. E est bornée s’il est a la fois majorée et minorée, en’dautre terme s’il existe un
réel positif  tel que pour tout = € E on ait |z| < r.

Définition 1.9

Soit E une partie non vide de € R. On dit que M € R est la borne supérieure de E
que l'on note M = sup(FE) si et seulement si

1. M est un majorant de F, c’est a dire que pour tout z € F, xt < M,

2. 81 M’ est un majorant de E, alors M < M’ , autrement dit, M est le plus petit
des majorants.

De méme m € R est la borne inférieure de £ que I'on note m = inf(FE) si et seulement
sl

1. m est un minorant de F, c’est a dire que pour tout z € E, m < x,

2. si m' est un minorant de E, alors m’ < m , autrement dit, m est le plus grand
des minorants.

Proposition 1.10
Soit £ C R non vide.

1. Soit M € R. Alors M = sup(F) si et seulement si

VeeE ; <M
M_Sup(E><:>{(V€>O) (Fx e FE); M-—c<u.

2. Soit m € R. Alors m = inf(FE) si et seulement si

Vee E ; x>m

m2mf(E)<:>{(Vg>0) (Fz € E); m+e>u.




Exercice 1.11

Soient A; B deux parties non vides et majorées de R. On pose A+B = {a + b;a € A,b € B}.
i) Montrer que A+ B majorée, non vide et que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
ii) Montrer que AUB admet une borne supérieure dans R et sup(AUB) = max(sup(A), sup(B)).

iii) Donner deux resultats similaires pour les bornes inférieures.

Définition 1.12

Soit £ C R

On dit que M est le maximum de E, que 'on note M = max(F) si M = sup(FE) et
Me L.

On dit que m est le minimum de E, que 'on note m = min(E) si m = inf(E) et
m e k.

Remark 1.13

Si E admet un plus grand élément, alors c’est la borne supérieure de F. Si E admet
un plus petit élément, alors c’est la borne inférieure de E.

Proposition 1.14

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire 1.15

Toute partie de R non vide minorée admet une borne inférieure.

De plus inf(A) = —sup(—A).

Proposition 1.16

Soit A une partie non vide de R

Si A admet une borne supérieure alors (-A)admet une borne inférieure et on a de plus
inf(—A) = —sup(A4).

Si A admet une borne inférieure alors (-A)admet une borne supérieure et on a de plus
sup(—A) = —inf(A).

1.4.2 Propriété d’Achimede
Proposition 1.17

R est archimédien, c’est a dire,

Vr>0,YyeR, dneN, y<nz.

Preuve: Faisons une démonstration par I'absurde en supposant, pour x € R} et y € R :

VneN nx <y.

L’ensemble A = {nz|n € N} est une partie non vide et majorée de R qui possede donc
une borne supérieure a.



OnavVneN, (n+1)z <adoncVneN, nx<a—xcequisignifie que a — x est
majorant de A strictement inférieur & a ce qui contredit le fait que a est le plus petit des
majorants de A. ]

1.4.3 Partie entiere
Proposition 1.18

Etant donnés z € R et a € R?%, il existe un unique entier relatif n tel que na < z <
(n+ 1)a, c’est & dire :
r=na+r;, 0<r<a.

Preuve: Unicité si n et n’ sont deux entiers répondant a la question, on a :
> n<Z<n +1donecn—n <1 cest-a-dire n —n' <0,
> n' <2 <n+1doncn —n <1 cest-a-dire n’ —n <0.
On en déduit n =n'
Existence R étant archimédien ,on peut trouver
> Un entier ny tel que z < any
> Un entier no tel que —z < ans.
L’ensemble {k € Z|ka < z} étant une partie non vide de Z (elle contient —ns) et majorée
(par ny). Elle contient donc un plus grand élément n vérifiant na < z.
Puisque l'entier n + 1 n’appartient pas & cet ensemble on a x < (n 4 1)a ce qui prouve
que n convient. [ ]

Définition 1.19

Si z un nombre réel. I'unique entier relatif n vérifiant n < x < n + 1 s’appelle la
partie entiére de z et se note E(x) ou [z].

Proposition 1.20

1. VkeZ, E(k)=F
2. Vo,y e R, E(r+y)>E(r)+ E(y).
3. V(r,k) eRxZ, E(x+k)=FEx)+k.

1.4.4 Approximation décimale dun réel a 107 prés par défaut
ou éxcés

Proposition 1.21

V(z,n) e Rx N, Jlp € Z tel que pl0~™" <z < (p+1)10~".

(a) pl0~™ s’appelle la valeur décimale a 10~" prés par défaut de x.

(b) (p+ 1)10~™ s’appelle la valeur décimale a 10™" pres par excés de x.




Exemples 1.22

e Trouver la valeur décimale & 10~ prés par défaut de v/2.

e Trouver la valeur décimale & 102 prés par défaut de v/2.

1.4.5 Densité de Q dans R
Les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R, ce qui signifie :
Proposition 1.23

Etant donnés x,y € R vérifiant x < y, il existe au moins un rationnel et un irrationnel

dans l'intervalle |z, y] .

Preuve: > Prenons q = E(ﬁ) + 1 puis p = E(gz). On a alors :

1
- <y—x et ng
q

q

+1
<P
q

et donc :

+1 1
:Jc<pT§m+a<:L‘+(y—:r):y

ce qui prouve que le rationnel r = 3%1 vérifie x < r < y.

> D’apres la propriété précédente, on peut trouver un rationnel r apprtenant a I'intervalle
]z ++/2,y++v/2[. le nombre 7 — v/2 est donc un irrationnel apprtenant a 'intervalle |z, y[. B



Chapitre 2

Suites réelles

2.1 Limite d’une suite réelle
Définition 2.1

On appelle suite réelle une famille de nombres réels indexée par N, c’est-a-dire une
application de N dans R. Traditionnellement si u est suite on utilise plutot la notation
indicée u,, a la place de u(n) pour désigner I'image par u de l'entier n.La suite u est
alors notée (un)nen-

Exemples 2.2

1. u, =cos(n), wu,=+ pourn>1

2. Suites récurentes

a) La suite de Fibonacci est défnie par ug = u; = 1 et upy1 = ty + ty1.

b) Plus généralement on a des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 définies par
la formule
Upy1 = AUy + DUy

avec ug et u; donnés.
c) Suites arithmétiques u,;1 = u, + a avec a € R fixé.

d) Suites géométriques u, 1 = au, avec a € R fixé.

3. Plus généralement u,, 11 = f(u,) ou f est une fonction.

Définition 2.3

Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est

majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier n € N on a u,, < M,

minorée s’il existe un réel m tel que pour tout entier n € N on a u,, > m,

bornée si elle est majorée et minorée,

croissante si pour tout entier n € N on a u, 11 > Uy,

strictement croissante si pour tout entier n € N on a ;11 > Uy,

10



- monotone si elle est croissante ou décroissante,

- périodique s’il existe un entier p € N* tel que pour tout entier n € N on a ty,4, = Uy,

On définit de méme une suite décroissante strictement décroissante.
Exemples 2.4

1. La suite (u,,) définie par : u, = cos(n) est majorée.

(tn)

2. La suite (u,) définie par : u, = n%l strictement décroissante et bornée.

3. La suite (u,) définie par : u, = 2" est croissante minorée mais pas majorée.
(un)

4. La suite (u,) définie par : u, = COS(MT”) est périodique de période 7.

Proposition 2.5

La suite (u,) est bornée si et seulement si la suite (|u,|) est majorée.

Preuve: Supposons la suite (u,) bornée, elle est donc majorée. Par définitione il existe
K > 0 tel que pour tout n on a u, < K. Elle est aussi minorée, donc il existe L < 0
tel que pour tout n on a L < wuy,. Soit M = maz(K,—L). Alors pour tout n, on a
—M <L <wu, <K <M, cequi est équivalent a |u,| < M.
Réciproquement supposons que la suite (|u,|) est majorée. On a un réel M tel que
pour tout n on a |u,| < M qui est équivalent & —M < u,, < M. Alors M est un majorant
et —M est un minorant de la suite (uy,).

Exemple 2.6

-1

La suite (u,) définie par : u, = sin(n) + 2 cos(, 35

) est bornée.

Définition 2.7

converge vers [ si
Ve>0 INeN telque Yn>N ona |u,—1|<e.
On dit qu’une suite (u,) tend vers +oo si

VAeR INeN telque Y/n>N ona u, > A.

de limite dans R.

On note suivant les cas lim wu, =l ou lim wu, = +o0.
n—-4o0o n—-4o0o

Remarque 2.8

1. En particulier une suite qui tend vers oo diverge.

2. On définit de méme lim wu, = —o0.
n—4o00

11

(limite d’une suite) On dit qu’une suite (u,) admet le réel | pour limite ou que (uy,)

On dit qu’une suite (u,,) diverge si elle ne converge pas, c¢’est-a-dire si elle n’admet pas



Exemples 2.9

1. La suite constante u,, = a pour a € R fixé converge vers a. Choisissons un
e > 0. Il faut trouver un entier N tel que si n > N alors |u, — a| < €. Comme
|u, — a| = 0 cette inégalité est toujours vraie et il suffit de prendre N = 0.

2. La suite définie par u,, = n tend vers 4o0. Il faut montrer que pour tout K € R
il existe un entier N tel que pour tout n tel que n > N on a u,, > K. Il suffit de
prendre pour N le plus petit entier > K.

2.2 Propriétés de la limite

Théoreme 2.10

Si une suite (u,) de réels admet une limite [ € R alors cette limite est unique.

-l

Preuve: Par 'absurde. Supposons qu'il y a deux limites / et I’ avec I < I’. Prenons € = .
Comme [ est limite de la suite (uy) il existe un entier N tel que pour tout n > N on a
|up, —1| < €, de méme comme [’ est limite on a un entier Ny tel que pour tout n > Ny on a
|up, —U'| < e, . Alors si n > max(N, Ng) on peut écrire en utilisant I'inégalité triangulaire
pour la valeur absolue :
UV=1='-l < —up| +|up =l <e+e=1 -1,

ce qui est absurde. |

Proposition 2.11

Si une suite (u,) de réels converge, alors elle est bornée.

Preuve: Commencons par le cas particulier ou lim wu, = 0. Par définition on a
n—+o0o

Ve>0 INeN telque Vo> N |u, —0] <e.

En particulier pour ¢ = 1, il existe N € N tel que pour tout n > N on a |u,| < 1. Soit
K = max{|uo|, |u1, ..., lun—1|, 1}, on a alors |u,| < K pour tout n, donc (uy,) est bornée.
Dans le cas général, on pose v, = u, — [ si [ est la limite de (u,). Alors (v,) a pour
limite 0, donc d’apres le cas particulier la suite (v,) est bornée il existe M et m tels que
m < v, < M pour tout n. Alors m+1 < u, < M +1, ce qui prouve que la suite (uy) est
bornée. |

Remarque 2.12

La réciproque est fausse. La suite définie par u,, = (—1)" est bornée et diverge.

Proposition 2.13

Si (uy,) est une suite bornée et si (v,) est une suite qui converge vers 0, alors la suite
(unvy,) converge vers 0.

Preuve: Comme (u,) est bornée ,alors il existe un réel K > 0 tel que |u,| < K pour tout
n € N. Fixons € > 0. Comme (v,,) converge vers 0, il existe N € N tel que |v,| < & pour
tout n > N. Alors |upv,| = [un|.|vn| < K. = €. |

12



Proposition 2.14

(suite ”somme”) Soient (u,) et (v,) deux suites admettant comme limites respec-
tives les réels [ et I’ . Alors la suite ”somme” (w,), définie par

Wy, = Uy + Up,

tend vers [ + 1’

Preuve: Fixons ¢ > 0 . Onécrit la convergence de (uy) avec § : il existe un N tel que si

n > N alors |u, —I| < §. De méme la convergence de (v,,) donne un N’ tel que si n > N’
alors |v, — 1] < 5.

On en déduit que pour n > K = max(N, N') on a |u, —1| < § et |v,—1| < §. En utilisant
I'inégalité triangulaire, on obtient

wn = (V)] = lun + v = (4 V)] < Jun =1+ Joa = 1] < 5+ 5 =e.

Ceci prouve que (wy,) tend vers [ + ' |

Remarque 2.15

Si lim u, = o0 et lim v, =1 € R alors lim (u, + v,) = +oo. Par contre si

n—-+4o0o n—-4o0o n—-+00
hm Up = —+00 et hm Up = —00, Ol a une forme 1ndeterm1nee qui nécessrce une
n—-4o00 n—-4o00

étude plus approfondie pour conclure.

Proposition 2.16

(suite ”produit”) Soient (u,) et (v,) deux suites admettant comme limites respec-
tives les réels [ et I’ . Alors la suite "produit” (w,), définie par

Wy, = UnUp,

tend vers [.0'.

Preuve: Montrons que la suite (lv,,) tend vers [.I. En effet, la suite constante [ est bornée
et la suite (v, — ') tend vers 0. Donc la suite I(v, — I") converge vers 0. Donc la suite
(lv,) tend vers I.I'. De méme, la suite (u,,) tend vers [, donc la suite (u, — ) tend vers 0.
La suite (vy,) est convergente donc bornée, donc la suite vy (u, — [) converge vers 0. En
écrivant u,v, = (upvy, — lvy) + lvy, = vy (uy, — 1) + lu,, on voit que la suite (u,vy,) tend

vers 1.0.

Proposition 2.17

(suite des inverses) Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. Si (u,) tend
1
vers [ > 0, alors lim — = —.
n—-+4oo Up, l

Preuve: Comme (u,) a pour limite [ qui est strictement positif, il existe un entier N tel

que si n > N alors |un—l]<é. Onadoncun>l—é:%0nendéduitqueﬁ<%

pour n > N, donc (i) est majorée, donc bornée puisqu’elle est minorée par 0. Ainsi la
suite (i(un — 1)) est le produit d’une suite bornée par une suite qui tend vers 0, c’est

donc une suite qui tend vers 0 . Comme (= (u, —1)) = 1— ui, on en déduit que la suite

(ﬁ) tend vers 1. Comme ﬁ = (%)(ﬁ), d’apres la limite d’un produit on a la suite (i)

tend vers % ]

13



Proposition 2.18

Soit (uy) une suite de réels strictement positifs
1. Si (uy) tend vers +oo, alors (== )tend vers 0

2. Si (u,) tend vers 0, alors (t)tend vers 400

Remarque 2.19

La condition u,, > 0 est essentielle. Par exemple, si u,, = % la suite (uy,)n>1 tend
vers 0 mais la suite (i)nzl n’a pas de limite.

Preuve: a) Fixons € > 0. Comme 1irJrrl up = +00, il existe un entier N tel que sin > N
n—-+00

alors u, > % Donc 0 < i < € ce qui prouve que (i) tend vers 0.
b) Fixons K > 0. Comme lirf u, = 0 et u, > 0 pour tout n, on sait qu’il existe un
n—-+0oo
entier N tel que si n > N alors 0 < u, < % Donc u,, > K, ce qui prouve que (uy,)

tend vers +oo. ]

Proposition 2.20 (passage a la limite dans des inégalités)

Soient (u,) et (v,) deux suites de réelles qui convergent respectivement vers [ et I.
On suppose que
Up < Vp

a partir d’'un certain rang. Alors [ < ',

Preuve: Supposons que [ > [I'. Fixons un réel ¢ > 0 vérifiant 'inégalité ¢ < % La

convergence de (uy) vers [ dit qu'il existe un entier Ny tel que si n > Ny alors
lup, — 1| < e. (1)
La convergence de (v,,) vers I’ dit qu’il existe un entier Ny tel que si n > Ny alors
lop, —U'| < e. (2)
Enfin il existe M tel que si n > M alors
Uy, < Uy, (3)
Donc pour n > maz(Ng, N1, M) les trois inégalités sont vraies. On en déduit que
v <U'+e<l—e<upy.

Donc
Uy, < Up.

Ceci donne une contradiction avec (3). |
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Remarque 2.21

La proposition n’est plus vraie si on remplace les inégalités larges par des inégalités
strictes. Prenons par exemple u,, = 0 et v,, = % Alors pour tout n > 1 on a u, < vy,
mais les deux suites ont la méme limite 0.

Proposition 2.22 (théoréme des gendarmes)

a) Soient (u,) et (v,) deux suites de réelles ayant la méme limite [ € R. Soit (z,) une
suite telle qu’a partir d’un certain rang on ait les inégalités

Up < Ty < Uy,

Alors la suite (x,,) converge vers .

b) Soient (u,) et (v,) deux suites telles que lirJlrn U, = +00 et v, > u, a partir d’un
n——+0oo

certain rang . Alors (v,) tend vers +oc.

c) Soient (u,) et (v,) deux suites telles que lim wu, = —o0 et v, < u, a partir d’un
n—+o00

certain rang . Alors (v,) tend vers —oo.

Preuve: a) Fixons un réel ¢ > 0. La convergence de (u,) vers [ dit qu'’il existe un entier

Ny tel que sin > Ny alors |u, — 1| < e. c’est-a-dire | — e < u,, < [+ ¢. La convergence de
(vn) vers [ dit qu'il existe un entier N; tel que si n > Nj alors |v, — [| < €. c’est-a-dire

l—e<v,<l+e.

Il existe aussi M tel que si n > M alors u,, < z, < vy,. Donc si n > max(Ny, N1, M) on
a
l—e<up, <z, <v,<l+e.

On déduit que |z, — I < &, ce qui prouve que la suite (x,) tend vers [. b)Par définition

lir_ir_l uy = +oosignifie que pour un réel K donné il existe un entier N tel que si n > N
n—-—+0o0o

alors u, > K. D’autre part on sait qu’il existe un entier M tel que si n > M alors

Up > Uy. Done si n > maxz(M,N) on a v, > u, > K, ce qui prouve que v, tend vers
+o00.
c) On fait de méme.

Exercice 2.23

1. Montrer que la suite (u,),>1 définie par :

1 1 1 1 1
N

~+ + + —
n n+v1 n+v2 n+V3 n++/n

Uy =

est convergente.

2. Soit € R. Montrer que la suite (u,),>1 définie par :

1 n
k=0

15



est convergente.

Définition 2.24

Soit (u,,) une suite. On dit que la suite (v,) est une sous-suite ou une suite extraite de
(u,) s’il existe une application strictement croissante ¢ : N — N telle que pour tout n

on a (vn) = (Up(n))

Exemples 2.25

1. La suite (u,11) est une sous-suite de la suite (u,)

2. Les suites (ug,) et (us,y1) sont deux suites extraites de la suite (u,,)

Proposition 2.26

Si (v,) est une suite extraite d’une suite (u,), et (u,) tend vers | € R, alors (v,) tend
vers [

Preuve: les démonstration des trois cas [ € R,l = 4o00,l = —oo étant tres similaires,
nousne traiterons que le premier Soient (u,) une suite convergeant vers [ et (u,(,)) une

sous suite de (uy). Etablissons que lim w, =1, c’est- a -dire :
n——+00

Ve > 0,dng: VYn > ng, |u¢(n) — l‘ <e€

Soit € > 0. Comme lim wu, = [, on peut trouver ng tel que :
n—-+o0o

Vn > ng, lu, — 1| <€
Comme Vn > ng, p(n) > n > ng, on en déduit :

Vn > ng, |u¢(n) -l <e

Remarque 2.27

On utilise surtout le résultat précédent pour démontrer qu’une suite n’est pas conver-
gente en exhibant des sous-suites convergeant vers des limites différentes.

Exemples 2.28

1. La suite (u,) définie par u, = (—1)" est divergente, car la sous-suite (ua,)

converge vers 1 et la sous-suite (ug, 1) converge vers -1.

2. La suite (u,) définie par u, = cos("J") diverge puisque (u4y,) est divergente.

Exercice 2.29

Soit (u,) une suite de réels telle que les suites extraites (uay,), (Ugnt1) et (usy,) soient
convergentes. Démontrez que la suite (u,) est convergente.

Proposition 2.30

T
Soit (u,) est une suite croissante.
16



1. Si elle est majorée, elle converge vers | = sup{u,|n € N.}

2. Si elle n’est pas majorée, elle tend vers +oo

Preuve: 1.Sil’on suppose que (u,,) est majorée, 'ensemble {u,|n € N} est non vide majoré;
il possede une borne supérieure I. Montrons que (u,) converge vers [ en établissant :

Ve>0, dngeN: Vn>ng, [—c<u,<lL

Soit € > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, on peut trouver un ng tel
que | — € < up, <I. Comme (uy) est croissante, on a : Vn > ng, [ —¢c < up, < u, <1
ce qui termine la démonstration.

2.Supposons que (uy,) est non majorée et montrons qu’elle tend vers +oo

Soit M un réel quelconque. Il ne majore pas la suite, donc on peut trouver un entier ng
tel que M < uy,. Comme la suite (u,) est croissante, on a :

Vn >ng, M <uy, <u,

ce qui prouve que lim wu, = 4oo. |
n——4o0o

Exemple 2.31

n

La suite (u,,) définie par : u,, = Z — est croissante majorée donc elle est convergente.
p!
p=0

Corollaire 2.32

Soit (u,) est une suite décroissate.

1. Si elle est minorée, elle converge vers | = inf{u,|n € N}.

2. Si elle n’est pas minorée, elle tend vers —oo.

Preuve: Appliquer la proposition précédente a la suite (—uy). |

2.3 Suites adjacentes

Proposition 2.33

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que
1. (uy) est croissante,
2. (vy,) est décroissante,
3. la suite (v, — u,) tend vers 0.

Alors les deux suites (u,) et (v,) ont la méme limite. Dans ce cas on dit que les deux
suites sont adjacentes.

Preuve: Pour tout n on a
Up < Upt1 €6 Uy 2 Upga
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d’ou
—Up = —Up+1 €6 Uy 2> Upti
ce qui donne par addition
Up — Up 2 Uptl — Upt1-

La suite (v, — up) est donc décroissante. Comme elle tend vers 0, on en dduit que
Up, — Uy, > 0 pour tout n, c’est-a-dire v, > u,. On a alors u, < v, < vy puisque (vy,) est
décroissante. La suite (u,) est donc majorée et est croissante donc elle converge vers une
limite [. De méme la suite (v,) est minorée par ug et est décroissante, donc elle converge
vers une limite " La suite (v, — uy,) tend vers [ — I’ qui est nul & cause de I’hypotheése
(3). Donc on a bien [ = 1. |

Exemples 2.34

1.suites arithmtico-géométriques Soient ug et vy deux rels avec vy > ug > 0. On

définit les deux suites (uy,) et (v,) par les formules u, 11 = \/UpUy €t V11 = %
Un+1 = 4/UnUp
) e )
n+1 — 2

On vérifie que ces deux suites sont adjacentes. Pour établir la condition (3) on peut

montrer que
Up — Up,

n
Upg1 — Ung1 < —

n
1
2. Les suites définies sur N* par u,, = Z i et v, = u, + % sont adjacentes.
k=0

Théoréme 2.35 (Bolzano- Weierstrass)

Soit (uy) une suite bornée, alors il existe une sous- suite de (u,,) convergente.

Preuve: Soit [a,b] avec a < b un intervalle qui contient les termes de la suite (u,). On
procede par dichotomie, c’est-a-dire que l'on va couper l'intervalle [a,b] en deux en
gardant une moitié qui contient une infinité de valeurs de (u,). Si les deux moitiés
conviennent, on dit qu'on garde celle de gauche. Posons ay = a et by = b. Soient [a1, b1]
la moiti de [a, b] que 'on garde, On a ag < aj et by < by. On a aussi by —a; = I’O_T“O. On
itere le procédé ce qui donne deux suites (ag) et (bg) telles que ap < agy1 et by < bg.

On a aussi
b — ag

2

et 'intervalle [ag, bx| contient une infinité de termes de la suite (uy,). Les deux suites (ay)

et (by) sont donc adjacentes. Donc elle convergent vers la méme limite [ On construit
alors une sous-suite (v, ) de (uy,). On prend pour vy = ug. On choisit pour v; un des (u,)
qui est dans [ag, b1]. On suppose que 1’on a choisi v ol vy = Uyp(k)- On choisit alors pour
vg+1 un des termes de (uy,) qui est dans [ag1, bgr1] de sorte que p(k + 1) > ¢(k). On a
alors a, < v, < b, et par le theorme des gendarmes la suite (v,) tend aussi vers [. |

bk+1 — Qp4+1 =

18



2.4 Comparaison de suites

Définition 2.36 (équivalent, négligeable, dominé)

Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose qu’apartir d’un certain rang N on a v, # 0.
1. On dit que (uy) est équivalente a (v,) si la suite (3*) tend vers 1.

2. On dit que (uy) est négligeable devant (vy,) si la suite (4*) tend vers 0.

(

3. On dit que (u,) est dominée par (v,) si la suite (1) est bornée.

Définition 2.37 (Notation de Landau)

1. Si (uy) est équivalente a (v,) on note u, ~ vy,.
2. On dit que (u,) est négligeable devant (v,) on note u, = o(v,) (petit o).

3. On dit que (u,) est dominée par (v,) on note u,, = O(v,) (grand O).

Proposition 2.38

Si la suite (uy,) est équivalent a (v,,) , la suite (v,) est équivalent a (uy,)

Démonstration. Prenons € = Apartlr d’un certain rangona l—e = < <l lte= %
On en déduit qu’a partir d’un certain rang u, # 0. On sait qu’alors la su1te (£=) a pour
limite I'inverse de la limite de la suite (¥*). Elle tend donc vers 1.

Remarque 2.39

Les trois propriétés "négligeable, équivalente, dominée” sont des propriétés a l'infini
des suites : la valeur de I'entier N n’a pas d’importance.

Proposition 2.40

Soient (a,) une suite non nulle a partir d’un certain rang et (u,) et (v,) deux suites
équivalentes. Alors

1. la suite (anu,) est équivalente a la suite (a,vy).

2. Si (up) et (vy) sont non nulles a partir d’un certain rang les suites () et (3)
sont équivalentes.

. Up,
Preuve: 1. On sait que lim — =1. Comme 2= = 2= on obtient
n——+o0o U, nln
. UpQn
lim =1.
n—+00 Upan
2. On a les égalités
. Gp, Un . (% . 1 1
lim —— = lim — = lim Tn)ziunzl,
n—+00 Uy A n—+400 Uy n—-+00 (E lim -2
n—+o0 Uy,
ce qui prouve 'affirmation. |
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Remarque 2.41

Les équivalents ne s’ajoutent pas!

Exemple.
Prenons a,, = —n, u,, = n et v, = n+ 1. Les deux suites (u,) et (v,) sont équivalentes,
car la suite
Up M 1
v, n4+1 n+1

tend vers 1. Mais a,, +u, =0 et a, + v, = 1, donc

Uy + Ay,
Up + Qpn

Proposition 2.42

Soit (u,) une suite et A € [0,1[. Si a partir d’un certain rang N on a
[Unt1] < Ay Vn > N. (%)

alors (uy,) tend vers 0.

Preuve: En itérant k fois I'inégalité (x) on obtient
lunti] € Aunsr—1] < Nungp—a] < ... < Muyl.
Donc par la proposition [2.20

li < 1 AE = AR = 0.
v < Jim (Vo) = Jm (OOl

lim
k—+o00

Comme |un4x| > 0, on en déduit que klim lun k| = 0, donc
—+o00

lim uyyr =0et lim wu, =0.
—4-00 n—+00 H

Proposition 2.43

Soient (u,,) et (v,) deux suites strictement positives. Soit A € [0, 1[. On suppose qu’a
partir d’un certain rang N on a

Un+1 <\ Un+1

Vn > N. (%)

Unp Un

Alors (uy,) est négligeable devant (v,,).

Preuve: En multipliant (x) par v:zl qui est > 0, on obtient

Un+1

<A
Un+1 Un
La suite (3*) véifiee les conditions de la proposition donc () tend vers 0, ce qui

veut dire que u, = o(vy). [ |
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Proposition 2.44

On considere les suites
1. pour n > 2, soit u, = (Inn)? avec B > 0,
2. pour n > 1, soit v, = n® avec a > 0,
3. pour n > 0, soit w, = a™ avec a > 1,

4. pour n > 0, on pose z, = n!.

Alors u, = o(vy), v, = o(wy,) et w, = o(z,).

Preuve: 1. Montrons d’abord que v, = o(w,). Pour cela montrons qu’il existe A € [0, 1]
tel que

Un+1 < )\wn—i-l
Un W,

et utilisons la proposition [2.43] Un calcul simple montre que

v 1 w
e S > 1
Un, n W,

. Un+1
Comme lim +
n—+o0 Uy

=1, il existe NV tel que sin > N on a

Un+1 - 1+a
Un, 2

car
1+a

1< < a.

Prenons)\:%. Alors 0 < A< 1let pourn > N on a

1 1
Un+1< +a: +aa:)\a:>\%.
Up, 2 2a Wn,
On voit que les condition de la proposition sont satisfaites et donc on conclut que
v, = o(wy,). 2. Montrons que u,, = o(v,. Il suffit de prouver

B
lim (inn)

n—+oo N

(inn)®  (Inn fB_ Inn\"”
ne  \ S\

=0.

ou l'on a posé v = % On verra au chapitre 3 (proposition 3.2.3) 'égalité suivante

) Inn\" . Inn\”
lim (— = lim —
n—+oo nYy n—+o0o nY

De plus on remarque que

Par conséquent il suffit de montrer

n—+oo N7
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Pour cela posons u,, = In(n?Y). Alors la suite (u,) tend vers oo, car 11111 n? = +o0 et
n—-+0o0

lil}rn Inz = 400. Dans la premiee partie de la démonstration, posons a = 1 et a = e,
T—r+00
n

on obtient que la suite () tend vers 0. Fixons € > 0. Il existe un entier N tel que si
n > N on a

— < €.

eTL
De plus la fonction f(z) = £ a pour dérivée f'(z) = 122 donc f/(z) < 0siz > 1 et par

conséquent f est décroissante sur 'intervalle [1,4+o00|. La décroissance de f implique que
pour u, > N

Up, < N
eTn ~ €7N < eE.
Ainsi on a prouvé que
U Inn?
lim — = lim ( ):o.
n—-+oo eln n—+oo N
3. Montrons que w, = o(z,). On a
w z n+1)!
LA et n+1:( ) =n+ 1.
Wy, Zn n!
Pour n assez grand on a
Zn+1
=n+12>2a.
Zn
Donc il existe un entier N tel que si n > N on a
Wnt1 lzpyr _n+1
w, 2 zp 2
; e " 1
C’est la condition de la proposition avec \ = 3. |

2.5 Le criteere de Cauchy

Définition 2.45
On dit qu’une suite (u,) est de Cauchy si

Ve>0; 3ngeN; V(p,q) €N? pg>ng= |u, —uy <e.

Lemme 2.46

Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve: Soit € = 1 donc il existe ng € N;  p,q > ng = |u, — u4| < €. Donc Vn > ng on

a |up — Upgs1| < 1 (p=mn, q=no+1). Donc |u,| <1+ |upy+1| VYn > ng. On
pose M = max {|ugl, |u1l, |uz|, ... |un|, 1 + |tng+1|} -
Donc Vn € N |u,| < M, par suite (u,) est bornée. |

Théoréme 2.47

(Critére de Cauchy) Une suite réeelle (u,) converge vers une limite finie si et seule-
ment si elle est de Cauchy.

22



Preuve: Si (u,) tend vers [, alors on a pour p;q > ng

up — gl < fup = I + |ug — 1] < 2¢
Donc elle est de Cauchy.
Réciproquement si (uy,) est de Cauchy alors elle est bornée par le

lemme ci-dessus. Par le théoreeme de Bolzano-Weierstrass elle admet une sous-suite
convergente (uy, ), de limite {. Il existe un ng € N tel que pour k > ng on ait |u,, —1| < §
et tel que pour p,q > ng on ait |u, — ug| < 5. Soit k > ng on a ny >k et

e ¢
]uk—l]§|uk—unk\+\unk—ll<§+§:€.

Ce qui prouve que (uy) converge vers [.

Exemple 2.48

n

La suite de terme général u, = Z z n’est pas convergente car elle n’est pas de

k=1

G 11
Cauchy. En effet, po >1ona |ug, —u,| = —>n.—=—.
uchy. En ,pour n > 1 on a |ug, — uy,| ,anﬂk_nzn 5

23



Chapitre 3

Fonctions d’une variable réelle

3.1 Limite et continuité

Définition 3.1

Soient A une partie de R et f : A — R une fonction. On appelle A le domaine de
définition de la fonction f. On dit que f est

e minorée s’il existe m € R tel que pour tout x € A on a f(z) > m.
e majorée 5’il existe M € R tel que pour tout x € A on a f(x) < M.
e bornée si f est majorée et minorée.

Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f le nombre réel

supf = sup {f(x)]z € A}.

On définit de méme la borne inférieure.

On dit que f admet un maximum en a € A si f(a) est le maximum de la partie f(A) =
{f(z)|z € A}.

On dit que f admet un maximum local en a € A §’il existe un intervalle ouvert I contenant
a tel que f(a) soit le maximum de f(ANIT).

On définit de méme la notion de minimum et de minimum local.

Un extremum (local) est un maximum (local) ou un minimum (local).

Ces définitions ne sont que des généralisations des mémes notions vues dans le cas des
suites.

Remarque 3.2

Une fonction bornée posséde toujours une borne supérieure et une borne inférieure
mais pas forcément un maximum et un minimum.

Exemples 3.3

1. Soit f :]0,1[— R définie par f(x) = x. Alors f est bornée. On a sup f = 1,
10,1]

max f n’existe pas. On a inf f = 0, mais min f n’existe pas.
10,1[ 10,1] 10,1]

24



2. Une fonction peut admettre un maximum en plusieurs points. Ainsi f(x) = sinx
admet un maximum en les points v = 5 + 2k avec k € Z.

Dans la suite on prendra comme domaine de définition A des intervalles de la forme
o A=z, y[,[r,y[,]z,y], ou [z,y] avec x < y. On notera alors A = [z, y].
e A=]—00,7] ou]— oo, z[. On notera alors A =] — oo, z].
e A= [1,+oo[ ou ]z, +00[. On notera alors A = [z, +oo].
o A=]— 00,400 alors A =] — 0o, +00l.

On dit que A est 'adhérence de A.
Définition 3.4

Soient A un intervalle et A son adhérence. Soient f : A —s R une fonction et a € ANR

1. On dit que f admet | comme limite en a si
Ve >0 da>O0tel queVer € A,0<|z—a|<a=|f(z)—1 <e.

On note lim f(x) = [.

r—ra

2. On dit que f tend vers 400 quand x tend vers a si
VK € R Jda>0tel queVr € A,0< |z —a| <a= f(z) > K.

On note lim f(x) = +o0.

r—ra

3. On dit que f admet | comme limite quand z tend vers 400 si
Ve > 03K tel queVr € A,z > K = |f(x) — ] <e.

On note lim f(z) =1

T—-+00

4. On dit que f tend vers +o0o quand x tend vers 400 Si
VK € R 3M tel queVz € A,z > M = f(x) > K.

On note lim f(x) = +oo.

T—+00

Exemples 3.5

1. Soient A =]0,1[,a=1¢€ A et f(z) =z. Alors lin% f(z) =1
T—

2. Soient A=]0,1[, a=0¢€ A et f(z) == Alors liII(l) f(z)=1.
z—

3. Soient A =]0,1[, a =0¢€ A et f(z) = L. Alors lim f(z) = +o0.

z—0

4. Soient A =| — 00,400 et f(x) =e *. Alors lim f(z) =0.

Tr—r—+00
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5. Soient A =| — 0o, +oo[ et f(x) =x. Alors lim f(z) = +oc.

T—r—+00

Exercice 3.6

1. En utilisant la définition de la limite montrer que lin%(?)a: —-1)=2.
T—

Proposition 3.7

Si f admet une limite en a, cette limite est unique.

Preuve: La démonstration est identique a celle donnée pour les suites. On procede par
labsurde en supposant que f admet deux limites [ et I’ avec | < I’ en a. On prend
€= ZIT*I Il existe alors a > 0 tel que |z — a| < o implique que |f(z) —I| < e et o/ > 0 tel
que |z —a| < o implique que |f(z)—Il| <e.Onal —l=|'-1|=I'-f(z)+ f(x)—1] <
' — f(x)| + |f(z) — | par l'inégalité triangulaire. Si |z — a| < min(«a,a’), on obtient
I'—1 <2 =1 —1, ce qui est absurde. [ |

Définition 3.8

Soient f : A — R une fonction et a € A. On dit que f est continue en a si f admet
f(a) comme limite en a. Autrement dit

Ve > 03a > 0tel queVe € A, |x —al < a = |f(x) — f(a)| <e.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de a.

Exemples 3.9

1. Les fonctions exponentielles et trigonométriques sont continues sur leurs do-
maines de d éfinition.

2. Soit E(x) le plus grand entier < x. C’est la partie entiére de x. On montre que
la fonction E : R — Z C R est continue sur R \ Z.

Définition 3.10

Soit f une fonction numérique non définie en x (xvo ¢ Dy) et admet une limite finie
g9(x) = f(x) siz € Dy
9(@o) =1

est continue au point xg, et est applée le prolongement par continuité de f au
point xg.

au point . La fonction g définie sur D, = Dy U{xo} par : {

Exemples 3.11

Soit f la fonction numérique définie par :

Si% six # 0
1 sixz = 0.
est un prolongement par continuité de f au point 0.

Alors la fonction g définie sur R par : g(z) =
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3.2 Propriétés de la limite d’une fonction

Les propriétés des limites de suites se généralisent facilement au cas des fonc-
tions.

Proposition 3.12
Soient f : A — R et g : B — R deux fonctions.

1. Si f admet une limite [ en a € R, alors il existe un intervalle ouvert I contenant a
tel que f soit bornée sur AN 1. Si f admet une limite | quand x tend vers +0o0
alors il existe un intervalle I =]b, +o00| tel que f soit bornée sur AN I.

2. Si lim f(z) = 0 et si g est bornée sur un intervalle ouvert contenant a alors
r—a
lim f(z)g(x) = 0.
Tr—a

3. Si f et g ont une limite dans R quand x tend vers a, alors

lim /() + (x) = Iim £ () + lim g()

et
lim (f (2)g(x)) = lim f(2)lim g(z).

r—a T—a T—a

4. Si f ne s’annule pas sur A, et

(a) si glclgi f(z)=1¢€ R\ {0}, alors

1
lim f(z) = .
T—a [
(b) si lim |f(z)| = 400 alors
T—a
1
lim ——- = 0.
z—a f(x)
(c) silim f(z) =0 et si f(x) > 0 sur un intervalle ouvert contenant a, alors
r—a
1 ! +
im —— = +00
z—a f(x)

7. Si f(z) < g() sur un intervalle ouvert contenant a alors

lim f(z) < lim g(z).

r—a r—a

8. (gendarmes) Si f(z) < g(x) < h(x) sur un intervalle ouvert contenant a et si
lim f(z) = lim h(z) = [ alors lim g(x) = .
r—a r—a r—a
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Exercice 3.13

1. Déterminer, si elle existe, la limite de 1 en 1 ?

2241

o
i1 el +00 !

2. Déterminer, si elle existe, la limite de

Proposition 3.14 (Composée de deux fonctions continues)

Soient deux fonctions f : A — R et g: B — R avec f(A) C B. Si f est continue en
a € A et si g est continue en b = f(a) € B, alors la composée g o f est continue en a.

Preuve: Fixons ¢ > 0. On veut |g(f(z)) —g(f(a))| < e. Comme g est continue en b = f(a)

il existe a > 0 tel que |f(z) — f(a)] < « implique |g(f(z)) — g(b)| < e. Comme f est
continue en a il existe § > 0 tel que |x — a| < f implique |f(z) — f(a)|] < a. |

Proposition 3.15 (Critére séquentiel de continuité)

Soient une fonction et f : A — R a € A. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. f est continue en a.

2. pour toute suite (u,) a valeurs dans A telle que lim w, =a on a
n—+oo

lim f(un) = f(a).

n——+o00

Preuve: Supposons f continue en a. Fixons € > 0. Alors il existe o > 0 tel que |z —a| < «

implique |f(z) — f(a)] < e. Comme (u,) tend vers a, il existe un entier N tel que si
n > N alors |u, — a] < a. Mais alors |f(u,) — f(a)| < e. Donc la suite (f(u,)) a

pour limite f(a). Pour montrer la réciproque, nous allons prouver la contraposée : en
supposant que f n’est pas continue en a il s’agit de trouver une suite (u,) qui converge
vers a et telle que nLl\rfoo f(un) # f(a). Dire que f n’est pas continue en a est la négation

de li_r)n f(x) # f(a), c’est-é-dire
non(Ve > 0, 3a > 0, Vo € ANja — a,a + a[|f(z) — f(a)] <€)
qui équivaut a

(*) Je>0,Ya>0,3z e ANja —a,a+al|f(z) — f(a)| > ¢.

On a le droit de choisir . Prenons par exemple o = 2% avec n € N. La relation (x)
implique alors qu’il existe u,, € ANja — o, a + of tel que |f(u,) — f(a)] > e. Alors
lup — a| < 3 , donc (uy) tend vers a et comme |f(u,) — f(a)| > € 1 a suite (f(u,)) ne
tend pas vers f(a). Ce qui prouve le résultat. |

Théoréme 3.16 (Théoéme des valeurs intermédiaires)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) < f(b). Alors pour tout
y € [f(a), f(b)] il existe x € |a,b] tel que f(x) =y.
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Preuve: On va dénir par récurrence deux suites (ay) et (b,). On commence par ag = a et
by = b. Supposons a,, et b, construits.
Si f(%£bs) >y, on pose

Gp41 = Gn
b
by = 5P

Si f(%) < y, on pose
{ py1 = otbn

bn+1 - bn

On va montrer que pour tout n on a

(%) flan) <y < f(bn)

Au rang n = 0 la relation (%) équivaut f(a) <y < f(b), qui est I'hypothese. Supposons
que () est vraie au rang n. On distingue deux cas.

Si f(%2ttn) > y alors

an + by,

flant1) = flan) <y < f( 9

) = f(anrl)'

Si f(%2ttn) < y alors

Flanss) = S50 <y < Flba) = Flbuer).

D’ou (%) au rang n + 1. Par dénition de a, et de b, on voit que a, < by, que la suite
(an) est croissante et que la suite (by,) est décroissante. Enn on a

an — by, _b—a
5 T il

bpi1 — Ani1 =

Donc la suite (byay,) tend vers 0. On a donc deux suites adjacentes. D’apres la proposition

2.35| elles convergent vers la méme limite. Appelons z cette limite. Vérions que z € [a, b].

En effet on a a = ap < ap, <z < b, < by = b. Vérions que f(z) = y. Comme f est

continue sur [a,b], elle est continue en x et donc lim f(a,) = f(x). et lim f(b,) =
n—-+00 n—-+00

f(x). Mais par la propriété (x) on a f(a,) <y < f(b,). Finalement par le théoreme des
gendarmes (proposition [2.22)) on obtient f(z) = y. |

Corollaire 3.17

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

Si f(a)f(b) <0, alors il existe c¢ €la,b] tel que f(c)=0.

Exemple 3.18

Tout polynéme de degré impair possede au moins une racine réelle.

En effet, un tel polynome s’écrit P(z) = a,a2" + ...+ a1z + ag avec n un entier impair. On

peut supposer que le coefficient a,, est strictement positif. Alorson a lim P(x) = —oc0 et
T—r—00

lim P(z) = +oo En particulier, il existe deux réels a et b tels que f(a) < 0 et f(b) >0

T—r—+00
et on conclut grace au corollaire précédent.

Théoréme 3.19

Soit f : [a,b] — R une application continue sur un segment Alors f a un maximum et
um minimum sur [a, bl.
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Preuve: Il suffit de montrer le résultat pour le maximum (pour le minimum, on prend — f
a la place de f). Montrons d’abord par I’absurde que f est majorée. Supposons que f
n’est pas majorée. Cela implique que pour tout entier n il existe un réel x € [a,b] tel
que f(z) > n. Appelons z,, cet élément. On a donc une suite (z,) & valeurs dans le
segment [a,b]. Par le théoréme de Bolzano- Weierstrass, on peut extraire une sous-
suite convergente (y,) de la suite (z,). On obtient ainsi une application strictement

croissante ¢ : N — N telle que y, = z ;). Donc

f(yn) = f(xcp(n)) > Qo(n) >n,

ce qui implique que la suite (f(y,)) tend vers +oo. Notons | = lirf Yn. Comme f
n—-—+0oo

est continue on a lim f(y,) = f(I), ce qui contredit lim f(y,) = +oc., Donc f est
n—+00 n—-+00

majorée et supla, b] existe.
f

Soit M cette borne supérieure. Il suffit alors de montrer qu’il existe x € [a, b] tel que
f(z) = M. Soit n un entier. Par définition de la borne supérieure, M — 5~ n’est pas un

2”L
majorant des valeurs de f, donc il existe x,, € [a,b] tel que

1
M—2—n<f(a:n)§M.
On a donc une suite (z,) dans [a, b]. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass , il existe
une sous-suite convergente (y,) de () avec yn, = Ty(,) ot ¢ : N = N est une application
strictement croissante. Soit x la limite de la suite (y,). On a les inégalités

1 1
- <M-—— < M.
M on <M ) < flyn) <M

Par le théoréme des gendarmes on conclut que la suite (f(y,)) tend vers M. Comme f
est continue, on a aussi lirf f(yn) = f(x). Finalement on obtient f(z) = M. |
n——+0o0
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3.3 Fonctions dérivables

Soient f : A+ R une fonction et a € A.
Définition 3.20

On dit que f est dérivable en a si la limite

i 1) = (@)

r—a €T —Q

existe (dans R). On note f'(a) cette limite.

Exemples 3.21

1. Soit f : A — R définie par f(x) = |z|. On vérifie facilement que f est continue
sur R. On a On
2] 2]

lim M:hm—:1 et lim M:Iim—:—l.

=0+ xr—0 T—a I z—0+ z—0 T—a I

Donc f n’est pas dérivable en 0. Par contre f est dérivable en tout point a # 0.
2. Les fonctions classiques

1. trigonoméetriques : sin, cos, tan, . . .
2. polynomiales : ax® +bx +c, ...

3. exponentielles : e*

ar+b

4. rationnelles : perie TR

sont dérivables sur leurs domaines de définition.

Interprétation géométrique.
La dérivée f'(xg) de f en xy donne la pente de la tangente au point (xg, f(zo)) au graphe
de f.

FIGURE 3.1 — La tangente

Proposition 3.22
Soient f: A+ R eta € A. Si f est dérivable en a, alors [ est continue en a.

Preuve: Soit [ = lim M

T—a T —a

. Donc

lim (f(z) — f(a)) = lim

T—a r—a

T—a T —a T—a

= lim [M] lim (z —a) = 1.0 = 0
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Donc ligﬂ f(x) = f(a) et f est bien continue en a. |
r—a

Remarque 3.23

1. La réciproque n’est pas toujours vraie, comme le prouve l'exemple f(x) = |z| en
xz = 0.

2. Il existe méme des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point de
leur domaine de définition.

Proposition 3.24

Soit f : A — R une fonction admettant un extremum local en a. Si f est dérivable en
a, alors f'(a) = 0.

Preuve: Supposons que l'extremum est un maximum (le cas du minimum se traite en

remplagant f par —f). Alors par définition il existe un intervalle ouvert I contenant a
tel que pour tout x € INAona f(z) < f(a). Sizx >a,onaz—a > 0et f(z)— f(a) <0,

donc w < 0 et par passage a la limite on obtient f’(a) <0Siz <a,onaz—a <0
et f(z)— f(a) > 0, donc W > 0 et par passage ‘a la limite on obtient f’(a) >0
En combinant les deux inégalités on obtient f'(a) = 0. |

Remarque 3.25

La réciproque n’est pas toujours vraie. Si f(z) = 23, on a f’(0) = 0, mais 0 n’est pas
un extremum local.

Définition 3.26 (fonction dérivée)

Si f: A R est dérivable en tout point de A, alors f est dérivable sur A et on définit
sa fonction dérivée f' par f': A— R, xw— f'(z).

Proposition 3.27

1. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur A, alors f + g et fg sont dérivables
sur A et

(f+g)=f+g et (fg)=fg+[fg.

2. Si f ne s’annule pas sur A, alors % est dérivable sur A et

5) -7
7)o

Proposition 3.28 (Dérivée de la composée de deux fonctions)

Soient f: A+ R et g : B+ R deux fonctions telles que f(A) C B (pour tout z € A
on a f(x) € B.) Si f est dérivable en a € A et g est dérivable en f(a) € B, alors la
composée g o f est dérivable en a et

(go f)(a) =4g'(f(a)) [ (a).
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Exemple 3.29

Calculons la dérivée de In(1 + ). Nous avons g(x) = In(xz) avec ¢'(z) = 1;

et f(x) =1+ 22 avec f'(z) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + 2%) = (g o f)(z) est

2z
1+ 22

(go f)(z) =g (f(x).f(x) =g (14 2%).2z =

Preuve: On considere ¢ la fonction définie sur B par :
{g@j$®—¢U@)$x#ﬂ®
0 siz = f(a)
La fonction £ est continue en f(a). On pose h =go f et b= f(a). On a
h(t) — h(a) _ f(t) — f(a)

) a) _ O =T (e + g/ (£(a))
Donc %LI%]W = f'(a) (04 ¢'(f(a))) = f'(a)g'(f(a)). Donc go f est dérivable en
aet (go f)(a) = f(a)g'(f(a)). =

Proposition 3.30 (Dérivée de la fonction réciproque)

Soit f : A — B C R une fonction continue. Os uppose qu’il existe une fonction
réciproque g : B — A, c’est-a-dire que

g(f(x)) =2 YzeA et  f(gly) =y Vye.B

Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0, alors g est dérivable en f(a) et on a

Preuve: On admet lexistence de ¢'(f(a)). On dérive la formule g(f(x)) = . En appliquant
la proposition qui donne la dérivée de la composée on obtient

1= (go f)(a) =g (f(a))f(a).

D’ou la formule de la proposition. |

Corollaire 3.31

Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~! :
J + I la bijection réciproque. Si f' ne sannule pas sur I alors f=! est dérivable et on

a pour tout x € J :
1

(f7)(x) = 7))

Preuve: Notons ¢ = f~! la bijection réciproque de f. Soit yg € J et zg € I. Le taux
d’accroissement de g en yg est :

Y (@) = e

1)) |
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Exemple 3.32
Soit f: R+ R la fonction définie par f(x) = x + exp(x).

Etudions f en détail. Tout d’abord :

1. f est dérivable car f est la somme de deux fonctions dérivables. En particulier f est
continue.

2. f est strictement croissante car f est la somme de deux fonctions strictement crois-
sante.

3. f est une bijection car lim f(x) = —o0 et liril f(z) = +oc.
T—r—00 T—r+00

4. f'(x) == 1+ exp(x) ne s’annule jamais (pour tout = € R).

Notons g = f~! la bijection réciproque de f. Méme si on ne sait pas a priori exprimer
g, on peut malgré tout connaitre des informations sur cette fonction : par le corollaire
ci-dessus g est dérivable et I'on calcule ¢’ en dérivant 1'égalité f(g(x)) = z. Ce qui donne
f'(g(z)).¢'(x) =1 et donc ici

, 1 1
7= Tl ~ 1+ epla@)
Pour cette fonction f particuliere on peut préciser davantage : comme f(g(x)) = x alors
g(x) + exp(g(z)) = x donc exp(g(z)) = z — g(x) ce qui conduit &

1
T 1tz g(x)
Théoréme 3.33 (théoréme de Rolle)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ telle que
fla) = f(b). Alors il existe ¢ €a, b| tel que f'(c) = 0.

g'(z)

Preuve: Comme f est continue sur un segment, f admet un maximum et un minimum.

Soit M = 1%1%?{]“ et m = r[nig]lf. Sim # f(a) ou M # f(a) il existe un ¢ €|a, b[ tel que f

posséde un extremum en c. On sait alors que f/(¢) = 0. Sinon on a m = f(a) = f(b) et
M = f(a) = f(b). Donc f est constante sur [a,b] et f'(¢) = 0 pour tout ¢ €]a, b|. [ |

Théoréme 3.34 (théoréme des accroissements finis)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur |a,b[. Alors il existe ¢ €]a,b]
tel que

f(0) — f(a)
b—a
On a p(a) = ¢(b) = 0. La fonction ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. D’aprés
le théoreme de Rolle , il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c). Comme ¢'(x) = f/(x) — w,
on obtient bien la formule annoncée en posant = = c. |

p(x) = f(x) = fla) = (x—a)
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Exercice 3.35
Soit f : [a,b] — R’ une fonction continue, dérivable sur |a, b|.

w . (bfa)fl(?
oy =€

Montrer qu’ il existe ¢ €la, b| tel que

Corollaire 3.36 (Inégalité des accroissements finis)

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. S’il existe une
constante M telle que pour tout x € I, |f'(z)| < M alors

Ve,yel, |f(z) = fly)l < Mz —yl.

Proposition 3.37

Soit f : A — R une fonction dérivable sur I'intervalle A. Alors :
1. f est constante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € A.

2. [ est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f'(z) > 0 (resp. f'(z) <0
pour tout z € A.

3. Si f'(z) > 0 (resp. f'(x) < 0) pour tout x € A, alors f est strictement croissante
(resp. décroissante).

Preuve: 1. Si f est constante, sa dérivée est nulle. Réciproquement, soient a,b € A avec
a < b. On applique le théoréme des accroissements finis é la fonction f sur le segment
[a,b] : il existe un ¢ €]a,b| tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a). Comme f’ est nulle,
on obtient f(b) = f(a). Par conséquent f est constante. 2. Si f est croissante, on a
f(z) > f(a) pour x > a et alors (f(z) — f(a))/(x —a) > 0. De méme si z < a, on
f(z) < f(a) et (f(x) — f(a))/(z —a) > 0. Comme les inégalités passent ¢é la limite, en
faisant tendre x vers a on voit que f/(a) > 0.

Réciproquement, on procéde comme dans la premiére partie : on obtient f(b)— f(a) =
f'(¢)(b—a). Donc f(b)—f(a) > 0sib>aet f(b)—f(a) < 0sib < a. Donc f est croissante.

On traite le cas f décroissante en remplaéant f par —f. |

3.4 Application aux suites réelles

Théoréeme 3.38 (théoréme du point fize)

Soit f : A+ R une fonction dérivable. Supposons qu’il existe un point fixe l € A pour
f, c’est-a-dire un point [ tel que
f) =1,
et qu’il existe un intervalle I = [l — a,l + a] et un réel A < 1 tels que pour tout x € I
|f'(@)] < A

Alors la suite (u,,) définie par ug € I et la formule de récurrence

Up41 = f(un>

converge vers .
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Preuve: On pose v, = u, — [. Il suffit de montrer que (v,) tend vers 0. Montrons d’abord
par récurrence que u, € I pour tout n. Par hypothése ug € I. Supposons u, € I. Alors
si 'on applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f et & U'intervalle [uy, (]
si up, <1 (ou bien [I,uy] si u, > 1) on obtient qu'il existe ¢ €]uy,, (] tel que

f’(c) _ f(un) — f(l) _ Un+1 —1

Up — 1 Up — 1

La derniere égalité résulte de f(up,) = up+1 et f(I) = . Comme |u,,l[C I on sait que
|f'(c)] <A< 1. Dou
Pl (%)
|vn]
Comme A < 1, on obtient |v,41| < |vy|, ce qui implique que wu,y; € I. En itérant
I'inégalité (x), on trouve

[Uns1] < Mop| < XNop_1] < ..o < A ygl.

Comme 0 < A < 1, la suite (A") tend vers 0. Par conséquent la suite (v,,) tend aussi vers
0. [

Remarque 3.39

Si de plus la fonction dérivée f’ est continue, alors la condition |f'({)| < 1 implique
I'existence d'un intervalle I = [l —a, l+a] tel que pour tout z € I ona |f'(x)] < A < 1.
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Chapitre 4

Fonctions Circulaires Réciproques

1. Identité remarquable cos?(z) + sin®(z) =1, Vz € R.
2. Périodicité :

o cos(z + 2km) = cos(z), VreR;VkeZ,

e sin(x + 2km) =sin(z), Vr € R;Vk € Z,

e tan(z + km) = tan(x), V& # M;Vk, m € Z.
3. Relations remarquables

o cos(—z) = cos(z), VxR,
e sin(—z) = —sin(x), VzreR,

e tan(—x) = —tan(z), Vr # Qmﬂ)ﬂ ,Vm € Z,
e cos(j —x) =sin(r), VzeR,
e sin(§ —x) =cos(z), VzreR,

o tan(§ — ) = tanl(m), Va # m,Vm € Z.

4. Formules d’addition :

e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
e cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b),
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a),
tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)’

tan(a) — tan(b)

1 + tan(a) tan(b)

e tan(a+b) =

e tan(a —b) =

5. Formules de Duplication :
e sin(2a) = 2sin(a) cos(a),
e cos(2a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin’*(a),
2tan(a)
1 —tan?(a)’
6. Identité d’Euler :

e tan(2a) =

e = cos(z) + isin(z).
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4.1 Fonction Arcsinus

La restriction de la fonction sinus a I'intervalle [, 7] définit une bijection continue de
cet intervalle sur[—1, 1]. Sa fonction réciproque, notée arcsinus est une bijection continue

de [—1,1] sur [5*, 5] .

{ y=arcsin(@) { v = sin(g)

x € [-1,1] ye 5,5

-l

FIGURE 4.1 — courbe de arcsinus

La fonction x — y = arcsin(x) est dérivable sur | — 1, 1[, sa dérivée étant
Y= ——
V1—a?
4.2 Fonction Arccosinus

La restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0, 7] définit une bijection continue de

cet intervalle sur[—1, 1]. Sa fonction réciproque, notée arccos est une bijection continue
de [—1,1] sur [0, 7] .

U = U

- 1 i
X '
|
=cosx |
1 7

FIGURE 4.2 — courbe de arccos

La fonction  — y = arccos(z) est dérivable sur | — 1, 1], sa dérivée étant
, 1
Y V1—a?
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4.3 Fonction Arctangente

La restriction de la fonction tangente a l'intervalle | 5*, 7[définit une bijection continue

de cet intervalle surR. Sa fonction réciproque, notée arctan est une bijection continue de

R sur |55, 7] .

{ y = arctan(z) — { x = tan(y)

reR y €l5, 5l

On a les propriétés de la fonction arctang qui se déduisent de celle de la fonction tan
grace aux résultats sur les fonctions réciproques :

e arctan est continue sur R
e arctan est strictement croissante sur R
e arctan est impaire

e arctan est dérivable sur R, et on a

1
arctan’(x) = T Vz e R.

Reprsentation graphique de arctan : Elle se déduit de celle de la fonction tan par
symtrie par rapport la premiere bissectrice.

" &
¥ =Arctan x

-4 -2 2 oy 4

FIGURE 4.3 — courbe de arctan

4.4 Quelques formules utiles
e arcsin(r) + arccos(z) = § Vo € [-1,1].
e arctan(z) + arctan(1) = sing(x)Z Vz € R*.
e cos(arcsin(z)) + sin(arccos(z)) = v/1 — 22 Va € [~1,1].

e tan(arccos(z)) = Y= vz e [-1,1]\ {0}.

T

e tan(arcsin(z)) = == Vz €] —1,1[.
e cos(arctan(z)) = \/117 Vx € R.

Vr € R.

e cos(arctan(x)) =
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Chapitre 5

Fonctions Hyperboliques
Réciproques

5.1 Fonctions Cosinus hyperbolique et Sinus hyper-
bolique

Définition 5.1

On appelle Cosinus hyperbolique, qu’on note ch , la fonction définie sur R par :

et 4 e”

ch(z) = 5

On appelle Sinus hyperbolique, qu’on note sh , la fonction définie sur R par :

Propriétés 5.2

1. e* =ch(x) + sh(x) VxeR

2. ch est paire et sh est impaire.

3. ch et sh sont dérivable sur R, et on a : sh/(z) = ch(x)et ch/(z) = sh(x).
4. ch*(x) —sh*(x) =1 Vz eR.

5. sh(x) >z Yz >0.

6. lim ch(z)=+oo, lim ch(x)=+ooet lim = +00.
T—+00 r——00 Tr—400 T
: : . sh(z
7. lim sh(z) =400, lim sh(z) = —ocet lim = +00.
T—+00 Tr——00 Tr—+400 €T
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FIGURE 5.1 — courbe de ch et sh

5.2 Fonction tangente hyperbolique

Définition 5.3
On appelle tangente hyperbolique, qu’on note th , la fonction définie sur R par :

et —e "t

Propriétés 5.4

L th(z) = 33 Ve eR.

2. —1<th(z)<1l VzeR.
3. th(z) >z VYa>0.

4. th est impaire.

FIGURE 5.2 — courbe de th

5.3 Quelques Formules Utiles

5.3.1 Formules d’addition :

o ch(z +y) = ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y).
o] ch(z —y) = ch(z)ch(y) — sh(x)sh(y).
o] shlx +y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y).

o sh(z —y) = sh(z)ch(y) — chz)sh(y).
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_ th(z)+th(y)
o th(z +y) = THnmmiy

th(z)—th(y)

o th(x —y) = Thmm

5.3.2 Formule de Duplication
o ch(2x) = ch?(z) + sh?(x).
o] sh(2z) = 2sh(x)ch(x).

o th(2z) = 2555

5.4 Fonctions hyperboliques réciproques

5.4.1 Fonction Argument Sinus Hyperbolique

La fonction sh est continue, strictement croissante de R dans R. C’est donc une bijection
pour ces ensembles. Et alors, elle admet une fonction réciproque.

Définition 5.5

On appelle fonction argument sinus hyperbolique, qu'on note Argsh la fonction
réciproque de sh sur R.. Alors on a :

{ y=Argsh(z) { z = sh(y)

reR yelR

Et d’apres les résultats sur les fonctions réciproques, on a : Argsh est continue, strictement
croissante, impaire et dérivable. et on a :

1
ATgSh/(SL’) = \/.ZQ—T Ve c R.

Représentation de Argsh :
Elle se déduit de celle de sh par symétrie par rapport a la premiere bissectrice.

FIGURE 5.3 — courbe de Argsh
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5.4.2 Fonction Argument Cosinus Hyperbolique
La fonction ch est continue, strictement croissante de R* dans [1, +oo[. C’est donc une
bijection pour ces ensembles. Et alors, elle admet une fonction réciproque.

Définition 5.6

On appelle fonction argument cosinus hyperbolique, qu’on note Argch la fonc-
tion réciproque de ch sur R™ . Alors on a :

{ y=Argch(a) { z = ch(y)

x € [1,400] y € RT

Et d’apres les résultats sur les fonctions réciproques, on a : Argsh est continue, strictement
croissante et dérivable. et on a :

1
Argeh/(z) = ———=

Va €)1, 00|
e —1

Représentation graphique de Argch :
Elle se déduit de celle de sh par symétrie par rapport a la premiere bissectrice.

FIGURE 5.4 — courbe de Argch

5.4.3 Fonction Argument Tangente Hyperbolique

La fonction th est continue, strictement croissante de R dans | — 1,1[. C’est donc une
bijection pour ces ensembles. Et alors, elle admet une fonction réciproque.

Définition 5.7

On appelle fonction argument tangente hyperbolique, qu’on note Argth la fonc-
tion réciproque de th sur R . Alors on a :

= Argth(z) x = th(y)
{yxe]g—l,l[ :){ yezI/R
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Et d’apres les résultats sur les fonctions réciproques, on a : Argth est continue, strictement
croissante, impaire et dérivable. et on a :
, 1
Argeh'(x) = Vo e] —1,1].

1 — 22

Représentation graphique de Argth :
Elle se déduit de celle de sh par symétrie par rapport a la premiere bissectrice.

FIGURE 5.5 — courbe de Argth

5.5 Quelques formules utiles

o ch(Argsh(x)) =+va?2+1 VreR
e sh(Argch(x)) =+vVx2—1 Vxe[l,+o0[.

° 1—th2(x)zch+(x) Vr e R.
e ch(Argth(zx)) = lixQ Vo e] —1,1].
o sh(Argth(z)) = === Vz€]-1,1[.

o Argch(z) = Log(x + vx? —1) Vax €]1,400].

r+Vat+1) VeeR

PN

e Argsh(xz) = Log
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Chapitre 6

Formules de Taylor et
Développements limités

6.1 Formules de Taylor

6.1.1 Formules de Taylor Lagrange

Soit f une fonction réelle de classe C™ sur [a, b] et admettant sur |a, b[ une dérivée d’ordre
n + 1. Alors il existe ¢ €]a, b] tel que

(b— a) (b —a)™tt

(et 1) F(e).

f0) = fa) + (b —a)f(a) +...+ ———f"(a) +

Un tel nombre ¢ est souvent désigné par a 4+ (b — a) avec 6 €0, 1].
Lorsque a = 0, on obtient en posant b = x la formuledite de Mac-Laurin :

" L

F(@) = J0)+2f/0)+ GO+ 4 T O0) +

— S (0r) (0<6<1).

Applications

La fonction z — f(z) = exp(z) est de classe C* sur R et 'on a f®)(z) = exp(z) pour
tous x € R et k € N. Donc pour tous x € R et n € N, il existe un nombre réel ¢ entre 0
et x tel que

" exp(c)
exp(x _1+ZH+ 1)

La fonction x — f(z) = sin(z) est de classe C™ sur R et I'on a f#)(z) = sin(z + &)
pour tous k € N et 2 € R; et pour z =0, on a f®(0) = sin(£F); et donc,

sin®)(0) = sin(2k7/2) = 0

et
£ (0) = sin(g + k) = cos(kr) = (—1)*
et
sin(c + M) = (=1)*"sin(c).
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Par conséquent, pour tous x € R et n € N avec n = 2p + 1, il existe un nombre réel c
entre 0 et x tel que

P ey 2P+ 2 gin(c)

sinfz) = Z(—l)km + (—1)p+1m-

k=0

De méme pour tous x € R et n € N avec n = 2p, il existe un nombre réel ¢ entre 0 et x

tel que
P 2k 2p+1

e = S oy )

k=0

6.2 Formule de Taylor-young

Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage I d’un point a de R telle que £ (a)
existe. Alors il existe une fonction réelle € définie sur un voisinage de a telle que

%—!a)nf(n)(a) + (z — a)"e(z) avec glglg(ll e(z) = 0.

f(2) = f(@) + (& = a)f'(a) + ...+

Pour a = 0, on obtient la formule de Mac-Laurin avec reste Young

2 n
f(xz) = f(0)+zf'(0) + %f”(O) — :B—'f(“)(O) + z"e(z) avec lim e(x) = 0.
. n: r—a
Exemples
En prenant a = 0 dans la formule de la formule de Taylor avec reste Young on obtient les
formules suivantes :

P g2kl -
3. sinh = + P e(x)
|
—~ (2k +1)!
p N p2k+1 —_—
4. sin(z) = Y (-1 e
sin(x) kzo( ) k1] P e(x)
- p o 2p+1
5. cos(z) =1+ kgl(— ) k) + 2P e(x)

6.3 Applications

6.3.1 Recherche d’extremums

Soient f : I — R une fonction indéfiniment dérivable et xq € I.
Soit n le plus petit entier non nul tel que f™ () # 0. Alors on a :
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(a) Sin est pair et f( () < 0, alors f admet un maximum relatif au point .
(b) Si n est pair et f((x4) > 0, alors f admet un minimum relatif au point .

(c) Sin est impair, alors f n’admet pas d’extremum relatif au point z.

6.3.2 Inégalités

En utilisant les formules pécédentes, on obtient facilement les inégalités suivantes :
(a) " —1—z[<Z Vz<0.

(a) log(l+x) >x—§ Vo > 0.

(a) |sine — 2| <EL veeRr

(a) |cosz—1] < ‘%2 Vz € R.

(a) tan(x) >:l?—|—§ VO <x < 3.

6.3.3 Allure d’une courbe au voisinage d’un point

Soient f : I — R une fonction indéfiniment dérivable et xy € I. On se propose d’étudier
la position de la courbe C; par rapport a la tangente T, a cette courbe au point .
I’équation de T}, est donné par :

y = f'(z0)(x — x0) + f(20)
Soit n le plus petit entier supérieur ou égal a 2 tel que f™ (z0) # 0. On alors 4 cas :

FIGURE 6.1 — Position
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FIGURE 6.2 — Position

6.4 Comparaison de fonctions

Définition 6.1

Soient f, g deux fonctions numériques définies sur des voisinages d’un point a € R =
R J{—00, +00}. On suppose qu’il existe un voisinage U de a tel que g ne s’annule pas

sur U \ {a}. On dit que f est

f(x)

est bornée au voisinage de
g(x)

e Dominée par g au voisinage de a si la fonction

a. On note f = O(g) (grand O).

tend vers 0 quand x

e Négligeable devant g au voisinage de a si la fonction @)
g(x

tend vers a. On note f = o(g)(petit o).

f(x)
g(z)

° Equivalente a g au voisinage de a si la fonction tend vers 1 quand x tend

vers a. On note f ~ g.
a

Exemples 6.2

1. On a z%sin(1) = O(z?) au voisinage de 0.
2. On a z%sin(1) = o(|z|*?) au voisinage de 0.

3. On a 2% + 3z + 5 = o(2® + 1 au voisinage de 400

. On a 23 — 2 ~ —2 au voisinage de 0.

W

[

. Une fonction f est bornée au voisinage de 0 ssi f = O(1).

(=)

. Une fonction f tend vers 0 ssi f = o(1).
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Propriétés 6.3

—~

. la relation f ~ g (x — a) est une relation d’équivalence.

2. f~g (z—a)etlimg(x)=1; alors lim g(x) = [.

r—a r—a

3. fi~rgi (x —a)et fo~ge (x—>a)alors fifao~ g0 (x — a).
4. ¢* =1~z (z—0).

5. Log(x+ 1)~z (x —0).

Log(z) ~xz—1 (x —1).

14+z)*—1~ax (r—1) VaeR~.

S

Si o < 8 On a alors :

lz|%)  (z — 0) et 2% = o(2®) (v — +00).

“=o(x?) (z — +o0).

6.5 Deéveloppements limités

Définition 6.4

Soient f : I — R avec I un intervalle et @ € I(f n’est donc pas nécessairement dénie
en a). On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a (
que l'on notera (DLy(a)); s'il existe n + 1 réels by, by, . .., b, et une fonction £ définie
sur [ tels que pour tout x € I,

f(@)=bo+bi(x—a)+by(x—a)+...+by(z—a)"+ (x—a)c(z) ()

avec limex) = 0.
r—a

e La fonction polynéme x — by+by(x—a)+by(z—a)*+. .. +b,(x—a)" est appelée
partie principale (ou partie réguliére) du développement limité d’ordre n
au point a.

e (z—a)"e(zx) le reste du (DLy,(a)).

Remarque 6.5

e Admettre un développement limité d’ordre 0 en a est équivalent a avoir une
limite finie en a.

e Un développement limité d’ordre n est unique, s’il existe.

e Si f est une fonction paire [resp. impaire| admettant un développement limité
d’ordre n au voisinage de 0 ce développement ne contient que des puissances
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paires [resp. impaires] de la variable.

e la relation (x) sous la condition lim e(x) = 0 est équivalente a
r—a

f(@)=bg +bi(x—a)+by(x—a)+...+by(z—a)"+ol(x—a)).

e Soit { une fonction dénie en a.

— Alors f admet un développement limité en a a 'ordre 0 si et seulement si
elle est continue en a.
De plus, si tel est le cas : f(a+ h) = f(a) + o(1).

— Alors f admet un développement limité en a 1’ordre 1 si et seulement si elle
est dérivable en a.
De plus, si tel est le cas : f(a+h) = f(a) + hf'(a) + o(h).

Théoréme 6.6 (Formule de Taylor-Young)

Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I et a € I.
Si f est n fois dérivable en a alors f admet un développement limité d’ordre n en a

donné par :
/ (I — a)2 " (JJ _ a)n (n) n
f(x) = fla) + (z = a) f'(a) + == f"(a) + ... + ——=f"(a) + o((z — a)").
Exemples 6.7
1. Trouver le développement limité d’ordre n en 0 de f :] — 1,1[— R définie par

fz) =

11 suffit de calculer les dérivées successives.
On a f®)(x) = k!I(1 —2)~*"%  Vk € N. Donc f®(0) = k! et

1—=x

1 n
=Yt ola”)
k=0

2. Trouver le développement limité d’ordre n en 0 de f(x) = e®. Pour tout k € N
on a f®)(x) = e, donc f*(0) = 1. D'on

no ok
T _ T n
e’ = o + o(x").

k=0

3. la fonction sin est de classe C* sur R et pour tout n € N de la forme n = 2p+ 2,
le développement limité d’ordre n de cette fonction au voisinage de 0 est donné
par

p 2k+1

sin(r) = 3~ (1)

- 4 O($2p+2)
2V
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4. la fonction cos est de classe C*° sur R et pour tout n € N de la formen = 2p+1,
le développement limité d’ordre n de cette fonction au voisinage de 0 est donné

par
p
cos(z) =1+ Z(—
k=1

5. Soient o € R* et f la fonction définie par f(x) = (1 + x)®. La fonction estde
classe C'*™° sur R et pour tout p € N, on a

( 2p+1)

JP(2) = ala— 1)(a —2) - (a = p+ 1)(1 +2)* 7,

le développement limité d’ordre n € N de cette fonction au voisinage de 0 est
donné par

(o =100 yolo-et, - ala-Dl@=2) - (a-n b

Bl ~ +o(z™).

6.5.1 Dérivation et intégration des développements limités
Proposition 6.8

Soit Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert I contenant
a. Alors, f admet au voisinage de a un developpement limité d’ordre n, Vn € N

k n / k—1 n—1
fla+h) = Zbkth o (h"), alors f'(a+h) = Zkbkh + o (B,

k=0 k=1

Proposition 6.9

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a , dont la dérivée
admet un développement limité d’ordre n, soit :

F'@)=bg+b(t—a)+ - +b,(t —a™)+o((t —a)").

Alors f admet, au voisinage de a, le développement limité d’ordre n + 1 suivant :

(t—a)? (t—a)"+! 1
t) = bo(t — b cee A by—— t—a)"th).
£ = fla) + boft = )+ by b, (- 0
Exemples 6.10
Pour tout entier naturel n on a — Z z" + o(a™). L’intégration du développement

limité d’ordre n de la fonction x — (1 m) au voisinage de 0 nous permet d’obtenir
celle de la fonction z — In(1 — =) d’ordre n + 1 au voisinage de lorigine :

n+1 k

In(l —z) = —Z % + o(z™th).

k=1
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6.5.2 Opérations sur les développements limités

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle ouvert Icontenant 1’origine
et admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0 dont les parties
principales des développements limités seront désignés respectivement par P et (). Alors,

Proposition 6.11

1. La somme f + g admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n,
et,la partie principale du développement limité d’ordre n de f + g est P 4+ @)

2. Le produit fg admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n,
et,la partie principale du développement limité d’ordre n de fg s’obtient en ne
conservant de P(@) que les termes d’ordre < n

3. Si g(0) # 0 le quotient £ g admet au voisinage de 0 un développement limité
d’ordre n, et,la partie principale du développement limité d’ordre n de fg s’ob-
tient en effectuant la division de P par () suivant les puissances croissantes
jusqu’a l'ordre n.

4. Si f(0) =0, le composé g o f admet au voisinage de 0 un développement limité
d’ordre n, et,la partie principale du développement limité d’ordre n de g o f
s’obtient en ne conservant du composé () o P que les termes d’ordre < n

Proposition 6.12

Soient f et g deux fonctions admettant respectivement des développements limités

l'ordre n en a et f(a) : f(a + h) ) + Zakhk A hn) et g(f(a) +h) =

P(h)

Z brh" + .0 O(h”) Alors g o f admet un développement limité en a a ’ordre n dont
H

k=0
la partie réguliere est obtenue en substituant P(h) a h dans la partie réguliere du

développement limité de get en ne gardant que les monomes de degrés inférieurs ou
égales a n

Exemples 6.13

1. Déterminons le développement limité d’ordre 5 de la fonction 2 — sin(z) cosh(x)
au voisinage de 0, on a
3 0 -

T
in(z) = — — + — hiz) =14+ % + 2
sin(z) =z 6+12O+0( 2°) et cosh(x) +2+24+0( %)

la partie principale du développement limité de sin(z) cosh(x) s’obtient en conser-
vant du produit que les termes d’ordre < 5

.%'3 ZE5 l’2 SLA
-z 4Lz 14+ 2 42
( 6 +120)( 3 +24)’

sin(x) cosh(z) =

par suite,
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2. Déterminons le développement limité d’ordre 5 de la fonction x —— [ EmYe)E

au voisinage de 0, on a
3 45

sinh(xz) =z + Tl o(z?),

=+ 150 5 =1+2* +2* +o(2"),

1—=x

et comme sinh(0) = 0 donc z —— m possede un développement limité
d’ordre 5 au voisinage de 0, et la partie principale de ce développement de cette

fonction s’obtient en conservant de

3 2% \? 2 2 \*
1 AT o
+<x—|— - +120) +(:c+ - +120)

que les termes d’ordre < 5, par conséquent,

1 Tt
— =142+ — %).
T~ LTt o)

3. Calculons le développement limité d’ordre 6 de la fonction z —— tan(z) au
voisinage de 0. Cette fonction étant impaire, donc il suffit de chercher son
développement limité d’ordre 5. On a

3 x° 2 2t

sin(z) =z — - + 120 +o(z”) et cos(z) =1 — 5 togt o(z?).

. . . . . 3 5
ivision suivan uissan roissan usqu rdr r—Z + 2 par
Ladivision suivant les ssances croissantes jusqu’a l'ordre 5 de 306 + 1220 a

_x? zt |
=5 +5:
.’E3 1.5 2?2 1’4
r =% +im |1 —5+ %
23 5 3 225
T -3 Ay |T +F 5
z3 _ b
3 30
z3 _ b
3 6
2z°
15
donne
3 2
T 2
tan(r) = z + T+t o(x”).

6.5.3 Application des développements limités
Equation de la tangente en un point

La partie principale du développement limité d’ordre 1 en un point a est
f(z) =ap+ai(z —a)+o(z —a)

donne I’équation de la tangente a la courbe C; au point d’abscisse a.
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Exemple 6.14

I’équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction sin au point d’abcisse
0 est donnée par y = x

Exemple de calcul de limites

1. Calculons

}:lg(l) xd
On a
zt zt
cos(z?) =1 — 5 + 21 (z), cosh(z?) = 1+ 5 + atey (),
avec ilg(l)&(&:) = 31012(1)52(:6) = 0. Donc,
. cos(a?) —cosh(a?) B
tim = CORED (1 4y 2) — ea(a)) = 1
2. Calculons s
t 2z
. an(z) —r — % |
z—0 0

Le développement limité d’ordre 5 de la fonction tan au voisinage de 0 donne

3 220 o :
tan(z) = v + — 4+ — + 2°¢(x) avec lime(z) = 0,
3 15 0
donc .
. tan(w) —x — %
i ——5 = lim, (1—5 * €<x>) 15

Position d’une courbe par rapport a la tangente en un point

Proposition 6.15

Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a :
f(x) =co+ci(x—a)+ ez — a)k + o((x — a)k)

ou k est le plus petit entier > 2 tel que le coeficient ¢, soit non nul. Alors ’équation de
la tangente a la courbe de f en a est : y = ¢o+¢1(z —a) et la position de la courbe par
rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe f(x) — y c’est-a-dire
le signe de cx(r — a)*.

Il y a 3 cas possibles.

1. Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.

2. Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.

3. Si ce signe change (lorsque 'on passe de * < a & = > a) alors la courbe traverse la
tangente au point d’abscisse a. C’est un point d’inflexion.
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