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CHAPITRE 1
ESPACES METRIQUES
Dans tout le chapitre, E est un ensemble non vide.

1.1 Notion de distance et d’espace métrique

Définition 1.1.1. On appelle distance (ou métrique) sur E toute applicationd : E X E —
R vérifiant :

(i) Pourtous x,y € E, d(x,y) =0 << x =Yy (séparation);
(ii) Pour tous x,y € E, d(x,y) =d(y,x) (symétrie);
(iii) Pour tous x,y,z € E, d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).

e On dit alors que d(x,y) est la distance de x a y, et (E,d) est un espace métrique.
e Si la propriété (i) est remplacée par : x =y = d(x,y) = 0, on dit que d est une
semi-distance sur E et que (E,d) est un espace semi-métrique.

Exemples 1.1.2. 1) Distance usuelle sur K=R ou C : d(x,y) = [x—|.

2) Distance de Manhattan sur R? : x = (x1,x2),y = (y1,¥2),
dy(x,y) = [y1 —x1|+ [y2 — x2|.

3) Distance Euclidienne sur R",n > 1:x= (x1,..x,),y = (V1,--Yn),

2

dr(x,y) = (i — xi)*.

=

i=1

4) Distance de Holder sur K",n > 1,(K=Rou C) : x = (x1,...xn),y = (V1,.--yn) €t
o> 1,

da(x7)’) = (i |xi_)’i’a> .

i=1
5) SurR" n>1:x=(x1,x2,..%,),y = (V1,Y2,---Yn)

do(x,y) = sup |x; —yi| est une distance.
1<i<n



6) Distance discréte : sur tout ensemble non vide E, on peut définir la distance

0 si x=
discreéte par : d(x,y) = { P

1 si x=#y.

7) Distance produit : Soit (E,d) un espace métrique. Pour (x,y),(x',y') € E X E,
I’application
6((x>y)7 (xlvy/)) = max{d(xvx/)ad<Y>yl)}

est une distance sur E X E.

8) Soit B(E,K) I’ensemble des applications bornées de E dans K. Pour f,g € B(E,K),
d(f,g) = sup,cg | f(x) — g(x)| est une distance.

Proposition 1.1.3. Dans tout espace métrique (E,d) on a les propriétés suivantes.
a) V(x1,x2,...,%,) € E", d(x1,x,) <d(x1,%)+d(x2,x3) + ... +d(X4—1,%);

b) V(x,y,x,y) € E%, |d(x,y) —=d(x',y)] < d(x,x') +d(y,y')

c) Si f est une injection de E dans un espace métrique (E',d'), I’application d définie
par d(x,y) =d'(f(x), f(y)) est une distance sur E.

Définition 1.1.4. Soient (E,d) un espace métrique, a € E et r > 0. On dit que
e B(a,r) ={x € E/d(x,a) < r} est la boule ouverte de centre a et de rayon r;
e B(a,r) = {x € E/d(x,a) < r} est la boule fermée de centre a et de rayon r;
e S(a,r) ={x € E/d(x,a) = r} est la sphére de centre a et de rayon r.

Exemples 1.1.5.  a) Dans R muni de la distance usuelle, on a : B(a,r) =la—r, a+r]|,
B(a,r)=[a—r, a+r]etS(a,r)={a—ra+r}.

b) Dans E muni de la distance discréte, pour tout a € E et tout r >0, on a :

B(a,r):{{a}Sirgl o E(a,r):{{a}Sir<l

E sir>1 E sir>1

Remarque 1.1.6. Ces ensembles dépendent de ’ensemble E et de la distance d. Par
exemple, sur (R,d) avec d(x,y) = |x—y|, B(1,2) =] —1,3[ alors que sur (]0,3],d) on a
B(1,2) =10,3].

Propriété élémentaire : Si0 < r < 7/, alors

B(a,r) C B(a,r) C B(a,r’) et S(a,r) C B(a,r).



1.2 Partie bornée, distance de deux parties

Définition 1.2.1. On dit qu’une partie A d’un espace métrique E est bornée si elle est
contenue dans une boule.

Comme conséquence, on établit que si A C E est une partie bornée alors, pour tout
point a € E, il existe une boule de centre a qui contient A.

En effet, si A est bornée, alors A est contenue dans une boule convenable B(x, rg).
Sia € E, laboule B(a,d(a,xo) + ro) contient A.

Définition 1.2.2. Le diametre d’une partie A de (E,d) est donné par la formule :

6(A) = sup d(x,y).
Xx,yEA

Proposition 1.2.3. Une partie A de E est bornée si et seulement si son diametre est fini.

Démonstration. Si d(A) désigne le diametre de A, alors pour tout a € A, la boule ouverte
B(a,6(A) + 1) contient A. Donc A est bornée. Inversement, si A est bornée alors A est
contenue dans une boule B(a,r) et on vérifie qu’on a 6(A) < 2r. En effet, pour tous
x,y €A,onad(x,y) <d(x,a)+d(a,y) <2r < oo O

Définition 1.2.4. Soit (E,d) un espace métrique.

1) Soit A une partie non vide de E. On appelle distance d’un point x € E a A le

nombre positif
d(x,A) = inf{d(x,a)/a € A}.

2) Soient A et B deux parties non vides de E. On appelle distance de A a B le nombre

positif
d(A,B) =inf{d(a,b)/a € A et b € B}.

Remarque 1.2.5. Si ANB # &, alors d(A,B) = 0, mais la réciproque n’est pas vraie.
Définition 1.2.6. Soir (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

e On dit que A est un ouvert ou A est une partie ouverte de E, si pour tout x € A, il
existe r > 0 tel que B(x,r) C A.

e On dit que A est un fermé ou A est une partie fermée de E, si son complémentaire
C2 = E\ A est un ouvert de (E,d).

Exemples 1.2.7. 1) Dans (R,|.|).

a) 10,1[ et | — o0, 0] sont des ouverts.

b) [0,1] et [1,4-oo| sont des fermés.



c) R esta la fois ouvert et fermé.
d) [0,1] n’est ni ouvert ni fermé.

2) Dans un espace métrique (E,d), toute boule ouverte est un ouvert et toute boule
fermée est un fermé.

Remarque 1.2.8. La notion d’ouvert est un point clé de ce cours. L’ensemble de tous
les ouverts de (E,d) s’appelle la topologie de (E,d).

Proposition 1.2.9. Soit (E,d) un espace métrique.
1) @ et E sont des ouverts de (E,d).
2) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert de (E,d).
3) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert de (E,d).

Démonstration. 1) est évident.

2) Soit (O;);er une famille finie d’ouverts de E. Soit x € DIOi. Pour chaque i € 1,
1<

x € O; qui est ouvert, donc il existe un nombre r; > 0 tel que la boule B(x,r;) C O;. En
posant r = min{r;,i € [}, ona r > 0 (car [ est fini) et B(x,r) C _ﬂIOi.
1S

3) Soit (O;);cs une famille quelconque d’ouverts de E. Soit x € _UIOi. 11 existe donc
1c

ip € I tel que x € O;,. Comme O, est un ouvert de (E,d), alors il existe ry > 0 tel que

B(x, r0> C 0;, C UO,. ]
i€l
Attention : Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement un ou-
11 )
vert. En effet, ngl] — 1= 10} n’est pas un ouvert de (R, |.|).

Proposition 1.2.10. Soit (E,d) un espace métrique.

1) @ et E sont des fermés de (E,d).

2) Une intersection quelconque de fermés est un fermé de (E,d).

3) Une réunion finie de fermés est un fermé de (E,d).
Démonstration. Par passage aux complémentaires. [
Définition 1.2.11. Soient d; et dy deux distances sur E.

1) On dit que d; et d sont métriquement équivalentes, s’il existent o, > 0, B > 0 tels
que, pour tous x,y € E, on a : ad(x,y) < d,(x,y) < Bdi(x,y).

2) On dit que d; et dy sont topologiquement équivalentes, si elles définissent les
mémes parties ouvertes.



1.3 Sous-espace métrique

Définition 1.3.1. Soir (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E. La restriction
ds de d a A X A est une distance sur A, appelée distance induite sur A. Cette distance
fait de A un espace métrique, et (A,dy) est appelé sous espace métrique de (E,d) (ou
tout simplement A est un sous espace métrique de E).

Remarque 1.3.2. Si A est une partie de E et si B est une partie de A, alors il faut préciser
quand on dira que B est une partie ouverte ou fermée.

Théoreme 1.3.3. Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E. Les assertions
suivantes sont vraies.

a) V est une partie ouverte de A si et seulement s’il existe une partie ouverte U de E
tel que V. =U NA.

b) G est une partie fermé de A si et seulement s’il existe une partie fermé F de E tel
que G = FNA.

c) Si A est une partie ouverte de E, alors V est une partie ouverte de A si et seulement
siV C A etV est une partie ouverte de E.

d) Si A est une partie fermée de E, alors G est une partie fermée de A si et seulement
si G C A et G est une partie fermée de E.

Démonstration. a) Soient x € A et r > 0. Soit B4 (x,r) = {y € A; d(x,y) < r}. Il est clair
que B4 (x,r) = B(x,r) NA.
=) Six € V, alors il existe un nombre r, tel que {x} C Ba(x,r,) C V. On a donc,

V = Usev{x} C UrevBa(x,ry) = (Uyey B(x, 1)) NA.

D’ouV =UNA, avec U = UycyB(x, ry) une partie ouverte de E.

<) Soit x € V. =U NA, avec U une partie ouverte de E. On a x € U, donc il existe
un nombre r > 0 tel que B(x,r) C U. 1l s’ensuit que B4 (x,r) CUNA=V.

b) Par passage aux complémentaires dans a) : G une partie fermée de A < Eg =A\G
est une partie ouverte de A < il existe une partie ouverte U de E tel que A\ G =UNA
& (en posant F = Ug) il existe une partie fermée F de E telle que G = F NA.

c) =) Si V est une partie ouverte de A, alors il existe une partie ouverte U de E telle
que V = U NA et donc clairement V est une partie ouverte de E.

<) OnaV =VNA,etdonc V est une partie ouverte de A.

La preuve de d) est identique a celle de c). [



1.4 Limite et continuité dans un espace métrique

Définition 1.4.1. Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,),>0 une suite dans E. La
suite (Xn)n>0 converge vers a € E si et seulement si,

Ve >0, AN €N, Vn > N, d(x,,a) < €.

Autrement dit (x,),>0 converge vers a € E si et seulement si, lirf d(xp,a) =0.
- n—r—o0

Définition 1.4.2. Soient (E,d) et (E',d") deux espaces métriques. On dit qu’une appli-
cation f : E — E' est continue en xy € E si et seulement si

Ve >0,3n>0,Vx€E, d(x,x) <n = d'(f(x),f(x0)) <e.

e L’application f est continue si elle est continue en tout point x € E.
e L’application f est uniformément continue si et seulement si

Ve>0,3In>0,Vx€E,VyeE, d(x,y)<n = d'(f(x),f(y)) <&.
Remarque 1.4.3. . Pour la continuité uniforme, 1 dépend uniquement de &.

2. Si f est uniformément continue sur E, alors f est continue en tout point de E. Mais
la réciproque est fausse.

Définition 1.4.4. Soit f : E — E' une application entre deux espaces métriques (E,d) et
(E',d"). On dit que f est Lipschitzienne si et seulement s’il existe une constante k > 0

telle que :
Vx€E,VycE, d(f(x),f(y) <kd(x,y).

(Eventuellement on précise : k-lipschitzienne).
Proposition 1.4.5. Une application lipschitzienne est uniformément continue.
Démonstration. Immédiate. [
Définition 1.4.6. On dit que f est une isométrie de (E,d) sur (E',d’) si

1) f est une bijection de E sur E’;

2) f conserve les distances c-a-d,

V(x1,x2) EEXE, onad (f(x1),f(x2)) =d(x1,x2).

e On dit alors que (E,d) et (E',d") sont isométriques.

Proposition 1.4.7. Soit f une isométrie de (E,d) sur (E',d"). On a



1. £~ ! est une isométrie de (E',d") sur (E,d).
2. fet f~! sont uniformément continues (on dit que f est bi-uniformément continue).

Démonstration. Immédiate. O]

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Soit E = {a;/ i € N} un ensemble dénombrable et soitd : E X E — R*

définie par
0sii=j
d(ai,aj) = { 1 1 - .
O+ 15+ T St # 7,
avec O €)0,+oo|. Montrer que d est une distance sur E.

Solution
(i) d(ai,aj) =0&i= ] <~ a;=aj.
(ii) d(ai,aj) = d(aj,ai).
(iii) Soient a;,a j»ax € E. Si deux indices parmi i, j et k coincident, ¢’est fini. Sinon,
ona
1 1 2 1 1

< 265
ritie S it T

= d(aj,ar)+d(ax,a;).

d(ai,aj) =06+

Exercice 1.5.2. Soient (E;,d;)1<i<n une famille d’espaces métriques et E = []"_, E;.
Pour x = (x1,...,X,),y = (¥1,...,yn) € E, on note par :

1
n

81(x,y) = Y di(xi,yi), &2(x,y)= (Zn: di(xi,yz‘)2> et 8u(x,y) = max dj(xi,yi).
i=1

i=1 1<i<n

1) Montrer que 8y, & et O sont des distances sur E.
2) Montrer que 8y, & et 8., sont métriquement équivalentes.

Solution

Soient x = (x1,...,Xn),y = (V1y-,¥n),2 = (21, --s2n) E E.

i) Montrons que &; est une distance. Il est clair que 8;(x,y) = 0 < d;(x;,y;)) =0
Vi=1,..,n, < x;=y; < x=yet §(x,y) = 61 (y,x). Pour I'inégalité triangulaire, on a
di(xi,yi) < di(xi,zi) + di(zi,y:). En additionnant terme a terme, on obtient le résultat.



ii) Montrons que &, est une distance. Il est facile de voir que &, (x,y) =0 < x=yet
02(x,y) = 62(y,x). Pour I’inégalité triangulaire, on a

8 (x,y) = di(xi,y:)?

-

N
Il
_

[di(xi,zi) + di(Zi,)’i)]z

IA
™=

N
I
_

n n
di(xi,2)* + Y dilzi yi)* +2 Y dilxi, zi)di(zi,yi).-
=1

=1 =

I

N
I
—_

Y1 aibi] < (S a?)* (S a?)?, ona

Comme pour tous a;,b; € R (i=1,...,n), £

-

& (xy) < di(xiazi)2+idi(zia)’i)2+2 (idi(xiazi)2> 2 (idi(zi,yi)z) 2

i=1 i=1 i=1

1

= <i di(xi,zi)2> 2 + (
i=1 ‘

Dol 8;(x,y) < 82(x,2) 4 62(2, ).
iii) 11 est facile de vérifier que dw(x,y) =0 < x =y et Ow(x,y) = w(y,x). Pour
I’inégalité triangulaire, on a d;(x;,y;) < d;i(x;,z;) + di(zi,yi) (i = 1,...,n). 1l vient que

Ax: v:) < (z:.v:). D’ 0l & < & (z. V).
1n§l?gxnd’(x”yl) =~ lrg?gndl(xlazl)+1r2?<xndl(zl7yl) ol & (x7y) <4 (X7Z)+5 (Z7y)

2) Pour tous x,y € E, on a : 8w (x,y) < 81 (x,y) < ndw(x,y), donc 6; et 8. sont métri-
quement équivalentes. De méme, on a : 0.(x,y) < & (x,y) < 1/nd(x,y), ce qui montre
que &, et d. sont métriquement équivalentes. On en déduit ensuite par transitivité que
01 et & sont métriquement équivalentes.

1
2

Nt

N
I
—_

di(Zi,yi)2>

Exercice 1.5.3. Soit ¢ : [0,+oo[— R une application strictement croissante telle que
@(0) =0et @(x+y) < @(x)+ @(v), pour tous x,y € [0, +e]

1) Montrer que si d est une distance sur un ensemble E, alors ¢ od [’est aussi.
2 Application :
a) Montrer que d' = 7%, et d" = In(1 +d) sont deux distances sur E.

b) Montrer que d et d’ sont topologiquement équivalentes.
c) Est-ce que d et d’ sont métriquement équivalentes.
Solution

1) Soient x,y € E.Ona (@od)(x,y) =0 x=yet (pod)(x,y) = (¢ od)(y,x) sont
évidentes.



Pour I’inégalité triangulaire, soient x,y,z € E. On a d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), donc
(pod)(x,y) = @(d(x,y)) < @(d(x,2) +d(z,y)) < @(d(x,2)) + ¢(d(z,y)).

D’ou, (¢od)(x,y) < (@od)(x,z) +(@od)(z.y).
2) a) Soit @ : [0, 4e0[— R, x — 3. Alors on a, ¢(0) =0 et

X+y X Y X y
x+y)= = + < + =¢(x)+ :
P = Ty T Tty T Thady S idx 1y P Te0)
De plus, ¢'(x) = m > 0 = @ est strictement croissante, donc d’ est une distance
d’apres 1).

Pour d”, on considere g : [0,+oo[— R, x — In(1+x). On a aussi g(0) = 0, et comme
l+x+y<(14x)(1+y) alors

In(1+x+y) <In(14+x)+In(l+y) = gx+y) <glx)+g(y).

g est strictement croissante, car g'(x) = %ﬂ > 0. On en déduit donc que d” est une
distance.

b) 1l est clair que d’ < d, donc tout ouvert pour d’ est un ouvert pour d. En effet,
soit O un ouvert pour d’, alors pour tout x € O, il existe r > 0 tel que By (x,r) C O. Or,
By(x,r) C By(x,r) C O, donc O est ouvert pour d.

Inversement, considérons O un ouvert pour d et montrons qu’il est ouvert pour d’.

Soit x € O, alors il existe r > 0 tel que By(x,r) C O. Prenons 0 < € < 1L+r alors nous
d(x,
avons d'(x,z) < € < {15 = % <&=d(x,z) < 15 <r= Bg(x,€) CBy(x,r).
¢) Supposons que d et d’ soient métriquement équivalentes, alors ils existent ¢, § > 0
tels que pour tous x,y € E, ad(x,y) < d'(x,y) < Bd(x,y). Si on considere par exemple
E = R muni de la distance usuelle d(x,y) = |x—y|, alors pour x > 0 et y = 0, on obtient

ox < 1L+x = o< ljrx. En faisant tendre x vers +oo, on trouve & < 0, contradiction. Donc

d et d’ ne sont pas métriquement équivalentes.

Exercice 1.5.4. Soit (E,d) un espace métrique.

1) Montrer que toute boule ouverte est un ouvert de E.

2) Soient A et B deux parties bornées de E. Montrer que AU B est bornée avec

S(AUB) < 8(A) +8(B) +d(A,B)

Solution

1) Soit B(a,r) une boule ouverte de E de centre a et de rayon r. On a donc pour tout
x € B(a,r), d(a,x) < r. Posons ry = r —d(a,x) et montrons que B(x,r,) C B(a,r). Pour
cela, soit y € B(x,ry), donc d(x,y) < ry. Par suite, d(a,y) < d(a,x)+d(x,y) < r. Donc
y € B(a,r).
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2) Soitxg € E et x € A. Alors pour touta € A, an a

d(xo,x) < d(xp,a)+d(a,x) d(xo,a)+ 6(A)
infd(x0,a) + 5(4)

d(x0,A)+ 8(A).

IAINA

Il vient que A C B (xg,d(x0,A) + 0(A)). De méme, on obtient B C B (xo,d(xg,B) + 8(B)).
Par suite, AUB C B (x0,0(A)+ 6(B) +d(x9,A) +d(xo,B)), par conséquent AU B est
bornée.

Montrons que §(AUB) < 6(A) + 8(B) +d(A,B). Pour cela, soit x,y € AUB.

i) Si x,y € A (resp. x,y € B), alors d(x,y) < 6(A) < 6(A)+ 6(B) +d(A,B) (resp
d(x,y) <8(B) <0(A)+8(B)+d(A,B)). Par suite, supd(x,y) < J(A)+0(B)+d(A,B)

X,yEA
(resp. supd(x,y) < 8(A)+06(B)+d(A,B) ).
x,yEB

i1) Supposons que x € A ety € B (de méme si x € Bety € A). Alors pour touta € A

ettoutb € B,on a

d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y)

IA A

5(4)+8(B)+ inf d(a.b)

(B)+d(A,B).

I
>
=
+
[=7]

Donc, S(AUB) < 8(A) +8(B) +d(A,B).

Exercice 1.5.5. On considere le sous ensemble E = [0,1] U [2,4] muni de la distance
usuelle d(x,y) = |x—y|.

1) La partie A = [2,4] est-elle ouverte dans I’espace métrique (E,d) ?
2) Montrer que B = [0, 1] est une partie a la fois ouverte et fermée dans (E,d).
3) La suite x, = 4 — 37" est-elle convergente dans (E,d).

Solution

1)OnaA C E et A=B(3, %) NE, avec B(3, %) est la boule ouverte de R de centre 3
et de rayon %, donc A est ouvert dans E. Aussi, on a A = B(3, %) NE, avec B(3, %) estla
boule fermée de R de centre 3 et de rayon % donc A est fermée dans E.

2) De méme, la partie B est a la fois ouverte et fermée dans E. En effet, B c’est
I’intersection de E avec la boule ouverte (resp. fermée) de R de centre % et de rayon %

3) Il est clair que la suite (x,), C E. Si (x,), convergeait dans E vers un point a,
elle convergeait aussi dans R vers ce point. Mais dans R Ia suite tend vers 4. Comme la
limite est unique, alors a = 4, ce qui est absurde puisque 4 ¢ E.
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Exercice 1.5.6. Soient (E,d) et (E',d") deux espaces métriques, f : E — E' une appli-
cation et x € E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est continue en x € E.

b) Pour toute suite (x,) d’éléments de E qui converge vers x, la suite (f(x,)) converge

vers f(x).

Solution

a) = b). Supposons tout d’abord que f est continue en x. Fixons une suite (x,) qui
converge vers x et soit € > 0.

D’une part, il existe 1 > 0 tel que d'(f(x), f(x')) < € des que d(x,x') < 1 ; et d’autre
part il existe N € N tel que d(x,,x) < 7 pour tout n > N.

Alors, pour tout n > N, on ad'(f(x,), f(x)) < &, ce qui prouve que (f(x,)) converge
vers f(x).

Réciproquement, supposons que f ne soit pas continue en x :

Je>0,Vn >0,y ek, dx,y) <netd(f(x),fy)) > e.

Pour 1 = 1 (n € N*), on obtient une suite (y,) telle que d(x,y,) < 1, en particulier (y,)
converge vers x, mais d'(f(yn), f(x)) > €. Par conséquent, (f(y,)) ne converge pas vers

f().



CHAPITRE 2
ESPACES TOPOLOGIQUES

Dans tout ce chapitre E est un ensemble non vide.

2.1 Notion de Topologie
Définition 2.1.1. On appelle topologie sur E toute partie T de P(E) vérifiant les trois
propriétés suivantes.

(01) @ et E appartiennent a T;
(O2) L’intersection de toute famille finie d’éléments de T appartient a T,

(O3) La réunion de toute famille quelconque d’éléments de T appartient a T.

e Le couple (E,T) est appelé un espace topologique.
e Les éléments de T sont appelés les ouverts de (E,T) ou de E.

Exemples 2.1.2. 1) 7= {3, E} estune topologie sur E appelée Topologie grossiére.

2) © = P(E) est une topologie sur E appelée Topologie discréte, c’est la topologie
sur E qui possede le plus d’ouverts.

3) t={A CE/C} estfiniyU{@} est une topologie sur E.

4) t={ACR/Vx€A, I]a,b| tel que x €|a,b[C A} est une topologie sur R appelée
Topologie euclidienne ou Topologie usuelle.
5) Les espaces métriques sont des espaces topologiques.

Définition 2.1.3. Une partie A d’un espace topologique (E,T) est dite fermé si c’est le
complémentaire d’un ouvert.

Proposition 2.1.4. Soit (E,T) un espace topologique. On a les propriétés suivantes.

1) @ et E sont des fermés de E.
2) Toute réunion finie de fermés est un fermé de E.

3) Toute intersection quelconque de fermés est un fermé de E.

Remarque 2.1.5. La réunion d’une famille quelconque et méme dénombrable de fermés
n’est pas toujours fermé. Par exemple, dans R muni de la topologie usuelle :

QO ={ro,r1ysny-. } = Upen{m};

{rn} est fermé mais Q n’est pas fermé.
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2.2 Base d’une topologie, voisinages et base de voisinages

2.2.1 Base d’ouverts

Définition 2.2.1. On appelle base d’une topologie T toute partie 9 de 7 telle que, tout
ouvert O € T soit la réunion d’une famille d’ouverts appartenant a A.

Exemples 2.2.2.  [) 7T est une base de 7.
2) {{x}/x € E} est une base de la topologie discréte.
3) L’ensemble des intervalles ouverts de R est une base de la topologie usuelle de R.

Proposition 2.2.3. Pour qu’une partie % de T soit une base de 7T il faut et il suffit que
pour tout O € T et tout x € O, il existe w € A tel que x € w C O.

Démonstration. =) évident (revenir a la définition).
<) Soit O € 7. Pour tout x € O, il existe w, € A tel que x € w, C O (par hypothese).

On adonc O = Uowx, d’ou Z est une base de 7. ]
xXe

2.2.2 Voisinages et base de voisinages

Définition 2.2.4. Soit (E, 1) un espace topologique.

e On appelle voisinage d’un point x € E toute partie de E qui contient un ouvert
contenant Xx.

e On appelle voisinage d’une partie A de E toute partie de E qui contient un ouvert
contenant A.

e On désigne par O (x) I’ensemble des voisinages de x et par ¥(A) I’ensemble des
voisinages de A.

Remarque 2.2.5. Toute partie qui contient un voisinage de x (resp. de A) est un voisinage
de x (resp. de A).

Exemple 2.2.6. a) Dans E muni de la topologie grossiere, le seule voisinage d’un
point x de E est E.

b) Dans E muni de la topologie discrete, toute partie contenant x est un voisinage de
x, en particulier {x} est un voisinage de x.

Proposition 2.2.7. Pour qu’une partie v de E soit un voisinage d’une partie A de E il
faut et il suffit que v soit voisinage de tout point de A.
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Démonstration. =) évident (voir la définition d’un voisinage).
<) On suppose que pour tout x € A, v € ¥(x). Donc pour tout x € A, il existe un

ouvert O, tel que x € O, Cv.Ona O = UAOX est un ouvert tel que A C O C v. D’ou
xXe

ve D). O

Proposition 2.2.8. Pour qu’une partie A de E soit un ouvert il faut et il suffit qu’elle soit
voisinage de chacun de ses points.

Démonstration. Pour que A soit voisinage de chacun de ses points il faut et il suffit que
A € ¥(A) (voir la proposition précédente), c-a-d il existe un ouvert O tel que A C O C A
= A = 0. Donc A est un ouvert. [

Exercice 2.2.9. Soit (E,T) un espace topologique.

a) Montrer que l’intersection de toute famille finie de voisinages de x € E est aussi
voisinage de Xx.

b) Montrer que tout voisinage v de x, il existe un autre voisinage u de x tel que pour
touty € u on ait v € 9(y).

Définition 2.2.10. On appelle base (ou systeme fondamental) de voisinages d’un point
x € E toute partie S(x) de ¥ (x) telle que, tout voisinage v de x contient un voisinage w
de x appartenant a S(x) : Vv € ¥(x), 3w € S(x) tel que w C v.

Exemples 2.2.11.  a) S(x) = ¥(x).
b) S(x)={0et/xe 0O}
¢) Dans R muni de la topologie usuelle : S(x) = {]x — ,ll,x—i— rll[, neN*}
d) Dans E muni de la topologie discréte : S(x) = {{x}}.

e) Dans un espace métrique : S(x) = {B(x, 1), n € N*}; S(x) = {B(x,r), r > 0}.

2.3 Intérieur, Adhérence et Frontiere

Soient A et B deux parties d’un espace topologique E.
Définition 2.3.1. Soit x € E. On dit que x est intérieur a A si A est voisinage de x (A €

¥ (x)). L’ensemble des points intérieurs a A s’appelle Iintérieur de A et noté A ou int(A).

Proposition 2.3.2. L’intérieur A de A est la réunion de la famille (O;);cr des ouverts
inclus dans A.

Démonstration. x € A < A€ ¥(x) < Ji€l, x € O; CA (O; ouvert dans A) < x €
Uier0;. O
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Corollaire 2.3.3.  a) L’intérieur A est le plus grand ouvert inclus dans A.

b) A est un ouvert si et seulement si A = A.
c) SiA CBalors A CB.
d) ANB=ANBetAUBCAUB,
Démonstration. Se déduit de la proposition précédente. 0

Remarque 2.3.4. On n’a pas en général AUB = AUB. On peut prendre par exemple le
casde E=R, A=10,1] et B=1,2].

Ona A=]0,1] B=]1,2 et AUB=]0,1]U]1,2[#10,2[= AUB.

Définition 2.3.5. On dit qu’un point x € E est adhérent a A si tout voisinage de x ren-
contre A (Vv € ¥(x), v A # @).

L’ensemble des points adhérents a A est appelé adhérence ou fermeture de A et noté
A ou adh(A).

Exemples 2.3.6. a) Dans R muni de la topologie usuelle, I’adhérence d’un intervalle
borné quelconque de bornes a et b est [a, D).

b) Dans R I’adhérence de Q et R.

c) Si A est une partie bornée de R, infA € A et supA € A.
Proposition 2.3.7. Soit A une partie d’un espace topologique E.

1) L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.

2) L’adhérence de A est ’intersection des fermés contenant A.

Démonstration. 1) Soit F un fermé tel que A C F. Soitx ¢ F,c-a-d x € Cg c (4, il vient
que O = Cf; est un voisinage de x et ONA = @, par suite x ¢ A. D'ou A C F.
2) Montrons que A = AﬂFF (F fermé). L’inclusion A C AﬂFF est évidente. Montrons
C C

que AOFF C A. Soit x ¢ A, il existe donc v € ¥(x) tel que v A = @. Par suite, il existe
c

un ouvert O contenant x et ONA = &, donc A C (¢ = F et x ¢ F, par conséquent
x¢ N F. O
ACF

Proposition 2.3.8. 1) A est fermé si et seulement si A = A.

2)ACA, A=A et ACB=ACB.
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3) AUB=AUB et ANBCANB.

4) CA=C4 o CA=CL
Démonstration. 1), 2) et 3) sont immédiates. Montrons 4). Comme A = AﬂFF (F fermé),
C

alors CA = AUFBZ . Posons Cf = O un ouvert de E, alors CA = U0 avec O C C4, donc
c

o

4 — CA. L autre égalité est identique. O

2.4 Points frontieres, Points d’accumulation, Points isolés

Soit A une partie d’un espace topologique E.

Définition 2.4.1. Un point x € E est un point frontiére de A si x est adhérent a la fois a
Aeta C‘g. Lensemble des points frontiéres de A est appelé la frontiere de A et noté A*
ou F,(A).

Exemples 2.4.2. a) Dans R, la frontiere d’un intervalle borné de bornes a et b est
{a,b}.
b) Dans R, F.(Q) =R.
Proposition 2.4.3. 1) On a F,(A) est fermé.
2) E(C}) =F.(A).
Démonstration. Se déduit de la définition. [
Définition 2.4.4. 1) Un point x € E est un point d’accumulation de A si pour tout
voisinage v € ¥(x), vNA\ {x} # 2.
2) Un point de A est un point isolé s’il existe un voisinage v € ¥ (x) tel que v A = {x}.

Remarque 2.4.5. L’adhérence A d’une partie A est égale a la réunion de I’ensemble des
points d’accumulation de A et de I’ensemble des points isolés de A.

2.5 Espaces topologiques séparés, métrisables

Définition 2.5.1. On dit qu’un espace topologique E est séparé si pour tous points dis-
tincts x et y, ils existent u € ¥ (x) et v e O(y) tels que uNv = 2.

Exemples 2.5.2. a) Tout espace discret est séparé.

b) Tout espace métrique est séparé.

Définition 2.5.3. La topologie canonique d’un espace métrique E est celle dont une base
d’ouverts est constituée des boules ouvertes.
Un espace topologique est dit métrisable si sa topologie est induite par une distance.
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2.6 Densité topologique

Soit A une partie d’un espace topologique E.
Définition 2.6.1. 1) On dit que A est partout dense (ou dense) dans E si A = E.

2) On dit qu’un espace topologique est séparable s’il existe une partie dénombrable
A de E dense dans E (A CE etA=E).

Remarque 2.6.2. Toute partie qui contient une partie dense dans E est dense dans E.
Q
Exemples 2.6.3. a) Q et C]R sont denses dans R.
b) Dans E muni de la topologie grossiere toute partie non vide est dense.
c) Dans E muni de la topologie discrete la seule partie dense dans E est E tout entier.

Proposition 2.6.4. Pour q’une partie A de E soit dense dans E il faut et il suffit que tout
ouvert non vide de E rencontre A.

Démonstration. Soit O un ouvert non vide de E et soit x € O. Comme A = E, alors
x € A, d’oll le voisinage O de x rencontre A. Inversement, soit x € E et soit v € ¥(x),
alors il existe un ouvert non vide O de E tel que x € O C v. On a donc ONA # @ c-a-d
vﬂA#@,d’oﬁxEZ. O

2.7 Exercices
Exercice 2.7.1. On considére dans R I’ensemble ¥ C P(R) :
L={g,R}U{]—x,x[ /x€R,x>0}.

1) Montrer que X est une topologie de R.

o

2) Soient a,b € R, a > 0. Pour A = {a} et A = [a,b] déterminer A et A.

Solution
1) Montrons que X est une topologie de R.
(O;)Onao,ReX.
(O2) Onapourx >0,y >0,]—x,x[N] —yy[=] —inf(x,y),inf(x,y)[€ E.
(03) Soit (x;);er une famille quelconque de R*,..
- Si (x;);es est majorée alors .UI] — X, X;i[=] — supx;, supx;[€ L.
e
- Si (x;)ier n’est pas majorée alors 'UI] —x;,xi[= R € £, car sinon il existe un nombre
I5S]
x> 0tel que x € R\ .UI] — xj,xi[, donc x > x; pour tout i € I, impossible car (x;);cs
e

n’est pas majorée.
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2) On a lensemble des fermés est le suivant :

I'={0,R}U{] — oo, —x]U[x,+oo[/ x € RY }.

Soit F =] — oo, —x] U [x,4o0[. Onaa € F < x < a, donc
A= @Z N ] - %9 _x] U [x7+°°[:] -, _a] U [a7+°°['
x<da
De méme on a [a,b] =] — oo, —a] U [a,+oo].

Il est facile de voir que {a} = [a,b] = @.

Exercice 2.7.2. Soit T I’ensemble des parties de U'intervalle [0, 1] de la forme [0, a],
a € [0,1].

1) Montrer que T est une topologie sur [0, 1].

2) Déterminer les fermés et montrer que ([0,1],T) n’est pas séparé.

3) Soit A = [a,b], détrminer A et A.

Solution

1) Montrons que 7 est une topologie sur [0, 1].

-Onagertet|0,1[et,aveca=0eto=1.

- Solent o, 0p € [0, 1], [0, (04 [ﬂ[O, 062[: [O,inf(al,ocz)[e T.

- Soit (0 )er une famille quelconque dans [0, 1]. On a sup,; @; existe car cette famille
est majorée dans R. Donc . U [0, ai[=[0,sup o€ 7.

<o;<1
2) A est fermée si et seulement s’il existe a € [0,1] tel que C’f‘o = [0,al. Or, A =
EA
E[éo’ll[[ = E{g’f‘[[ = [a, 1], donc les fermées sont de la forme [, 1] avec a € [0, 1].

Supposons que ([0,1[,7) est séparé, alors pour tous a,3 € [0,1] , avec a # B, il
existe a,0p € [0,1] tels que o € [0,a1[, B € [0,0] et [0,a:[N]0, 2[= @, ce qui est
absurde.

3) Soit A = [, b].

- A est le plus petit fermé contenant A, donc A = [a, 1].

- A est le plus grand ouvert contenu dans A. Sia =0,A = [0,b[. Sia #0,A = 2.
Exercice 2.7.3. Soit (E, T) un espace topologique et soit 5 une partie de T.

Montrer que 9B est une base d’ouverts si et seulement si, pour tout point a € E, la
famille des éléments de 9B qui contiennent a est une base de voisinages de a.

Solution
Pour tout a € E, notons F, = {w € B/ a € w}.
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=) Supposons que A est une base d’ouverts et fixons a € E. Soit v € ¥(a) un
voisinage de a, alors il existe un ouvert O tel que a € O C v. Comme % est une base
d’ouverts, il existe donc w € Z tel que a € w C O C v, ce qui montre que F, est une base
de voisinages de a.

<) Supposons que pour tout a € E, F, est une base de voisinages de a. Soit O un
ouvert de E, alors O est voisinage de chacun de ses points, autrement dit, pour tout a € O
il existe w € F, C A tel que a € w C O. D’ou A est une base d’ouverts.

Exercice 2.7.4. Soient E un espace topologique et soit (A;)icy une famille quelconque
de parties de E.

1) Montrer que

a) NiciAi C NiciAi, b) UierA; C UiciAi,
¢) NictA; C NiclA; d) UerA; C UjcfA;.

2) On suppose que la famille (A;)ic; est finie. Montrer que

o

e) NiciAi = NiciAi, f) UierAi C UiefA;.

Solution

o

1) a) NiciA; est un ouvert contenu dans M;csA;, il est donc contenu dans chacun
des A;, donc dans Al, donc dans ﬂ,eIA

b) Pour tout i € I, A est un ouvert inclus dans A;, U,eIA est un ouvert contenu

[¢]
dans U;cjA; et donc UielA,- C UiciA,.
c¢) Pourtouti € I, A; estun fermé contenant A;, donc, NjefA; C NiefA;, d’ ol NigfA; C
NiclA;. L S -
d) Pour tout j € I, A; C Ujc/A;, donc Aj CUjcfA; et donc UjcjA; C UicfA;.
o
2) e) Lorsque I est fini, NM;czA; est un ouvert et il est contenu dans N;csA;, donc il
[0

o
—_—

— (o]
est contenu dans N;c;A;. Comme on a déja montré que N;c;A; C NicsA;, on en déduit
I’égalité.
f) Lorsque I est fini, UiciA; est un fermé, qui contient UjejA;, donc il contient
UjezA;. Comme on a déja montré que UictA; C UicsA;, on en déduit I’égalité.

Exercice 2.7.5. Soient E un espace topologique et A une partie de E.
1) Montrer que A est ouvert si et seulement si, pour toute partie Bde E, ANB C ANB.

2) On suppose que A est un ouvert de E et B une partie de E.
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a) Montrer que si B est dense dans E, alors A = ANB.
b) Montrer que si A et B sont denses dans E, alors AN B est dense dans E.

Solution

1) Supposons que A est ouvert et soit x € AN B, alors on a A € ¥(x). Soit v € ¥ (x)
quelconque, donc vNA € ¥ (x), et puisque x € B alors vNNANB # &, d’ol x € ANB.

Inversement, si AN B C ANB pour toute partie B de E, alors pour B = C/g on a

AﬁC‘g C AOC‘;‘; = O, et puisque E%‘ = C/g alors ANC4 = @. Donc A = A et A est un
ouvert.

2) a) Supposons que B est dense dans E et montrons que A = AN B. Comme B = E
etANBCANBd’apes 1), alors ANE CANB, c-2-dA C ANB, donc A C AN B. D’autre
part,onaANB CA, c-a-d ANB C A, on en déduit donc que A=ANB.

b) D’apres a), si B est dense alors A =ANB, et Comme A est dense alors E = A =
ANB, d’ou le résultat.

Exercice 2.7.6. Pour toute partie A de I’espace topologique (E, ) on pose a(A) = A et

B(4) = 4.
1) a) Montrer que A C B= 0/(A) C a(B) et B(A) C B(B)
b) Montrer que si A est ouvert, on a A C a(A) et si A est fermé, on a B(A) C A.
¢) En déduire que pour toute partie A de E, a(a(A)) = a(A) et B(B(A)) = B(A).

2) Montrer que si U et V sont deux ouverts tels que U NV = O, alors on a aussi
oaU)na(V)= 2.

Solution

o o ° o o o

1) a) Ona A C B implique que A C B et A C B ou encore A C B et A C B, donc
a(A) C a(B) et B(A) C B(B).

b) Ona A C A implique que A C A, et comme A est un ouvert alors A = A C A, donc
AC aA).

o

De méme, on a A C A implique que A C A = A (A est fermé), donc B(A) C A.

c) a(A) = A est un ouvert, alors d’aprés a) on a a(A) C o(a(A)). D’autre part,

o(A) =ACA,donc A CAetencore A C A, d ot ar(at(A)) C a(A).
De méme, on a 3(A) = A est un fermé, alors d’apr3 b), B(B(A)) C B(A). D autre

o o

part, ACA=[3(A),donc A C Aetencore A CA,d ot f(A) C B(B(A)).
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2) Montrons que si U et V sont deux ouverts disjoints alors a(U) et o (V) sont
disjoints.
Pulsque U estun ouvert d’apres I’ exercwen ona U ﬂV cUNV =g, et comme

e} (e}

UﬂVCUﬂValorsUﬂV <. De méme, onaVﬂUCVﬂU @, etcomme VNU C
VﬂU,alorsVﬂU-@,cada(U)ﬂa(V)—Q.



CHAPITRE 3
APPLICATIONS CONTINUES ET HOMEOMORPHISMES

3.1 Applications continues

Soient E, F et G trois espaces topologiques et f une application de E dans F.

Définition 3.1.1. f est continue en un point xo € E si pour tout voisinage v de f(xg) il
existe un voisinage u de xo tel que f(u) Cv (< uC f~1(v)).
On dit que f est continue sur E si elle est continue en tout pont de E.

Exemples 3.1.2.  a) Toute application constante de E dans F est continue sur E.
b) idg : x — x est continue.
c) Si E est discret, toute application f : E — F est continue.

d) Si F est grossiere, toute application f : E — F est continue.
Théoreme 3.1.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) f est continue sur E.

2) Pour toute partie A C E, ona f(A) C f(A).
3) L’image réciproque par f de tout fermé w de F est un fermé de E.

4) L’image réciproque par f de tout ouvert O de F est un ouvert de E.

Démonstration. 1) = 2). Soit A C E. Pour tout x € A et tout v € 9(f(x))ona f~1(v) €
¥ (x) (la continuité de f), et comme x € A alors f~!(v)NA # @, donc v f(A) # @. 11
vient que f(x) € f(A) et par conséquent f(A) C f(A).

2) = 3). Soit w un fermé de F, montrons que A = f~!(w) est un fermé de E. On a
f(A) = f(f~1(w)) Cw; d’apres 2) f(A) C f(A) Cw, donc A C A, d’ob A est fermé.

3) = 4). Soit O un ouvert de F, on a (% est un fermé de F, donc f~'(C9) est un
fermé de E, donc C7, ) _ £71(C2) est un fermé de E, d’ott £~1(0) est un ouvert de E.

4) = 1). Soit xg € E et soit v € ¥(f(xp)), alors il existe un ouvert O de F tel que
f(x0) € O C v. Tl vient que {xo} C f~1(0) € f~'(v), or f~1(0) est un ouvert, donc
F~1(v) € ®(x0), d’olr f est continue en xq et par conséquent f est continue sur E. [

Proposition 3.1.4. Soient f : E — F et g: F — G deux applications. Si f est continue
sur E et g est continue sur F alors go f est continue sur E.

Démonstration. Soit x € E. Montrons que go f : E — G est continue en x. Pour cela,

soit v € B (go f(x)), alors g~ (v) € B(F(x)) et (7' (v) = (g0 f)~}(v) € B(x), b
go f est continue. [
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3.2 Applications ouvertes, fermées et homéomorphismes

Définition 3.2.1. @) On dit que f est ouverte si l'image par f de tout ouvert de E est
un ouvert de F.

b) On dit que f est fermée si I’'image par f de tout fermé de E est un fermé de F.

Définition 3.2.2. f est un homéomorphismes de E dans F si f est une bijection bi-
continue, c-a-d telle que f et £~ sont continues.
On dit que E et F sont homéomorphe s’il existe un homéomorphisme de E dans F.

Proposition 3.2.3. Soient E et F deux espaces topologiques. On suppose que F est
séparé. Si pour tous x,x' € E, avec x # X/, il existe une application continue f de E dans
F vérifiant f(x) # f(x'), alors E est séparé.

Démonstration. Soient x # x' dans E et f : E — F continue telles que f(x) # f(x/).
Soient v € ¥(f(x)) et VvV € B(f(x')) tels que vV = &. Comme f est continue, alors
v evkx), F1V)ed()etona f 1) N1V =1 vny) = 2. O

Corollaire 3.2.4.  a) Soient E et F deux espaces topologiques avec F est séparé. S’il
existe une injection continue de E dans F, alors E est séparé.

b) Tout espace homéomorphe a un espace séparé est séparé.

3.3 Comparaison de topologies

Soient 7; et T, deux topologies sur E.

Définition 3.3.1. On dit que t; et T, sont comparables si T} C Ty ou T C T;. Si 71 C 1,
on dit que T; et moins fine que T, ou encore T, et plus fine que T;, on note T; =< 7.

Exemple 3.3.2. La topologie grossiere est la moins fine de toutes les topologies sur E et
la topologie discrete est la plus fine de toutes les topologies sur E.

Proposition 3.3.3. 7; et moins fine que 7, si et seulement si idg : (E,72) — (E,T;) est
continue.

Démonstration.

idg estcontinue < YO € 1y, idz'(0) € 1
& VOer,0en
= T C .

]

Remarque 3.3.4. Une application continue de E dans F reste continue si on remplace
la topologie de E par une topologie plus fine ou la topologie de F par une topologie
moins fine.
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3.4 Sous-espace topologique

Soient (E, T) un espace topologique, A une partie de E et soit i I’injection canonique
de A dans E, i : A — E, x — x. L’ensemble des topologies sur A qui rendent continue
I’injection canonique i n’est pas vide, la topologie discrete lui appartient.

Définition 3.4.1. On appelle Topologie induite par T sur A la topologie T la moins
fine parmis celles rendant continue ’'injection canonique. (A,T) s’appelle sous-espace
topologique (ou sous-espace) de E.

Dans la suite de ce paragraphe A est supposé muni de la topologie induite.

Proposition 3.4.2. Les ouverts dans A sont les traces sur A des ouverts de E, c-a-d
T={0NA/ O e t}.

Démonstration. T est une topologie sur A (immédiate).
Pourtout O € T,onai '(0)=0NAE€T,doui:(A,T)— (E,t) est continue.
Soit 7’ une topologie sur A telle que i : (A, T') — (E, T) soit continue. Soit ONA € T
avec O € T. Alorsona ONA =i~ '(0) € T’, donc T’ est plus fine que 7. O

Proposition 3.4.3. Les fermés de A sont les traces sur A des fermés de E.

Démonstration. Soit F4 1’ensemble des fermés de A, on a alors w € Fy < EX est un
ouvert de A <> il existe O ouvert de E tel que [ = ONA & w= EX“A = Cg NA (Cg est
un fermé de E). [

Proposition 3.4.4. Soient (E, T) un espace topologique, A et B deux parties de E telles
que B C A. L’adhérence B'deB par rapport a A est égale a la trace sur A de I’adhérence
B" de B par rapport a E.

Démonstration. Soit {F;/ i € I} I'ensemble de tous les fermés de E contenant B, alors
{FiNA/ i€ I} est]’ensemble des fermés de A qui contiennent B, d’out

B' = Nici(FNA) = (NicF)NA =B" NA.
]

Proposition 3.4.5. Tout sous-espace topologique d’un espace topologique séparé est
séparé.

Démonstration. Soit A un sous-espace d’un espace E séparé. On ai: A — E I’injection
canonique est continue, on applique donc le corollaire précédent (corollaire[3.2.4]) [
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3.5 Produit fini d’espaces topologiques

Soient (E;, 7;), 1 <i < n, des espaces topologiques et E = E| X ... x E, =[]}, E; le
produit Cartésien.

Définition 3.5.1. On appelle ouvert élémentaire de E toute partie de E de la forme
P =TI~ O;, oit O; est un ouvert quelconque de E;.

Remarque 3.5.2. L’intersection de deux ouverts élémentaires est un ouvert élémentaire.
En effet, si P=T]"_, O; et P’ =TI}, O} alors, PONP' =TI}, 0;N O,

Proposition 3.5.3. L’ensemble des réunions d’ouverts élémentaires de E définit une
topologie sur E dite Topologie produit sur E.

Démonstration. Soit T = { des réunions d’ouverts élémentaires de E}. Les propriétés
(0;) et (0O3) sont évidentes.

Pour (0;) : Soient A = Ujc Pj et B = UkGKPIQ’ avec les P; et les P, sont des ouverts
élémentaires de E. On a

ANB = (UjesPj) N (Urex B) = U(joyesxkxPi N B
Or, pour tout (j,k) € J x K, P; N P est un ouvert élémentaire de E, doncANB € 1. [

Théoreme 3.5.4. Soit x = (x1,...,x,) € E, alors I’ensemble des parties de E de la forme
[T7 vi, ot vi € ¥ (x;) est un systéme fondamental de voisinages de x pour la topologie
produit.

Démonstration. Soit v =[], v;, avev v; € ¥(x;), alors pour tout i € {1,...,n}, il existe
w; ouvert de E; tel que x; € w; C v;. Par suite, x € [T'_; w; C v, c-a-d v contient un ouvert
élémentaire contenant x, donc v est un voisinage de x.

Inversement, soit v € ¥(x), il existe donc un ouvert O de E tel que x € O C v. Or,
O est une réunion d’ouverts élémentaires de E, il existe donc un ouvert élémentaire
P =TT’ ,witel que x € P C O C v. Il suffit de prendre pour chaque i =1,...,n,v; =w; €
ﬁ(xi). OJ

Remarque 3.5.5. Pour tout i € {1,...,n}, soit pr; la projection de E sur E; (x — x;),
alors pr; est continue.

Proposition 3.5.6. Soient F' un espace topologique et f une application de F vers E =
[T\, Ei. Pour que f soit continue en un point a € F il faut et il suffit que les applications
coordonnées f;: F — E;, x — fi(x) soient continues en a.

Démonstration. =) Pour tout i € {1,...,n}, fi = pr;o f est continue en a comme com-
posée de deux applications continues.

<) Soit v un voisinage de f(a) dans E, alors v contient un ouvert élémentaire P =

", w;i contenant f(a). Par suite, on a pour tout i € {1,...,n}, w; est un ouvert de E; et



26

contient f;(a), donc ;"' (w;) est un voisinage de a dans F, d’ott f~1(P) = ", £ (wy)
est un voisinage de a dans F. Par conséquent, f~!(v) D f~!(P) est un voisinage de a
dans F', ce qui montre que f est continue en a. [

Proposition 3.5.7. Tout produit fini E = []i_, E; d’espaces topologiques séparés et sé-
paré.

Démonstration. Soient x et x’ deux éléments de E tels que x # X/, alors il existe i €
{1,...,n} tel que pri(x) # pr;(x'). Comme pr; : E — E;, x — x;, est continue et E; est
séparé, alors E est séparé. [

3.6 Limites et continuité dans un espace topologique

Définition 3.6.1. Soient (x,),cry une suite d’éléments d’un espace topologique E et { €
E. On dit que (x)nen tend vers € (ou converge vers () si pour tout voisinage v € ¥ ({), il
existe ng € N tel que x,, € v pour tout n > ny. On note { = lirJrrl Xp.

n——+oo
Proposition 3.6.2. Si E est un espace topologique séparé, alors la limite d’une suite si
elle existe est unique.

Démonstration. Soient £ # ¢’ deux limites d’une suites (x,),cny C E. Comme E est sé-
paré, alors il existe deux voisinages v € ¥(¢) et v € ¥(¢) tels que vNY = &. On a

¢= lim x, implique qu’il existe ny € N tel que pour tout n > ng, x, € vet £ = lim x,
n——+oo n——+oo

implique qu’il existe n; € N tel que pour tout n > ny, x, € v'. Impossible. [
Théoreéme 3.6.3. Soient E un espace topologique, A une partie de E et x € E.

1) Pour que x soit adhérent a A, il suffit qu’il existe une suite de points de A qui
converge vers X.

2) Si E est métrisable (ou plus généralement tout point de E admet une base dénom-
brable de voisinages) cette condition est nécessaire.

Démonstration. 1) Soit (x,),en une suite de points de A convergeant vers x et soit
v € ¥(x), alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a x, € v, c-a-d pour
tout n > ng, x, € v A, donc vNA # O etx € A.

2) soit x € A et soit (V) ey un systéme fondamental dénombrable de voisinages de
x (on peut supposer que (v,)nen est décroissante, car sinon on prend uy = vy et
up, = N yv;). On a v,NA # &. On considere pour chaque n € N, x, € v, NA,
ainsi on obtient une suite (x,),cn de point de A qui converge vers x. En effet, si
v € ¥(x), alors il existe ng € N tel que v,,, C v pour tout n > ng, donc x,, € v pour

tout n > ng, d’ou lim x, = x.
n— oo

]
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Corollaire 3.6.4. Dans un espace topologique métrisable E, si la limite de toute suite
de points d’une partie A C E appartient a A, alors A est fermé.

Définition 3.6.5. Soit (x,),en une suite d’éléments d’un espace topologique E. On dit
qu’un élément a € E est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen Si pour tout voisi-
nagev € ¥(a), ona {n € N/ x, € v} est infini.

Remarque 3.6.6. Pour tout n € N, on pose A, = {xy/ k > n}. Alors, a est une valeur

d’adhérence de (xp)nen Si et seulement si o, € ﬂNAn.
ne

Exemples 3.6.7. a) Si E =R et x, = (—1)", alors les valeurs d’adhérence sont —1
et 1.

b) SiE=Retx,=n,iln’yapas de valeur d’adhérence.

c) La limite d’une suite convergente est une valeur d’adhérence, c’est la seule valeur
d’adhérence si E est séparé.

Théoreme 3.6.8. Soit (x,),cN une suite de points d’un espace métrique (E,d), alors
o € E est une valeur d’adhérence de (x,)ncn si et seulement si o est la limite d’une
sous-suite (X, )keN de (Xp)neN.

Démonstration. =) Si a est une valeur d’adhérence de (x,),cn, On peut construire par
récurrence une suite strictement croissante (n); d’entiers telle que pour tout k > 1,
xn, € B(a, %) En effet,

Pourk=1,ona{x,/n>1}NB(a,l)# @. Soit n; > 1 telle que x,, € B(a, 1).

Pourk > 1,ona{x,/n>mn_ 1 }NB(a,1) # . Soit nj. > ny_; telle que x,, € B(ax, 7).

On obtient donc une sous-suite (xp, )xen qui converge vers o.

<) (Il est valable pour tout espace topologique) Si @ est limite d’une sous-suite
(X4, )keN, alors pour tout v € ¥(ar), il existe ko € N tel que pour tout k > ko, x,, € v. 1l
existe donc une infinité d’entiers n tels que x;,, € v, donc o est bient une valeur d’adhé-
rence de (X ) eN- O

Définition 3.6.9. Soient E et F deux espaces topologiques, A C E et f : A — F une

application. Soit a € A, on dit que f(x) converge vers { € F, quand x tend vers & par

valeur dans A et on note 1i_>rr& f(x) = £, si pour tout voisinage v € O({), il existe un
X

xX€A

voisinage u € ¥(o) dans E tel que f(uNA) C v.

Remarque 3.6.10. Si @ € A, on a f est continue en Q. si et seulement si lirrét fx)=f(a).
x—

XEA

Proposition 3.6.11. Soit A une partie d’un espace métrique (E,d), F un espace topo-
logique et f : A — F une application. Soit & € A et { € F. Pour que lii?xf(x) =/1il
X
X€EA
faut et il suffit que pour toute suite (x,),cN de points de A convergeant vers o on ait

Hm f(x,) = L.

n——+oo
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Démonstration. =) Soit (x,),en C A telle que lil}_l X, = . On va montrer que lim f(x) =
n— oo X—0

¢ = lim f(x,) = ¢. Pour cela, soit v € ¥ (¢), par hypothese il existe u € ¥(ct) tel que

n—y+oo
f(uNA) Cv. or, il existe nyg € N tel que pour tout n > ng, x, € u, donc x, € uNA pour

tout n > ng, c-a-d f(x,) € f(uNA) C v pour tout n > ng, d’out liT f(x,) = £ (vraie dans
n—r—+oo

tout espace topologique).

<) On veut montrer que, pour tout voisinage v € ¥(¢), il existe u € ¥(ct) tel que
f(uNA) C v. Pour cela, on suppose qu’il existe v € ¥ (¢) tel que pour tout u € (),
f(uNA) n’est pas inclus dans v, donc en particulier pour u = B(c, %), ona f(B(a, ,ll) NA)
n’est pas inclus dans v pour tout n > 1, ce qui veut dire que f(x;,) ne converge pas vers
¢. Contradiction. O]

Corollaire 3.6.12. Pour qu’une application f soit continue sur un espace métrique
(E,d) il faut et il suffit que pour toute suite (x,),en C E qui converge vers a € E, on a

lim f(x,) = f(o).

n—+oo

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la remarque et la proposition précédentes. [

3.7 Exercices

Exercice 3.7.1. On considére un ensemble E = {a,b,c} a trois éléments distincts. Pour
in formation, ’ensemble E peut étre muni de 29 topologies distinctes.

Construire sur E deux topologies T et T, qui sont toutes deux distinctes de la topolo-
gie discrete et de la topologie grossiére, et qui sont ajustées de facon a ce qu’il n’existe
pas d’homéomorphisme entre (E, T) et (E,T').

Solution

On peut prendre T = {&,{a},{a,b},E} et T = {{a},{a,b},{a,c},E}. Comme T
contient 4 ouverts tandis que 7’ en contient 5, les espaces topologiques (E, T) et (E, ')
ne peuvent pas étre homéomorphes.

Exercice 3.7.2. Soient E et F deux espaces topologiques et f : E — F une applica-
tion. Pour tout xy € E, soient S(xq) et S(f(xo)) deux bases de voisinages de xg et f(xg)
respectivement. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalents :

1) f est continue en xy.
2) Pour tout vV' € S(f(x0)) il existe u' € S(xo) tel que f(u') C V.
3) Pour toutv' € S(f(x0)), f~1(V) € ¥ (xp).

Solution

1) = 2). Soit v/ € S(f(x0)) C ¥(f(x0)), comme f est continue en xo, il existe u €
¥ (x0) tel que f(u) C V', et puisque u est un voisinage de x il existe u’ € S(xp) tel que
u' Cu.Onaalors f(u') C f(u) CV.
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2) = 3). SoitV' € §(f(x0)), d’apres 2) il existe u’ € S(xp) tel que f(u’) C V' ou encore
W C 1), don f71(V) € B (xg) (F (V) n’est pas nécessairement dans S(xp)).

3) = 1). Soit v un voisinage de f(xg), alors il existe v/ € S(f(xo)) tel que v/ C v, et
d’aprés 3) onau= f~1(v') € ®(x0), donc f(u) = f(f~1 (V') Vv Cw.

Exercice 3.7.3. Soit A un sous-espace topologique d’un espace topologique E. Montrer
que les voisinages d’un point x € A sont les traces sur A des voisinages de x dans E.

Solution

Soient ¥4 (x) I’ensemble des voisinages de x dans A et ¥(x) I’ensemble des voisi-
nages de x dans E. Soit v € U4(x), alors il existe O un ouvert de E tel que x € w =
ONA C v. Considérons u = vU O qui appartient a ¥(x), alors ona uNA = v.

Réciproquement, soit v =uNA avec u € ¥(x). Alors il existe un ouvert O de E tel
quex € O Cu,doncv=unADONA,douve Vy(x).

Exercice 3.7.4. Soient E et F deux espace topologiques, avec F est séparé, f et g deux
applications continues de E dans F.

1) Montrer que G = {x € E/ f(x) = g(x)} est fermé dans E.

2) Déduire que s’il existe une partie A dense dans E telle que f(x) = g(x) pour tout
x €A, alors f = g.

Solution

1) Montrer que G est un fermé revient a montrer que Cg est ouvert. On va donc
montrer que ¢ est voisinage de chacun de ses points. Soit x € (%, alors f(x) # g(x).
Comme F est sépaé, ils existent deux ouverts u € ¥(f(x)) et v € ¥(g(x)) tels que unN
v = . De plus, f~!(u) et g~'(v) sont des ouverts, car f et g sont continues, et x €
F~Yu)ng='(v). Montrons que O = f~!(u)Ng=!(v) c LY. Soit a € O, alors f(a) € u
et g(a) € v. Orunv =@, donc f(a) # g(a), ce qui prouve que a € C. 1l en résulte que
xe0C Cg. Il vient donc que Eg est un ouvert et G fermé.

2) f(x) = g(x) pour tout x € A implique que A C G, par suite A C G = G. Comme
A=E,alors E C G,donc f =g.

Exercice 3.7.5. Soient E et F deux espaces topologiques et f : E — F une application.
Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est continue.

2) Pour toute partie Bde F, f~'(B) C f~1(B).

3) Pour toute partie Bde F, f~1(B) C f~(B).
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Solution
1) = 2) On a B C B implique que f~'(B) C f~!(B), et puisque que f est continue

sur E, alors f~!(B) est un ouvert, il vient donc que f~'(B) = f~1(B) c f~!(B).

o
e} —_—

1/ p 17
2) = 3) Supposons que f~1(B) C f~1(B), alors C£ ) - E{; ®) ce qui implique

que E};_] ) £~ 1(C8), ce qui implique encore que f~1(C8) C f~! (@) Ainsi, en posant
B' = (&, on obtient f~1(B') C f~1(B).

3) = 1) Montrons que f est continue. Pour cela, soit w un fermé de F, d’apres 3),
ona f~!(w) C f1(w)=fYw), donc f~(w) = f~1(w) c-a-d f~!(w) est frmé et f
est continue.

Exercice 3.7.6. Soit E un ensemble non vide et soient d et d' deux distances sur E.

1) Montrer que d et d' sont métriquement équivalentes si et seulement si I’application
identité idg : (E,d) — (E,d") est bilipschitzienne (idg et idg " sont lipschitziennes).

2) Montrer que d et d' sont topologiquement équivalentes si et seulement si I’appli-
cation identité idg : (E,d) — (E,d") est un homéomorphisme.

Solution

1) L’application idg : (E,d) — (E,d’) est lipschitzienne équivaut a I’existence d’une
constante k > 0 tel que d’ < kd. De méme son application inverse id; ' : (E,d") — (E,d)
est lipschitzienne équivaut a I’existence d’une constante £ > 0 tel que d < /d’. Par consé-
quent, idg : (E,d) — (E,d’) est bilipschitzienne si et seulement s’il existe k,¢ > 0 tels
que 7d < d' < kd.

2) L application idg : (E,d) — (E,d’) est continue si et seulement si I'image ré-
ciproque de tout ouvert de (E,d’) est un ouvert de (E,d), ce qui revient a dire que
Ty C T4. De méme on a idg ' : (E,d') — (E,d) est continue si et seulement si 7y C 7.
Par conséquent, idg est un homéomorphisme si et seulement si T; = Ty, c-a-d d et d’
sont topologiquement équivalentes.

Exercice 3.7.7. Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E.

1) Montrer que pour tout x € A, d(x,A) = 0 si et seulement si x € A et que d(x,A) =
d(x,A).

2) Montrer que I’application x — d(x,A) de E dans R est uniformément continue (on
pourra montrer qu’elle est lipschitzienne).

Solution
1) Dans un espace métrique, x € A si et seulement s’il existe une suite (x,),cn dans A

telle que ngrrl d(x,,x) = 0. Il en résulte immédiatement que d(x,A) = 0 si et seulement
n oo

six€A.
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Montrons que d(x,A) = d(x,A).OnaA C A, donc d(x,A) > d(x,A). Reste 2 montrer
que d(x,A) > d(x,A) ou encore pour tout » > 0, d(x,A) +r > d(x,A). Fixons un tel r > 0,
etsoity € A tel que d(x,y) <d(x,A)+ 5. commey € A, il existe z € A tel que d(z,y) < 5.
Par suite, d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) < d(x,A) +r. D ot le résultat en passant a 1’inf.

2) 1 suffit de montrer qu’elle est 1-lipschitzienne. On a pour touta € A et x,y € E,
d(x,a) < d(x,y) +d(y,a). En passant a I’inf & gauche, on obtient d(x,A) < d(x,y) +
d(y,a) et en passant a I’inf a droite, on obtient d(x,A) — d(y,A) < d(x,y). En inversant
les roles de x et y, on obtient |d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y).

Exercice 3.7.8. Soit E un espace topologique. Montrer que les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) E est séparé.
2) Pour tout x € E, 'intersection des voisinages fermés de x est égale a {x}.

3) La diagonale A = {(x,x)/ x € E} de E X E est fermé (E X E est supposé muni de
la topologie produit).

Solution
1) = 2) Soit A = N,cy(x)v (v fermé). On a {x} C A. Montrons que A C {x}, ce qui

revient a montrer que CI{EX} C C‘g.

Soit x' € BI{EX} , donc x # X’ et par suite il existe deux voisinages ouverts u € ¥ (x) et
/ / r_ . Cu’ C”/ .. . .

u' € ¥(xX) tels que uNu’ = @, c-a-d x € u C U, donc LY, est un voisinage fermé de x qui
ne contient pas ¥’ = x' ¢ A, d’ou ¥’ € (4.

2) = 3) Montrons que (2, ; est ouvert. Soit (x,x') € (2, 5, alors x # x". D’apres 2),
X ¢A= Myew(x)v (v fermé). Il existe donc un voisinage fermé v de x tel que X dv=
x' € Cy, d’ott v x O} est un voisinage de (x,x’) et v x O}, € (2, 5.

3) = 1) Soit x # ¥, donc (x,x') ¢ A= (x,x’) € 03, 5 qui est un ouvert, il existe donc
un ouvert O x 0" de E X E tel que (x,x') € Ox O’ C CéxE, c-a-d ONO' = @, donc E est
séparé.

Exercice 3.7.9. Un espace topologique est dit irréductible si deux ouverts non vides ont
toujours un point commun. Soit E un espace topologique et A C E. Montrer qu’il y a
équivalence entre

a) A est irréductible (pour la topologie induite).

b) Pour toute famille finie (F;);cy de fermés de E tel que A C UjerF;, il existe i € I tel
que A C F,.

c) SiU etV sont deux ouverts de E rencontrant A alors U NV rencontre A.

d) A estirréductible.
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Solution

a) = b) Supposons que A est irréductible. Soient F} et F, deux fermés de E tels que
ACFIUP.

-SiANF =9 ouANF, =, c’est fini.

-SiIANFI# D et ANF, # 3, alorsAﬁEg1 # etAﬁ[Ig2 # . On aAﬁ[:Z1 et
ANCE sont deux ouverts de A et comme A est irréductible, alors AN Ch N2 # @, par
suite AN Ug‘ P2 =+ &. Impossible car A C Fj UF;.

b) = c¢) Soient U et V deux ouverts tels que ANU # @& et ANV # &. Supposons
que UNVNA=,donc A C Cg”V = Cg U Cg. D’apres I’hypothese, A C Eg ouA c CY,
doncANV =g ouANU = &, absurde.

c) = d) Soient UNA # @ et VNA # @ deux ouverts de A, avec U et V sont deux
ouverts de E.Ona UNA # @ = UNA # @, car sinon, on a U NA C UNA = @ (voir
I’exercice[2.7.5).

De méme, VNA# @ = VNA#@.Dapresc), UNVNA# @, donc UNVNA # @.

d) = a) Soient U et V deux ouverts de E tels que U NA # @ et VNA # &, donc
UNA#@etVNA+#D.Dapresd), UNVNA# @, donc UNVNA # 2.

Exercice 3.7.10. Soit E un ensemble et d une application de E x E dans R telle que
(a) Y(x,y) €eEXE, d(x,y)=0<x=y.
(B) V(x,y) €EXE, d(x,y) =d(yx).
(y) Y(x,y,2) €EEXEXE, d(x,z) <sup(d(x,y),d(y,2)).

1) Montrer que l’application d est une distance sur E. Une telle distance est appelée
distance ultramétrique.

2) Soient x,y,z trois points de E tels que d(x,y) # d(y,z). Montrer que d(x,z) =
sup (d(x,y),d(y,2)).

3) Soient x € E et r > 0. Montrer que la boule fermée B(x,r) est un ensemble ouvert
et que pour tout y € B(x,r), la boule fermée B(y,r) est égale a B(x,r).

4) Soient x € E et r > 0. Montrer que la boule ouverte B(x,r) est un ensemble fermé
et que pour tout'y € B(x,r), la boule ouverte B(y,r) est égale a B(x,r).

Solution
1) On va montrer que d vérifie I’'inégalité triangulaire. Comme d prend des valeurs
positives, il est clair que

Vx,y,z € E, d(x,z) < sup(d(x,y),d(y,z)) <d(x,y)+d(y,z).

2) Puisque d(x,y) # d(y,z), on suppose d(x,y) < d(y,z). D’apres la propriété (y),
d(x,z) <d(yz) et d(y,z) <sup(d(y,x),d(x,z)). Mais comme d(y,x) < d(y,z), alors
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la deuxieéme inégalité est forcément d(y,z) < d(x,z), ce qui joint a la premiére donne :
d(x,z) = d(y,z) = sup(d(x,y),d(y,2)).

3) Si y est un élément de B(x, r) et z un élément de E tel que d(y,z) < §,onad(x,z) <
sup(d(x,y),d(y,z)), donc z € B(x,r). Ceci prouve que la boule ouverte B(y, 5) C B(x,r)
et par suite B(x, r) est voisinage de chacun de ses points, donc c’est un ouvert de E.

Soit maintenant y € B(x,r). Siz € B(x,r),onad(y,z) < sup(d(y,x),d(x,z)) < r, donc
z € B(x,r) et B(x,r) C B(y,r).

Inversement, soit u € B(y,r). Onad(x,u) < sup(d(x,y),d(y,u)) < r,donc u € B(x,r)
et B(y,r) C B(x,r). Par conséquent, B(x,r) = B(y,r).

4) On va montrer que B(x,r) contient tous ses points d’accumulation. Soient (ay),
une suite convergente d’éléments de B(x,r) et a la limite de cette suite. On a pour tout

neN,d(x,a,) <r.Comme a = lima,, il existe ny € N tel que d(a,a,,) < 5. On a alors,
n—roo

d(x,a) < sup(d(x,an,),d(an,,a)) < r, ce qui prouve que a est un élément de B(x,r) qui
est donc une partie fermée de E.
Une démonstration analogue a celle de la question 3) montre que B(x,r) = B(y,r).



CHAPITRE 4
ESPACES TOPOLOGIQUES COMPACTS, CONNEXES

4.1 Espaces compacts

4.1.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 4.1.1. e Soit E un ensemble et (A;);cs une famille de parties de E. On dit
que (A;)ics recouvre E (ou constitue un recouvrement de E) si UjcjA; = E.

o Si (A;j)ier est un recouvrement d’un ensemble E, une sous-famille (A;)icy (J CI)
de la famille (A;)ic1, qui est elle méme un recouvrement de E s’appelle un sous-
recouvrement de E du recouvrement (A;)icy.

e Un recouvrement (A;)icy d’un ensemble E est fini si I’ensemble d’indices I est fini.

e Lorsque (E,T) est un espace topologique, un recouvrement de E constitué d’ou-
verts de E s’appelle un recouvrement ouvert de E.

Définition 4.1.2. Soit E un espace topologique. On dit que E satisfait la propriété de
Borel-Lebesgue si

« De tout recouvrement ouvert de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini».

Autrement dit :
V(0,)ier une famille d’ouverts de E telle que U;c;O; = E, 3J C I, avec J fini, tel que
UiesO; = E.

Définition 4.1.3. Un espace topologique (E,T) est dit compact si :
1) E est séparé.
2) E vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Exemples 4.1.4.  a) Si E est fini et muni de la topologie discréte, alors E est compact.
En effet, E est bien séparé et si E = U;cjO;, alors pour tout x € E, il existe i, €
tel que x € O;, = E = U,cgO;, qui est un recouvrement fini.

b) Si E est infini et discret, alors E n’est pas compact, car du recouvrement de E par
la famille d’ouverts ({x})xcE on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini.

¢) R muni de la topologie usuelle n’est pas compact, car du recouvrement constitué
de (] — n,n[),en+ on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini (sinon R serait
borné).
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Proposition 4.1.5. Un espace topologique E est compact si et seulement si
- E est séparé.

- De toute famille de fermés de E dont [’intersection est vide on peut extraire une
sous-famille finie dont l’intersection est vide. Autrement dit :

V(F})icr une famille de fermés de E qui est telle que NiciF; = @, 3J C I avec J fini
tel que NicyF; = @

Démonstration. Immédiate (par passage aux complémentaires dans E). [

Définition 4.1.6. Une partie A d’un espace topologique E est une partie compacte de E
si le sous-espace topologique A de E est compact. On dit que A est compacte dans E ou
que c’est un compact de E.

On dit qu’une partie A de E est relativement compacte si A est compact.

Proposition 4.1.7. Soit E un espace topologique séparé. Pour qu’une partie A de E soit
compacte dans E il faut et il suffit que, pour toute famille (O;)ic; d’ouverts de E telle
que A C Ujcj0;, il existe J C I, avec J fini, tel que A C Uicj0;.

Démonstration. E est séparé, donc A est séparé.

=) Soit (0;);er une famille d’ouverts de E telle que A C U;c;0;, alors on a A =
ANUicr0; = Uie/(AN O;). Comme A est compacte, il existe J C I, avec J fini, tel que
A= U,‘EJ(A N 0,’) = ANU;cj0;, donc A C Ujcj0O;.

<) Soit (W;)ier = (O;iNA);ecr un recouvrement de A par une famille d’ouverts de A,
c-a-d A = Uie(0;NA), donc A C UjesO;. Par I’hypothese, il existe J C I (J fini) tel que
A C UiejOi, ce qui montre que A = Ujc; (AN O;) = Uje Wi, d’olt A est compacte. O

Remarque 4.1.8. Si E est un espace topologique et B C A C E, avec A et B sont deux
parties de E, alors B est compact dans A si et seulement si B et compact dans E. En effet,
les topologies de E et de A induisent la méme topologie sur B.

4.1.2 Propriéités des espaces topologiques compacts

Définition 4.1.9. Soit E un espace topologique. On dit que deux parties A et B de E sont
topologiquement disjoints, s’il existe vy € O(A) et vg € ¥(B) deux voisinages disjoints
de A et B tels que v Nvp = @.

Exemple 4.1.10. Dans un espace topologique séparé, si x #y alors {x} et {y} sont
topologiquement disjoints.

Lemme 4.1.11. Soient E un espace topologique séparé et K un compact de E. Pour tout
kK ¢ K, on a {k'} et K sont topologiquement disjoints.
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Démonstration. E étant séparé, soit k € K, alors k # K/, il existe donc deux voisinages
ug € O(k) et uj € 9(k') tels que ux Nu), = @. Comme K est compact et K C Ugegly, il
existe n € N* tel que K C U uy, = vk (c’est un voisinage de K) et on prend vy = ﬂ?zlu;q
(c’est un voisinage de k). On a donc vg Nvy = @. ]

Théoreme 4.1.12. 1) Toute partie compacte K d’un espace topologique séparé E est
Jermée dans E.

2) Toute partie fermée F d’un espace compact est compacte.

Démonstration. 1) Montrons que K est un fermé de E, cela revient a montrer que EE est
un ouvert de E. Soit K’ € CK, c-a-d ¥/ ¢ K, alors d’apres le lemme précédent, il existe
deux voisinages v € 9 (k') et vg € 9(K) de k' et K tels que vy Nvg = &. Par suite, on
avwNK=0 =k cvw C Eg , donc Eg est voisinage de chacun de ses points, il vient
donc que Cg est un ouvert et K est fermé.

2) Montrons que F' est compacte. Comme E est compact, alors F' est séparé.

Soit (F;)jes une famille de fermés de F, qui sont aussi des fermés de E (car F est
fermé), telle que N;erF; = . Or, E est compact, il existe donc J C 1, J fini, tel que
NicgF; = @, d’ou le résultat. ]

Attention! Il n’est pas vraie que tout fermé d’un espace séparé est compact.

Théoréme 4.1.13. (de Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé et borné [a,b] (a < b) de
R est compact.

Démonstration. R est séparé. Soit (O;);c; une famille d’ouverts de R qui est telle que
[Cl,b] C Uier0;.

Considérons lensemble F = {x € [a,b]/ 3 J, fini C I vérifiant [a,x] C U;jc; O;}.Ona
F # & (cara € F) et F est majoré par b, donc F possede une borne supérieure ¢ = sup F,
avec ¢ € [a,b], par suite ils existent i € I et € > O tels que ¢ €]c — €,c+€[C O;, (car O;,
est ouvert). Or, d’apres la définition de la borne supérieure, pour notre € > 0, il existe x €
F tel que x €]c — ¢, c]. Il vient donc que [a,x] C U;jcs,0; et |x,c+ %] Clc—¢€,c+€[C Oy,
donc [a,c+ §] C UiesO;, avec J = J, U {i.}, et par suite [a,b] N [a,c+ 5] C F C [a,c],
ceci implique que [a,inf(b,c+ §] C [a,c], qui donne b = ¢, donc b € F. D’ou, il existe
Jp fini C I tel que [a,b] C Uijey, Oi. O

Proposition 4.1.14. Pour qu’une partie K de R soit compacte de R il faut et il suffit que
K soit fermé et borné.

Démonstration. =) Si K est compacte dans R, alors elle est fermée (car R est séparé).
Reste a montrer que K est bornée. On a K C Uy,en+] — n,n[, et comme K est com-
pacte, il existe p € N* tel que K C U_,] — n;,ni[=] — q,q[, donc K est bornée, avec
q=sup{n;/ 1 <i<p}.

<) Puisque K est bornée, alors il existe (a,b) € R? tel que K C [a,b]. De plus,
puisque K est fermée dans R, alors K est un fermé de [a,b]. Or, [a,b] est compact, donc
K est un compact de [a,b], d’ou K est un compact de R. O
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4.2 Compacité et continuité

Théoreme 4.2.1. Soit f : E — F une application continue d’un espace topologique
compact E dans un espace topologique séparé F. Alors f(E) est une partie compacte
de F.

Démonstration. Comme F est séparé, alors f(E) est séparé. Il suffit de montrer donc
que de tout recouvrement généralisé de f(E) par une famille d’ouverts de F on peut
extraire un sous-recouvrement généralisé fini.
Soit (O;)ic; une famille d’ouverts de F telle que f(E) C Uje/O;, alors on a E C
F N (Uie10;) = Uier f~1(0y), par suite E = Ujer f~1(0;). Or, f~1(0;), i € I, sont des
ouverts de E qui est compact, il vient donc qu’il existe J C I, J est fini, tel que E =
Uiesf~1(0;) ce qui implique que f(E) = f(Uies f~(0i)) = Uies f(f1(04)) C UiesOi.
]

Corollaire 4.2.2.  a) Tout espace homéomorphe a un espace topologique compact est
compact (on dit que la compacité est une propriété topologique).

b) Toute bijection continue [ d’un espace topologique compact E dans un espace
topologique séparé F est un homéomorphisme.

Démonstration. a) est immédiat.

b) 11 suffit de montrer que f est fermé. Soit A une partie fermée de E (qui est com-
pact), alors A est compacte dans E, par suite f(A) est compacte dans F (car f est conti-
nue). Or, F est séparé, donc f(A) est fermée et f~! est continue. [

Théoreme 4.2.3. Toute application continue f d’un espace topologique compact E dans
R est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. On a f : E — R, avec E est compact et R est séparé, alors f(E) est
un compact de R, c¢’est donc un fermé et borné de R. Soient m = infyep f(x) et M =

sup,cx f(x). Comme f(E) est fermée et m,M € f(E), alors m,M € f(E). O

Lemme 4.2.4. Soient E et F deux espace topologique et a € E. Alors {a} X F et F sont
homéomorphes.

Démonstration. Considérons I’application i, : F — {a} X F, iy(x) = (a,x). On a i, est
bijective et continue car ses composantes le sont. De plus, I'injectioni: {a} X F — E X F
et la projection pr: E x F — F sont continues et i, | : {a} x F — F vérifie i, ' = proi,
donc continue. [

Théoreéme 4.2.5. (de Tychonoff) Tout produit fini d’espaces topologiques compacts et
compact.
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Démonstration. 11 suffit de montrer le théoréme pour le produit de deux espaces. Soit
E = E| x Ej le produit de deux espaces compacts E; et E;.

- E est séparé (proposition [3.5.7).

- Soit (0;);er un recouvrement ouvert de E. Pour tout m = (x,y) € E, il existe i, € [
tel que m € O;, et il existe deux voisinages ouverts V,, € ¥ (x) et W,, € ¥(y) de x et y tels
que m = (x,y) € Vi xW,, C O;, .

Soit Uy, = Vi, X Wy, et soit x € E, le sous-espace Ey = {x} X E, de Ej X E; est
homéomorphe a E; (lemme précédent), il est donc compact et Ey C U,,cg, Uy, il vient
donc qu’il existe J, C E, tel que Jx est fini et Ey C Uyey Uy Soit Vi = Nypey, Vin, C’est un
voisinage ouvert de x et on a Vy X Ey C Vi X Upeg Wiy C Uy Uy C Upey, O, .

Or, E1 C Uxeg, Vx et comme Ej est compact, il existe p € N* tel que E1 C Uf: 1V,
donc E=E; x E; CUY_\V, x By CUY_ | Upey,, O,

Soit J = UP_,J,, on a J est fini et E = E| X Ey C Uype;0;,, Aot E = E| X Ej est
compact. [

Corollaire 4.2.6. Pour tout n € N, les parties compactes de R" sont exactement ses
parties fermées et bornées.

Démonstration. =) Supposons que A = [a,b]| X [c,d] est compacte. Soit z, = (xp,yn)
une suite d’éléments de A, alors il existe une sous suite (x,, ) de (x,) convergeant vers
¢ € [a,b], et il existe une sous suite (yp, ) de (yy,) convergeant vers ¢’ € [c,d]. Par suite,
on a (z,) admet une sous suite (z, ) qui converge vers (0,0 € A.

<) Soit K une partie fermée et bornée de R”, donc il existe a € R" et r > 0 tels
que K C B(a,r) ={x€R"/ 112?<Xn|ai —xi| <r} =TI~ ,lai —r,a;+r]. Comme, pour tout
i=1,...,n, [a; — r,a; + r] est un compact de R, alors K est compact comme fermé dans
un compact. 0

4.3 Espaces métriques compacts, complets

4.3.1 Espaces métriques compacts
Soit (E,d) un espace métrique.

Lemme 4.3.1. Si foute suite de points de ’espace métrique (E,d) admet au moins une
valeur d’adhérence, alors pour tout recouvrement ouvert (O;)ic; de E on a :

Ir >0, Vx € E, Ji € I tel que B(x,r) C O;.

Démonstration. Supposons le contraire : Pour tout r > 0, il existe x € E tel que, pour
tout i € I, B(x,r) n’est pas contenue dans O;. Donc en particulier, pour tout n € N*, il
existe x, € E tel que, pour tout i € I, B(xy, %) n’est pas contenue dans O;.

Par hypothese, la suite (x,),cn+ admet un point d’adhérence a € E, donc il existe
j €1tel que a € O; et par suite, il existe £ > 0 tel que B(ct,¢) C O;. Or, o est la limite
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d’une sous-suite (X, );en+ de (x,),en+, donc il existe i; € N* tel que d(ot,x,,) < g, pour
tout i > iy. De plus, il existe i, € N* tel que nl < %, pour tout i > 7. Il vient que, pour
tout i > max(iy, i), B(xy;, ~-) C B(a,¥) C O;. En effet, si x € B(x,, nl), alors d(xp;,x) <

n;
1

0 < %, par suite d(cot,x) < d(o,xp,;) +d(xn;,x) < . Contradiction. O

Théoreme 4.3.2. ( de Bolzano-Weierstrass) Soit (E,d) un espace métrique. Alors E est
compact si et seulement si toute suite infinie de points de E admet au moins une valeur
d’adhérence.

Démonstration. =) (vrai dans tout espace topologique). Soit E un espace compact et
soit (x,),en une suite de points de E. Pour tout n € N, soit A, = {x;/ k > n}.

On sait que N,enA, = { des valeurs d’adhérence de (x,),en}, il s”agit donc de mon-
trer que NyenA, # 2.

Supposons que ﬂneNZn = &, puisque E est compact et (Zn),,eN est une suite décrois-
sante de parties fermées non vides de E, alors il existe des entiers n; < np < ... <n, tels
que ﬂlezni =, ce qui donne an = @. Absurde.

<) (E,d) étant séparé, il suffit de prouver que tout recouvrement ouvert (O;);c; de
E admet un sous-recouvrement fini. D’apres le lemme précedent (lemme [4.4.6)), il existe
r > 0 tel que, pour tout x € E, B(x, r) est contenue dans au moins un O, il suffit donc de
montrer qu’on peut extraire un sous-recouvrement fini du recouvrement (B(x,7))ycg-

Raisonnons par I’absurde : Soit x| € E, alors B; = B(x1,r) # E, donc il existe x, € E
etxy & By (xp € E—Bj). Soit By = B(xy,r), alors BjUB, # E, donc il existe x3 € EIE‘UBZ
et de proche en proche on va construire une suite (x,),cn+ telle que x, ¢ U?:_IIB,-. On
a alors pour tous p,q € N* avec p # q, d(xp,x,) > r (car, si p > q, x; ¢ B(xp,r)). 1l
en résulte que la suite (x,),en+ n’a pas de valeur d’adhérence. Absurde. En effet, si
o valeur d’adhérence de (x,)nenv, alors I = {n € N/ x,, € B(a, %)} est infini. Soient
p,q €1, p#q,doncd(xp,x,) <d(xp,00)+d(ot,x4) < r, ce qui contredit la construction
de () nen+- O

Proposition 4.3.3. Tout espace métrique compact (E,d) est séparable.

Démonstration. On suppose que (E,d) est compact. Pour toutn € N*, on a (B(x, 1)) cg
est un recouvrement ouvert de E et on peut extraire un sous-recouvrement fini. Il existe
donc une partie fini A, C E telle que E = Uyey, B(x, %) Soit A = U, en+A,, alors A est
dénombrable. Montrons que A est dense dans E. Pour cela, soient xo € E, r >0 et n € N*
avec % <r.

On a xg € E = Uyea,B(x, 1), alors il existe x € A, tel que xo € B(x,1), donc x €
B(xo, 1) C B(xo,r) et par suite, x € B(xg,7) NA, d’ott B(xo,7) NA # @ et A est dense
dans E. O

Théoreme 4.3.4. (de Heine ) Toute application continue f d’un espace métrique compact
(E,d) dans un espace métrique (F,0) est uniformément continue.
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Démonstration. Raisonnons par 1’absurde : Supposons qu’il existe € > 0, pour tout n =

L (neN*), il existe x, € E et ¥, € E tels que d(x,,x,) < 1 et §(f(xa), £(x})) > €.
Comme (E,d) est compact, la suite (x,),cn+ admet une valeur d’adhérence @ ou

encore, il existe une sous-suite (x,, )reny qui converge vers «. par suite, d(x, , o) <

/ 1 : _ : r_
d (X, %) +d(n, @) < 5o+ d (X, @), et comme kgwank = «, alors klirfmx"k =a.

Or, f est continue en &, donc lim f(x,,) = lim f(x), ) = f(c). Par suite, il existe ny,
k— oo k—>4-o0 k

assez grand tel que 8(f(xy, ), f (xfikO)) < €, ce qui est absurde. O

4.3.2 Espaces métriques complets

Définition 4.3.5. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,), de points de
E est de Cauchy dans E si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tous n,m > n,
d(Xp,xm) < €. Autrement dit :

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m > ng),d(x,,%m) < €.
Remarque 4.3.6. a) La propriété précédente est équivalente a

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > no,Vp € N),d(xp1p, %) < E.

b) Toute suite de Cauchy est bornée, cela résulte nécessairement du fait que pour
n > no, X, € B(xy,,€) et {x0,x1,...,X,—1} sont en nombre fini.

c) Soit S, = {xy, ooy Xt py ...}. On a (xy), est une suite de Cauchy si et seulement si
LHE 0(S,y) =0, ot 8(Sy) est le diametre de S,,.

d) Toute suite convergente est de Cauchy, mais la réciproque est fausse. Prendre
E =]0,1] muni de la distance usuelle, la suite (1) est de Cauchy dans E mais
ne converge pas dans E.

Proposition 4.3.7. Dans un espace métrique (E,d), pour qu’une suite de Cauchy soit
convergente il faut et il suffit qu’elle admette une valeur d’adhérence et une seule.

Démonstration. =) est évident.

<) Soit € > 0, il existe ng € N tel que pour tous n,m > ng on ait d(x,,x,) < 5.
Puisque (x,,), admet une valeur d’adhérence a, il existe mg > ng tel que d(x,,,, &) < 5.1
vient que pour tout n > ng, d(x,, &) < d(xp,Xpmy) +d(xp,, @) < €,d o nE‘wa" =a. U
Définition 4.3.8. On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cau-
chy dans (E,d) est convergente dans (E,d).

Exemples 4.3.9. a) R est complet. En effet, soit (x,), une suite de Cauchy dans R,
alors (xy), est bornée, donc ses points sont tous dans un intervalle compact [a, b).
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Par suite, (x,), admet une valeur d’adhérence a € [a,D)|. Il en résulte, d’aprés la
proposition[4.3.7] que (x,), est convergente.

b) E muni de la (topologie) distance discréete est complet, car toute suite de Cauchy
est stationnaire, donc convergente.

¢) Le sous-espace |0, 1] de R n’est pas complet, considérer la suite (1),

Théoreme 4.3.10. 1) Tout espace métrique compact (E,d) est complet.
2) Tout sous-espace métrique fermé A d’un espace métrique complet E est complet.

3) Tout sous-espace métrique complet d’un espace métrique E (E complet ou non)
est fermé.

Démonstration. 1) Soit (x,), une suite de Cauchy dans E. Comme E est compact, alors
(xn)n admet une valeur d’adhérence dans E, elle est donc convergente d’apreés la propo-
sition donc E est complet.

2) Soit (x,), une suite de Cauchy dans A, alors (x,), est de Cauchy dans E qui est
complet, donc (x;,), converge vers un point & € E. Comme A est fermé ona o € A, il en
résulte que (x,), converge vers ¢ dans A, donc A est complet.

3) Soit o la limite dans E d’une suite (x,), de points de A qui est complet, donc (x,),
converge vers @' € A, par suite (x,), converge vers ¢ dans E qui est séparé, et 1’unicité
de la limite donne o = o', O

Corollaire 4.3.11. Les sous-espaces métriques complets d’un espace métrique complet
E sont les sous-espaces métriques fermés de E.

Remarque 4.3.12. Le sous-espace métrique QQ de R n’est pas complet, car Q n’est pas
fermé dans R.

Définition 4.3.13. Soient (E,d) un espace métrique et f : E — E une application. On
dit que f est une contraction s’il existe une constante k, 0 < k < 1, telle que pour tous

X,y €E, d(f(x),f(y)) <kd(x,y).

Remarque 4.3.14. Toute contraction f d’un espace métrique E est uniformément conti-
nue, donc continue.

Théoreéme 4.3.15. Toute contraction f d’un espace métrique complet E admet un point
fixe unique.

Démonstration. Soit xg € E et pour tout n € N*, soit x, = f(x,—1). On a pour tout
n>1,dxpr1,%,) =d(f(xn), f(xn—1)) < kd(xp,x,—1), il vient donc que d(x,11,%,) <
k"d(x1,xp). Par suite, pour tous n,p € N,

P .
d(XpsisXnric1) < YKl (xy,x0)

i=1
kP
1—k

=

d(xn—i-paxn) <

1

I
_

d(x1,x0)

= k
11—k

d(x1,x0) < k"
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Or lim k" = 0, donc pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, Vn > ng, Vp € N,

n—r—+oo
d(Xpsp,Xn) < k”d(f‘—_’,f(’) < g, il en résulte que (x,), est une suite de Cauchy dans E (qui
est complet), donc il existe & € E tel que 1_1>rJrrl Xp—1 = o.. Comme f est une contraction

n oo

(donc continue), alors on a f(a) = lim f(x,—;) = lim x, = &, d’olt & est un point
fixe pour f.

Soit &’ un point fixe de f tel que & # ', donc on a d(a,a’) =d(f(a), f(a')) <
kd(a, ') < d(o, ). Impossible, d’ol I'unicité du point fixe. O

Remarque 4.3.16.  a) Le théoréme est faux si (E,d) n’est pas un espace complet.
P:ndre E =)0,1[ et f(x) = 5, on a f est une contraction, mais son point fixe est
0ZE.

b) Le théoreme est faux si k > 1. Prendre :
(i) E=Ret f(x) =x+1 (onak=1), mais f n’a pas de point fixe.
(ii) E=Ret f(x) =x(onak=1) et il y a une infinité de points fixes.

4.4 Espaces connexes
4.4.1 Définitions et propriétés
E désigne un espace topologique et {0, 1} sera muni de la topologie induite.

Définition 4.4.1. 1) On dit que E est connexe, s’il n’existe pas de partition de E
formée de deux ouverts de E.

2) Une partie A C E est connexe si le sous-espace topologique A de E est connexe.
3) Une partie D C E est un domaine si D est ouverte et connexe.

Remarque 4.4.2. Si B C A C E, alors B est une partie connexe de A si et seulement si B
est une partie connexe de E.

Exemples 4.4.3. - & et connexe; {x} est connexe;
- E muni de la topologie grossiere est connexe,
- Tout espace topologique discret possédant au moins deux points n’est pas connexe.
Proposition 4.4.4. Les propriétés suivantes son équivalentes.
1) E est connexe.
2) Il n’existe pas de partition de E formée de deux fermés.

3) Les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées sont & et E.
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4) Toute application continue de E dans {0, 1} est constante.

Démonstration. 1) = 2) Supposons qu’il existe F] et F> deux fermées de E telles que
FINkh =getE=F UF, donc Eg‘ et U? sont deux ouvertes qui forment une partition
de £, absurde.

2) = 3) S’il existe une partie A # &, A # E et A est a la fois ouverte et fermée, alors
Aet Cg (qui sont deux fermées) forment une partition de E, absurde.

3) = 4) Soit f une application continue non constante de E dans {0,1}, ona {0} est
a la fois ouvert et fermé de {0, 1}, donc f~1({0}) # @ et f~1({0}) # E et c’est ouvert
et fermé a la fois de E, ce qui est absurde.

4) = 1) Supposons que E n’est pas connexe, donc il existe deux ouverts non vides et
disjoints O; et O, tels que O; UO; = E. Considérons I’application f : E — {0, 1} définie
par :

0 sixe 0
= Vx€cE).
S ) {1 six € 0; (v )

Cette application f est continue sur E puisque 1’image réciproque de tout ouvert de
{0,1} est un ouvert de E (en effet f~1(@) = @, f~1({0}) = 05, f~1({1}) = O; et
f71({0,1}) = E sont des ouverts de E), mais f n’est pas constante. [l

Définition 4.4.5. Une application f d’un espace topologique E vers un espace topolo-
gique F est localement constante si et seulement si pour tout x € E, il existe un voisinage
de x sur lequel f prend la méme valeur f(x).

Lemme 4.4.6. Soient E et E' deux espaces topologiques avec E' est discret. Alors toute
application continue f : E — E' est localement constante.

Démonstration. Soient x € E et x' = f(x). Puisque E’ est discret alors {x'} est un voisi-
nage de x’ dans E’. La continuité de f implique que v = £~ ({x}) est un voisinage de x
dans E et on a pour tout y € v, f(y) =x'. O

Définition 4.4.7. Une partie A de R est un intervalle si pour tous a,b € A tels que a < b,
on a |a,b] C A.

Théoreéme 4.4.8. Les parties connexes de R sont les intervalles de R.

Démonstration. Soit A une partie connexe de R, si A n’est pas intervalle il existerait
(a,b) C A x A tel que [a,b] n’est pas inclus dans A, par suite il existerait ¢ €]a, b tel que
c ¢ A, donc | —eo,c[NA et |c,+o0[NA est une partition de A formée de deux ouverts de A,
ce qui est absurde.

Réciproquement, soit A = [, B] un intervalle de R. Si o = f3, alors A réduit a un
point donc connexe. Si & < f3, soit ¢ une application continue de A vers {0,1}. On va
montrer que ¢ est constante. Pour cela, soient a,b € A tels que a < b et considérons
B={x€la,b]/ ¢(x) =¢@(a)}. B+# & (car a € B) et majorée par b, soit ¢ = supB. On a
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B=¢ '({p(a)}) estun fermé de E, or c = sup B € B = B, et d’apres le lemme précédent
(lemme{.4.6), ¢ : E — {0, 1} est localement constante, donc il existe € > 0 tel que pour
tout x €|c — €,c+ €[, ¢(x) = @(c) = @(a), il vient que |c — &,c+ €[N[a,b] C B C [a,c],
ceci donne b = c et b € B, donc ¢ (b) = @(a), par conséquent ¢ est constante. 0

Remarque 4.4.9. - R est connexe.

- Q n’est pas connexe, car tout intervalle [a,b] de R contient un irrationnel donc
[a, D] n’est pas inclus dans Q.

- E% n’est pas connexe.

Théoréme 4.4.10. Soit f : E — F une application continue d’un espace topologique
connexe E dans un espace topologique F. Alors f(E) est une partie connexe de F.
Brievement dit : L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Démonstration. SoientA = f(E) et ¢ : A — {0, 1} une application continue. Ona ¢ o f
est continue, donc @ o f est constante sur E. Par suite, si aj,ay € f(E) alors il existe
x1,x € Etelsque a; = f(x1) etay = f(x2),donc @(a;) = @of(x;) =@of(x2) = @(ar),
d’ol ¢ est constante et A = f(E) est connexe. O

Corollaire 4.4.11.  a) Tout espace homéomorphe a un espace connexe est connexe.

b) L’image d’un espace connexe E par une application continue f : E — R est un
intervalle.

Proposition 4.4.12. Soit (A;);c une famille de parties connexes d’un espace topologique
E. Siles A; sont deux a deux non disjoints, alors A = U;c[A; est connexe.

Démonstration. Soit ¢ : A — {0, 1} une application continue. Pour tout i € I, I’applica-
tion @ /A; : A; — {0, 1} est continue sur A;, or A; est connexe, donc ¢ prend une valeur
constante A; € {0, 1} dans A;.

Soient i, € 1, alors il existe a € A;NA; # @, donc A; = f(a) = Aj, d’ou ¢ est
constante dans A. OJ

Corollaire 4.4.13. Si (A;);cs est une famille de parties connexes d’un espace topologique
E telle que NiciA; # D, alors A = Ujc[A; est connexe.

Lemme 4.4.14. Soit ¢ : E — F une application continue d’un espace topologique E
dans un espace topologique discret F. Si ¢ est constante dans une partie A dense sur E,
alors elle est constante dans E.

Démonstration. Soit x} la seule valeur prise par ¢ dans A, alors ¢! ({x}}) est un fermé
de E qui contient A, donc contient aussi A = E, d’ou ¢ est constante dans E. O]

Proposition 4.4.15. Soient E un espace topologique et A C E une partie connexe. Alors
toute partie B de E telle que A C B C A est connexe.
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Démonstration. Soit @ : B — {0,1} une application continue, alors ¢/A : A — {0,1}
est continue (A est connexe), donc ¢ est constante dans A. II suffit, d’apres le lemme

précédent (lemme 4.4.14)), de montrer que A est dense dans B, ce qui est vraie car AP =
ANB=B. O

Remarque 4.4.16. L’adhérence d’une partie connexe d’un espace topologique E est
connexe.

4.4.2 Composantes connexes

Définition 4.4.17. On dit que deux points x et y d’un espace topologique E sont connec-
tés dans E, s’il existe une partie connexe de E qui les contient.

Proposition 4.4.18. La relation "x et y sont connectés dans E" (qu’on note x = y) est
une relation d’équivalence sur E.

Démonstration. - Réflixivité : Pour tout x € E, x = x car x et x appartiennent a {x}.

- Symétrie : évidente.

Transitivité : Soient x,y,z € E tels que x =y et y = z, alors il existe deux parties
connexes A et B de E telles que x,y € A et y,z € B. On a donc x,z € AUB qui est
connexe, cary € ANB # @. O

Notation : On notera C(x) la classe d’équivalence de x € E.

Proposition 4.4.19. Soient E un espace topologique et xy € E, alors C(xg) est la plus
grande partie connexe de E qui contient {xo}.

Démonstration. Soit (A;)er la famille des parties connexes de E qui contiennent {x }
et soit A = UjcfA;. Ona:

- A est connexe (car {xp} C NjcjA; # &) et comme x( € A, alors tous les points de A
sont connectés a xg. Ainsi, A C C(xp).

- Soit x € C(xp), alors x appartient a une partie connexe contenant xp, donc il existe
i€ltel que x € A;, d’ot C(xp) C A. Ainsi, C(xg) = A qui est bien la plus grande partie
connexe de E contenant {xp}. O

Définition 4.4.20. Soient E un espace topologique et x € E.

1) La composante connexe de x € E est la plus grande partie connexe de E contenant

{x}, c-a-d C(x).
2) Les composantes connexes de E sont les composantes connexes des points de E.

Remarque 4.4.21. a) Les composantes connexes d’un espace topologique E consti-
tuent une partition de E formées des parties connexes.

b) E est connexe si et seulement si E n’a qu’une seule composante connexe.
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Proposition 4.4.22. Les composantes connexes d’un espace topologique E sont fermées
dans E.

Démonstration. Soit A une composante connexe dans E et soit x € A. On a A est une
partie connexe de E contenant {x}, ce qui entraine que A C A = C(x), donc A est fermée.
O

4.4.3 Espaces connexes par arcs

Définition 4.4.23. On appelle arc (ou chemin) dans un espace topologique E toute ap-
plication continue y: [0,1] — E. On dit que y(0) est I’origine de I’arc, y(1) son extrimité
et T = y([0,1]) son image. On dit aussi que y(0) et y(1) sont les extrimités de Y.

Remarque 4.4.24. L’image I" dey est une partie connexe de E (car, c’est I'image du
connexe [0, 1] par y continue).

Définition 4.4.25. On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs si pour tous
x,y € E, il existe un arc y:[0,1] — E d’origine x et d’extrimité y.

Théoreme 4.4.26. Tout espace topologique E connexe par arcs est connexe.

Démonstration. Soit xo € E, pour tout x € E il existe un arc y: [0, 1] — E tel que y(0) =
xo et (1) = x. Donc, xg et x appartiennent & I'image I"’ de ¥ (qui est connexe), par suite
xo et x sont connectés dans E, c-a-d x € C(xp), d’out E posséde une seule composante
connexe et £ est connexe. [

Remarque 4.4.27. I existe des espaces topologiques connexes qui ne sont pas connexes
par arcs. (Voir I’exercice 4.5.9

4.5 Exercices

Exercice 4.5.1. Soit E un espace topologique séparé.

1) Montrer que la réunion de toute famille finie (K;) jcj de compactes de E est com-
pacte.

2) Montrer que 'intersection de toute famille (K;)ic; de compactes de E est com-
pacte.

3) a) Montrer que, si K et K' sont deux compacts disjoints de E, alors K et K’ sont
topologiquement disjoints.
b) En déduire que, si E est compact, alors deux parties disjointes et fermées Fy et

F, dans E sont topologiquement disjointes.

4) Montrer que, si (x,), est une suite d’élément de E convergeant vers a € E, alors
A = {x,, n € N}U{a} est compact.
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Solution

1) Soit F = UjesK; et soit (O;);c; une famille d’ouverts de E telle que F C U;e[0;,
alors pour tout j € J, K; C U;;0;, et comme K est compact, il existe I; C 1, I; fini, tel
que K; C Ujey;0;. Soit I' = Uje,l;, alors I' C 1, I' est fini et F C U;ep O;.

2) Pour tout i € I, K; est fermée dans E, donc F’' = N;¢;K; est fermée dans E. Fixons
ip € 1, alors F' C K;, et par suite, F’ est fermée de K;,, il vient que F’ est compacte dans
K;,, donc F’ est compacte dans E.

3) a) Supposons que K et K’ sont deux compacts disjoits tels que KNK' = &, alors
pour tout K’ € K’ on ak’ ¢ K. D’apres le cours (Lemme4.1.11)), il existe deux voisinages
ouverts vy € B (k") et up € ¥(K) de k' et K tels que vy Nuy = &. Or, K’ est compact et
K' C Upegrvp, il existe donc p € N* tel que K' C Ulevkl( = Ok (C’est un voisinage de
K") et soit Og = ﬂf:puk; (c’est un voisinage de K) etona Ox N Ogr = .

D) Si Fj et F, sont deux parties fermées dans E (compact), alors elles sont compactes
et on applique a).

4) On a A est séparé, car E est séparé.

Soit (0;);er une famille d’ouverts de E telle que A C U;c;O;. Montrons qu’il existe
J C 1, J fini, tel que A C U;e;0;. puisque a € A, alors il existe jo € I tel que a € O, et par

suite O}, est un voisinage de a. Comme lim x, = a, alors il existe ng € N tel que pour
n— oo

tout n > ng, x, € Oj,. De plus, pour tout 0 < k < np — 1, il existe iy € I tel que x; € O;,.
On a donc, A C O;,U (UZ(’:BI 0;,).

Exercice 4.5.2. Montrer que dans un espace topologique compact, tout point admet un
systeme fondamental de voisinages compacts.

Solution

11 suffit de montrer que, tout pont a de E admet un systeme fondamental de voisinages
fermés.

Soit (v;)ies la famille des voisinages fermés de a et soit w un voisinage ouvert de a.
Supposons que w ne contient aucun voisinage fermé de a. On a F' = Eg est fermée dans
E et puisque, pour tout i € I, v; n’est pas inclus dans w, alors v; N F # &. Il vient donc
que pour tout J C I, avec J est fini, Njcy(viNF) = (Nijeyvi) NF # . Par suite, d’pres la
Proposition[4.1.5] Nie;(viNF) # @, donc (Niegvi) NF # @. Or,a Eweta ¢ F, il existe
donc b # a tel que b € Nicyv;, absurde car E est séparé et N;epv; = {a} (Exercice

Exercice 4.5.3. Soient (E,d) et (F,8) deux espaces métriques. Soit f : E — F une ap-
plication uniformément continue. Montrer que, si (x,), est une suite de Cauchy dans E,
alors (f(xn))n est une suite de Cauchy dans F.

Solution

Soit € > 0, comme f est uniformément continue, alors il existe n > 0 tel que pour
tous x,y € E, d(x,y) <n = 6(f(x),f(y)) < €. Or, (x,), est de Cauchy, il existe donc
ng € N tel que pour tous n,m > ng, on a d(x,,x,) < 1n. On en déduit que pour tous
n,m > ng, 8(f(x,), f(xm)) < €, donc (f(x,)), est de Cauchy.
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Exercice 4.5.4. Soit (E,d) un espace métrique complet et soit (Fy),cn une suite décrois-
sante de fermés non vides de E.

1) Montrer que, si 1_1>rJIr1 O0(F,) =0, on 8(F,) est le diamétre de F,, alors ﬂNFn est
n 0 ne
non vide et qu’il réduit a un point.

2) Le résultat de 1) est-il vrai si :
a) (E,d) n’est pas complet ?
b) 6(F,) ne tend pas vers 0 ?

Solution
1) Soient, pour tout n € N, x,, € F,, (F,, est non vide). Comme (F,),cn est décroissante,
alors pour tout (n,p) € N2, x,4, € Fyip C Fy, donc d(x,+p,%,) < 8(F,), et puisque

EIE O(F,) = 0, alors la suite (x,), est de Cauchy dans E qui est complet, il vient que
n oo

(xn)n est convergente vers un point a € E vérifiant a € F = N,enF,. En effet, soit p € N
tel que pour tout n > p, x, € F),, comme F), est fermé, alors a € F),, donc a € F. Or,
pour tout n € N, on a §(F) < §(F,), et comme ET 6(F,) =0, alors 6(F) = 0, donc
n oo
F = {a}.
2) a) C’est faux. Prendre E =)0, 1] et F, =]0, ——], on a (F}), est une suite décrois-

> n+1
sante de fermés von vides de E et liT 0(F,) =0, mais N,enFy = 2.
n——+o0

b) C’est faux. Prendre E = R et F;, = [n, 4o, on a NyenFy, = 9.

Exercice 4.5.5. Soient (E,d) un espace métrique compact, f : E — E une application
continue et (F,)nen une suite décroissante de fermés de E. Montrer que

N FfE)=Ff(NE,).

neNf( n) f<n€N n)

Solution

Ona N F, CF,,VneN,donc f( N F,) C f(F,),VneN,d’ou f( N F,) C N f(F).
neN neN neN neN

Inversement, soit y € ﬂN f(F,), donc y € f(F;,), Vn € N. Par suite, il existe x, € F,
ne

tel que y = f(x,). Il vient que (x,), est une suite d’élément de E qui est compact, donc
il existe une sous suite (x,, ); convergeant vers un point x € E.

Comme (Fy),cy est une suite décroissante, alors pour tout p € N et tout k > p,
Xn, € F), qui est fermé, donc x € F), et par suite, x € pQNFP' Puisque f est continue, alors

f(xn,) converge vers f(x),d’ouy = f(x) € f( F‘INFP). On obtient donc le résultat.
pe

Exercice 4.5.6. Soit (E,d) un espace métrique. On suppose qu’il existe un réel r > 0 tel
que, toutes les boules frmées de rayon r sont compactes dans E. Montrer que (E,d) est
complet.
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Solution

Soit (x,), une suite de Cauchy dans E. On a donc, pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que pour tous n,m > ng, d(x,,x,) < €. En particulier, pour € = r on a : Vn > n,,
d(xp,%,,) < 1= Vn>n, x, €B(x,.,r) = (Xn)n>n, C B(xn,,r) qui est compacte, donc
(Xn)n>n, admet une valeur d’adhérence. Or (x,), est de Cauchy, elle converge donc vers
cette valeur. Donc (E,d) est complet

Exercice 4.5.7. Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application.
On suppose qu’il existe n € N* tel que g = f" soit une contraction.

1) Montrer que f admet un point fixe unique a qui est aussi un point fixe de g.

2) Montrer que, si f est continue en a, alors liril f™(x)=a, Vx€E.
m—s oo

Solution

1) Comme g est contractante, alors il existe a € E tel que g(a) = a, c-a-d f(g(a)) =
fa). Ainsi, g(f(a) = f(f(a)) = £(f"(a) = f(g(a)) = (@), done f(a) est aussi un
point fixe de g, d’ou f(a) = a.

On suppose qu’il existe b € E tel que f(b) = b, alors b = f(b) = f(f(b)) = ... =
f"(b) = g(b), c-a-d b est un point fixe de g, d’ou b = a.

2) D’apres le cours, on a liT gP(x)=a,VYx€E.Soitm=np+r,avec0<r<n-—1,
p—rtoo

onadonc lim f"(x) = a.Puisque f est continue, alors lim f7*!(x)= f(a)=a, ...,
p—rteo p—rteo
im f (x) = a, donc m fM™x)=a

Exercice 4.5.8. Montrer que tout produit fini d’espaces topologiques connexes est connexe.

Solution

Il suffit de montrer que le produit de deux espaces connexes est connexe. Soit E =
E| x E, le produit de deux espaces connexes E; et E».

Soit f = E| X E; — {0, 1} une application continue et soienta = (ay,az),b = (by,by) €
E| X Ey et ¢ = (by,a2), alors on a a,c € E; X {ay} qui est connexe, car il est ho-
méomorphe a Ej, par suite f : E} X {az} — {0,1} qui est continue est constante sur
E| x {ay}, ce qui donne f(a) = f(c). De méme on obtient f(c) = f(b), ce qui montre
que f(a) = f(b) et que f est constante, d’out E = E| X E; est connexe.

Exercice 4.5.9. L’objectif de ’exercice est de donner un exemple (classique) d’un espace

topologique connexe qui n’est pas connexe par arcs.
Soient A= {(x,sin(})) eR?/0<x <1} et F=ACR

1) Montrer que F =AU{(0,y)/ —1<y<1}.
2 Montrer que F est connexe.

3) Montrer que F n’est pas connexe par arcs.
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Solution
1) Soit (x,y) € F = A, alors il existe une suite ((x,,y,)), de A qui converge vers (x,y).
Six > 0, alors y, = sin( xin) converge vers sin( 1) (par continuité de sin), d’oll (x,y) € A.

Dans le casx=0,onay, = sin(xin), donc y, € [—1, 1]. Par conséquent, a la limite on
ay € [—1,1],ainsi (x,y) € {0} x [-1,1],dou A=F CAU{(0,y)/ —1<y<1}.

Réciproquement, soit (x,y) € AU{(0,y)/ —1 <y < 1}. Montrons qu’il existe une
suite ((x;,yn))n de A qui converge vers (x,y).

- Si x > 0, une telle suite existe trivialement (il suffit de prendre la suite constante
égale a (x,y)).

- Supposons que x =0 et y € [—1,1]. Soit z > 1 tel que sin(z) = y. Soit alors x,, =
H%m, on aura sin(xin) = sin(z) = y. Par conséquent, la suite ((x,, sin(xin))) n €st une suite
de A qui converge vers (0,y), dou AU{(0,y)/ —1<y<1}CF.

2) Considérons 1’application continue f : R — R? définie par f(x) = (x, sin(%)). On
a £(]0,1]) = A, donc A est connexe comme image du connexe |0, 1] par f.

3) Par I’absurde, supposons que F est connexe par arcs. Il existe donc un arc 7 :
[0,1] — F continue tel que y(0) = (1,sin(1)) et y(1) = (0,0). Notons y(z) = (x(¢),y(t))
etTo={r€0,1]/ x(¢t) > 0}. On a T # & puisque 0 € T, on considere alors 7y = sup Ty.

Supposon que x(fy) > 0, alors par continuité de x on aurait x > 0 sur un voisinage de
fo, ce qui en contredit la définition. Par conséquent, x(#p) = 0 et par continuité de x, on a

limx(¢) = 0. Ainsi, il existe une suite (7,), qui converge en croissant vers f; telle que la
t—ty

suite (x(7,)), converge en décroissant vers 0.

Notons ¥(f9) = (0,yo) et soit y € [—1,1]\ {yo}. Soit z > 0 tel que sin(z) =y, alors
pour tout n € N, il existe k, € N assez grand pour que x,, = M;ﬂkn < x(7y). Par le théo-
reme des valeurs intermédiaires appliqué a x, il existe 7, € [1,, 1] tel que x(,) = x,,. On
a alors y(t,) = (x,,sin(z+ 27k, )) = (x,,y). On obtient donc, la suite (1, ), converge vers

fo et y(t,) converge vers (0,y) # y(tp). Contradiction.



CHAPITRE 5
ESPACES VECTORIELS NORMES

Pour ce qui suit, K désigne R ou C et la notation |.| représente la valeur absolue ou
le module selon les cas K =R ou C.

5.1 Norme sur un espace vectoriel

5.1.1 Défintion et propriétés

Définition 5.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute applica-
tion ||.|| : E — R™ qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Vx€E,

x| =0 < x =0

(ii) Vx e E, VA €K,

[Ax]l = [A ]l

(iii) Vx,y € E,

eyl < el + {1yl
On dit que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé (e.v.n).

Remarque 5.1.2.  a) Dans la propriété (i), I’équivalence peut étre remplacée par
Uimplication directe (=), car I'implication inverse peut s’obtenir de (ii) avec

A=0.

b) Si|.|| : E — R* est une application vérifiant seulement (ii) et (iii), on dit que ||.||
est une semi-norme sur E.

c¢) L’inégalité de (iii) est connue sous le nom de 1’inégalité triangulaire.

Proposition 5.1.3. Dans un espace vectoriel normé (E, ||.||), les propriétés suivantes
sont vraies :

a) Vx,y € E,

[ell = VI < e = -

b) L’application x — ||x|| est uniformément continue sur E, ’application (x,y) —
x+y est uniformément continue sur E X E et I’application (A,x) — Ax est continue
sur K x E.

c) Pour tout a € E, I’application x — x + a est un homéomorphisme de E.

Démonstration. a) On a pour tous x,y € E,

el = llx =y + 31 < e =yl + [y lFet Iyl = lly —x+xl] < flx =yl + [}x]]-
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b) D’apres a), I’application x — ||x|| est lipschitzienne.
Pour I’application (x,y) — x+y,ona

ety =+ < e =2+ [ly =y'll, v, ¥y, € E.
Pour I’application (A,x) — Ax, on a

1A= Aoxol| = [[(A = A0)(x = x0) + Ao(x —x0) + (A — Ao )xo|
< A = Zolllx —xoll + Aol llx — xol| + |4 — Ao [[xo]|-

¢) x — x+a est bijective, de plus on a ||[x+a— (y+a)| = ||x — ||, donc continue.
De méme I’application réciproque x — x — a est continue. [

Remarque 5.1.4. Soit (E,||.||) un e.v.n. L’application d(x,y) = ||x —y|| est une distance
sur E invariant par translation (c-a-d Va,x,y € E, d(x+a,y+a) =d(x,y)). On dit que
d est la distance associée a la norme ||.||.

Si E est complet pour cette distance, on dit que E est un espace de Banach.

Définition 5.1.5. On dit que deux normes ||.||| et ||.||2 sur un espace vectoriel E sont
équivalentes si leurs distances associées sont équivalentes.

Proposition 5.1.6. Dans un espace vectoriel E, deux normes ||.||1 et ||.||2 sont équiva-
lentes si et seulement s’ils existent o > 0 et B > 0 tels que, pour tout x € E, ||x||; < al|x||2
et ||x]l2 < Bllx]:.

Démonstration. <) Soit d; et d; deux distances associées aux normes ||.||; et ||.|]
respectivement. Supposons qu’ils existent a > 0 et B > 0 tels que, ||x||; < ofx]||2 et
1x]]2 < Bllx||1, on a donc X |lx[|y < ||x[|2 < BI|x[|1, ce qui implique que Ld; < d> < Bd;.

=) Supposons que ||.|[; et ||.]]> sont équivalentes. Considérons B;(0,1) = {x €
E/ ||x||1 <1}, c’est un voisinage de 0 dans (E, ||.||1), c’est donc aussi voisinage de 0
dans (E, ||.||2). Par suite, il existe r > 0 tel que B»(0,r) C B1(0, 1), ainsi pour touty € E,
Iyll2 <r =yl <1.

[1x]2

Soit x € E, avec x # 0, et soit y = rm, alors on a ||y||» = i vl <1
c-a-d r% <1, donc x|y < %|x||>. on prend & = 1.
Si x = 0, I’inégalité est vérifiée. Méme démonstration pour f3. [

Corollaire 5.1.7. Soient ||.||; et ||.||2 deux normes équivalentes sur I’espace vectoriel E.

a) Toute suite de Cauchy pour ||.||1 est de Cauchy pour ||.|>.
b) Si (E,||.||1) est complet, alors (E,||.||2) est aussi complet.

c¢) Si A est une partie bornée dans (E,||.||1), elle est aussi bornée dans (E,||.||2)-

Définition 5.1.8. Soient (E,||.||) un e.v.n et F un sous-espace vectoriel de E. La restric-
tion de la norme de E a F est une norme sur F, qui induit sur F la distance induite par
la distance de E.
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5.1.2 Produit fini d’espaces normés

Soient Ey, ..., E, des espaces vectoriels normés sur K. Pour tout i € {1,...,n} et tout
x; € E;, on note ||x;|| g, la norme dans E;. Sur I’espace produit E = E; x ... x E, =" Ei,
on peut définir la norme

lxll = max lxil|g; = max(llxi gy, ... [nllg,), 2= (x1,....0) € E.

Cette norme induit sur £ la distance

d(x,y) = [lx =yll = max(|bes =yul[y, s [0 = yullE, ), 0y = (y1,.-,30) € E,

c’est la distance produit, qui définit la topologie produit.

5.2 Espaces normés de dimensions fines

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K, {ey,...,e,} une base de E,
(x1,...,X,) les coordonnées d’un point x € E et ||x||c = lngllagxn\x,-].
Proposition 5.2.1. (E,||.||«) est isomorphe a K" muni de sa norme usuelle.
Démonstration. Considérer I’application ¢ : E — K", x — (x1,...,x,) € K". O
Corollaire 5.2.2. Soit (E,||.||) un e.v.n de dimension finie. Alors,
a) Les parties compactes de E sont les parties fermées et bornées de E.
b) La sphere unitée S(0,1) est compacte dans (E,||.||).

Démonstration. a) L’application ¢ : (E,||.||) = K", x = Y7, x;e; est un homéomor-
phisme, donc pour toute partic A C E on a A est compacte < ¢(A) est compacte dans
K" < @(A) est fermée et bornée dans K”. Par suite, ¢ ' (¢(A)) = A est un fermé de E,
elle est bornée car ¢! est une isométrie (§(@(A)) = & (¢~ (p(A)))).

b) S(0,1) est bornée, de plus on a S(0,1) = {x € E/ ||x|| =1} = ||.||"'{1}. Or, ||.||
est continue, donc S(0, 1) est fermée, d’ou elle est compacte. U

Théoreme 5.2.3. Sur un espace vectoriel de dimension finie E, toutes les normes sont
équivalentes.

Démonstration. Montrons que toutes les normes sont équivalentes a la norme ||x||e =

max |x;|.
1<i<n

Soient N une norme quelconque sur E et x € E. On a donc, N(x) =N (X7 xie;) <
XN (i) < o x||ee, avec ax =Y N(e;).

D’autre part, I’application N : (E, ||.||») — R est continue (c’est méme uniformé-

ment continue) et la sphere S(0, 1) est compacte, soit donc m = infyc (1) N (x) = N(xo),
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avec xo € S(0,1) (I'inf est atteint dans un compact). On a m = N(xg) > 0, car N est une
norme et xo # 0 puisque ||xg|| = 1. Par suite, pour tout x € S(0, 1), N(x) > m > 0. Soit
yeE.

Siy # O, on pose x = ﬁ Donc, ||x]|e=1= N(x) = % >m= ||yl < EN().
On prend 8 = %
Siy = 0O, I’'inégalité est vérifiée. O

Proposition 5.2.4. Un K-espace vectoriel normé (E,||.||) est de dimension finie si et
seulement si la boule unité fermée B(0, 1) est compacte.

Démonstration. =) D’apres le corollaire on a B(0, 1) est fermée et bornée, donc
elle est compacte.

<) Supposons que B(0, 1) est une partie compacte de E et montrons que E est de
dimension finie.

Ona B(0,1) C U B(x,%), donc il existe un nombre fini de points xi,...,x, de
x€B(0,1)

B(0,1) tels que B(0,1) C UL, B(xi, 3).

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par {xi,...,x, }. Montrons que E = F.
Supposons qu’il existe x € E \ F. Comme F est fermé, alors o = d(x,F) > 0. Ainsi,
Par la définition de d(x, F), il existe y € F tel que o < [|x —y|| < & + & = 3. Posons
z= ﬁ On a z € B(0,1), donc il existe ip € {1,...,n} tel que z € B(x;,,3), c-a-d
2 — il < L. Par suite, on ax = y+ o vllz = y+ [hv — vl + b — ¥l (z — x3), avee
y+[lx—ylxi, € F. 1 vient que |lx — (y+ |lx — y[|xiy) | = [lx = y[l[|z — xi,[|, ce qui donne
o < |lx—=y|/[lz— x| < 20, c-2-d &t < 3 . Impossible. Donc E = F et dimE est finie. [

5.3 Continuité des applications linéaires

Théoreme 5.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f : E — F une appli-
cation linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est continue sur E ;
2) f est continue en un certain point de E (en prticulier au point 0);
3) f est bornée sur la boule unité B(0,1);

4) f est bornée sur toute boule de centre 0 (donc sur toute partie bornée);

S <

5) f estlipschitzienne (= qu’il existe une constante k > 0 tel que : Vx € E,
kllx);

6) f est uniformément continue.
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Démonstration. 5) = 6),6) = 1), 1) = 2) sont immédiates.

2)=3)Soitn >0telque ||x]| <n = | f(x)] <1 Alors, ||x]| <1=|nx|| <n =
IFIN< 5

= n'

3) = 5) Supposons qu’il existe une constante M telle que ||x|| < 1 = ||f(x)|| < M.
Alors, [[f(v) = f()ll = [lf (= x)]| < M[y —x]|| (si y # x, prendre =r).

3) = 4) Soit M une constante telle que ||x|| <1 = ||f(x)|| < M. Alors pour tout réel
R, [[x|| <R = f(x) < MR. O

Définition 5.3.2. La norme d’une application linéaire continue f : E — F, notée ||f
est sa constante de Lipschitz, c’est a dire le plus petit réel k > 0 tel que

’

Vx € E, [lF()llF < Klxle-

Autrement dit :

A= sup W&lE o i@l = e 17

xeExt0 |XIE ek =1 x€E|x|z<1

Définition 5.3.3. Soient E et F deux K-e.vn. £ (E,F) désigne ’espace vectoriel des

applications linéaires et continue, et l'application f — ||f||=  sup || f(x)||F est la
XEE ||x||g=1

norme usuelle de £ (E,F).

Proposition 5.3.4. Soient E et F deux K-evnet f € L(E,F). Ona:

) vxekE, [f&)lr <IFI Xl
2) SiM € R" vérifie ||f(x)||[F < M ||x|[g (Vx € E), alors ||f]| <M.

Démonstration. 1) Comme f est linéaire, alors f(0) = 0, donc I’inégalité est vraie. Si

x # 0, alors
Gl 1O

< sup
Xl ™ yeryzo [Vl

ce qui donne || f(x)[| < [[f1] x|
2) Soit M € R™ tel que pour tout x € E, ||f(x)|| <M ||x||, alors pour tout x # 0,

6] HETRNP -

<M, d ot sup,cr 0
] *EEE0 x|

= [I71;

Théoreme 5.3.5. Si F est complet, alors 'e.v.n. £ (E,F) est complet.

Démonstration. Soit (f,), une suite de Cauchy dans Z(E, F), alors : Ve > 0, Ing € N,
Vn,m > ng on a || fp — fnll < €. 1 vient que || f,(x) = fin ()| < [1fu = finll[[x[| < €]}x
Vx € E. Ceci montre que (f,(x)), est une suite de Cauchy dans F qui est complet, donc
elle est convergente. Soit f(x) = ngrrl fn(x). Par suite, on a f € Z(E,F). En effet,

)
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flax+By) = lim fy(ox+By) = a lim f,(x) + B lim f,(y) = of(x) + Bf(y), ce
qui prouve que f est linéaire. D’autre part, puisque pour tout x € E et tous n,m > ng on
a | fu(x) = fm)|| < |fu = fnllllx]| < €||x]|, alors en faisant tendre m — oo, on obtient
| fu(x) = f(x)|| < &||x||. Donc pour tout n > ny, f,, — f est continue, d’ott f = f,, — (f — f)
est continue. Enfin, puisque || f,(x) — f(x)|| < €]|x||, alors || f, — f]| < € pour tout n > ny,
ce qui montre que (f;), converge vers f dans .Z(E,F). O

Theorem 5.3.6. Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux e.v.n. Si dimE est fini, alors toutes les
applications linéaires de E vers F sont continues.

Démonstration. Sur E, toutes les normes sont équivalentes. Soit {ey, ..., e, } une base de
Eetx=Y"  xje; un élément de E. On pose ||x||g = max |xi| = ||x]|o. On a,
<i<n

IF)lF =1 Y xif (el < llxlles Y L ().
i=1 i=1
D’ot, pour tout x € E, || f(x)||F < k]| x]]co- O

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1. Soit (E,d) un espace vectoriel muni d’une distance vérifiant :
(i) Pour tous x,y € E et L € R, d(Ax,Ay) = |A|d(x,y).
(ii) Pour tous x,y,z € E, d(x+z,y+z) =d(x,y).

Montrer que d provient d’une norme, c’est-a-dire qu’il existe une norme N sur E telle
que pour tous x,y € E, d(x,y) = N(x—y).

Solution
Si une telle norme existe, elle est nécessairement définie par :

N(x) =N(x—0) =d(x,0).

Montrons donc que N : E — RT, N(x) = d(x,0) est une norme sur E telle que pour tous
x,yeE,
d(x,y)=N(x—y). (%)

Tout d’abord, I’égalité (x) est vérifiée car pour tous x,y € E, en utilisant (ii) on obtient :

N(x—y)=d(x—y,0)=d(x—y+y,y) =d(x,y).

Il reste seulement a vérifier que N est une norme.
- Pour tout x € E, ona N(x) =d(x,0) > 0et N(x) =0 < d(x,0) =0< x=0.
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-Pourtousx € Eet A € R, N(Ax) =d(Ax,0) =d(Ax,A0) = |A|d(x,0) = |A|N(x).
- Soient x,y € E. En utilisant I’inégalité triangulaire pour d, on a

N(x+y)d(x+y,0) < d(x+y,y)+d(y,0)
(

= d(x,0)+d(y,0)
N(x)+N(y).

Ce qui prouve le résultat. N est donc bien une norme qui a les propriéteés demandées.

Exercice 5.4.2. Montrer qu’une partie non vide A d’un e.v.n (E,||.|) est bornée si et
seulement s’il existe un réel positif M tel que :

Vx€A, [lx[| <M.

Solution
=) Supposons que A est bornée, alors son diametre §(A) < +oo. En fixant xog € A,
on a pour tout x € A

[1x[} = [l = x50 + x| < [lx —xo]| + [[xo]| < 8(A) + [lxoll

On prend M = 6(A) + ||xo ]
<) Supposons qu’il existe M > 0 tel que, ||x|| < M pour tout x € A, alors on a pour
tout x € A, x € B(0g,M), donc A C B(0g,M), d’ou A est bornée.

Exercice 5.4.3. Soient A et B deux parties non vides d’un e.v.n E.

1) Montrer que si A ou B est ouverte, alors A+ B est ouverte.

2) Montrer que si A et B sont connexes, alors A+ B est connexe.

3) Montrer que si A et B sont compactes, alors A+ B est compacte.

4) Montrer que si A est compacte et B est fermée, alors A + B est fermée.

5) Donner un exemple de deux fermées A et B telles que A+ B n’est pas fermée.

Solution

1) Si A est un ouvert, alors pour tout b € B, A+ b est ouvert. En effet, I’application
f A — A+ b est un homéomorphisme, donc f(A) = A+ b est un ouvert. D’ou A+ B =
bLEJBA + b est un ouvert.

Autre méthode : Onaa+b € A+ B pour tous a € A et b € B. Comme A est ouvert,
alors il existe r > 0 tel que a+ B(0,r) C A. Par suite, a+B(0,r)+b C A+ B, donc A+ B
est ouvert.

2) Si A et B sont connexes, alors A X B est connexe (voir exercice 4.5.8). De plus,
I’application ¢ : A x B— A+ B, (a,b) — a+ b est continue, donc ¢(A X B) = A+ Best
connexe.
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3) Si A et B sont compactes, alors A X B est compacte (théoreme de Tychnoff), donc
¢©(A x B) = A+ B est compacte.

4) Supposons que A est compacte et B est fermée. Soit (z,) une suite déléments de
A+ B telle que z, — z. Montrons que z € A+ B.

On a z, € A+ B, alors il existe a, € A et b, € B tels que z, = a, + b,. Puisque A
est compacte, il existe une sous suite (a,, ) de (a,) qui converge vers a € A. Il vient que
by, = 2y, — ap, converge vers b € B (car B est fermée). Donc, z,, = by, + a,, converge
vers a+b € A+ B. Par conséquent, lirrlnzn = lilgnznk =z=a+beA+B.

5) Dans I’e.v.n R, on considere A = N* et B= {1 —n, n > 1}. Vérifions que A et B
sont des fermés et que 0 € A+ B, mais 0 ¢ A+ B.

On a (4 =] — oo, I[Ungl]n,n + 1[ qui est ouvert, donc A est fermé. De méme, 03 =
nL>J]] n]? —(n+1), ,ll —n|[U] — 1, +oo[ qui est ouvert, bonc B est fermé.

Si0eA+B, alors il existe m € A et n > 1 tel que m+ % —n =0, ce qui implique
% =n—m € Z, impossible, donc 0 ¢ A+ B. Mais 0 € A+ B, car % = (% —n)+n€A+B
et % — 0.

Exercice 5.4.4. On considere le systeme d’équations suivant :

y=1+ % arctan(x —y)

(s) {x: sin(x+y)

Montrer que (S) admet une unique solution.

Solution
Considérons la fonction f : R? — R? définie par :

flx,y) = (% sin(x+y), 1+§arctan(x—y)> , (x,y) e R2.

Il est clair que f est continue. En appliquant le théoréme des accroissement finis, on
obtient

Hf(xay) _f<x/7y/)H = d(f<x7y>7f(xlayl>)
1 . . / / 2 / /
= 4_1‘ sin(x+y) —sin(x’+y')| + §| arctan(x — y) — arctan(x' — /)|

l / / 2 / /
< Z]x+y—x —y|+§|x—y—x +|

< Shv|+ggh-]
- 12 12
11 11
= d((xy),*.y) = Sll(xy) = @)

12
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Donc f est une contraction, par suite elle admet un point fixe unique f(x,y) = (x,y). Ce
point fixe ne sera rien qu’une solution du systéme (S).

Exercice 5.4.5. Soit (E,||.||) un R-espace vectoriel normé. On note B(0, 1) la boule unité
fermée de E. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de E vérifiant F # E. On pose

d(x.F) = inf{[}x— |, y € F}.
1) Soientx € E, y € F et A € R, établir les trois propriétés suivantes :

(i) d(x,F) <||x||, (if)d(Ax,F)=|A|d(x,F), (iii) d(x—y,F)=d(x,F).

2) Soient x € E et X' € E. Montrer que

(iv)d(x+x',F) <d(x,F)+d(x',F).
3) Soitx € B(0,1) tel que a = d(x,F) > 0. Montrer que
Ve>0,3yeF /a<|x—y|<a(l+e).

4) Soit x € B(0,1) tel que ad(x,F) > 0. Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver
x* €B(0,1) tel d(x*,F) = (1+¢)"! < 1.

5) Déduire de ce qui préceéde I’égalité sup{d(x,F), x € B(0,1)} = 1.

6) Démontrer a l’aide de ce qui précede le théoreme du cours qui permet d’affirmer que
si la boule B(0, 1) est compacte, alors le R-espace vectoriel E est de dimension finie.

Solution
1) (i) Tout sous-espace vectoriel contient 0, on a donc,

d(x,F) =inf{|lx—yl, y € F} < |lx =0 = [|x].
(ii) Pour A = 0, en appliquant (i), on obtient
d(Ox,F) =d(0,F) < ||0]| =0=|0|d(x,F).
Pour A #0, on a

d(Ax,F) = inf{|Ax—y|, y € F} =inf{|A|[x—2""y|, y € F}
[Alinf{[lx = A7, y € F} = [A]inf{lx—y], y € F}
= [Ald(x,F).
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(iii) Comme y € F et puisque {y+z, z€ F} =F,ona
dx—y,F) = inf{x—y—zl|, z€ F} =inf{|lx— (y+2)||, z€ F}
— inf{|lv—z, z€ F} = d(x, F).
2) Par définition, on peut trouver deux suites (y,), C F et (y),), C F telles que

d(x,F)= lim d(x,y,) et d(xX',F)= lim d(x,y,).

n—y+oo n—y+oo

Comme y, +, € F, on peut écrire
d(x+x',F) < [lx+x" = (v + )l < [lx=yall + X = yl-

L’inégalité (iv) s’obtient en passant a la limite quand n — +-oo.
3) Par la définition de d(x,F’), on a

Ve' >0,y eF /|x—y|| <d(xF)+e.

Ainsi, pour tout € > 0, on a & > 0g > 0, car o > 0. On peut donc appliquer ce qui
précéde avec €' = a€ pour obtenir

Ve>0,3yeF /|x—yl| <a(l+e).

D’autre part, puisque y € F, on a par définition ot = d(x,F) < ||x —y]|.

4) Avec € comme en 3), le choix x* = o~ (14 &)~ (x —y) convient. En effet, I’in-
égalité de droite de la question 3) garantit x* € B(0,1). D autre part, en appliquant (ii)
et (iif), on obtient

dx* F)=a '(1+&) dx—y,F)=a1(1+e) ldx,F)=(1+¢) ' < 1.

5) Pour x € B(0, 1), la condition d(x, F) = 0 implique I’existence d’une suite (x,), C
F qui converge vers x. Comme F est fermé, cela implique x € F. Ainsi, si pour tout
x€B(0,1)onad(x,F)=0,cestque B(0,1) C F. Comme E = U{B(0,n), n € N}, cela
conduit a £ C F, c-a-d E = F. contradiction.
On peut donc trouver x € B(0,1) avec d(x, F) > 0. En appliquant la question 4) pour
les choix € = (1+4nr)~!, on obtient une suite (x}), € B(0, 1) vérifiant :
sup{d(x,F), x € B(0,1)} > lim d(x},F)= lim 2+n)(1+n)"' =1.

n—4-oo n——-oco0

Or, d’apres (i) de la question 1), on a

Vx € B(0,1), d(x,F) < ||| < 1.
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6) Supposons que B(0, 1) soit compacte. Fixons € > 0, alors du recouvrement ouvert
B(0,1) C U{B(x,€), x € B(0,1)}, on peut extraire un sous-recouvrement fini :

B(0,1) C U{B(x;,€), x; € BO,1), i € I} I ={1,....n}.

On considere le sous-espace F de E engendré par {xj,...,x,}. Comme F est de dimen-
sion fini, il est fermé. Par construction, B(0,1) C F +&B(0,1).
Pour le choix de € = %, cela implique

sup{d(x,F), x€ B(0,1)} <

| =

Pour F # E, ceci est en contradiction avec les conclusions de la question 5). Donc F = E
etdimE =n < +oo.
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