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CHAPITRE 1
MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE ET CHANGEMENT DE BASES

Dans tout le chapitre K =R ou C et n € N*.

1.1 Matrice associée a une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K de dimensions n et p respectivement,
et f: E — F une application linéaire. Soient B = {e},e»,...,e,} une base de E et C =
{e},€),...,e,} une base de F. Les images par f des vecteurs ey, ez, ..., e, se décomposent

/ / / .
sur la base {e],¢,...¢},} :

f(el) = a11€/1 ~|—a21€’2 + ... —{—aple;

fle2) = anne} +aney +...+ape),

flen) = aine] +azey + ...+ ape),

Définition 1.1.1. On appelle matrice de f dans les bases B={ey,ey,...,e,}, C={e},é5,...,e},}

la matrice notée Mcg(f) appartenant a M, (k) dont les colonnes sont les composantes

des vecteurs f(e1), f(e2), ..., f(en) dans la base {¢} e}, ..., }.

ayl alp - . . aAip

ay; 4ayp . . . Ay

Mcp(f) =Mc(f(B)) =

apl apy . . . dpy



Remarque 1.1.2. - Attention a I’ordre dans I’écriture Mcp(f) !

La jeme colonne de la matrice est formée des composantes du vecteur f(e;) dans

la base C.

Cette matrice a n colonnes et p lignes : Mcg(f) € M, (K).

1l est clair que la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et F.
- Si E=F et B=C, onnote Mpp(f) = Mp(f).

Exemple 1.1.3. 1) Soit 6 I’application nulle de E dans F et 0, la matrice nulle de
M, (K), alors Mcg(0) = Opn.

2) Soit E de dimension n finie et Idg : E — E ’application qui a x associe x. On

considére une base B = {ey,e,...,ey} de E. Ona

10 . 0
0 1 0
.0 . .
Mp(Idg) = =1,
0
00 . 1

Matrice unité de M,(K).

3) Soit E = R? et P; : R? — R? D’application linéaire qui a (x,y) associe (x,0).
considérons la base canonique B = {e1,e;} de R%. On a Pi(e1) = (1,0) = ey,
10
00

P1 (6’2) = (0,0) et MBB(PI) = MB(PI) =

4) Soit B = {ey,e2,e3} la base canonique de R? et C = {e},é,} la base canonique
de R?. Considérons I'application linéaire f : R> — R? qui a (x,y,z) associe

1 -1 0

0 -1 1

(x—y,z—y). Ona Mcp(f) =



5) Soit D : R4[X] — R3[X| U'application linéaire qui & P(X) associe P'(X). On a

Mcp(D)

o O o O

S O O =

S O O

S W o O
~ O O O

B et C étant les bases canoniques respectivement de R4[X| et R3[X].

Proposition 1.1.4. Soient f et g deux éléments de L(E,F) et A un élément de K, alors

(i) Mcp(f+g)=Mcp(f)+Mcp(g).

(ii) Mcg(Af) = AMcp(f)

Théoreme 1.1.5. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension n et p respecti-

vement. B={ej1,ea,...,e,} et C={€|,e5,...,e},} des bases de E et F. Alors I’application

M :L(E,F) — M,,(k) qui a f associe Mcg(f) est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels. En particulier dimL(E,F) = np.

Démonstration. 1l est facile de vérifier la linéarité de M.

Soient f € kerM, donc Mcp(f) = 0. Par suite, f(e;) = f(e2) = ... = f(e,) = 0. D’ou

f =0et M est injective. Elle est aussi surjective, car si

ain

asz

apl

a2

azn

apz

Aln

azp




On construit f en posant :

f(el) = 61116/1 +a21e’2 + ... +aple;)

f(er) = are| +axeh+ ... +apze;,

f(en) = Clln€/1 +a2ne/2 +... +apne;,.

Pour x € E,x = x1e1 +x2e2 + ... + x,¢;, avec x; € K.
On pose f(x) = x1f(e1) +x2f(e2) + ... + x,f (e,). On vérifie que ’application f est
linéaire et Mcp(f) = A. O

Soient E, F, G trois espaces vectoriels, f € L(E,F),g € L(F,G). Soient B={ej,ey,...,e,},

noon " .
C={e},ey,....e,} et D={e|,e,,...,e,} les bases respectives de E, F,G.

Proposition 1.1.6. Avec les notations précédentes on a
Mpp(go f) = Mpc(8)-Mcs(f)-

1.2 Matrice de I’inverse d’une application linéaire

Corollaire 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension et de bases
respectives B et C. f € L(E,F) est bijective si et seulement si Mcp(f) est inversible. De
plus,

Mpc(f~1) = (Mcs(f)) ™"

Démonstration. Comme fo f~! = Idr et f~'o f =Idg, alors Mg(f 1o f) =1 et
Mc(fo f~1) =1 et par suite Mpc(f~").Mcp(f) = Mca(f)-Mpc(f~') = I, c’est-a-dire
Mpc(f~") = (Mca(f)) ™" O

Remarque 1.2.2. Dans le cas particulier o E = F et B = C, on obtient, pour toute



application linéaire bijective
Mp(f~") = (Ma(f)"".

1.3 Matrice de passage d’une base a une autre

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases B = {ey, e, ...,e,}
et B = {¢},é,,...,e,}. Soient (Pij,Psj,...,B,j) les coordonnées du vecteurs e;- dans la

n
base B, c’est-a-dire Vj € 1,2,...,n, €/j = ZP,-jei = P1j61 +P2j€2 +... -l—P,,je,,.
i=1

Définition 1.3.1. On appelle matrice de passage de la base B a la base B' la matrice
Ppp = Mp(B') = Mp(€, €, ...€),) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de

la base B' exprimées dans la base B.

Exemple 1.3.2. Soit le R-espace vectoriel R muni de la base canonique B = {e1,e2,e3}
etde labase B = {¢),e,,es}, one) =ej—er+e3, &) =er—e3 et ey = —2e1 +2ey —e3.

La matrice de passage de la base B a la base B' est

1 0o -2
Pep=1-1 1 2
1 -1 -1

Remarque 1.3.3. On a clairement Pgp = Pypg = I,,.

Lemme 1.3.4. Si B et B' sont deux bases de E, alors
PBBI p— MBB/(IdE)'

Attention ! Ici la matrice de I’endomorphisme /dr n’est pas 1’unité car la représen-
tation matricielle de I’identité est formée en choisissant une base a 1’arrivée qui n’est a

priori la méme au départ.

Proposition 1.3.5. Si B et B’ sont deux bases de E, alors la matrice de passage de B a



la base B’ est inversible et son inverse est la matrice de passage de B' a B :
-1
(Ppp)”" = Ppp-

Exemple 1.3.6. Reprenons les notations de I’exemple précédent :

el =e —er+tes 1 0 -2
e/2 =ep—e3 et PBB’ = MB(B/) =1 -1 1 2
¢y =—2e; +2e,—e3 =1 -1

Pour former la matrice de passage inverse (Pgg)™", il suffit d’exprimer les vecteurs de

la base B en fonction de ceux de la base B'. A ’aide du systéme précédent on obtient :

er=erte 122
e) = 26/1 —}-e’z —{—e’3 et donc Pgpg = (PBB,)_] =1l110
e3:2e/1-|-eg 011

1.4 Nouvelles composantes de vecteur

Théoréme 1.4.1. Soient B et B' deux bases de E. Soient x un élément de E, Xp et X%, les

matrices colonnes des coordonnées de x dans les bases B et B' . Alors
Xp = Ppp Xp
Attention a I’ordre ! on a les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes.

1.5 Nouvelle représentation d’une application linéaire.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K, B et B’ deux bases de E et P la
matrice de passage de B a B'. Soit F un espace vectoriel de dimension m sur K, C et C’

deux bases de F et Q la matrice de passage de C a C'.



Théoreme 1.5.1. Si f est une application linéaire de E dans F représentée par la ma-

trice A dans les bases B et C et par A’ dans les bases B' et C', on a la relation
A =07 lApP

Remarque 1.5.2. On peut retrouver la formule du théoréeme précédent a ’aide du dia-

gramme commutatif suivant :

(E,B) —— (F,C)

lIdE J/Id[:

(E,B) —L— (F¢)

ona

ldpof=foldp < Mc(ldr(C)).A=A" Mg (Idg(B))
& Poc.A=APyp
s o la=AP"!
s o lap=A4A.

Remarque 1.5.3. Dans le cas particulier ou f est un endomorphisme de E, si A (resp.

A') est la matrice représentant f dans la base B (resp. B'), alors A' = P~1AP.

1.6 Matrices semblables

Définition 1.6.1. On dit que deux matrices carrées A et A’ d’ordre n sont semblables s’il

existe P matrice carrée d’ordre n inversible telle que A' = P~1AP.

D’apres la remarque précédente, si f est un endomorphisme de E, et si B et B’ sont
deux bases de E, alors Mp(f) et Mp/(f) sont deux matrices semblables. Donnons main-

tenant une forme de réciproque :

Proposition 1.6.2. Soient f un endomorphisme de E, B une base de E et A la matrice



de f dans la base B. Si A’ est une matrice semblable a A, il existe une base B' de E telle

que A’ soit la matrice de f dans la base B’

1.7 Exercices

Exercice 1
On considere B = {(1,1,—1),(0,1,1),(1,0,3)}.
1) Montrer que B est une base de R3.

2) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et v dans la base B.

a)u=(2,3,7), v=(1,0,5).
b)u=(0,0,—6), v=(4,4,9).

3) Calculer la matrice de passage P de la base canonique By a la base B.

4) Soit X un vecteur de R3; expliciter la relation entre les coordonnées de X dans les

deux bases B et By.

Exercice 2

Calculer la matrice de passage de la base B a la base B’ :
) B={(=1,0),(0,3)}, B'={(1,1),(2,1)}.
2) B={(1,-1),(1,0)}, B ={(3,1),(5,-6)}.
3) B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B ={(1,1,1),(2,1,1),(0,1,0)}.
4) B={1,X,X?}, B ={X-X?—1,—-1-3X+X?}.

Exercice 3

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique B = {e},ez,e3}

est :



Soienta = e| —es+e3, b=2e; —ex+e3, ¢ =2e| — 2es + e3 trois vecteurs de R3.
1) Expliciter f(x,y,z) en fonction de x,y et z.
2) Montrer que B’ = {a,b,c} est une base de R>.
3) Déterminer la matrice de passage P de B a B. Calculer P!,
4) Déterminer la matrice R de f dans la base B en calculant f(a), f(b) et f(c).
5) Exprimer la matrice R en fonction des matrices P, P letA.
6) Calculer R*.
7) En déduire les valeurs de A pour tout n € N.

Exercice 4
Considérons 1’application linéaire f : R> — R? définie par : f(x,y) = (x —2y,3x+).
Soient B = {(1,2),(1,1)}, et B ={(1,1),(1,—1)}.

1) Calculer la matrice M de f dans la base B.
2) Calculer la matrice de passage de Ba B'.

3) Calculer I’inverse P~! et en déduire la matrice N de f dans la base B par la

formule de changement de base.
4) Recalculer N directement et vérifier vos calcul.

Exercice 5

Soit u : Ry [X] — Ry [X] une application définie pour tout P € R,[X] par :
u(P)=P+(1-X)P +2P".

Onpose B = {P|,P,,Ps}ou Pl =1—-X, L =1, Py =1+42X — X2,

1) Montrer que u est une application linéaire.



2) Expliciter u(a+ bX + cX?) en fonction de a,b et c.

3) Déterminer la matrice A de u par rapport 2 la base canonique B = {1,X,X?}.
4) Montrer que B’ est une base de R, [X].

5) Donner la matrice A’ de u dans la base B’ en calculant u(Py),u(P;) et u(P3).
6) Calculer les matrices de passage P et Q entre les base B et B'.

7) Déterminer A’ par la formule de changement de base.

Exercice 6
Soient By = {e1,e2}, Co = {f1, />, f3} les bases canoniques de R? et R3, et soit

U : R?——R?

(xay) — (3X+4y, —x+y72X—2)’)

1) Ecrire la matrice A de U dans les bases By et C.

2) Soient €] =3e| + e, €5 = —2¢; +5¢p et B = {¢}, ¢} }.

Ecrire les matrices de passage de By a B et de B’ a By.

3) Ecrire les matrices de passage de Co a C' = {f], f3, f3} et de C" a Cp, our :
fi=—f+f h=2h—Hh+2hetfi=Ff—fH+f

4) Déterminer Mc,p(U), Mcp,(U) et Mop(U).

10



CHAPITRE 2

DETERMINANTS D’UNE MATRICE CARREE ET SYSTEMES DE CRAMER

Dans tout ce chapitre K =R ou C et n € N*.

2.1 Formes n-linéaires alternées

Définition 2.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application f :E XE X ... x E — K

est n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chaque variable, c’est-a-dire si :

FOr ey X1, O+ BZisXig 1y oo Xn) = O (X1 eeey X1, Vis Xit 1y ooy Xn)

+ ﬁf(xl,...,x,-,l,z,-,xiﬂ,...,xn).

Elle est symétrique si elle est invariante par permutation des vecteurs et antisymétrique

ou alternée si l’interversion de deux vecteurs change le signe, c’est-a-dire si
VX1, oy Xn € ENVE < J, f(X1, ooy Xiy o Xy oo X)) = = F(X1, ey Xy o Xy oy X ).

Remarque 2.1.2. On déduit immédiatement que si f est alternée, alors f(x,x,...,x) =0
et puis plus généralement que si x; est une combinaison linéaire des autres vecteurs

X1y ooy Xim 1y Xip 1y ooy X a@lors f(x1,...,%,) = 0.

Exemples 2.1.3. ) Le produit scalaire de R" x R" — R est bilinéaire et symé-

trique.

2) Lapplication de R? x R> —s R définie par ((a,b),(c,d)) — ad — bc est bili-

néaire alternée.

2.2 Déterminant d’une matrice carrée

Soit A € M,(IR) de terme général a;;. On note A;; la sous matrice de A d’ordre n— 1

obtenue en enlevant a A sa ieme ligne et sa jeme colonne.
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Définition 2.2.1. On appelle déterminant de A et on note det(A) I’élément de R défini

par une des formules de récurrence suivantes :
- Sin=1, onpose det(a;;) = ay.

- Sin> 1, on pose (développement par rapport a la keme colonne)

(—1)"*ay det(Aj)

-

det(A) =

i=1

ou (développement par rapport a la keme ligne)

det(A) = f(—l)kﬂakj det(A))

]J=

—_

e Le nombre det(A;;) est un mineur d’ordre n— 1 de la matrice A.

e Le nombre c;j = (—1)"/ det(A;;) est le cofacteur de A relatif au coefficient a;;.

Remarque 2.2.2. On admet que toutes ces formules de récurrence donnent le méme

résultat.
) b
Exemples 2.2.3. 1) Sin=2, det = =ad — bc.
c d c d
2) Sin=23,
aip dapz2 a3 al dapz2 a3
det | ap; a»x ax| = l|aa; ax a3|(développement suivant la 3éme colonne)
aszy dsp asz a3y dasy asz
azr ax ap ap
1+3 243
= (-1) ans +(=1)""ay
aszy das aszy as
ar ap
3+3
+ (=1)"ass
ayr dax
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3) Si ® est la matrice nulle de M,,(R), det(®) = 0.
4) Sil, est la matrice identité de M,(R), det(l,,) = 1.

Remarques 2.2.4. 1) Si une colonne quelconque d’une matrice carrée A est nulle, le

déterminant de A est nul (det(A) =0).

2) Si A = (a;;) est une matrice dont tous les coefficients en dehors de la diagonale
sont nuls, alors

det(A) =ap1an...ayy.

3) Si A = (a;j) est une matrice dont tous les coefficients sous la diagonale sont nuls
(aij=0sii> j), alors

del‘(A) =ajp1azy...ayy.

4) Notant c; les colonnes d’une matrice A on a
det(A) =det(cy,....Ci,...,cn) = det(c1,...,ci+Acj,...,cn),

avec i # j. C’est-a-dire qu’on ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant

a une colonne un multiple d’une autre colonne.
5) En particulier, si deux colonnes sont égales le déterminant est nul.

6) Calcul par blocs : Quand la matrice A est donnée par blocs, on peut parfois cal-

culer son déterminant en fonction des blocs de A :

B C
A= = det(A) = det(B)det(D).
0 D

Le corollaire suivant est fondamental.

Corollaire 2.2.5. Soit A une matrice dont les colonnes sont cy,cy,...,Cp.

det(A) =det(cy,...,Ciy...,Cj,...,Cn) = —det(C1,...,Cj, ..., Ci, ..., Cn).
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Autrement dit, en échangeant deux colonnes on change le signe du déterminant.

Théoreme 2.2.6 (admis). L’application de (R")" = R" x R" x ... x R" dans R qui a un
n-uplet (cy,cy,...,c,) de R" associe le scalaire det(cy,ca, ..., c,) est une forme n-linéaire
alternée.

Toute forme n-linéaire alternée de (R")" dans R est proportionnelle a cette applica-

tion.
La démonstration de cette énoncé est trop technique pour étre donné ici.

Proposition 2.2.7.
VA € M,(R), VB € M,,(R), det(AB) = det(A)det(B).
Il n’est pas inutile de répéter ici que le déterminant n’est pas linéaire ! On a en général
det(A + B) # det(A) + det(B).

On peut prendre par exemple le cas des matrices carrées :

Remarque 2.2.8. Si A et B sont deux matrices semblables, alors
det(A) = det(B).

Définition 2.2.9. Soient uy,uy,...,u, des vecteurs d’'un K-espace vectoriel E de dimen-
sion n. On appelle déterminant de (uy,u, ...,u,) dans une base B et on note detg(uy,uy, ..., uy)

le déterminant de la matrice dont les colonnes sont constituées des vecteurs uy,uy, ..., uy.
Nous pouvons ainsi définir le déterminant d’un endomorphisme.

Théoreme 2.2.10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomor-

phisme de E. Alors le scalaire detg(f(e1), f(e2),...,f(en)) ne dépend pas de la base
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B ={ey,ez,...,en} choisie. On 'appelle déterminant de 1I’endomorphisme f et on note

det(f).

Démonstration. Soient B = {ey,es,...,e,} et B' = {e/,é},...,e,} deux bases de E. On
note M et N les matrices de I’endomorphisme f dans ces deux bases et P la matrice de
passage de B a B'. Alors on a N = P~'MP et d’aprés la proposition précédente det(M) =
det(N), d’ou le résultat. O

Proposition 2.2.11. VA € M,(R), det(A) = det('A).

Remarque 2.2.12. Une conséquence du dernier résultat, est que par transposition, tout
ce que I’on a dit des déterminants a propos des colonnes est vrai pour les lignes. Ainsi, le
déterminant est multilinéaire par rapport aux lignes, si une matrice a deux lignes égales,
son déterminant est nul, on ne modifie pas un déterminant en ajoutant a une ligne une

combinaison linéaire des autres lignes...

2.3 Inverse d’une matrice
Le théoreme suivant est fondamental.
Théoreme 2.3.1. Soit A € M[,(R).Alors

A est inversible <= det(A) # 0.

L’ensemble des matrices carrées (n,n) inversibles a coefficients dans R (resp. C) est
noté GL,(R) (resp. GL,(C)).

En fait il y a une formule pour la matrice inverse : Soit A € M, (R) une matrice carrée.
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Nous lui associons la matrice C des cofacteurs, appelée Comatrice, et notée com(A) :

ci1 €12 . . . Cin

c21 €22 . . . C2n
C=(cij) =

Cnl Cn2 - - - Cpn

Théoréme 2.3.2. Soit A une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors

N
det(A)
1 10
Exemple 2.3.3. Soit A= |0 1 1 |. Le calcul donne que det(A) = 2. La comatrice
1 01
C = com(A) s’obtient en calculant 9 déterminants (2,2) (sans oublier les signes +/—).
On trouve :
1 I -1 I -1 1
1 1
C=| - td Ail = ZC = — _
I 1 1 | etdonc det(A) > I 1 1
I -1 1 -1 1 1

2.4 Applications des déterminants : Systéeme de Cramer

Le théoréme suivant appelé régle de Cramer, donne une formule explicite pour la

solution de certains systemes d’équations linéaires ayant autant d’équations que 1’incon-

nues.
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Considérons le systeme d’équations linéaires a n équations et n inconnues suivant :

ayxi+apxy+...+apx, = by

ar1x1+ axxo+ ...+ axyux, = by

 @n1X1 +apxy + ...+ appnx, = by,

Ce systeme peut aussi s’écrire sous forme matricielle

aily a2 .- . . dip X1 bl
a)y dyp . . . Ayp .
AX =BouA=| . | eML(R), X=]| . | etB=
anyl G . . . Qg Xy b,

Définissons la matrice A ; € M, (R) par :

ayy - . ajj-1 by ajjr1 . . an

ay . . ayj1 by axj1 . . ay
Aj=

anl - . Qpj-1 by Apj+1 - - dpn

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplacant la jéeme colonne de A par le
second membre B. La regle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du

systeme, dans le cas ou det(A) # 0, en fonction des déterminants des matrices A et A j-

Théoreme 2.4.1. Soit AX = B un systeme de n équations a n inconnues. Supposons que
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det(A) # 0. Alors I'unique solution (x1,x2, ...,Xx,) du systeme est donnée par :

_det(A;)  det(A2) _ det(A,)
T det(A) 2T det(A) T det(A)

X1

Démonstration. Nous avons supposé que det(A) # 0. Donc A est inversible. Par suite,

X = A~ !B est I’'unique solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que

1
e~ 'C ou C est la comatrice de A. Donc X =

'CB. En développant,

det(A) det(A)
x| cir €1 . - . Cnl b
| Cl2 ¢» . . . Cp by
X = =
det(A)
Xn Cln Cn - - - Cpp b,
cribi+coby+ ... +cniby
c12by +cooby + ... +cpaby
B 1
~ det(A)
Cinb1 +conb2 + ... + Cunby
U]
C’est-a-dire,
. :Cnb1+021b2+~-~+cn1bn x.zclib1+02ib2+-~+cnibn . :Clnb1+c2nb2+~-+cnnbn
: det(A) v det(A) e det(A) '

Mais c1;by + c2iby + ... + cpiby, est le développement en cofacteurs de det(A;) par rapport

a sa ieme colonne. Donc,

det(Ai)
Xi = ’
det(A)

Vi=1,2,....,n.



Exemple 2.4.2. Résolvons le systeme suivant :

X1 +2x3=06
—3x1 +4x + 6x3 =30

—Xx1+ —2x+3x3 =38

Ona
1 2 6
A=|1-3 4 6| eB=130]|,
-1 -2 3 8
6 0 2 1 6 2 1 0O 6
Ai=|30 4 6|,A2=-3 30 6|,A3=|-3 4 30/,
8 -2 3 -1 8 3 -1 -2 8

det(A) = 44, det(A,) = —40, det(A;) =72 et det(A3) = 152.

La solution est alors,

det(A)) 40 10
T Get(d) T 4410
det(4y) 7218
T odet(A) 44 11
_ det(A3) 152 38
BT det(d) 4411

X2

2.5 Exercices

Exercice 7
Calculer les déterminants des matrices suivantes :
1)
1 0 2 8 7 —4 1 2 3
Ai=13 4 5|, A=3 3 2|,A4=|(7 6 5
5 6 7 -5 —4 6 9 10 11



2)
012 3 0110 1 2 1
1 230 1 001 1 3 1
Blz aBZZ 7B3_
2 3 01 1101 210
3012 1 110 1 11
3)
3111 a
a—?2 2 -1
1 311 b
C= , G = 2 a 2 |, G=
1 1 3 1 b
2a 2a+1) a+1
1 113 a
Exercice 8
On considere la matrice
m 1 1
Ap=1-3 -1 2
m -1 =2

1) Discuter en fonction du parametre m 1’inversibilité de A,,.
2) Déterminer I’inverse de A,,, dans le cas ou m = 2.

Exercice 9
Soit le systeme
x+y—z=-1
(S)=q2x—y+z=5
—Sx+y+2z=1

1) Déterminer la matrice My et donner I’écriture matricielle de (S).
2) Montrer que (S) est de Cramer.

3) Donner la solution de (S) et en déduire Mg '

N O W

S O

Q

S O O &

20
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Exercice 10

I 1 1
1) Montrerque |a b c¢|=(a—b)(b—c)(c—a).
a b

2) Pour quelles valeurs du parametre réel a le systeme suivant n’est-il pas de Cramer ?

xX+y+z=3
(8) =19 a’x+(a—2)%y+(2a—1)>2=11-8a
a*x+(a—2)*+ (2a—1)*z =83 —80a
3) Résoudre le systeme pour les valeurs de a trouvées en 2).

Exercice 11

On considere le systeme

ax+by+z=1
(S) = x+aby+z=—4b
x+by+az=3
ol a et b sont deux parametres réels.

1) Déterminer pour quelles valeurs de a et b le systeme (S) est de Cramer.

2) Résoudre (S) dansle casota=2etb=—1.



CHAPITRE 3

REDUCTION D’ENDOMORPHISME : DIAGONALISATION ET
TRIGONALISATION

Pour décrire un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, on cherche une base de £
dans laquelle la matrice de f soit la plus simple. Pour diverses raisons, on voudrait que
cette matrice soit diagonale, c’est-a-dire que les coefficients en dehors de la diagonale
soient nuls.

Tout le long du chapitre K =R ou C et n € N*.

3.1 Diagonalisation

3.1.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel sur K et f un endomorphisme de E.

Définition 3.1.1. On dit que A € K est valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul
x de E tel que f(x) = Ax; x est alors appelé vecteur propre de f associé a la valeur

propre A.

Remarque 3.1.2. Tous les multiples non nuls d’un vecteur propre de f sont encore des
vecteurs propres de [ pour la méme valeur propre. L’ensemble des valeurs propres d’un

endomorphisme f s’appelle spectre de f et est noté sp(f).

Exemple 3.1.3. Si f est une homothétie d’un espace vectoriel E, f = a.ldg, alors tout

vecteur non nul est un vecteur propre associé a la valeur propre a.

Exemple 3.1.4. L’exemple que nous donnons ici concerne un espace vectoriel réel de
dimension infinie. Soit E [’espace vectoriel des fonctions de R dans R, indéfiniment
dérivables. L’application u : E — E qui a une fonction associe sa dérivée est un en-
domorphisme de E. Alors pour tout réel A, la fonction f; (t) = exp(At) est un vecteur

propre associé a la valeur propre A, car fy # 0 et u(fy) = f; = A fa.
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Dans le théoreme suivant nous caractérisons de facons plus précise les valeurs propres

d’un endomorphisme.

Théoreme 3.1.5. Soit f € L(E) et A un scalaire. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
(i) A est valeur propre de f ;

(ii) L’endomorphisme f — Aldg n’est pas injectif, ¢’est-a-dire son noyau vérifie

ker(f — Aldg) = {x € E/(f — Aldg)(x) =0} # {0};

(iii) det(f — Aldg) =0;
(iv) det(M — Al,) =0, ou M est la matrice de f dans n’importe quelle base de E.

Démonstration. Pour que A soit valeur propre de f il faut et il suffit qu’il existe un
vecteur non nul x de E tel que f(x) = Ax, c’est-a-dire que 1’on ait (f — Aldg)(x) =0,
ou encore que le noyau ker(f — Aldg) # {0}. Ceci entraine 1’équivalence de (i) et (ii).
Pour que I’endomorphisme f — Aldg de I’espace vectoriel de dimension  finie E ne soit
pas injectif il faut et il suffit qu’il ne soit pas bijectif, c’est-a-dire que son déterminant
soit nul, d’ou 1’équivalence de (ii) et (iif). Enfin par définition du déterminant d’un

endomorphisme, (iii) et (iv) sont équivalentes. N

3.1.2 Polynome caractéristique

Définition 3.1.6. Le polynome caractéristique de f € L(E) est défini par
Cr(X) = det(f — XIdg).

Si E est un K-espace vectoriel, alors Cy(X) € K[X]. De plus, si M est la matrice de f

dans une base quelconque B de E, alors

Cr(X) = det(M — X1,).
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Théoreme 3.1.7. Les valeurs propres d’un endomorphisme f sur un K-espace vectoriel

E sont exactement les racines de son polynéme caractéristique qui sont dans K.
Démonstration. On a les équivalences suivantes :
A € Kest valeur propre de f <= f— Aldg est non injectif
<= det(f—Aldg) =0
— C f()L) =0
<= A estune racine de Cy dans K.
O]

Soit M = (mjj)1<i, j<n une matrice d’ordre n a coefficients dans K. Soit X une indé-

terminé, alors on peut écrire :

miq —X niip ce miy
moq mpy—X . . . Moy,
M—XI, =
My my s my,—X

Proposition 3.1.8. Le polynome caractéristique d’une matrice (ou d’'un endomorphisme

d’un espace vectoriel de dimension n) est un polynome de degré n.
Comme un polyndme de degré n a au plus n racines on obtient :

Corollaire 3.1.9. En dimension n un endomorphisme (ou une matrice d’ordre n) a au

plus n valeurs propres distinctes.

Exemple 3.1.10. Soit A = (a,-j)lgi,jgn une matrice triangulaire. Alors A — X1, est aussi

une matrice triangulaire et le polynéme caractéristique (déterminant d’'une matrice tri-
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angulaire) est donc le produit des coefficients diagonaux, c’est-a-dire
Ca(X) = (a11 —X) (a2 — X)...(ann — X).
Les valeurs propres de A sont donc les coefficients diagonaux de A. En particulier ce
résultat est vrai pour une matrice diagonale.

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. L’ ordre de multiplicité d’une
valeur propre A de f est ’ordre de multiplicité de la racine A du polyndme caractéris-

tique de f.

3.1.3 Sous-espace propre

Ce qui précede montre que ’ensemble des vecteurs propres associ€s a une valeur

propre A auquel on ajoute le vecteur nul est exactement ker(f — Aldg).

Définition 3.1.11. Soit A une valeur propre d’un endomorphisme f. On appelle sous-

espace propre associé a A, le sous-espace vectoriel de E défini par E;, = ker(f — AldE).

Remarque 3.1.12. C’est en cherchant le noyau de ’application f — Aldg que I’on dé-

termine les vecteurs propres associés a la valeur propre A.

Exemple 3.1.13. Le polynéme caractéristique de la matrice M = est
10
-X 1 )
Cu(X) = =x>-1
1 —-X

Les valeurs propres sont +1. Les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres se
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déterminent alors de la maniére suivante :

X 0 —x+y=0
€EE — M-1.) = = = x=)y.
y Yy 0 x—y=0
1
Donc E est engendré par le vecteur
1
X X 0 x+y=0
€EE <= M+1I) = = = x=—y
y y 0 x+y=0
1
Donc E_ est engendré par le vecteur
-1

Théoreme 3.1.14. Soit f € L(E) et A une valeur propre de f. Alors la dimension du
sous-espace propre associé a la valeur propre A est inférieure ou égale a la multiplicité
de la valeur propre A. En particulier, si A est une valeur propre simple (multiplicité

égale a 1) alors dimE; = 1.

3.1.4 Criteres de diagonalisation

Définition 3.1.15. On dit qu’un polynéme P(X) est scindé dans K s’il est décomposable
en un produit de facteurs du premier degré a coefficients dans K, c’est-a-dire s’il peut
s’écrire sous la forme :
n
P(X) = aH(X — OC,‘), a,d,..., o € K.

i=1
Remarque 3.1.16. Si le polynome caractéristique Cy(X) d’un endomorphisme f est
scindé dans K, alors on peut I’écrire sous la forme :

r r
Cr(X) = (=1)"TJ(X =)™ =T —x)™,

i=1 i=1

our,1 <r<n, représente le nombre de valeurs propres distinctes, les (A;)1<i<, sont les
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différentes valeurs propres et les (m;)1<i<, sont leurs ordres de multiplicité respectifs.

-
On ade plus Y, m; =n.
=

l
Définition 3.1.17. On dit que [ € L(E) est diagonalisable s’il existe une base de E

constituée de vecteurs propres.

Remarque 3.1.18. Dans une telle base la matrice de f s’écrit

A0 . .0
0
D=
0
0O . . 0 A

Théoreme 3.1.19. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie, Cy son polynome caractéristique, Ay, ..., A, une liste sans répétition de toutes ses
valeurs propres et Ej, = ker(f — Aildg) (1 <i <) ses sous-espaces propres associés.

Les énoncés suivants sont alors équivalents :
(i) f est diagonalisable ;

.
(ii) Cy est scindé, mettons : Cy(X) = [1(Ai—X)™, et la multiplicité de chaque racine

i=1
Ai de Cy est égale a la dimension du sous-espace propre associé a A;; dimE, =
mi, 1 <i<r;

(iii) dimE = dimE) +dimEy, + ... +dimE, ;

(iv) E est la somme directe des sous-espaces propres de f :
E ZE;LI @EAZ @"'@Elr (E :Ell +Elz +"'+Elr eTE/l,ﬂE/Ij = {O},i 7£ ])

3.1.5 Méthode de diagonalisation-Exemple

Afin de diagonaliser un endomorphisme f, on peut procéder comme suit :
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r

1) Calcule et scindage de Cy : Cr(X) = [] (A —X)™. si Cy n’est pas scindé, alors f

i=1
n’est pas diagonalisable.

2) Pour chaque racine A; de C r» détermination d’une base {ui1,uiz, ..., uin; } du sous-

espace propre E;. = ker(f — Aldg).
e Sil’une de ces bases vérifie : n; = dimEj, < m;, alors f n’est pas diagonalisable.

e Sinon, on a n; = dimE), = m; pour tout i et I’on obtient une base de E en les
juxtaposant. La matrice de passage a cette nouvelle base et la matrice diagonale

représentant f dans cette derniere s’en déduisent immédiatement :

M0 . . . 0
0
uir - . ulnl - - Upl - . U,
A
P: 7D:
Ar

0

0 . . . 0 A

Exemple 3.1.20. Soit f I’endomorphisme de R? représenté dans la base canonique de

R? par la matrice

0 1
-1 0
Le polynome caractéristique Cy(X) = a = X2 4 1 n’est pas scindé dans R,
-1 —-X

donc f n’est pas diagonalisable.
Considérons maintenant I’endomorphisme g de C? représenté par la matrice A : On

a cette fois Cg(X) = X*>+1 = (X —i)(X +1i) et g a deux valeurs propres simples : i et
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—1. Les deux sous-espaces propres correspondants E;, E_; sont donc de dimension 1 et
g est diagonalisable. Déterminons une base de E;.

Les vecteurs de E; = ker(g — ildc2) sont les vecteurs (z1,z2) € C? tels que

4 —i 1 z 0 —iz1+2=0
(A—ib) "= ' "= =
22 -1 —i 22 0 —721—iz»p =0

Autrement dit tels que 7o = izy. On peut donc choisir comme base de E; le vecteur u; =
(1,i). On trouve de méme que E_; est ’ensemble de vecteurs (z1,72) € C? tels que 7o =
—iz1, et I’on peut donc choisir comme base de E_; le vecteur uy = (1,—i). La matrice de

passage a la base {u,uy} et la matrice de g dans cette derniére sont respectivement :

En conclusion, la matrice A est diagonalisable dans C, mais pas dans R.

3.2 Trigonalisation

3.2.1 Endomorphisme trigonalisable

Définition 3.2.1. Une matrice carrée A est dite trigonalisable si elle est semblable a
une matrice triangulaire T, supérieure ou inférieure, c’est-a-dire s’il existe une matrice

inversible P telle que A= P~'TP.

Définition 3.2.2. On dit que [ € L(E) est trigonalisable s’il existe une base de E dans

laquelle sa matrice est triangulaire supérieure ou inférieure.

Trigonaliser f signifie : Rechercher une telle base. Si f a dans la base {uy,us,...,u,}
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une matrice triangulaire supérieure

ayl a2 - - . dip
0 ayy . . . dAjp

A= ,
0 .0 ay,

alors pour tout j : f(u;) = i a;ju;.

Trigonaliser f : E — lE: 1revient donc a chercher une base {uj,us,...,u, } de E telle
que pour tout j € {1,2,...,n}, f(u;) appartient au sous-espace engendré par les vecteurs
UL, UDy ey UL

fuj) € vect(uy,uz,...,u;).
En particulier, u; est nécessairement un vecteur propre de f.
Remarque 3.2.3. Tout endomorphisme (ou matrice) diagonalisable est trigonalisable.
Théoreme 3.2.4. f € L(E) est trigonalisable si et seulement si f est scindé.

En particulier, lorsque K = C, f est toujours trigonalisable.

3.2.2 Exemples de trigonalisation

Exemple 3.2.5. On considére f I’endomorphisme de E = R3 dont la matrice dans la

base canonique {e},es,e3} est

3 2 =2
A=1]-1 0 1
1 1 O

Le calcul du polynéme caractéristique donne : C¢(X) = C4(X) = (1 —X)>. La matrice

A admet donc une seule valeur propre A = 1, elle ne peut pas étre diagonalisable sinon,
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il existerait une matrice P inversible telle que A = P~ '.I3.P, alors A = Is, or ce n’est pas
le cas.

On détermine maintenant le sous espace propre E| associé a cette valeur propre.

. X 0 2x+2y—2z=0
y| €Ei=Ker(A-15)= (A-1L)|y| =10 — —x—y+z=0
z z 0 x+y—z=0

— x+y—z=0
<~ x+ty==z

Donc,

Ei = {(xyx+y):(xy) eR?}
= {(x0,x)+(0,y,y) : (x,y) e R*}
= {x(1,0,1)4+y(0,1,1) : (x,y) € R?}.

1 0
Comme les deux vecteurs uy = | 0 | etur = | 1 | sont libres, car le sous-déterminant
1 1
1 0
- # 0, alors on peut choisir {uy,up} comme base de E|.

On compléte (uy,uz) par un vecteur uz pour obtenir une base de R3. Ici, on peut par
exemple choisir uz = e3. Le systéme {uy,up,us }est libre car, det(uy,uy,u3) =1 0. On

a donc les relations suivantes :

uy =ept+es €] =ur—uj3
Ur=ery+e3 <= Ner=uy—u3

usz = e3 €3 = Uusy
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Ainsi, f(u1) =uy, f(uz) =u et

fuz)=f(es) = —2e1+en
= —2(u; —u3)+ (up —u3)
= —2u; +uz +us.

La matrice de f dans la base {uy,uy,us} s’écrit alors :

1 0 -2
=101 1
0 0 1
1 00 1 0 O
On vérifie que T =P~ 'AP,avecP= |0 1 0| e P"'=| 0 1 0
I 11 -1 -1 1

Exemple 3.2.6. On considére f I’endomorphisme de E = R* dont la matrice dans la

base canonique {e},es,e3,e4} est

1 -3 0 3

-2 —6 0 13
A=

0O -3 1 3

-1 —4 0 8

Le calcul du polyndme caractéristique donne C¢(X) = Ca(X) = (1—X)* Ily a donc une

seule valeur propre A = 1 d’ordre 4. On détermine maintenant le sous-espace propre E;
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associé a cette valeur propre.

)
0 —2x—Ty+13t=0 x =3t
(A—1L) = = =
Z 0 —3y+3t=0 y=t
! 0 | —x—4y+T7t=0

L’unique sous-espace propre E est donc de dimension 2 (< 4 = dimR*) donc f n’est
pas diagonalisable, E| est engendré par les vecteurs u; et uy de coordonnées dans la

base canonique

et

—_— O == W
oS = O O

On complete (uy,up) par (uz,us) pour obtenir une base de R*. Ici on peut par exemple

choisir uz = ey et ug = ey. On a donc les relations suivantes :
€] = Uz, ey = Uy, e3 = Up,eq = Uy — 3uz — uy.
Ainsi :

fluz) = fler) = e1 —2er —es = —uy +4uz —uy
f(u4) = f(ez) = —3e; —6ey —3e3 —4eq4 = —4uy —3ur +uz — 2uy.

La matrice de f dans la base {uy,uy,u3,us} s’écrit alors

10 -1 —4
o010 -3
00 4 9
00 -1 -2
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On consideére la sous-matrice

4 9
1 2

Al =

qui est la matrice de la projection de f sur le sous-espace engendré par (u3 et uy), dans
la base canonique de ce sous-espace. On va maintenant trigonaliser cette matrice. Le

polyndéme caractéristique de cette matrice est
2
Ca,(X)=(1-X)".

Cette matrice n’a qu’une seule valeur propre double qui est 1. Le sous espace propre

associé a cette valeur propre est déterminé par

3x+9 =0

—x—3y=0

Sa dimension est donc 1, et il est engendré par v de coordonnées dans la base canonique

-3
du sous-espace . On le compléte en une base du sous-espace avec un vecteur v;
1

de coordonnées
1

Les vecteurs correspondants dans ’espace E = R* sont donc

v'l = —3uz+uy et v’z = uy. Ainsi

FOV)) = —uy —3up +v)
F(V5) = —4uy —3upy — 3v +15.
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La matrice de f dans la base {uy,u>,v|,vy} s écrit alors

10 -1 —4
oo -3 -3
00 1 -3
00 0 1

3.3 Polynomes d’endomorphismes-Polynome minimal

3.3.1 Polynomes d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension z et f un endomorphisme de E. On définit

les puissances de f par :

f=Idg, f'=f, fF=fof,.., f"=f"0f.

Plus généralement, si P(X) = ag+ a1 X + ... + a,,X™ est un polyndme de K[X], alors on
définit le polyndme d’endomorphisme P(f) par :

P(f) =aoldg +aif+...+anf".

Si A est la matrice de f dans une base B de E, alors le polyndme de matrice P(A) défini
par:

P(A) = aol, + 1A+ ... + a,, A"
est la matrice de P(f) dans la base B.

Proposition 3.3.1. Pour tout endomorphisme f de E, il existe un polynéme non nul

0 € K[X] tel que Q(f) =0 (out 0 est I’endomorphisme nul de E).

Démonstration. E un K-espace vectoriel de dimension n, donc L(E) est un K-espace

. . . , . 2
vectoriel de dimension 2. Par conséquent, les n?+1 endomorphismes Idg, f, fz, vy 1

sont liés. Donc il existe des coefficients ag,ay,...,a,2, de K non tous nuls, tels que
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apldg +a1f+...4+a,p f”2 = 0. C’est-a-dire le polyndme non nul
Q(X) =apg+a1 X+... +an2X”2

vérifie Q(f) = 0. O

Définition 3.3.2. On appelle polynéme annulateur de f tout polynome Q(X) € K[X] tel
que Q(f) =0

3.3.2 Polynome minimal

Soit f € L(E) (resp. A € M,(K). Alors il existe un unique polynéme unitaire n¢(X)
(resp. my (X)) de K[X] de degré minimal, vérifiant ms(f) = 0 (resp. m4(A) = 0), tel que
tout polyndme annulateur de f (resp. de A) est multiple de m¢(X) (resp. m4(X)).

Théoréme 3.3.3 ( de Cayley-Hamilton). Soit f € L(E) (resp. A € M,(K). Alors le
polynome caractéristique Cy(X) de f (resp. Ca(X) de A) est un polynéme annulateur de
f (resp. de A).

Corollaire 3.3.4. Soit f € L(E) (resp. A € M,,(K). Alors le polynéme minimal m (X )
divise Cy(X) et my(X) divise C4(X).

4 1 -1
Exemples 3.3.5. 1) Soit f € L(R?) de matrice A= | —6 —1 2 | dans la base
2 1 1

canonique de R3. Comme Cy(X) = (2—-X)(X —1)? = —(X —2)(X —1)%, il en
résulte que mp(X) = (X —2)(X — 1) ou mp(X) = (X —2)(X — 1),
Or, (A—2K)(A—§) #0, alors ms(X) = (X —2)(X — 1)~

-1 1 1
2) SoitA=| 1 —1 1 |.0naCa(X)=(1-X)2+X)>2=—(X—-1)(X+2)%
11 -1
Comme (A—L)(A+21) =0, alors my(X) = (X —1)(X +2).
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Théoreme 3.3.6. Soit f € L(E) (resp. A € M,,(K)). Alors f (resp. A) est diagonalisable
si et seulement si les racines de my(X) (resp. de ma(X)) sont simples et appartiennent a

K.

3.4 Exercices

Exercice 12

Calculer le polyndme minimal pour chacune des matrice suivantes :

-1 0 0 0 0 -1 8§ —1 =5
A= 2 —-1 4|,B=]1 -1 —-1|,C=|-2 3 1
1 0 3 0o 1 2 4 -1 -1
Exercice 13
011
Dans cet exercice on se propose de calculer A" ouA= |1 0 1
1 10

Soient C la base canonique de R? et f 1’endomorphisme de R? défini par Mc(f) = A.

1) Montrer que —1 et 2 sont les seules valeurs propres de f.

2) Déterminer le sous-espace propre E_; et en donner une base Bj.
3) Déterminer le sous-espace propre E; et en donner une base B;.
4) Montrer qu’on réunissant By et B, on obtient une base B de R3.
5) Déterminer la matrice D représentant f dans la base B.

6) Calculer la matrice de passage P de la base C a la base B, ainsi que son inverse

P
7) Montrer que pour tout n € N :

2(_1)n+2n (_1)n+1_|_2n (_1)n+l+2n
(_1>n+l+2n 2(_1)n+2n (_1)n+1+2n
(_1)n+1+2n (_1)n+1+2n 2(_1)n_|_2n

A" =

W =
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Exercice 14
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = {ej,e,e3} une base de E et f I’endo-

morphisme de E défini par :
fler) =ei1+2e2—e3, fle2) =3e1—e3, f(e3) =—3e1+2er+3es.

1) Donner la matrice A de f dans la base B. Calculer les valeurs propres de f et ses

sous-espaces propres.
2) Montrer que f est diagonalisable.
3) Calculer A”. Quel est I'image du vecteur v = e + e, + e3 par I’application fo fo f.

4) On considere les trois suites (4, )nen, (Vn)nen €t (Wy)nen définies par les relations

de récurrences :

(8) = Virl = 2Up + 2wy,
Wyl = —lUp — Vy + 3wy

etug=vg=wp=1.

Déterminer u,,, v, et w, en fonction de n.



CHAPITRE 4
FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES
Dans tout le chapitre K =R ou C et n € N*.

4.1 Formes bilinéaires

4.1.1 Formes linéaires

Définition 4.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une appli-

cation linéaire de E dans K, K étant considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme.

Proposition 4.1.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B= {ej, ey, ...,e, }
une base de E. Une application f de E dans K est une forme linéaire si et seulement si

il existe n scalaires ay,ay, ...,a, tels que pour tout x = x1e1 +xze2 + ... + x,ep,
f(x) =x1a1 +xa2 + ... + xpa,.

Ceci se vérifie facilement en remarquant que a; = f(e;).

Exemple 4.1.3. Si E = K, [X], et si a € K alors application f : K,[X] — K qui a

P(X) associe P(a) est une forme linéaire sur E.

Définition 4.1.4. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle espace dual (ou simplement
dual) de E I’espace vectoriel des formes linéaires sur E, c’est-a-dire L(E,K), et on le

note E*.

Définition 4.1.5. Soit B={e}, e, ...,e,} une base de E. Pour tout i = 1,2, ..., n on définit

une forme linéaire e; sur E en posant

1 sii=j

0 siisj

pour 1 < j<n, e;(ej) = ;=
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0;j est appelé le symbole de Kroneker.

Proposition 4.1.6. Soit B={e|,ey,...,e,} une base de E. L’ensemble B* = {e},e5,....e;}

défini comme ci-dessus est une base de E* et est appelé base duale de B.

4.1.2 Formes bilinéaires

Définition 4.1.7. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Une forme bilinéaire sur

E X F est une application ¢ de E X F dans K, telle que :
e Pour x fixé dans E, I'application @y 1y — @(x,y) est une forme linéaire sur F.
e Poury fixé dans F, 'application @y : x — @(x,y) est une forme linéaire sur E.

Exemple 4.1.8. Soit F [’espace vectoriel des applications linéaires de E dans K (autre-
ment dit I’espace des formes linéaires sur E). L’application de E X F dans K qui a (x, f)

associe f(x) est une forme bilinéaire.

Dans la suite on va supposer que E = F. Dans ce cas, on parle de forme bilinéaire

sur E.

Exemples 4.1.9. 1) Soit E = K. Soit a un élément de K et ¢ ’application de K x K

dans K définie par ¢(x,y) = axy. C’est une forme bilinéaire.

Réciproquement, toutes les formes bilinéaires sur K sont de ce type. En effet, soit
@ une forme bilinéaire sur K. Alors, pour tout (x,y) de K x K, ¢(x,y) =x¢(1,y)
(linéarité par rapport a la premiére variable). Or, @(1,y) = y@(1,1) (linéarité par
rapport a la deuxiéme variable). D’ou : ¢(x,y) =xy@(1,1). En posanta= ¢(1,1)

qui est bien un scalaire, il vient @(x,y) = axy.

2) Soit E = R? et y I'application de E x E dans R définie pour tout x = (x1,x) et
y = (y1,y2) par
W (x,y) = x1y1 — 2x2y1 +2X1y2 — X2)2

est une forme bilinéaire sur R? (vérification immédiate).
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4.1.3 Matrice d’une forme bilinéaire

Il est toujours possible d’associer a une application linéaire une matrice dans une
base. Voyons ce qu’il en est pour une forme bilinéaire ¢. Soit B = {ey,e»,...,e,} une

base d’un K-espace vectoriel E, et soient

n n
xX= inei et y= Zyjej
i=1 j=1
deux éléments de E. On a
n n
o,y) =0 | Yoxie, Y yiei| = Y, oleiej)xy;.
i=1 j=1

1<i,j<n

Ainsi, la forme bilinéaire @ est déterminée de facon unique par la matrice suivante dans

la base B :
Meg=Mg = (¢(ej,e))) 1<i,j<n

Si on note
X1 1

X=1. ety =

Xn Yn

les matrices colonnes des vecteurs x et y dans la base B et Mp la matrice associée a @

dans la base B, c’est donc la matrice de M, (K) de terme général a;; = ¢@(e;,e;), il vient :

n n
ex,y)= Y, aijmyi=Y.xi| Y aijy,
= \U=1

1<i,j<n
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n
En notant ¢; = Y a;;y;, cela donne :

j=1
1
n
o(x,y) = inci = <x1 .o xn>
i=1
Cn
. . . n .
La matrice ligne (xl .o xn> ='X. Le scalaire ¢; = Y a;jy; peut étre interprété
j=1

comme le produit

1
<a,‘1 Coe ain>
Yn
Donc
C1 Y1
Cn Yn

D’ou le résultat suivant :

Proposition 4.1.10. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = {ej,es,...,e,}
une base de E et ¢ une forme bilinéaire sur E. Soit Mp la matrice associée a ¢ dans la
base B.

Si x et y sont deux éléments de E, X et Y les matrices colonnes dont les éléments sont

les coordonnées de x et y respectivement dans la base B, alors on a @(x,y) ='XMpY.
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4.1.4 Changement de base

Bien évidemment la question qui se pose est celle de 1’existence d’une formule liant
les matrices associées a une forme bilinéaire dans deux bases différentes.

Soient B et B’ deux bases de E. P la matrice de passage de B 2 B'. Soient x et y deux
éléments de E de matrices-colonnes X, X’ et Y, Y’ dans B et B’ respectivement. Les

formes classiques de changement de base donnent les relations :
X=PX" et Y=PY
Alors, si @ est une forme bilinéaire sur E et Mp sa matrice dans la base B on a
o(x,y) ="' XMpY ="(PX"\Mp(PY") ="'X"("PMpP)Y’".
La formule trouvée prouve que Mz = 'PMpgP est la matrice associée a ¢ dans la base B'.

On peut donc énoncer la formule de changement de base :

Proposition 4.1.11. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B' deux bases
de E et P la matrice de passage de B a B'. Soient @ une forme bilinéaire sur E, M et M’

les matrices associées a @ dans les bases B et B' respectivement. Alors :
M' ='PMP.
Remarque 4.1.12. Attention a ne pas confondre avec la formule de changement de base

pour une application linéaire M' = P~ MP.

Ce qui précede nous donne la caractérisation suivante d’une forme bilinéaire sur un

espace vectoriel £ de dimension # :

Proposition 4.1.13. Soit B= {e},e»,...,e,} une base de E. Une application ¢ de E X E
dans K est une forme bilinéaire sur E si et seulement si il existent des scalaires a;j, pour

1 <i,j <n, tels que pour tout

X =2Xx1€1+x2e3+ ... +xpe, € y=y1e1+y2e2+... +Ynén,
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©(x,y) s’écrit de la maniére suivante :

ex,y)= Y aijxiyj.

1<i,j<n

Définition 4.1.14. On dit que deux matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, M

et M', sont congruentes, s’il existe une matrice inversible P telle que M’ ="'PMP.
Définition 4.1.15. Soit ¢ : E X E — R une forme bilinéaire sur le R-espace vectoriel E.

o ( est définie si
Vx€eE, ¢(x,x) =0<=x=0;

e O est dite positive lorsque

Vx€eE, ¢(x,x)>0;

e est dite définie positive lorsque

Vx € E\ {0}, ¢@(x,x)>0.

4.1.5 Formes bilinéaires symétriques

Définition 4.1.16. On dit qu’une forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique si

V(x,y) € EXE, @(x,y)=@(y,x);

Elle est antisymétrique si @(x,y) = —@(y,x).

Remarquer que la symétrie permet de ne vérifier la linéarité que d’un seul coté.

Exemple 4.1.17. La relation @ ((x1,x2,....%n), (V1,Y2, -, Yn)) = X1Y1 +X2¥2 + ... + XY

définit une forme bilinéaire symétrique et définie positive (a vérifier).

Proposition 4.1.18. Pour qu’une forme bilinéaire soit symétrique il faut et il suffit que

sa matrice dans une base donnée soit symétrique (c’est-a-dire a;j = a ).
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Démonstration. Soit B={ey,ey,...,e,} une base de E. La matrice de la forme bilinéaire

@ dans cette base est (@(ei,e;))) | _; i<n

Si cette matrice est symétrique on apourtout I <i<netl < j<n,

o(x,y) = Z P(eiej)xiyj = Z P(ej,ei)yxi = @(y,x),

1<i,j<n 1<i,j<n

c’est-a-dire que la forme bilinéaire est symétrique. 0

4.2 Formes quadratiques

4.2.1 Généralités

Définition 4.2.1. On dit qu’une application Q : E — K est une forme quadratique sur
I’espace vectoriel E s’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E X E vérifiant

O(x) = @(x,x) pour tout x dans E. @ est appelée la forme bilinéaire associée a Q.

Exemples 4.2.2. ) Soient E =K, a un élément de K et ¢ la forme bilinéaire symé-

trique sur K définie par ¢(x,y) = axy. Alors
0. K—K, x— ax?

est une forme quadratique associée a @.

2) Soient E = K2 et W la forme bilinéaire symétrique sur K2 définie par
llj((xvy)v (-x/7yl>) = xx/ +yy’ Alors

Q:K2 — K, (x,y) —>x2+y2

est une forme quadratique associée a .

Proposition 4.2.3. Soient E un K-espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire symétrique

sur E et Q la forme quadratique associée a @.
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i) Soient x un élément de E et A un scalaire. Alors,
Q(Ax) = 2Q(x).
ii) Pour tout (x,y) appartenant & E X E,

o(x,y) = 5 [Q(x+y) —O(x) — Q)]

| =

Cette derniere formule est appelée formule de polarisation.

Démonstration. i) Soientx € E et A € K. Alors,
O(Ax) = @(Ax,Ax) = A2 (x,x) = A2Q(x).

ii) Soit (x,y) € E x E. Alors,

Ox+y) = ox+yx+y)
= oxx+y)+o(yx+y)
= @(X,X)+<p(X,y)+<P(y,x)+q)(y,y).

Comme ¢ est symétrique cela donne

Qx+y) = @(xx)+20(x,y) + ()
= 0(x)+20(x,y) +0(y)-

D’ou le résultat. [

Le théoreme suivant permet d’avoir une caractérisation des formes quadratiques plus

utilisable.

Théoreme 4.2.4. Une application Q de E dans K est une forme quadratique sur E si et

seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Vx € E, VA €K, Q(Ax) = A2Q(x).
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2) L’application ¢ définie par :

V(ey) € E X E, () = 3 [Q(+7) - 0() - Q0)

est bilinéaire symétrique.

Si ces conditions sont satisfaites, Q est une formes quadratique associée a @ et la forme

bilinéaire symétrique @ est souvent appelée forme polaire associée a Q.

Remarque 4.2.5. Pour toute forme quadratique Q il existe une unique forme bilinéaire
Symétrique associée.

Attention ! étant donné une forme quadratique Q, il existe en général une infinité de
forme bilinéaires @ vérifiant Q(x) = @(x,x). Par exemple, si Q est la forme quadratique

sur R? définie par O(x1,x2) = x1x7 et si @y est la forme bilinéaire définie par :

ox ((x1,x%2), (v1,52)) = Ax1y2 + (1 — A)xay1,

alors on a @y (x,x) = Q(x), pour tout A. Mais ces formes ne sont pas symétriques sauf

pour A = % qui correspond a la forme bilinéaire associée.

Soient B = {ej, e, ...,e, } une base d’un K-espace vectoriel E et Q une forme quadra-
tique sur E. La matrice de Q dans cette base est exactement celle de sa forme bilinéaire
associée ¢. Si on note Mp = (a; i)1<i j<n cette matrice, et si de plus X est la matrice

colonne dans B d’un vecteur x de E, alors

n
t 2
Q(x) ="XMpX = Z aijxixj = Zaiixi +2 Z aijxixj,
1<i,j<n i=1 1<i<j<n
car ¢ étant symétrique on a a;; = @(e;,e;) = @(ej,e;) = aji.
Une forme quadratique s’écrit donc comme un polyndme homogene de degré 2 (tous
les mondmes sont de degré 2).

Réciproquement. Soit le polyndme en xy,x3, ..., x, homogene de degré 2 suivant :

P(X],Xz,...,xn) = Z bijxi'xj'

1<i,j<n
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Ona
P(X],Xz,..., Zb”X + Z l,]+b_]l XIXJ

1<i<j<n

Soient les scalaires a;; définis pour tout 1 <i<netl < j<npar
1
aij = 7 (bij+bji).
2
Ils vérifient en particulier les relations :

Vi e {1,2,...,71}, a;;i = bj;
Vie{l,2,..,n}, Vje{l,2,..,n}, a;j=aj.

Alors, il vient que

P(x1,x2, ..., %, Za,,x +2 Z ajjxixj = Z a;jxixj = @(x,y),

1<i<j<n 1<i,j<n

ou ¢ est la forme bilinéaire symétrique de matrice (ai j) 1<i.j<n

Corollaire 4.2.6. Soit Q une forme quadratique sur E dont I’expression dans la base

B = {el,ez, ...,en} de E est pour tout x = x1e1 +xe3+ ... +xpe,

Zaﬂx + Z Ol jXiX

1<i<j<n

avec o;j sont des scalaires vérifiant 0;; = j;. Alors la forme bilinéaire symétrique as-
sociée a Q, a pour expression pour tout x = xje1 +xze2 + ... + x,e, et

y=yie|+yex+...+ynén

n
1
)= Yoty Y oy +xpi).
i=1 I<i<j<n

Ce résultat est constamment utilisé dans la pratique.

Exemple 4.2.7. Soit E = R*. Soit Q l’application de E dans R définie pour tout
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x = (x1,x2,x3,x4) par Q(x) = x% - 2x% + Xx1X2 — 3x3X4 + 2x1X4.
Comme Q(x) est une expression polynémiale homogéne de degré 2 par rapport aux
coordonnées x; de x dans la base canonique, c’est une forme quadratique et sa forme

polaire est définie pour tout x = (x1,x2,%3,x4) ety = (y1,¥2,¥3,v4) de R* par

1 3
O(x,y) = x1y1 —2x3y3 + E(xl)’Z +x2y1) — §(X3y4 +X4y3) + X194 + X4Y1.

La matrice associée a ¢ (ou a Q) dans la base canonique de R* est :

1 5 0 1
0 0 O
00 —2 -3
10 -3 0

4.2.2 Rang et noyau d’une forme quadratique

Définitions 4.2.8. 1) Soit Q une forme quadratique de E et B une base de E, Mo p
la matrice de Q dans la base B. On appelle rang de Q, notée rgQ, le rang de la

matrice Mg p.

2) On appelle noyau de Q le sous-espace vectoriel de E :
kerQ = {x € E;Vy € E, 9(x,y) = 0},

ou @ est la forme bilinéaire de Q.
Remarque 4.2.9. Le rang de Q ne dépend pas de la base choisie et le noyau de Q est
celui de sa matrice relativement a n’importe quelle base.
4.2.3 Forme quadratique non dégénérée

Définitions 4.2.10. Soit Q : E — R une forme quadratique de forme polaire ¢. On dit

que
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1) Q est non dégénérée si @ est non dégénérée, c’est-a-dire

(Vy € E,p(x,y) =0)=x=0.

2) Q est positive si et seulement si @ est positive ; ¢’est-a-dire Vx € E, Q(x) > 0.

3) Q est définie positive si et seulement si @ est aussi définie positive ; c’est-a-dire

Vx € E\ {0}, O(x) > 0.

La proposition suivante donne des conditions nécessaire et suffisantes pour qu’une

forme quadratique soit non dégénérée.

Proposition 4.2.11. Soit Q une forme quadratique de E. Considérons une base B de E.

Les assertions suivantes sont équivalents :
i) Q est non dégénérée;
ii) kerQ = {0};

iii) La matrice de Q dans la base B est inversible.

4.2.4 Signature d’une forme quadratique
Théoreme 4.2.12. Soit Q une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel
E de dimension n. Il existe une base de E dans laquelle Q s’écrit :

2 2 2 2
O(xX) = X7+ .o+ X, = X5 — oo — X

De plus p et p' = r — p ne dépendent que de Q et non pas de la base choisie.

Définition 4.2.13. Le couple (p,p’), qui est formé par le nombre de carrés précédés du
signe + et le nombre de carrés précédés du signe - s’appelle la signature de la forme

quadratique Q a coefficient réels et le rang de Q vaut p+ p'.

Corollaire 4.2.14. Soit une forme quadratique Q a coefficients réels de signature s =

(p,p’) dans un espace vectoriel de dimension n. On a les propriétés suivantes :
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- p+p =n<= Q est non dégénérée.
- p' =0 <= Q est positive.
- p=0 <= Q est négative.
- 5 = (n,0) <= Q est définie positive.

- 5§ = (0,n) <= Q est définie négative.

4.2.5 Orthogonalité et base orthogonale

Définition 4.2.15. Soit E un espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur E. On dit que
deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux (relativement a @), si ¢(x,y) = 0.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F (relativement a
@), et on note F+, ’ensemble des y de E qui sont orthogonaux d tous les éléments de F.

11 est immédiat que F est un sous-espace vectoriel de E.

Théoreéme 4.2.16. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme
bilinéaire sur E, éventuellement non dégénérée. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
(i) FNF+={0}.
(ii) E=F+F™ .
(iii) La restriction de ¢ a F est non dégénérée.
Définition 4.2.17. Un vecteur x de E est dit isotrope, s’il est orthogonal a lui-méme.

Définition 4.2.18. Soir Q une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension
finie n, et soit @ sa forme polaire. Une base B = {e|, e, ...,e,} de E est dite orthogonale
pour Q quand @(e;,e;) = 0 pour tout couple (i, j) avec i # j. Autrement dit, une base

est orthogonale pour Q quand la matrice de Q dans cette base est diagonale.

Théoreme 4.2.19. Toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension finie

admet des bases orthogonales.
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4.2.6 Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Il s’agit d’un algorithme permettant de trouver une décomposition d’une forme qua-
dratique en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

Les identités suivantes sont les outils essentiels de cet algorithme.
() % +2xy = (x+)* =y
() xy =g [(x+y)* = (x—)?].

La preuve est basée sur une démonstration par récurrence sur la dimension n de E.
eSin=1,iln’y arien a dire.

e Si n > 1. Supposons que toute forme quadratique sur un espace vectoriel de di-
mension n — 1 admet une décomposition en combinaison linéaire de carrés de formes
linéaires indépendantes.

e Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension #.

Si B={ey,es,...,e,} est une base de E et x un élément de E, Q(x) s’écrit :

n
Q(x) = Za,-ix,-z + Z aijXix;.
i=1 1<i<j<n
Premier cas : il existe au moins un indice i pour lequel a;; # 0. on dit usuellement qu’il
existe un terme carré. Par exemple supposons ajj # 0.

Alors Q(x) peut étre ordonnée comme un polyndome du second degré en x;. Cela
donne Q(x) = anx% + x1A (X2, X3, ..., X)) + C(x2,X3,...,x,) OU A est une expression po-
lynomiale homogene de degré 1 par rapport a (x2,x3,...,X,), donc une forme linéaire
en (x,x3,...,x,) et C une expression polyndmiale homogene de degré 2 par rapport a
(x2,x3,...,X,), donc une forme quadratique en (x3,x3,...,X;).

En utilisant ’identité (/;) il vient :

1
Q(x) = an; X1+%A(X2,---,Xn) —m[A(xz,...,xn)]z—i—C(xz,...,xn).
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D’ou,

2
Q(x):an X1+2LA(XQ,...,X,Z):| +{C()Q,...,xn)—L[A(}Cz,...,xn)]z .

ar 4ay
L’expression C(xp,...,x,) — ﬁ [A(x2, ...,x,,)]2 est une expression polyndmiale homo-
géne de degré 2 par rapport a (x2,...,x,), qui peut donc étre considérée comme une
forme quadratique sur un espace de dimension n — 1. cela permet d’écrire
1 2

Q(x) =ay x1+2—A(x2,...,xn) +Q1(x2, .0y xp).
aili

On termine en appliquant I’hypothese de récurrence a Q.

Second cas : il n’existe pas d’indice i pour lequel a;; # 0.

Si Q est nulle c’est fini, sinon au moins un a;; # 0 (avec i # j). On dit usuellement
que a;jx;x; est un terme rectangle. Par exemple supposons ajs # 0.

Alors, Q(x) = ajpx1x2 +x1A(X3, ..., X)) +%2C(x3, ..., X)) + D(x3, ..., X, ), ou A et C sont
des formes linéaires en (x3,...,x,) et D une forme quadratique en (x3,...,x,). Alors, on

peut écrire :

1 1
O(x) = an x1+—C(X3,...,x,,)] [x2+—A(x3,...,xn)
arn an
1

+ D(x3,...,x,) — a—le(X3, ey X )C (X3, ooy X ).

Autrement dit :

O(x) = arnfi(x1,X3,...,%0) f2(x2,X3, ..., %) + Q3(x3, ..., Xn),

ol fj et f> sont des formes linéaires en (x1,x3,...,Xx,) et (x2,x3,...,X,) respectivement et

Q3 une forme quadratique en (x3,...,x,).
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En utilisant 1’identité (1), il vient :

Q(x) = % (fl(x17x3a---7xn)+f2(x27x37---axn>)2_(fl(xlax37---axn)_f2(x27x37---7xn))2]
+ Q3(X3,...,xn).

On termine en appliquant I’hypothese de récurrence a Q3.

Exemple 4.2.20. Appliquons la méthode a la forme quadratique
O(x1,x2,x3,x4) = x% +x% —|—xﬁ —2x1x3 + 2x1x4 + 4x2x3 + 6x3X4.
Q contient un carré, on commence donc par appliquer le premier cas.

O(x1,x2,x3,X4) = x% + 2x1(—x3+x4) +x§ —|—xﬁ +4xox3 + 6x3x4
= (x1 —x3 +x3)% = (—x3 +24)% + X3 + 17 + dxpxs + 6x304

= (x;1—x3 +x4)2 + 4xox3 + 8x3x4.

On obtient Q1(xp,x3,x4) = 4xpx3 + 8x3x4, qui ne contient pas de carré. On applique

donc la méthode du second cas.

01 (X2,X3,X4) = 4dxox3+8x3x4 = 4()62 + 2X4)(X3 + 0)
= (X2 —+x3+ 2)64)2 — ()C2 — X3+ ZX4)2 40,

ol la derniére forme quadratique est nulle. Le procédé est donc terminé et on obtient :
2 2 2
Q(xl,XQ,)C3,X4) = (X1 — X3 +X4) +(X2 +X3—|—2X4) —(Xz—X3+2)C4) .

Si Q est une forme quadratique sur un espace vectoriel réel la décomposition est ache-
vée. Par contre si c’est une forme quadratique sur un espace vectoriel complexe on peut

encore enlever les signes moins et on obtient :

Q(x1 ,xZ,X3,X4) = (x1 — X3 +X4)2 + (xz +Xx3+ 2)C4)2 + (ixz —ix3+ 2iX4)2.
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4.3 Exercices

Exercice 15

Les applications suivantes sont-elles bilinéaires ? symétriques ?

1) SurR?, @(x,y) = x1x2 +y1y2.

2) SurR?, @(x,y) = x1y2 +x2)1.

3) SurR[X], ¢@(P,Q)=P'(1)Q(0)+P(0)Q(1).
4) Sur C([0,1],R), @(f,8)=fy f(t)g(1—1t)dL.
5) Sur M, (R), @(M,N)=Tr(MN).

Exercice 16

Pour chacune des formes bilinéaires suivantes, calculer sa matrice M; dans la base B; et
sa matrice M, dans la base B,. Calculer P, la matrice de passage de B; a B, et vérifier

que M, ='PM, P.
1) ¢ :R?xR? — R définie par ¢@(x,y) = x1y2 + 3y1x2,
By ={(1,0),(0,1)} et B, = {(1,1),(1,2)}.
2) ¢ :Ro[X] xRo[X] = R définie par @(P,Q) = P(2)Q(1),
B ={1,X,X*}etB,={1,X —1,X>—3X+2}.
3) ¢ :Ry[X] x Ry[X] — R définie par @(P,Q) = [y P(x)Q(1 —x)dx,
B ={1,X,X*}etB,={1,X - 1,X>-X}.

Exercice 17

Dans E = R? muni de sa base canonique B, on considére 1’application b : E2 — R définie
par :

b ((x1,x2,x3), (¥1,¥2,¥3)) = 2X1y1 +X2)2 — X33.
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1) Justifier que b est une forme bilinéaire sur E.

2) Déterminer la matrice M représentant b dans B.

3) b est-elle symétrique ? antisymétrique ?

4) Déterminer la partie symétrique, b1, et la partie antisymétrique, by, de b.
5) Déterminer le rang de b.

Exercice 18

Soit b la forme bilinéaire sur E = R> dont la matrice représentant dans la base canonique

By = {61,62,63} est

1 11
M=10 02
-1 4 3

1) b est-elle symétrique ? Antisymétrique ? Quel est son rang ?
2) Déterminer la partie symétrique, by, et la partie antisymétrique, by, de b.
3) Pour tout (u,v) € E2, déterminer b(u,v).

4) Justifier que la famille B = {e| + e, + €3, —e] + €2+ e3,e; +e2 — e3} est une base

de E.

5) Déterminer de deux maniéres la matrice M’ représentant b dans la base B.

Exercice 19
Considérons I’application g : M(R) — R définie par : g(M) = det(M).

1) Montrer que ¢ est une forme quadratique.
2) Déterminer la matrice de g par rapport a la base canonique B de M (RR).

3) Déterminer la forme bilin€aire ¢, associ€e a q.

4) Décomposer g en somme de carrés indépendants suivant la méthode de Gauss.
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5) En déduire le rang et la signature de g. La forme g est-elle positive ? Négative ?
6) Déterminer une base de M (IR) qui soit orthogonale pour g.

Exercice 20
Soit R;[X] I’espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 2. Consi-

dérons I’application ¢ : Ry[X] x R, [X] — R définie par :

1
¢(PQ) = /O tP(t)Q'(t)dt.

1) Montrer que @ est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Antisymétrique ?

2) Laforme quadratique g associée a ¢ est-elle définie ? Si ce n’est pas le cas, exhiber

un vecteur isotrope non nul.
3) Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique By = {1,X,X?}.
4) Déterminer la signature de g. La forme g est-elle positive ? Négative ?
5) Déterminer une base de R [X] qui soit orthogonale pour g.

Exercice 21
Pour chacune des formes quadratiques suivantes définies sur R?, donner sa matrice dans
la base canonique, sa forme polaire et utiliser la méthode de Gauss pour déterminer sa

signature et en déduire une base orthogonale.
1) q1(x) = x% +2x1x7.
2) q2(x) = 4x% + 8x1x2 + SX%.
3) ¢3(x) = 2x1x;.
4) ga(x) = —x% +4x1x0 — 4x%.

5) gs(x) = 4x% —x%.



Exercices avec solutions :  Algebre 2-MTIP

Exercice 1
On considere B = {(1,1,-1),(0,1,1),(1,0,3)}.

1) Montrer que B est une base de R?.
2) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et v dans la base B.

aJu=(2,37), v=[(1,0,5).
b)u=(0,0,-6), v=(4,4,9).

3) Calculer la matrice de passage P de la base canonique By a la base B.

4) Soit X un vecteur de R?; expliciter la relation entre les coordonnées de X dans les deux

bases B et By.

Exercice 2

Calculer 1a matrice de passage de la base B a la base B’ :
D B={(~1,0),(0,3)}, B ={(1,1),(2, D)}
2) B={(1,-1),(1,0)}, B'={(3,1),(5-6)}.
3) B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B ={(1,1,1),(2,1,1),(0,1,0)}.
4) B={1,X,X?}, B ={X-X%-1,-1-3X+X}.

Exercice 3

Soit f I’endomorphisme de IR3 dont la matrice dans la base canonique B = {e],e2,¢3} est

Soienta =ej — ez +e3, b=2e; —e;+e3, ¢ =e¢| — 2ey+ e3 trois vecteurs de R3.

1) Expliciter f(x,y,2z) en fonction de x,y et z.



2) Montrer que B = {a,b,c} est une base de R3.

3) Déterminer la matrice de passage P de B & B'. Calculer P71

4) Déterminer la matrice R de f dans la base B en calculant f(a), f(b) et fle).
5) Exprimer la matrice R en fonction des matrices £, P Pet A

6) Calculer R*.

7) En déduire les valeurs de A*", pour tout n € N.

Exercice 4
Considérons I’application linéaire f : R? — R? définie par : f(x,y) = (x = 2y,3x+y).

Soient B = {(1,2),(1,1)}, et B/ ={(1,1),(1,-1)}.
1) Calculer la matrice M de f dans la base B.
2) Calculer la matrice de passage de B a B'.

3) Calculer I’inverse P~! et en déduire la matrice N de f dans la base B’ par la formule de

changement de base.
4) Recalculer N directement et vérifier vos calcul.

Exercice 5
Soit u : Ry[X] — R, [X] une application définie pour tout £ € Ry [X] par :

u(P) =P+ (1 -X)P +2P".

Onpose B ={P,P,P3touPi=1-X,Pb=1P=1 +9% — X2,
1) Montrer que u est une application lin€aire.
2) Expliciter u(a +bX + cX?) en fonction de a,b et c.
3) Déterminer la matrice A de u par rapport & la base canonique B = {1 X, X2
4) Montrer que B’ est une base de R [X].

5) Donner la matrice A’ de u dans la base B’ en calculant u(Py),u(Py) et u(P3).



6) Calculer les matrices de passage P et Q entre les base B et B,
7) Déterminer A’ par la formule de changement de base.

Exercice 6

Soient By = {e1,e2}, Co = {1, /2, f3} les bases canoniques de &2 et R?, et soit

U : RP—R
(x,y) = Bx+4y, —x+y,2x—2y)
1) Ecrire la matrice A de U dans les bases By et (.
2) Soient €] = 3e;+ e, €5 = —2e; +5ex et B' = {¢}, 5 }.

Ecrirc les matrices de passage de Bo a B, et de B a B().
g
\

3) Ecrire les matrices de passage de Co a C' = {f], f3, f3} et de C" a Cy, o :
A=~fi+h h=2h-H+2fetfi=fi- fat [z

4) Déterminer Mc,p(U), Mcp,(U) et Moy (U).

Exercice 7

Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1)
1 0 2 8 7 4 L 2
A= |3 4 5], Aa=]| 3 3 2 1, A3=13 4
5 6 7 -5 -4 6 7 6
2)
01 2 3 O 1 1 0 12 1
B, = 1 2 3 0 By = 1 0 0 1 By = 1 3 1
2 3 0 1 1 1 0 1 2 1 0
30 1 2 1 & 1 0 S T |

~



3)

31 1 1 a 0 b «a
a—?2 2 -1
1 3 1 1 ) i b b 0 «
Ci = s G = 2 a 2 , C3=
1 1 3 1 b a 0 b
2 2(a+1) a+1
1 1 1 3 a b 0 «u

Exercice 8

On consideére la matrice

m 1 1
Am = -3 -1 2
m -1 =2

1) Discuter en fonction du parameétre m I'inversibilité de A,,.
2) Déterminer I’inverse de A, dans le cas ol m = 2.

Exercice 9
Soit le systeme

x+y—z=-1
($)={2x—y+z=5
=Sx+y+2z=1
1) Déterminer la matrice My et donner I’écriture matricielle de ().
2) Montrer que (S§) est de Cramer.

3) Donner la solution de () et en déduire M; .

Exercice 10

11 1
1) Montrerque |g b c|=(a+b)(b-c)(c—a).
Cl2 b2 (32

\



2) Pour quelles valeurs du parametre réel a le systéme suivant n’est-il pas de Cramer ?

x+y—z=1
(8) =< a*x+(a—2)%y+(2a-1)’z=11-8a

a*x+(a-2)'y+(2a 1)z =83~ 80a

3) Résoudre le systeme pour les valeurs de a trouvées en 2).

Exercice 11
On considere le systéme

ax+by+z=1
(S) = x+aby+z= —4b
x+by+az=3
ol a et b sont deux parametres réels.
1) Déterminer pour quelles valeurs de a et b le systeme () est de Cramer.
2) Résoudre (S) danslecasoia=2etb= —1.

Exercice 12

Calculer le polyndme minimal pour chacune des matrice suivantes :

-1 0 0\ 0 0 -1 8 —~1 -5
A=|2 -1 4|,B=|1 -1 =1|,C=]-2 3 1
1 0 3 0 1 2 4 -1 -1
Exercice 13
0 1 1
Dans cet exercice on se propose de calculer A" ot A= |1 0 |
11 0

Soient C la base canonique de R? et f I’endomorphisme de R? défini par Mc(f) = A.
1) Montrer que —1 et 2 sont les valeurs propres de f.
2) Déterminer le sous-espace propre E_; et en donner une base Bj.

3) Déterminer le sous-espace propre E; et en donner une base 5.
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4) Montrer qu’on réunissant By et B> on obtient une base B de %3,
5) Déterminer la matrice D représentant f dans la base 5.
6) Calculer la matrice de passage P de la base C' & la base B, ainsi que son inverse P~

7) Montrer que pour tout n € N :

2(-1)" 42" (=1)1g2r (—1)mtlgon
(W_I)IH-I_}_ZH 2(«,])/1_%2/1 ({l)n»H‘ihzn
(v_])/ﬂ-l_{_zn (__l)/rfl_*_zn 2(7*1)11 +2n

1
——
3

Exercice 14
Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3, B = {e1,e2,e3} une base de E et f Iendomor-

phisme de £ défini par :
fler) =er+2er—es, flea) =3e; —e3, fles) = —3e; +2es -+ 3es.
1) Donner la matrice A de f dans la base B. Calculer les valeurs propres de f et ses sous-
espaces propres.
2) Montrer que f est diagonalisable.
3) Calculer A". Quel est I'image du vecteur v = ¢ + ¢> + e3 par Papplication fo fo f.

4) On considere les trois suites (un)neN, (Va)nen €t (w,)nen définies par les relations de
récurrences :

Upyt = Uy +3v, — 3w,
(8) = Vil = 2u, -+ 2w,
Wyl = =y — vy 3wy,
etugp =vg=wy=1.

Déterminer u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 15

Les applications suivantes sont-elles bilinéaires ? symétriques ?

1) SurR?, @(x,y) = x1x2+y1y2.



2) SurR?, @(x,y) = x1y2 +x2)1.
3) SurR[X], ¢(P,Q) =P (1)Q(0)+P'(0)Q(1).
4) Sur C([0,1,R), @(f,g) = fy f(t)g(1—1)dr.
5) Sur M, (R), @(M,N)=Tr(MN).

Exercice 16
Pour chacune des formes bilinéaires suivantes, calculer sa matrice M; dans la base By ¢t sa
matrice M dans la base B;. Calculer P, la matrice de passage de By a B», et vérifier que My =

'PM,P.
1) ¢:R?xR? — R définie par ¢(x,y) = x1y2+3y1x2, B1={(1,0),(0,1)} et Ba= {(1,1),(1,2)}.

2) @ :Ry[X] x Ry[X] — R définie par ¢(P,Q) = P(2)0(1), By ={1,X,X*}etBy={1,X
1,X%2-3X +2}.

3) ¢ : Ro[X] x Ry[X] — R définie par o(P,Q) = [ P(x)Q(1 ~x)dx, By = {1,X,X*} et
By={1,X-1,X>-X}.

Exercice 17

Dans E = R? muni de sa base canonique B, on considere I'application b : £2 — IR définie par :
b((x¥1,%2,x3), (¥1,¥2,¥3)) = 2x1y1 + X2y2 = X33.

1) Justifier que b est une forme bilinéaire sur =,

2) Déterminer la matrice M représentant b dans B.

3) b est-elle symétrique ? antisymétrique ?

4) Déterminer la partie symétrique, by, et la partie antisymétrique, by, de b.
5) Déterminer le rang de b.

Exercice 18

Soit b 1a forme bilinéaire sur £ = R? dont la matrice représentant dans la base canonique By =



{e1,e2,e3} est
1 11

0 2
-1 4 3
1) b est-elle symétrique ? Antisymétrique ? Quel est son rang ?
2) Déterminer la partie symétrique, by, et la partie antisymétrique, b, de b.
3) Pour tout (u,v) € E2, déterminer b(u,v).
4) Justifier que la famille B = {e; + e+ e3, —¢| + ey +e3,¢] + ¢ — e3} est une base de [

5) Déterminer de deux manieres la matrice M’ représentant b dans la base B.

Exercice 19

Considérons I"application g : M (R) — R définie par : (M) = det(M).
1) Montrer que ¢ est une forme quadratique.
2) Déterminer la matrice de ¢ par rapport a la base canonique B de M (IR).
3) Déterminer la forme bilinéaire (g, associée a g.
4) Décomposer g en somme de carrés indépendants suivant la méthode de Gauss.
5) En déduire le rang et la signature de ¢. La forme ¢ est-elle positive ? Négative ?
6) Déterminer une base de M (R) qui soit orthogonale pour g.

Exercice 20
Soit Ry [X] I'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou égal a 2. Considérons

"application ¢ : Ry[X] x Ry [X] — R définie par :
1 /
o(P.0) = [ P)Q()ar.

1) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Antisymétrique ?

2) La forme quadratique ¢ associée a ¢ est-elle définic 2 Si ce n’est pas le cas, exhiber un

vecteur isotrope non nul.




3) Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique By = {1,X,X?}.
4) Déterminer la signature de ¢. La forme ¢ est-clle positive ? Négative ?
5) Déterminer une base de R, [X] qui soit orthogonale pour g.

Exercice 21

‘ i 3% 5 2 4
Pour chacune des formes quadratiques suivantes définies sur [R=, donner sa matrice dans la buse
canonique, sa forme polaire et utiliser la méthode de Gauss pour déterminer sa signature ¢l en

déduire une base orthogonale.
1) q1(x) = x} + 2x1%2.
2) qo(x) = 4x7 + 8x1xp + 543
3) q3(x) = 2x1x2.
4) qa(x) = —x% +4x1xp — 423

5) gs(x) = 4x% —x3.
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