Université Sultan Moulay Slimane

Faculté des sciences et techniques
de Beni Mellal

Année universitaire : 2020-2021

Licence Science et Techniques :

Génie Mathématiques

Cours : Théorie de la mesure et de ’'intégration

Abdesselam BOUARICH
Deuxieme version (en ligne) :
19 tévrier 2021




Table des matieres

1 Eléments de la théorie des ensembles
1.1 Opérations sur les ensembles . . . . ... ...
1.2 Suites de sous-ensembles . . . . . .. ... ...
1.3 Opérations sur les applications . . . .. .. ..
1.4 L’algebre des fonctions . . . . . ... ... ...
1.5 Suites de fonctions . . . . ... ... ... ...
1.6 Dénombrabilité . . . . ... ... ... .....
1.7 Rappels de topologie générale . . . . . . . . ..
1.7.1 Définition et exemples de topologies . .
1.7.2  Topologie a base dénombrables . . . . .
1.7.3 Topoogie produit . . . . .. ... .. ..
1.7.4 Rappel sur la compacité . . . . ... ..

2 Ensembles et fonctions mesurables

2.1 Familles particulieres d’ensembles : Clans et tribus . . . . .. .. ... ... ... .. ..

2.1.1 Opérations ensemblistes sur les clans et les tribus . . . . . . ... ... ... ...

2.1.2 L’engendrement des clans et des tribus .
2.1.3 Produit cartésien des clans et des tribus
2.1.4 Les classes monotones (facultative) . . .
2.2 Les tribus boréliennes . . . . . ... ... ...
2.2.1 Ensembles boreliens et tribus boréliennes
2.2.2  Tribu borélienne de la droite achevée R
2.3 Fonctions mesurables . . ... ... ... ...
2.3.1 Propriétés des fonctions mesurables . .
2.3.2 Mesurabilité et sous-ensembles de niveau

2.3.3 Mesurabilité sur les produits cartésiens .

2.3.4 Opérations algébriques sur les fonctions mesurables . . . . . .. ... ... ...

2.3.5 Suite de fonctions mesurables . . . . . .

2.3.6  Les fonctions étagées mesurables et les approximations . . . . . . . . ... .. ..

3 Mesures positives
3.1 Généralités sur les mesures positives . . . . . .
3.1.1 Définitions et exemples . . . ... ...

3.1.2 Fonctions additives sur les semi-anneaux

oo O W W

10
11
14
16
16
19
21
22

24
24
25
27
31
33
35
35
37
39
39
41
43
44
46
47



3.1.3 Continuité des mesures positives . . . . . . .. ... L oL o
3.2 Mesure eXtérieure . . . . . . . ... e e e e e
3.2.1 Définition et théoreme d’existence . . . . . . . . . . . ... .
3.2.2  Mesurabilité au sens de A. Caratheodory . . . ... ... ... ... .......
3.2.3 Mesures et tribus completes . . . . . ..o Lo oL
3.3 Discussions et compléments . . . . . . .. Lo e
3.3.1 Caractérisation de la mesure de Lebesgue . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3.2 L’ensemble de G. Cantor . . . . . . . . .. .. ...
3.3.3 Vitali : il existe une partie non borélienne dans R. . . . . . ... .. .. ... ..
3.34 Mesuresde Borel . . . . . ...

Calcul intégrale au sens de Lebesgue

4.1 Le principe p-presque partout : g-p.p . . . . . ..o Lo

4.2 Intégrale supérieure de Lebesgue . . . . . . . . . ... o
4.2.1 Le cas d'une fonction étagée positive . . . . . . ... Lo
4.2.2 Le cas d’une fonction mesurable positive . . . . . . .. ...
423 Lecasgénéral . . . . . . . .. e

4.3 Comparaison entre l'intégrale de Riemann et de Lebesgue . . . . . ... ... ... ...

4.4 Théoreme de convergence domaine . . . . . . . . . ... oL e

4.5 Inégalité de Markov et ses conséquences . . . . . . . . .. . ...
Solution de la feuille de TD1 : Ensembles et fonctions

Solution de la feuille de TD2 : Ensembles et fonctions mesurables

Solution de la feuille de TD3 : Mesures positives et les intégrales

Solution du contréle : 2019-2020

74
74
(0]
(0]
7
80
83
84
86

89

100

113

130



CHAPITRE PREMIER

Eléments de la théorie des

ensembles

1.1 Opérations sur les ensembles

Les ensembles seront désignés par les lettres A, B, C,---. L’appartenance d’un élémnts z & un en-
semble E sera désignée par x € E tandis que la négation de ’appartenance sera désignée par z ¢ E. Un
ensemble qui ne contient aucun élément s’appelle ensemble vide et se note 0.

Inclusion : On dira que A est un sous-ensemble (ou une partie) de I’ensemble E lorsque tout élément
x de A est aussi un élément de E, et on écrit : A C E en lisant; A est inclus dans E. Le symbole C

s’appelle symbole d’inclusion large et on le traduit au moyen du connecteurs logiques par :
ACE < (r€A = z¢cE)

Lorsque A est un sous-ensemble de E dans lequel il existe au moins un x € E avec = ¢ A on utilise
alors le symbole d’inclusion stricte A C E.
L’ensemble des parties : Etant donné un ensemble E, on désigne par P(E) I’ensemble de toutes les
parties de F i.e :
F € P(E) — FCE

Puisque I’ensemble vide est considéré comme un sous-ensemble de tous les ensembles on conclut alors
que I’ensemble des parties P(E) est toujours non vide : § € P(E). En particulier, ’ensemble des parties
de I’ensemble vide est le singleton : P(0)) = {0}.

Intersection et réunion : Soient I un ensemble non vide et F = {4;;4 € I} une famille de sous-

ensembles de E. On définit 'intersection de la famille d’ensembles F par :
(Ai:={zcENicl vcA}
icl
De méme, on définit la réunion de la famille d’ensembles F par :
JAi={zeB/Ficl vc A}
il
Lorsque ’ensemble des indices I = N lintersection (resp. la réunion) de la famille d’ensembles

{A,,,n € N} sera désignée par :

ﬂ A, ={x€E/VneN, z € A,} resp. U A, ={x€E/IneN, z € A,}
neN neN
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Opérations sur les ensembles 4

En particulier, si A et B sont des parties de E leur intersection et leur réuion sont définies respecti-

vement par :
ANB={z€E/x €A et x€ B} resp. AUB={zc€E/z€A ou z¢€B}
Partant de la définition de N et U on vérifie que les expressions données par la proposition suivantes
sont, vraies :

Proposition 1. L’intersection N et la réunion U vérifient les propriétés suivantes :
1. Commutativité : ANB=BNAet AUB=BUA.
2. Associativité : AN (BNC)=(ANB)NC et AU(BUC)=(AUB)UC.
3. Distributivité : AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
4. Eléments neutres : ANE=A et AUD = A.

Pour les familles de sous-ensembles l'intersection [ et la réunion | J vérifient les propriétés suivntes :

Proposition 2. Soit {A;;i € I} une famille de sous-ensembles de E. Alors, pour toute partie A C E

on a les expressions suivantes :

Z.Aﬂ(ﬂAi):ﬂ(AﬂAi);

il il
2 au(Ja) = Mua);
il il
il il
Exemple 1. En utilisant la définition usuelle des intervalles de R ; on vérifie que pour tout couple de
réels a < b on a les expressions suivantes avec ng = E(b—) +1eN*:
—a

Lot = | fab—=[;

n>ngo n
1
2. Ja,b) = | la+ =,0];
n>ngo n
1 1
3. = — bt —[;
@bl = Vla— 500+ 5[
n>1
1 1
. Ja, b[= — b —|.
datl= Uk b= o
n-no

Compémentaire et différences : Soient A et B deux sous-ensembles de E tels que A C B. On définit
la partie complémentaire de A dans B par,

A={reB/x¢gA

Lorsque la partie B = E on préfere noter A°:= (g = {x € E/x ¢ A}.
De facon générale, si les parties A et B sont quelconques on définit leur différence par I’expression :

B\A:=BnNA°={zxcE/xcB et x¢A}
Enfin, on définit la différence symétrique de deux parties quelconques A et B par I'expression :
AAB :=(A\B)U(B\ A)

La proposition suivante nous donne les expressions utiles qui relient les symboles d’intersection (), la

réunion (J et la complémentation C.
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Opérations sur les ensembles 5

Proposition 3. Pour toute famille de sous-ensembles {A;;i € I} d’un ensemble E on a les expressions

suivantes :
1. (UA) - ﬂAg;
el el
2. (ﬂA) =4
el el
s.vBCE B\ (Ja)=(B\4);

el icl
4 vBCE, B\ ((NA)=UJ®B\4);
el iel

Les propriétés essentielles de la différence symétrique A sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4. Sur l’ensemble des parties P(E) la différence sumétrique A vérifie les propriétés sui-

vantes :
1. Commutativité : AAB = BAA.
2. Associativité : AA(BAC) = (AAB)AC.
3. AAD = A et AANA=10.
4. AAA° =E et AAE = A°.
5. An (BAC) = (ANB)A(ANC).
En conséquence, le couple (P(E), A) est un groupe commutatif et le triplet (P(E), A,N) est un anneau

commutative unitaire.

Produit cartésien des ensembles : Soient E et F des ensembles non vides. Le choix de deux élémnts
z € E et y € F permet de définir un nouveau élément noté (z,y) qu’on appellera couple ordonné.
La famille (collection) de tous les couples ordonnés de E et F constitue un ensemble appelé produit

cartésien de E et F'; on le désigne par :
ExF:={(z,yiz€E et yecF}

La définition du produit cartésien de deux ensembles se généralise aisément au cas des familles
d’ensembles. Plus précisément, si F = {E; ; ¢ € I} est une famille d’ensembles non vides on définit son
produit cartésien par I’expression suivante :

HE,» = {(xi)ier Vi€ I, z; € B}
il
En pratique, pour une famille finie d’ensembles identiques E; = --- = E,, = E; on désigne leur
produit cartésien par ’expression :
E, x---xE, =E™
m—fois
Dans le cas d’une famille d’ensembles telle que Vi € I, E; = E on désigne leur produit cartésien par :
[[E: =E
il
En particulier, si ’ensemble des indices, I = N, on désigne alors le produit cartésien de la famille
d’ensembles {E,, = E; n € N} par :

H E,=EY oupar E*
neN

Les éléments de I’ensemble E* s’appellent suites d’éléments de I’ensemble E.

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Suites de sous-ensembles 6

Exercice 1. Cet exercice propose des formules qui concernent Uinteraction du produit cartésien avec
lintersection et la réunion des ensembles.

Z)AX(UBn):UN<AxBn) et(U(An>><B>=L€JN(An><B).

pax(5) =0 (4x8) e (N ) 5= (1. 5).
3) (ngNAn) X (nLJNBn) = m7L71J€N <Am X Bn> et (H(Q\IATL) X (nONBn) = mQN (Am X Bn).

1.2 Suites de sous-ensembles

Cette partie est consacrée aux suites de sous-ensembles et leurs convergences (limites).

Définition 1. Soit E un ensemble, et {A,;n € N} une famille de parties de E appelée suite de sous-
ensembles de E.

1. Si pour tout n € N, A,, C A, 41, on dira que la suite (A,,) est croissante.
2. Si pour tout n € N, A,,11 C A, on dira que la suite (A,) est décroissante.

3. Une suite de sous-ensembles (A,,) est dite monotone si elle est soit croissante ou soit décroissante.

Exemple 2. Dans R on considére les suites de parties : A, = [0,n], B, = [-n,n], C, =]n,+oo| et
_1)"

D, =n+ (=1) ,n+1].
n+1

Les suites A, et B, sont croissantes tandis que la suite C, est décroissante. En revanche, comme

les intersections Doy N Dopy1 =]2n+ 1 — 2n + 1[# D,,,¥Ym € N* ceci implique que la suite D,,

1
2n + 2’
n’est pas monotone.

Exemple 3. Etant donnée une suite de parties A, C E; on pose pour tout n € N,

B, = ﬂ A, et C,:= U Ap

p=n p=n

Noter que la suite de parties B, est croissnate et que la suite de parties C,, est décroissante. De plus,

pour tout n € N on a les inclusions : B, C A, C C,,.

Définition 2. Soit E un ensemble, et {A,;n € N} une suite de parties de E.

1. On appelle limite inférieure de la suite (A,,) le sous-ensemble défini par :

liminf A,, := U ﬂ Ap

neNp>n

2. On appelle limite supérieure de la suite (A,) le sous-ensemble défini par :

limsup A4,, := ﬂ U Ap

neNp>n

3. On dira que la suite (A;) converge lorsque liminf A,, = limsup A,,. Dans ce cas, on définit la

limite de la suite (A,,) par :

lim A, =liminf A,, = limsup A4,
n——+00

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Suites de sous-ensembles 7

Utilisant la définition logique des symboles de 'intersection et de la réunion quelconque, on obtient
les équivalences :

zeliminfA, = ) 4, <« ((ano eEN)(VneN),n>ng = z € An)
neENp>n
De méme,
x € limsup A,, = ﬂ U A, = ((Vn eN)(FngeN),ng>n ==z € An0>
neNp>n

Ainsi, grace a ces expressions logiques on déduit les intérprétations suivantes des points appartenant
aux liminf et limsup :

1. Le point z € liminf A, si et seulement, si x appartient a toutes les parties A,, & partir d’un certain
rang.

2. Le point z € limsup A,, si et seulement, si x appartient & une infinité des parties A,,.
Partant de la définition de liminf et lim sup on obtient les relations suivantes :
1. liminf A,, C limsup A,,.
2. (lim inf An) = lim sup (An)c.
3. (lim sup An) = lim inf (An)c.
4. VACE, A\liminf A, = limsup (A \ An).
5. VACE, A\limsupA, =liminf (4A\ A4,).
Proposition 5. Toute suite monotone de sous-ensembles (A,) converge. Plus précisément,

1. Sila suite (A,,) est croissante alors sa limite : lim A, = U A,.

n—+oo
neN
2. Si la suite (A,) est décroissante alors sa limite : lim A, = ﬂ A,.
n—-+4o0o neN

Démonstration. Supposons que la suite (A,) est croissante. Done, pour tout entier n € N on aura

N4=4, = liminfd, =] A4,

p>n n>0

De méme, puisque pour tout n € Non a :

U4, = 4. — limsup A, = | ] An

p>n neN n>0

Par conséquent, la suite croissante (A,) converge et sa limite est égale a : nllﬂloo A, = U A,.

De la méme fagon, on vérifie que si la suite (A,,) est décroissante alors elle converge etnseaN limite est
égale a : ngrfw A, = 7&1} A,. O
Exemple 4. Une suite de sous-ensembles A,, C E est dite disjointe si pour tout couple d’entiers m # n
onaA,NA,=0.

1) Le fait que les termes de la suite (Ay) sont disjoints deux ¢ deuz il s’ensuit qu’un point v € E ne
peut pas apprtenir dune infinité de termes Ay, donc limsup A, = 0 ; et par suite liminf A,, = ().

Par conséquent, toute suite de sous-ensembles dont les termes sont disjoints deur a deuxr converge
vers l’ensemble vide.

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Opérations sur les applications 8

2) Comme application de ce qui précéde, considérons une suite de nombres réels (x,,) dont les termes
sont distingues ce qui nous donne une suite de singletons disjoints {x,} ; donc sa limite en tant que
suite de sous-ensembles lim {z,} = 0.
n—-+oo
Cet exemple nous montre que la convergence des sous-ensembles est différente de la convergence des

suites numériques. En particulier, pour toute suite réelle infinie convergente, x,, € R, on aura
lim {z lim «
dim {a) # { lm )

Exercice 2. Cet exercice vous propose une méthode qui permet de transformer une suite de sous-
ensembles en une suite disjointe ayant la méme réunion que la suite donnée au départ.

Etant donnée une suite de sous-ensembles (A,) ; posons By = Ay et pour tout entier n > 0 posons
(&
B, :Anﬂ (AO""An—l) c An

1) Montrer que les sous-ensembles (By,) sont disjoints deuz & deuz i.e : Vn#m = B, N B, = 0.
2) Montrer par récurrence qu’on a :¥n >0, AgU---UA, = BoU---UDB,.
3) En déduire que U A, = U B,,.

n>0 n>0

Exercice 3. Soient A et B deux parties non vides de E. Pour tout entier n € N on posee :
AQYL =A et A2n+1 =B

1) Calculer les limites liminf A,, et limsup A,,.

2) Sous quelle(s) condition(s) la suite A, soit convergente ?

Exercice 4. Soient A et B C E deux parties différentes et A,, une suite de parties de E. Pour tout

entien n > 0 on pose :
Bgn = An UA et B2n+1 = An UB

1) Montrer que liminf B,, = liminf(A, U (AN B)) et limsup B,, = limsup(A4, U (AU B)).

2) La suite By, est-elle convergente ?

1.3 Opérations sur les applications

Soient E et F des ensembles non vides. On appelle application de E dans F toute correspondence
notée, f : E — F, qui associe & chaque élément x € E un et un seul élémenent f(z) € F. Lorsque F = R
ou C une application f: E — R (resp. f : E — C) sera appelée une fonction réelle (resp. complexe).

Dans ce qui va suivre, on va rappeler quelques notions et mots clefs liés aux applications.

1) On dira que lapplication f : E — F est injective si pour un couple de points z et 2’ € E on a
f(z) = f(2') alors cela entraine que x = a’.

2) On dira que Papplication f : E — F est surjective si f(E) = F. C’est-a-dire, si pour tout élément
y € F il existe au moins un élément x € E tel que f(z) = y.

3) On définit I'image directe d’un sous-ensemble A C E par f(A) := {f(z);x € A}.

4) On définit 'image inverse d’un sous-ensemble B C F par f~1(B) := {z; f(x) € B}.

5) Soient f : E — F et g : F — G des applications. On définit ’application composée de f et g par
Pexpresion : go f(x) := g(f(z)),Vx € E. L’application composée g o f est donc définie de E dans G.
6) Etant donnée une famille d’ensembles {E;; i € I} on lui associe une famille d’applications définies

comme suit :
pr; : HEZ — E;
iel
(Ti)ier —

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Opérations sur les applications 9

L’application pr; ainsi définie s’appelle i-eme projection cartésienne du produit H E; sur le facteur E;.
icl
Noter alors qu’avec ces notations, toute application f : E — H E; induit une famille d’applications
il
fiz=pr,of:E—E,; Viel

bien définie dont les éléments f; s’appellent les composantes de f. En pratique, on préfere noter 1'ap-

plication f : E — H E; sous la forme d’une famille d’applications ie. : f = (f;)icr-

icl
Proposition 6. Soit f : E — F une application. L’ image inverse par f des sous-ensembles de F vérifie
les propriétés suivantes :

1.ACBCF = [fYA)CfYB)CE.

2. fﬁl(UAi) = Uffl(Az‘)- :

iel el
3 () A) = ()1 (A4,
iel el

4o FTHA%) = (F71(A)"
5. f7UB\A) = fU(B)\ f(A).

Proposition 7. Soit f : E — F une application. L’image directe par f des sous-ensembles de E vérifie
les propriétés suivantes :

1. ACBCE = f(A)Cf(B)CF.
2. f(J4) = ra).
iel iel
3. ([ A4:) € () F(A).
iel iel
4. Lorsque Uapplication f est injective on aura alors f( ﬂ Ai) = n f(A).
iel iel
Exemple 5. Soit f: E — R une fonction. On vérifie qu’on a les expressions suivantes :
1. VeeR, [ Y[e,4x]) ={z € E; f(z) > c}.
2.VeeR, f e, +oo]) ={x € E; f(z) > c}.
1
3.VeeR, {z€E f(z)>c}=\{z€E, f(x) >c——}

n>1

4. YceR, {z€FE, f(z)>c}= U{J;EE,f(x)zc—%}

n>1

Exercice 5. Soit a,, € R une suite infinie strictement décroissante avec lim «, = o € R. Montrer
n—-+4oo

que pour toute fonction f:E — R on a :

i) {z €E; f(z) > o} = | J{z € E; f(2) > an}.

n>0
i) {z € E; f(x) <a} = [{z € E; f(x) < an}.
n>0
Exercice 6. Soient f : E — F une application et A CE et B CF des parties.
1) Montrer que A C f=1(f(A)) et f(f~1(B)) C B.
2) Montrer que f est injective si et seulement, si pour toute partie X CE, f~1(f(X)) = X.
3 Montrer que f est surjective si et seulement, si pour toute partie Y CF, f(f~1(Y)) =Y.
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L’algébre des fonctions 10

1.4 L’algebre des fonctions

Soit E un ensemble non vide. On désigne par F(E,R) ensemble de toutes les fonctions définies sur
E & valeur dans R.

Sur I’ensemble F(E,R) on définit une structure d’algére de la maniére suivante :
L’addition : On définit la somme de deux fonctions f et g € F(E,R) par :

vz € E, (f +9)(z) = f(x) + g(x)

Le couple (F(E,R), +) est alors un groupe commutatif (abélien) dont I’élément neutre est la fonction
nulle qui associe a tout élément x € E la valeur nulle i.e : x € E+— 0 € R.
La multiplication : On définit le produit de deux fonctions f et g € F(E,R) par :

veeE,  (fxg)(x):=f(z)xg(x)

On vérifie que le triplet (F(E,R),+, X) est un anneau commutatif unitaire; ot I’élément neutre de
la multiplication x est la fonction qui associe & tout x € E la valeur constante 1 : x € E+— 1 € R.
On vérifie aussi qu'une fonction f : E — R est inversible par rapport a la multiplication X si et

seulement, si le sous-ensemble des zéros {z € E; f(z) = 0} = 0. Dans ce cas, l'inverse de la fonction f

est donnée par la fonction x € E— —— € R.
f(x)

La multiplication externe : Etant donnés un réel A € R et une fonction f € F(E,R) on pose :
Vz € E, M- f)lx) =Af(z) eR

Ainsi, grace a la multiplication externe on obtient un espace vectorielle réel (F(E,R),+,-) et une
structure d’algébre commutative unitaire donnée par (F(E,R), +, x, ).

En remplacant le corps des réels R par le corps des nombres complexes C on obtient ’algebre des
fonctions complexes F(E, C).
Relation d’ordre : Soient f et g € F(E,R). On dira que la fonction g est inférieure ou égale a la
fonction f si, Vo € E, g(x) < f(x). Dans ce cas on écrit g < f et on dira aussi que f est supérieure

ou égale a g.

Proposition 8. Dans l’ensemble F(E,R) la relation binaire < vérifie les propriétés suivantes :
1. Vfe F(E,R), f<f.
2.Vf,ge F(E,R), g<f e f<g = f=yg
3. Vf,g,he FIE,R), g<f e f<h = g<h.

Dans la suite, étant donnée un couple de fonctions f et g € F(E,R) on lui associe deux nouvelles

fonctions définies par les expressons suivantes :

Ve e E, max(f,g)(z):= { f@) st g() ig(x) g9(z)

glx) si flz) <glx f(x)

De méme, pour toute fonction f : E — R on lui associe les fonctions suivantes tres utiles pour la

et min(f,g)(x) := {

~

glz) si g(z

suite de notre Cours (Mesure et Intégration) :

Vo €E, f'(z):=max(f(z),0), f(2):=-min(f(2),0), |[](x):=]f(2)]

Avec ces notations on vérifie qu’on a les relations suivantes :
_ _ 1 _ 1
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Indicatrice d’une partie : Pour toute partie non vide A C E on définit sa fonction caractéristique

(ou indécatrice) par les expressions :

1 si z€A
Vre E xT) =
- xal@) {o sioodA
Lorsque A = () on pose : xg(z) = 0,Vz € E, de méme, on pose xg(z) =1,Vz € E.
Proposition 9. Les fonctions caractéristiques (indicatrices) vérifient les propriétés suivantes :

1. YVAJBCE), ACB <= xa<xs.

2. (VA,BCE), XanB = XAXXB> XAUB =XA+XB—XAXXB, XAAB =XA+XB—2XAXXB-
3. VACE, xac=1-—xa-

4. [+ E — R est une fonction indicatrice si et seulement, si pour tout x € E, f(x)(1 — f(z)) =0.

5. L’application, x : P(E) — F(E,R), qui associe a tout sous-ensemble A C E sa fonction ca-

ractéristique x4 est injective.

6. L’ensemble des parties P(E) est bijectif avec le sous-ensemble des fonctions :
F(E,{0,1}) = {f € F(E,R); f(1 - f) = 0}
Exercice 7. Soit f: E — R une fonction. On pose :
F* ={z €E; f(z) > 0} et F~={z€E; f(z) <0}

Montrer que f™ = fxp+ et f~ = —fxr--

Exercice 8. Soient f et g : E — R deux fonctions, et c € R.

1) Etablir les relations ensemblistes suivantes :
1. {z € Eymax(f(z),9(x)) > c} ={z € E; f(x) > c;U{z € E;g(x) > c}.
2. {x € E;max(f(x),9(z)) <c} ={z € E; f(z) <c}n{zx € E;g(x) < c}.
3. {z € E;inf(f(x),9(x)) > c} ={z € E; f(x) > c} N{zx € E;g(x) > c}.
4. {x € E;inf(f(z),9(z)) < c} ={z € E; f(z) < c;U{z € E; g(z) < c}.

2) Etablir les relations ensemblistes qui concernent les opérateurs max, min et les inégalités < et >.
Exercice 9. Montrer que pour tout couple de fonctions f et g : E — R on a les relations suivantes :

win(f,0) = 5(f+9-1F=g) et max(fg)= 3 +g+|f—g])

En déduire que min(f,g) = —max(—f, —g).

1.5 Suites de fonctions
Etant donnée une suite réelle bornée u, € R; on pose :
Vn € N, ap = inf{u,; p>n} et by, = sup{up; p > n}

Les suites réelles a,, et b,, définies ci-dessus sont bornées et vérifient les propriétés suivates :
1. VneN, a, <u, <b,.

2.VneN, a, < anpti-
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3. Vn € N, bn+1 < bn~

Puisque la suite a,, est croissante majorée, donc elle converge vers un nombre réel fini que 1’on appelle

limite inférieure de la suite u,, et se note :

liminf u, := lim inf{a,;p > n} =sup inf «
n—-+oo n n—+oo {p7p7 } n>p0p2n P

De méme, puisque la suite b,, est décroissante minorée, donc elle converge vers un nombre réel fini

que 'on appelle limite supérieure de la suite u,, et se note :

limsup u, := lim sup{a,;p > n} = inf supu
n—+oo " n—+00 {p’ - } n>0p>n i

Exercice 10. Soit u, une suite réelle bornée. Démontrer les propositions suivantes :

1) Siug ) est une sous-suite extraite de w, convergente alors, liminfu, < Hm gy, < limsup u,.
n——+oo n—-+4oo n—+oo

2) La suite u,, converge si et seulement, si liminf u,, = lim sup u,,.
n—+00 n—-+o0o

Définition 3. Une famille de fonctions, {f.;n € N} C F(E,R), s’appelle suite de fonctions.

1. On dira que la suite de fonctions f, est croissante (resp. décroissante) si on a :
(Vn e N)(Ve € E),  fu(z) < fayi(z) resp. fopr(z) < fulz)
2. On dira que la suite de fonctions f, converge vers f au point x € E si :
(Ve >0)(Fng eN)(VneN), n>ny = | faulz)— flz)|<e

et on pose f(x) = nglfoo fn(x).
3. Le sous-ensebmle, {z € E, lirf fu(x) existe }, s’appelle domaine de convergence simple de la
n——+0oo
suite de fonctions fy,.

4. On dira que la suite de fonctions f, converge simplement sur le sous-ensemble A C E vers la
fonction f:E — R si,
Vz € A, lim fo(z) = f(x)

n——+00
5. On dira que la suite de fonctions f,, converge uniformément sur le sous-ensemble A C E vers la
fonction f: E — R si,

Ve>0)3no eN)(¥neN), n>ny = VaxecA, |fulz)—f(x)|<e

Comme pour le cas des suites numériques, la donnée d’une suite de fonctions (f,,) définies sur E on

lui associe deux nouvelles suites de fonctions définies de la maniere suivantes :
Vr € E, Ap(z) :==inf{fy(x);p > n} et B, (z) :=sup{fp(x);p > n}
Les suites de fonctions A, et B, qu’on vient de définir vérifient les propriétés suivates :
1. Vz € E)(VneN), A,(z) < fu(z) < B,(z).
2. Yz eE)(VneN), A,(z)<A,i1(x).
3. (Vx € E)(Vn€eN), Bpii(zr) < Bp(x).
Maintenant, si D C E désigne l'intersection des domaines de convergence simple des suites de fonctions

monotones A,, et B, on pourra alors définir deux fonctions notées respectivement :

Vr € D, liminf f,(z) resp. lim sup f,, ()

n—-+oo n—-+oo

et sont appelées respectivement la limite inférieure et la limite supérieure de la suite de fonctions f,.
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Remarque 1. Noter que puisque pour un point fizé x € E la suite numérique (f,(x)) converge si et

seulement, si liminf f, () = limsup f,(z) on en déduit que le domaine de convergence de la suite de
n—+00 n——+o00

fonctions (fy,) est constitué par le sous-ensemble de points : {x € E; liminf f,(x) = limsup f,(z)}.
n—+00 n—+00

Proposition 10. Pour toute suite de sous-ensembles A, C E on a les affirmations suivantes :

1. Sup X 4,
j>n

inf = .
2 T X, 4,

PRV
2.

3. 11nrggf XAn = Xlim inf Ay
n—o0o
. 1~ = . ‘
4 MMSUP XA, = Xpi o A,
n—00

En conséquence, la suite de fonctions caractéristiques, x a, , converge simplement si et seulement si la

suite de sous-ensembles A,, converge.

Démonstration. 1) D’abord, observer que si on prend z € U A; il existe alors un j > n tel que

jzn
x € Aj, donc x4, (x) = 1. Ainsi, comme sl>1p XA, (z) <1 on aura $1>1p XA, (z) = 1. De méme, si on prend
Jjzn jzn

C C

T € ( U Aj> = ﬂ (Aj> on aura pour tout j > n, x4, (z) = 0, donc sup x 4, (x) = 0. Ceci démontre
jzn j>n i>n

que la fonction sup xa, = x,

P
JZ'”/ j=nij
L’affirmation 2) se démontre comme 1) ; il suffit qu’on remplace J par () et sup par inf.
Les affirmations 3) et 4) se déduisent de 1) et 2). O

Exercice 11. Soit f, une suite de fonctions réelles définies sur un ensemble non vide E.

1) Montrer que pour tout réel ¢ € R on a les expressions suivantes :
i) {z €B; sup fu(x) >c} = | J{x € B; fu(z) > ¢}.
neN

neN
i) (e € By sup fule) < ¢} = () {o € Bi fula) < e}
neN neN
iii) {v € By inf fu(2) > c} = DN{x € E; f(x) > c}.
iw) {z € E; %relfon(x) <c}= nLeJN{x e E; fn(z) < c}.

2) Pour tout réel ¢ € R déterminer la limite inférieure et la limite supérieure des suites de sous-
ensembles :
An(c) ={z € B; fu(x) > ¢}, Bn(c) ={z € E; fu(z) > ¢}

Cn(c)={z € E; fo(z) <c}, Dy(c)={z€E;f,(z) <c}

3) Montrer que le domaine de convergence simple, D C E, de la suite de fonctions f,, vers la fonction

f est donné par ’expression :

D= U Nizek: | f) - 7@)|<r

rEQinGNpZn
Exercice 12. Etant donnée une suite de parties A, C E; montre que les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. La série de fonctions Z Xa, converge simplement sur la partie A C E.
n>0
2. La suite de fonctions x a, converge simplement sur la partie A C E vers la fonction nulle.
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En déduire que le domaine de convergence simple de la série de fonctions, E XA, est le sous-

n>0
c

ensemble ( lim sup An)

1.6 Dénombrabilité

Définition 4. Soit E un ensemble.

1. 87l existe une bijection f:{1,2,--- ,n} — E on dira que E est un ensemble fini de cardinal n et

on pose Card(E) = n.
2. L’ensemble vide est considéré fini de cardinal Card(D) = 0.
3. Si E n’est pas fini on dira qu’il est infini.

4. Sl existe une bijection f: N* — FE on dira que E est un ensemble infini dénombrable.
Proposition 11. L’ensemble N est dénombrable et tous ses sous-ensembles infinis sont dénombrables.

Démonstration. 1) Observer que la fonction f : N* — N définie par f(n) = n—1 est une bijection, donc
N est dénombrable.

2) Soit A C N un ensemble infini. Puisque A est minoré par zéro il possede donc un plus petit élément ;
désignons le par n; = inf{z;z € A}. De méme, puisque A\ {n1} est infini et minoré par zéro il possede
donc un plus petit élément ny = inf(A \ {n;}. Noter alors qu'on a : ny < ns.

Noter que si on continu ce raisonnement on va construire par récurrence une suite d’entiers ny € A
et une fonction strictement croissante k € N* — f(k) :=ny € A; donc f est injective.

En effet, la fonction f : N* — A est surjective, car sinon; il existe un entier p € A\ f(N*) tel que
f(1) < p. Ainsi, comme la suite f(k) est strictement croissante il existe alors un unique entier k € N*
tel que f(k) < p < f(k+ 1). Or, cette double inégalité contredit la définition de l'entier f(k + 1) =
inf (A \ {f(l),f(Q),,f(k)}) Ainsi, comme f(N*) = A; f est alors bijective. Par conséquent, le

sous-ensemble infini A C N est dénombrable. O

Exemple 6. 1) L’ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable. Pour le voir considérons la fonction

bijective f : N* — 7Z définie par les expressions suivantes :

n . .
5 st n paire
f(n) = 1—n . . .
5 si m impaire

2) Tous les sous-ensembles infinis de Z sont dénombrables.

3) Le produit cartésien N x N est dénombrable. Pour le prouver considérons la fonction bijective
V(n,p) eENxN,  f(n,p)=2"(2p+1)

4) Partant des exemples 1) et 3) on déduit que les ensembles produits Zx Z et Zx Z* sont dénombrables.
5) En effet, a partir des exemples 1) et 3) on déduit que le produit cartésien de deux ensembles
dénombrables est un ensemble dénombrable.

6) Rappelons que tout nombre rationnel s’écrit de maniére unique sous la forme irréductible g oup €7,
q € N* et pged(p, q) = 1. De cette remarque on voit que la fonction f(g) = (p,q) € Zx N* est injective ;
il s’ensuit que le corps des nombres rationnels Q (infini) est un enser(r}lble dénombrable.

Proposition 12. Soit E un ensemble infini. Alors, pour toute suite de sous-ensembles dénombrables

A, CE la réunion U A,, CE est un sous-ensemble dénombrable.
neN
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Démonstration. D’abord, noter que puisque les parties A, sont dénombrables il existe donc des bijec-
tions, f,, : N — A,. De méme, pour tout n € N posons, B, = A, \ (Ao U---u An,l) C A,,. Noter alors
que les sous-ensembles B,, sont disjoints deux & deux : Vn # m, B,, N B, = 0, en plus, puisque pour

tout n > 1 on a (récurrence) :

BoU---UB, =AyU---UA, — UAn:UBn

Maintenant, si pout tout entier n € N on fixe une bijection f,, : A, — N on voit que I'applicaion
f: U B,, — N x N définie par ’expressions :
neN

Vo € By, f(z)=(n, fo(z)) e Nx N

est injective. Donc, la réunion U A,, est un sous-ensemble dénombrable. O
neN

La proposition suivante nous donne un exemple d’ensembles infinis non dénombrables.
Proposition 13. L’ensemble des parties P(N) est infini non dénombrable.

Démonstration. 1) Notons que si pour tout entier n € N on pose f(n) = {n} on obtient ainsi une
application injective f : N — P(N), donc I’ensemble des parties P(N) est infini.
2) Pour montrer que ’ensemble des parties P(N) n’est pas dénombrable on va procéder par I’absurde.

Supposons alors qu'il existe une bijection g : N — P(N) et posons
A={neN|nggm)}cN

Ainsi, comme la fonction g est surjective (car elle est bijective) il existe un entier m € N tel que

g(m) = A. Ainsi, comme A est une partie de N on aura l'un des deux cas possibles suivants :
meA ou bien m¢A

i) Sim € A il sensuit que m & g(m) = A, ce qui est absurde.
ii) Si m ¢ A il s’ensuit que m € g(m) = A; ce qui encore absurde.

Donc, 'ensemble des parties P(N) est infini non dénombrable. O

Exemple 7. Maintenant, par la proposition précédente on sait que ’ensemble des parties P(N) est
non dénombrable. De méme, d’aprés la proposition 9 on sait que P(N) est bijectif avec l’ensemble des
fonctions F(N,{0,1}). Donc, F(N,{0,1}) est un ensemble non dénombrable.

Ici, grace a ces remarques, nous allons montrer que tous les intervalles de R sont non dénombrables.
Pour établir ce fait considérons lapplication X : F(N,{0,1}) — [0,3/2] qui associe a chaque fonction
f e F(N,{0,1}) la série numérique convergente X (f) := Z % €[0,3/2].

n>0
Noter que pour tout entier n € N la somme partielle

k=n
k
3"2% =3"f0)+3" ' f(1)+---+3f(n—1)+ f(n) €N
k=0
tandis la somme de la série numérique suivante (le reste) :

B LIS S

k>n+1 k>n+1
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Ceci démontre que la partie entiére du nombre réel 3" X (f) est égale a :

(=30 S 1 g0y 43 ) 4 35— 1)+ f0)
k=0

Ainsi, si pour deuz fonctions f et g € F(N,{0,1}) on a X(f) = X(g) on en déduit que
i) [X(N)=1X(9)] = F(0)=yg(0);
i) BX(N)] =BX(g)] = 3f(0)+f(1)=39(0)+9(1) = [f(1)=g().
ii1) Par récurrence, on conclut que pour tout entier n € N, f(n) = g(n). Ce qui entraine que 'application
X est injective.

Par conséquent, comme Uapplication X : F(N,{0,1}) — [0,3/2] est injective ; il s’ensuit que l'inter-
valle [0,3/2] est non dénombrable. En effet, comme tous les segments [a, b] tel que b > a sont bijectifs avec

[0,3/2] on conclut qu’ils sont non dénombrables. En particulier, on conclut que R est non dénombrable.

Exercice 13. Soit {p1,- - ,pm} une famille de m-nombres premiers distingues deuz & deux.
1) Montrer que la fonction, f(aq, - ,an) = p7t---pom, est injective sur ’ensemble N™ dans N*.

2) En déduire que pour tout entier m > 1 le produit cartésien N™ est dénombrable.

Exercice 14. Montrer que dans R, le complémentaire d’une partie dénombrable n’est pas dénombrable.

En déduire que le sous-ensemble des nombres irrationnels, R\ Q, est non dénombrable.

Exercice 15. On désigne par F(N) l'ensemble des parties finies de N, et pour tout n € N on pose
Fo(N) ={A CN| max(A) =n}

1) Montrer que le cardinal Card(F,(N)) = 2™.
2) Montrer que F, (N) N Fm (N ) = Q] si et seulement si n # m.

3) Montrer que F(N U Tl
n>0
4) En déduire que l'ensemble des parties finies F(N) est dénombrable.

Exercice 16. En utilisant le résultat de l’exercice précédent; démontrer que les deux affirmations
sutvantes sont vraies :
1) L’ensemble de toutes les parties dénombrables de N est non dénombrable.

2) Le produit cartésien dénombrable, N°°, n’est pas dénombrable.

1.7 Rappels de topologie générale

Pour rendre le Cours de mesure et intégration auto-suffisant nous avons décidé de 'enrichir par un

bref rappel sur quelques notions de topologie nécéssaire pour le déroulement de la suite du Cours.

1.7.1 Définition et exemples de topologies

Définition 5. On appelle topologie sur un ensemble E la donnée d’une famille de parties 7 C P(E) qui
contient les sous-ensebles () et E ; et qui soit en plus stable les réunions quelconques et les intersections
finies. C’est-a-dire,
1. V{Osieryc7, |JOie7;
=
2.¥O41,---,0, €7, O1N---N0O, €T.
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Dans la suite, si . C P(E) est une topologie; le couple (E, .J) sera appelé espace topologique, les
éléments O € 7 s’appelleront des ouverts, et leurs complémentares O¢ C E s’appelleront des fermés.
La famille des parties fermées dans l’espace topologique (E,.7) est donc stable les réunions finies et les

intersections quelconques.

Exemple 8. Sur un ensemble non vide E il y au moins deux topologies définies par les familles de

parties :

Z={0.E} et  Z=P(E)

La topologie y s’appelle topologie grossiére ; ¢’est la plus faible de toutes les topologies de E. Tandis
que J s’appelle topologie discréte; c’est la plus fine (riche) de toutes les topologies de E.
Noter alors que pour toute topologie  sur E ona: 9% C I C 7.

Exemple 9. On considére sur R les deuz familles des parties définies comme suit :
7. ={la+ocf; a€ R} et T ={|—oc,af; a R}

Ces deux familles définissent sur la droite réelle deux topologies appelées respectivement : topologie

d’ordre finissant et commengant.

Exemple 10. Soit (E, .7) un espace topologique. Pour toute partie A C E la famille des intersections :
Ty ={AN0O; 0OeT}
définie une topologie sur la partie A appellée topologie trace.

Exercice 17. Soit E un ensemble infini. Montrer que la famille de parties, {U C E; U est fini }, est

une topologie sur E dite topologie cofinie.

Définition 6. Soit (E,.7) un espace topologique. On appelle voisinage d’un point x dans (E, T) tout
sous-ensemble V. C E qui contient un ouvert O €  tel que x € O C V.

Noter que si pour tout point x € E on désigne par ¥, C P(E) I'ensemble de tous les voisinages de z
relativement & la topologie 7 ; on vérifie alors que ¥, C P(E) est stable par les réunions quelconques
et les intersections finis.

De méme, noter qu'un ouvert non vide O € 7 est naturellement voisinage de tous ses points ie. :
Vr € O C O. Inversement, si A C E désigne une partie qui est voisinage de tous ses points alors A est
un ouvert de la topologie 7. Car, pour tout & € A il existe un ouvert O, € 7 tel que x € O, C A, et

ainsi, comme la réunion quelconque d’ouverts est un ouvert il en résulte que A = U O, € J est un

x€EA
ouvert.

Définition 7. Soient (E,.7) et (F,.%) des espaces topologiques et f : (E, T) — (F,.) une application.

1. On dira que [ est continue au point xo € E si pour tout voisinage Vi) € Vi(zy)(F,7) il existe
un voisinage Vy, € V4o (E,.7) tel que f(Vi,) € Vi(ag)-

2. On dira que f est continue sur une partie non vide A C E si elle est continue en tout point de la

partie A.
La proposition suivante est un exercice élémentaire en topologie.

Proposition 14. Pour toute application f : (E,.7) — (F,.7) les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E.
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2. Pour tout ouvert O € . limage inverse f~1(O) € T est un ouvert de 7.
3. Pour tout fermé de (F,.7) limage inverse f~1(F) est un fermé de (E, 7).

Ci-dessous on donnera d’autres exemples de topologies qui sont tres utiles pour le cours de la théorie

de la mesure et de I'intégration.

Définition 8. On appelle distance (ou métrique) sur un ensemble non vide, E, toute fonction d :
E x E — RT qui satisfait auz propriétés suivantes :

1. Séparation : Va,y € E, d(z,y)=0 <= z=y;

2. Symétrie : Vo,y € E, d(x,y) =d(y,z);

3. Inégalité triangulaire : Vz,y,z € E, d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).

Le couple (E,d) sera appelé espace métrique.

Dans un espace métrique (E, d) on introduit les mots clefs suivants :

1) Le sous-ensemble By(z,7) := {y € E; d(y,z) < r} s’appelle boule ouverte centrée au point = € E
et de rayon r > 0.

2) Le sous-ensemble By(x,r) := {y € E; d(y,x) < r} s’appelle boule fermée centrée au point » € E
et de rayon r > 0.

La proposition suivante est un exercice laissé au soin de 1’étudiant :

Proposition 15. Soit (E,d) un espace métrique. La famille de parties de E définie par :
Ty ={UCE; (VzeU)3r,>0), Bglz,ry) CU}U{D}
est une topologie sur l'ensemble E dite : topologie métrique induite par la distance d sur E.

De la définition de la topologie métrique Z; on tire les remarques importantes suivantes :

1. Une partie non vide U C E est ouverte si et seulement, si elle est égale & une réunion de boule
ouvertes i.e : U = U Ba(x,r;).
iel
2. La boule ouverte Bg(x,r) est un ouvert, car pour tout y € By(z,r) on vérifie grace a I'inégalité
1
trianguliare qu’on a : By(y, 5(7" —d(z,y))) C Ba(z,r).

1 1
3. Pour tout couple, z # y, d’éléments de E l'intersection : By(x, ld(x, y)) N Bal(y, Zd(ac7 y)) = 0.

Suite & la proprété 3) ci-dessus on dira que l’espace topologique (E, ;) est séparé. De fagon générale,
un espace topologique (E,.7) est dit séparé si pour tout couple de ses éléments, = # y, il existe des
ouvets Oy et Oy tels que z € Oy, y € Oy et O, N O, = 0.

Pour enrichir notre liste des exemples d’espaces topologiques on rappelle la notion de normes sur les

espaces vectoriels réels.
Définition 9. Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur E la donnée d’une fonction
N :E — R qui vérifie les propriétés suivanes :

1. Séparation : Vx € E, N(z)=0 = z=0;

2. Homgénéité : (Vz € E)(VA € R), N(A\z)=|A| N(x);

3. Inégalité triangulaire : Vz,y € E;, N(z+y) < N(x)+ N(y).

Le couple (E, N) s’appelle espace vectoriel normé.
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Noter que la donnée d’une norme, N : E — R, permet de définir une distance sur E par ’expression :
VI,yEE, dN(‘Tay) = N(‘Tiy)

En conséquence, tout espace vectoriel normé (E, N) devient un espace métrique (E,dy), donc E
possede une topolgique métrique 7, induite par la norme N. Noter aussi que 'espace topologique
obtenu (E, 9, ) est séparé.

Exemple 11. Dans tout le Cours de la théorie de la mesure et de lintégration, on va supposer que

l’espace vectoriel réel R™ est muni par la norme euclidienne donnée par :

Vo= (21, am) €R™, al = V(@) 4+ (em)?

La distance euclidienne R™, notée ds, qui est induite par la norme euclidienne est donnée par :

Vo = (.1'17'" 7$m)a y= (yla"' 7ym) € Rm; d2($7y) = \/(l’l _y1)2+ + (xm _ym)2

Pour m = 1 la norme euclidienne coincide avec la valeur assolue | z |, donc la distance qui lui est
associée est égale & : | x —y |,Vr,y € R.
Dans la suite, la topologie induite sur les espaces vectoriels R™ par la distance (norme) euclidienne

s’appelle : topologie usuelle ( ou euclidienne ) de R™.

Exercice 18. Traduire la continuité d’une application f : E — F dans le cas des espaces métrique et
des espaces normes.

Exercice 19. On désigne par 7. la topologie d’ordre commengnt définie ci-dessus, et par id : R — R
on désigne Uapplication identique ie. : id(x) = z,Vz € R.

1) Montrer que Uapplication identique id : (R, |- |) = (R, Z) est continue.

2) L’application identique id : (R, 7.) — (R,| - |) est-elle continue ?

1.7.2 Topologie a base dénombrables

Définition 10. Soit E un ensemble. Une famille de parties 8 C P(E) s’appelle base de topologie sur

E si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. La famille 2 recouvre 'ensemble E. C’est-a-dire, Vo € E il existe B € A tel que x € B ou encore
E=J B
BeZA
2. (vBl,BQ E%)(VZEEBlﬁBg)(HB:;E%), xr € B3 C B1N Bs.

Prenons une base de topologie Z sur ’ensemble E et définissons la famille de parties suivante :

T(#):={) B; on Fcz}
BeF
C’est un exercice facile de véfinier que la famille .7 (%) ainsi définie induit une une topologie sur
Pensemble E. La topologie .7 (%) est dite engendrée sur I’ensemble E par la base 2.
Quand, la base de topologie % est une famille dénombrable, Z = {O,;n € N}, on dira que la
topologie .7 (%) est a base dénombrable.
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Proposition 16. Soit (E, ) un espace topologique. Une famille 8 C 7 engendre la topologie T

(ie. base de topologie) si et seulement, si pour tout ouwvert U € F il existe une famille de parties

(Ui, i € I) C P qui vérifie :
U=JU

iel
En conséquence, si la topologie T est a base dénombrable alors pour tout ouvert O € . il existe une
famille au plus dénombrable I C N et une sous-famille {On, n € I} C & telle que O = J,,c; On-

Soit (E, d) un espace métrique. Rappelons que ci-dessus on a vu que les boules ouvertes By(z,7) C E
ce sont des ouverts de la topologie métrique Z;. De méme, on a vu que tout ouvert non vide U € 7,

est égal a une réunion de boules ouvertes; ceci montre alors que la famille de boules ouvertes,
By ={By(z,r); x€F, r>0} C T,

est une base de la topologie métrique ;.
Pour construire d’autres exemples de topologies ayant des bases dénombrables on va introduire les

définitions suivantes :

Définition 11. Soit (E, ) un espace topologique.

1. Une partie non vide A C E est dite dense dans (E,T) si pour tout ouvert non vide O €
ANO #0.

2. Si (E,T) contient une suite, {x,, € E;n € N}, qui est dense on dira que (E,7) est un espace

topologique séparable.

Exemple 12. On rappelle que dans les cours d’analyse réelle on démontre que tout mombre réel est
une limite d’une suite de nombres rationnels®. Ceci exprime le fait que le corps des nombres rationnels
Q est dense dans Uespace topologique (R, | - ).

Suite a cetle observation on conclut que les espaces topologiques euclidiens (R™, dy) sont séparables ;

car ils contiennent la famille de vecteurs rationnels Q™ comme partie dense.
La proposition suivante nous donne une large liste d’espaces topologiques a base dénombrable.

Théoréme 1. Un espace métrique est séparable si et seulement, si il est a base démnombrable. En

conséquence, les espaces vectoriels euclidiens (R™, dy) sont & base dénombrables.

Démonstration. La preuve est un exercice laissé au soin de I’étudiant. Soit (E,d) un espace métrique.
1) On suppose qu’il existe dans (E, Z;) une base dénombrable d’ouverts : {O,, C E; n € N}. Montrer
que si on choisit des points x,, € O, on obtient ainsi une suite (z,) partout dense dans (E, .7;). En
déduire que (E, 7;) est séparbale.
2) Inversement, on suppose que l'espace métrique (E, .7;) est séparable contenant A = {z,;n € N*}

comme famille dénombrable partout dense. Montrer alors que la famille de boules ouvertes
{Balan, —)im,n € N}
Ty —); M, N
d\+&n m
est une base de la topologie métrique induite sur E par la distance d. O

Exercice 20. Montrer que la famille d’ouverts {]a,b[;a,b € Q avec a < b} est une base dénombrable

de topologie pour (R,| - |).

[nz]

1. Par exemple, pour tout z € R considérer la suite rationnelle u, = “— qui converge vers le réel z; ol [a] € Z
n

désigne la partie entiere : [a] < a < [a] + 1, Va € R.
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Exercice 21. Montrer que la famille d’intervalles, B = {[a,b] ,a < b}, est une base de topologie sur
la droite réelle R.

Exercice 22. Montrer que la famille d’intervalles, B = {]a,b] ,a < b}, est une base de topologie sur
la droite réelle R.

1.7.3 Topoogie produit

Etant donné deux espaces topologiques (E,.7) et (F,.#) deux espaces topologiques; la famille des
produits cartésiens définie comme suit :

P={UxV; UeT e VeS}=IxYS

est une base de topologie sur ’ensemble produit cartésien E x F, donc; elle engendre une topolgie que
I’on appelle topologie produit et elle se note .7 ® .¥.

Il faut noter que sue l’espace produit cartésien on a l'inclusion canonique stricte :
ITxSLCITRYS
Par exemple, si on prend les ouverts U € 7 et V € . on voit que la partie :
UxFUExVGﬂ@&”\(ﬁxY)

Plus générament, si {(E;, Z;) ; i € I} est une famille d’espaces topologiques on vérifie alors que la

famille de parties définie comme suit est une base de topologie :

P(I) = {H U, ;U; € J; avec U; =E; sauf pour un nombre fini d’indices}
iel

La topologie engendrée par la base & (I) sur 'ensemble produit cartésien H E; s’appelle topologie
il
produit notée ® ;. Les éléments de la base Z(I) s’appellent ouverts élémntaires.
iel
Il faut souligner que si ’ensemble des indices I est infini il en résulte que la base de topologie £(I)
est strictement incluse dans le produit cartésien des topologie H Z;. On aura ’égalité que dans le cas

iel
ou ’ensemble des indices I est fini.
i=m
Exemple 13. 1) Sur les espaces euclidiens R™ les pavés ouverts H]ai, b;[ forment une base de topo-
i=1

logies pour la topologie métrique euclidiennes (topologie usuelle).

2) Si (E,dy) et (F,d2) sont des espaces métriques alors la famille des parties,
PB(dy,dg) :={Bg,(x,71) X Ba,(y,72) ;2 € E;y €F et ry > 0,73 > 0}

est une base de topologie sur l’espace produit E x F.
Proposition 17. Soit {(E;, Z;) ; i € I} est une famille d’espaces topologiques. Alors, on a les affir-
mations suivantes :

1. Pour tout indice i € I la i-éme projection canonique pr; : (H E;, H ;) — (E;, ;) est continue

iel el
et envoie un ouvert sur un ouvert.
2. Une application f : (E,.7) — (H Ez,Hﬁ) est continue si et seulement, si ses composantes

iel el
fi (B, 7) = (E;, ;) sont continues.
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1.7.4 Rappel sur la compacité

Pour finir ce bref rappel sur la topologie on va introduire la notion de compacité qui est tres utile en

théorie de la mesure et de 'intégration.

Définition 12. Soit (E, J) un espace topologique séparé. Un sous-ensemble K C E est dit compact
dans (E,7) si pour toute famille d’ouverts, {O;,i € I} C 7, telle que K C J;c; O; il eviste un
sous-ensemble fini {i1, -+ ,in} C I vérifiant K C O;; U---UO;, .

Soit K une aprtie non vide comapcte dans un espace topologique séparé (E, 7). Fixons un point
y € K¢ donc d’apres le principe de sépation; pour tout x € K il existe un couple d’ouverts U, et

Oy € 7 tels que z € Uy, y € Oy et avec U, N Oy = (. Ainsi, puisque K C U U, donc par compacité

zeK
de K il existe une famille fini d’ouverts U, ,--- ,U,, tels que K C U, U---UU,, .

D’autre part, observer que si on prend l'intersection fini, O, = Oy* N---N Oy~ on obtient un ouvert
qui contient le point y et tel que KNO, = (), donc O, C K°. Par conséquent, puisque le complémentaire

K¢ est un ouvert on conclut que la partie compacte K est fermée dans (E,.7). Dot :
Proposition 18. Dans un espace topologique séparé, toute partie compacte est fermée.
La compacité est héréditaire pour les parties fermées d’un espace topologique séparé. C’est-a-dire :

Proposition 19. Soit (E, J) un espace topologique séparé, et K C E une partie compacte. Alors, toute
partie fermée FF C K est compacte dans (E, 7).

Démonstration. Soit (O;,4 € I) une famille d’ouverts telle que F' C |J O;. Noter que F© est un ouvert
et que K C F°UJO;, donc par compacité de K ; il existe une famille finie d’ouverts telle que K C
O, U---Uo
partie fermée F' est un compact. O

U F¢. Ainsi, comme F' C K cela entraine que F' C O;, U---U O;, . Par conséquent, la

in

Proposition 20. Dans un espace topologique séparé (E, T), une suite décroissante de parties compactes

non vides K, 11 C K,, posséde une intersection non vide : m K, #0.
n>0

Démonstration. Si on suppose que l'intersection ﬂ K,, = 0 on obtiendrait un recouvrement ouvert

n>0
E = U (K,)¢ 2 Ky. Donc, par compacité de la partie Ky il existe un ng € N tel que Ky C (K,,)°; car
n>0
la suite des complémentaires (K,,)¢ est croissante. Ainsi, puisque K, C Ky il s’ensuit que K,, = 0; ce
qui est absurde avec K, # (). Par conséquent, m K, #0. O
n>0

Proposition 21. Tout espace métrique compact est complet.

La preuve de cette proposition est laissée au soin de I’étudiant, elle est donc développée sous forme

d’un exercice.

Exercice 23. Soit (E,d) un espace métrique. On fize une suite infinie (x,) C E et pour tout entier
n € N on pose, A, = {z,; p>n}.
1) Montrer que le sous-ensemble ﬂ A, est un compact non vide.
neN
2) Montrer que x € m A, si et seulement, si il existe une sous-suite extraite x qui converge?
neN

w(n)

vers x dans (E,d).

2. m A, est le sous-ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (z,) dans (E,d).
neN
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3) En déduire que si l’espce métrique (E,d) est compact alors toute suite infinie (x,) C E contient
au moins une sous-suite convergente.

4) Montrer que tout espace métrique compact est complet. C’est-a-dire, toute suite de Cauchy converge.

Notons aussi que la compacité se préserve par les images d’appliactions continues entre espaces

topologiques séparés. Plus précisément, on a :

Proposition 22. Soit f : (E, 7) — (F,.) une application continue. Alors, pour toute partie compacte
K CE limage f(K) est comapacte dans (F,.7).

Exercice 24. Démontrer la proposition.

On termine ce rappel sur la compacité par deux théoremes tres efficaces pour reconnaitre les ensembles

compacts dans certaines espaces métriques.

Théoréme 2 (Bolzano-Weierstrass). Soit (E,d) un espace métrique. Alors, les affirmations suivantes

sont équivalentes :
1. La partie K C E est compacte dans (E, d).

2. De toute suite infinie et bornée®, (x,) C K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans
(E, d) vers un élément de K.

Théoréme 3 (Heine-Borél). Une partie K C R™ est compacte dans 'espace métrique euclidien (R™, dy)

si et seulement, si elle est bornée et fermée.

Enfin, notons que le produit cartésien est héréditaire pour la compacité. C’est un théoreme de Ty-

chonoff qui prouve ce fait.

Théoréme 4 (Tychonoff). Soit (E;, 7;) une famille quelconque d’espace topologiques séoarés. Alors,

le produit topologique cartésien, (H E;, H ;), est compact si et seulement si tous les (E;, ;) sont des
iel il
espaces topologiques comapcts.
En particulier, si les K; C E; sont des parties compactes alors leur produit cartésien HKi est une
iel
partie compacte relativement a la topologie produit H ;.
iel

Exemple 14. Le cube de Hilbert est un ensemble des suites réelles défini par :

H = {(z) € R |20 |< 2} = [[1-1/n 1/n]

n>1

est une partie compacte dans l’espace produit cartésien R ou R est muni de sa topologie usuelle induit

par la valeur absolue.

3. On rappelle qu’une partie A C E est dite bornée dans (E, d) si il existe z € E et » > 0 tels que A C By(z,r).
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CHAPITRE DEUX

Ensembles et fonctions mesurables

2.1 Familles particulieres d’ensembles : Clans et tribus

Définition 13. Soit E un ensemble , on désigne par P(E) l’ensemble des parties de E. Une famille
de sous-ensembles C C P(E) est dite un clan (ou anneau de Boole) si elle vérifie les propriétés
sutvantes :

1. VA,BeC, AUBEC.
2. VA,BeC, A\BeC.

Quand, E € C on dira que C est un caln unitaire ou une algebre de parties sur E.

Partant de la définition d’un clan C C P(E) on vérifie qu’on a les propriétés suivantes :

1. L’ensemble vide () € C car pour tout A€ C, A\ A=0eC.

2. VA, BeC, AAB=(A\B)U(B\A) eC.

3.VA,BeC, ANB=(AUB)\(AAB)eC.

4. Si C est un clan unitaire (algebre de parties) (i.e E € C) alors C est stable par le passage au

complémentaire dans E :
VA eC, A°=E\AeC

Ainsi, suite a ces remarques on conclut que si une famille de parties C C P(E) est un clan il s’ensuit
que le triplet (C,A,N) est un anneau dans lequel la lois additive est A et la loi multiplicative est N.

Notons également que les lois A et N vérifient sur C les expressions algébriques suivantes! :
Yz € C, Az =) et Nz ==z

Définition 14. On appelle o-clan tout clan C C P(E) qui est stable par les réunions dénombrables.

C’est-a-dire, si (Ay,) est une suite d’éléments de C alors la réunion dénombrable U A, eC.
n>0
Un o-clan unitaire C (i.e E € C) s’appelle o-algébre de parties (ou une tribu) sur E.

1. Tout anneau commutatif (A, +, X) dont les éléments vérifient les équations :
Vo € A, r+rx=0 e zxXzx=1C

s’appelle anneau boolien. Par exemple, (Z2,+, X) est un anneau boolien; il est contenu dans tous les anneaux booliens
ayant au moins deux éléments. En effet, un anneau de Boolien (A, 4, X) est un Zz-espace vectoriel dont la multiplication
externe est définie par : Vo € A,0-2 =0 et 1-2 = z. En conséquence, si 'anneau A est fini son cardinal est une puissance
de deux, car A =~ (Z2)™ en tant que Zs-espace vectoriel de dimension m.
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Notons que d’apres sa définition, une o-algebre (tribu) C est stable par le passage au complémentaire
et par les réunions dénombrables, donc elle est aussi stable par les intérsections dénombrables. Car, si

A,, € C une suite de parties on aura :

(ﬂAn)c:UA;eC — A.ec

n>0 n>0 n>0

Actuellement, comme les g-algebres (tribus) sont stables par les réunions et les intersections dénombrables,
elles sont donc stables par passage a la limite inf et a la limite sup ie. :

V(A,)cC  liminfA, =) ()4, €C et limsupA,=()|JA4€cC

n—-+oo
n>0p>n n—+oo n>0p>n

Exemple 15. 1) L’ensemble de toutes les parties P(E) est une o-algébre (une tribu)
2) La paire {0, E} est une algébre contenue dans toutes les algébres de parties sur E.
3) Pour toute partie propre non vide A C E la paire {0, A} est un clan sur E qui n’est pas une algébre.
4) Pour toute partie propre non vide A C E la famille de sous-ensembles {0, A, A, E} est une algébre.
5) La famille de parties, F(N) := {A C N/A est finie}, est un clan non unitaire; car N ¢ F(N).
6) La famille de parties, F'(N) := {A C N/A ou A° est finie}, est une algébre mais ce n'est pas
une o-algébre. En effet, si on prend la suite de parties A, = {1,3,--- ,2n+ 1} € F'(N) on voit que la

réunion U A, =2N+1 ¢ F'(N) car son complémentaire est ’ensemble des nombres paires 2N qui est
n>0
Exercice 25. Etant donné un clan de parties C sur un ensemble E, on pose :

A=CUC°=CU{E\ A4; AeC}

Montrer que A est une algébre sur E.

2.1.1 Opérations ensemblistes sur les clans et les tribus

Proposition 23 (Trace sur une partie). Soit C un clan (resp. algébre ou o-algébre) sur E. Alors, pour
toute partie A C E la famille de parties définie par, Ca := {ANX; X €C}, est un clan (resp. algébre
ou o-algébre) sur sur A appelée clan (resp. algébre ou o-algébre) trace.

Démonstration. En effet, pour toutes les parties X et Y € C on a :
(ANX)UANY)=ANn(XUY)eCa
De méme, on a :

(ANX)\(ANY) = (AnX)Nn(ANY)°
= (ANX)N(A°UY*)
= AnXnNnYy*

Aﬁ(X\Y)ECA

Noter que si E € C on aura A = ANE € C4, donc C4 est une algebre. De plus, si C est stable par les
réunions dénombrables on aura pour toute suite de parties, (4,) C C :

Udnee e J(ana,)=an(Ja.)eca

Par conséquent, si C est une o-algebre il en est de méme pour C4. O
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La proposition suivante généralise le résultat de la précédente.

Proposition 24 (Image inverse). Soient f : E — F une application et C un clan de parties sur F.

Alors, la famille de parties de E définies par :

FHO) ={fTH (A CE; AecC}
est un clan de parties sur E. Si en plus, C est une algébre (resp. o-algébre) sur F alors son image
inverse, f~1(C), est aussi une algébre (resp. o-algébre) sur E.
Démonstration. Observer que I'image inverse vérifie les propriétés : f~1(A\ B) = f~1(A) \ f~1(B) et
FHUA,) =uf~i(4,). O

Proposition 25 (Image directe). Soient f : E — F une application et C un clan de parties sur E.
Alors, la famille de parties de ¥ définies par :

f€):={ACF; fl(A)ec}
est un clan de parties sur ¥ ; appelée clan image directe par f du clan C. Si C est une algébre (resp.
o-algébre) sur E alors il en est de méme pour image directe f.(C).
Exercice 26. Démontrer la proposition de l’image directe.
Exercice 27. Soit E un ensemble muni d’un clan . Pour une partie fitée A € T on pose :
Ty ={Be T;BC A}

1) Montrer que T, est un clan sur la partie A.
2) Vérifier que le clan T, est égal au clan des traces T4 = {BNA;B € T}.

3) Montrer que les affirmations 1) et 2) restent valables pour les algebres et les o-algébres sur E.

Exercice 28. Soit E un ensemble muni d’un clan (resp. algébre ou o-algébre) C. Si pour toute partie
A C E on désigne par in : A — E Uinjection canonique (ie. v € A — x € E), alors; le clan (resp.

algébre ou o-algebre) image inverse in~1(C) coincide avec la trace C4 = {ANB ; VB € C}.

Exercice 29. Soit E un ensemble et Ay C une partie non vide fixée. Montrer que la famille de parties,
C={ACE; A,CA ou ACAj}

est une algebre sur E. Est-elle une o-algébre ?

Exercice 30. Soient f : E — F une application et C un clan de parties sur E. Montrer que la famille
de parties, f(C) := {f(A); A € C}, n'est pas en général un clan sur F. Justifier votre réponse.

Exercice 31. Soit A une algébre de parties de l’ensemble E.

1) Montrer que A est une o-algebre (tribu) sur E si et seulement, si A est stable les réunions
dénombrables des suites croissantes de parties de E.

2) Montrer que A est une o-algébre (tribu) sur E si et seulement, si A est stable les réunions disjointes

dénombrables des suites de parties de E.

Exercice 32. On appelle cylindre vertical dans R? toute partie non vide C C R? qui vérifie la propriété
suivante :
V(z,y,2) € C — V2 eR, (x,y,2') € C

1) L’application prio : R® — R? désigne la projection vericale définie par pris(z,y,z) = (z,y).
Montrer qu’une partie C C R3 constitue un cylindre vertical si et seulement, si il existe une partie
A CR? telle que C = pri%(A).

2) En déduire que la famille de tous les cylindres verticauz de R, notée Cyl(R?’), est une o-algébre.
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2.1.2 L’engendrement des clans et des tribus

Proposition 26. Si {C;;i € I} est une famille de clans (resp. algébres ou o-algébres) sur un ensemble

E alors lintersection, ﬂ Ci, est un clan (resp. une algébre ou o-algébre) sur E.
iel

Démonstration. D’abord, noter que l'intersection m C; est non vide; car § € C;,Vi € I.
iel
Soient A et B € ﬂ C;. Donc, pour tout indice ¢ € I les parties A et B € C;. Ainsi, comme les C; sont
el
des clans on aura :

Viel, AUBEC; et A\BeC =  AUB,A\Be(\C

iel
Par conséquent, 'intersection ﬂ C; est un clan sur E.
iel
Le fait que ﬂ C; est une algebre (resp. une o-algebre) lorsque les C; le sont est évidente. O

i€l
Définition 15. Soit Q C P(E) une famille non vide de parties de E. L’intersection de tous les clans

(resp. toutes les algébres, o-algébres) qui contiennent la famille Q s’appelle clan (resp. algébre, o-algébre)

engendré(e) sur E par la famille de parties (.

Dans la suite du chapitre, étant donnée une famille de parties  C P(E) on va adopter les notations
suivantes :

1. Le clan engendré par Q sera noté : C(Q) = ﬂ C.
Qcce

C clan

2. L’algebre engendrée par 2 sera notée : A(Q2) = ﬂ C.

QCA
A algébre
3. La o-algebre (tribu) engendrée par (2 sera notée : () = m T.
QCT
T tribu

Proposition 27. Soit Q C P(E) une famille de parties. Alors, on a les affirmations suivantes :
1. Si un clan C sur E contient Q (i.e Q@ C C) alors Q C C(Q) CC.
2. Si une algébre A sur E contient Q (i.e Q C A) alors Q C A(Q) C A.
3. Si une o-algébre 7 sur E contient Q (i.e Q C 7 ) alors Q Co(Q) C 7.

Autrement dit, relativement & Uinclusion ensembliste, le clan (resp. algébre, o-algébre) engendré(e)

par la famille Q est le plus petit(e) clan (resp. algébre, o-algébre) qui contient la famille .

Démonstration. 1) Noter que d’aprés la proposition précédente I'intersction C(2) est un clan. D’autre
part, pour tout clan C qui contient Q (i.e Q C C) on aura par définition de I'intersction 2 C C(Q) C C.

Les affirmations 2) et 3) se démontrent avec les mémes arguments. O

Exemple 16. 1) Soit A C E une partie. Alors, {{), A} est le clan engendré par le singleton {A} sur E.
De méme, la famille {0, A, A°,E} est lalgébre engendrée sur E par le singleton {A}.
2) Soit I C R un ensemble infini non nécéssairement dénombrable. Alors, on a les affirmations
suivantes :
i) Le clan engendré sur I par la famille des singletons, Q = {{z},x € I}, coincide avec ’ensemble de
toutes les parties finies de I,
C)={JcI, J estfini}
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ii) L’algébre engendrée sur I par la famille des singletons, Q@ = {{z},x € I}, coincide avec l’ensemble

de toutes les parties de I qui sont soit finie ou ayant un complémentaire fini,
Ay ={JcI; J ou J° estfini}

iii) La o-algébre (tribu) engendrée par la famille des singletons, {{z},x € I}, coincide avec le sous-

ensemble des parties au plus dénombrables ou ayant complémentaire au plus dénombrable,
o)={JCI, J ou J° estau plus dénombrable }

iv) Si Uensemble I est dénombrable, dans ce cas; la o-algébre engendrée coincide avec l'ensemble de
parties de I : o(Q) = P(I).

Exercice 33. Soit E un ensemble. On rappelle qu’une famille de sous-ensembles {A;;i € I} forme une

partition de E lorsque E = U A; et si pour tout couple d’indices i # j on a A; N A; = 0.
iel
1) Montrer qu’une partition (A;;i € I) de E engendre une algébre égale & la famille de sous-

ensembles : A(I) = {U Aj avec J C 1 estfini ou  J¢ est fini}.
JjeJ
2) Décrire la o-algébre o(I) engendrée par la partition (A;;i € I) de E.

Exercice 34. Soit (C,,) une suite croissante de clans (resp. d’algébres) sur l’ensemble E (ie. C,, € Cpy1).

Montrer que la réunion U C,, est un clan (resp. algébre).
neN

Exercice 35. Soit E un ensemble mun: de deux tribus 7, et Fs.
1) Donner un exemple ot la réunion J1 U J5 n'est pas une tribu. Que peut-on dire de T4 N Ty ?

2) On considére les trois familles de parties de E définies comme suit :
O ={AUB; A€ et Be R}, Q={ANB; Ac A e Be DR}, Q=7AU%
Comparer les trois tribus engéndrées o(§21), o(22) et o(Q3).

Exercice 36 (L’adjonction d’une partie). Etant donné un ensemble E muni d’une tribu 7 et une

partie A & T ; on leurs associe la famille de parties de E définie par :
T(A) ={(AnB)U(C\ A); VB,C € T}

1) Montrer que 7 (A) est une tribu sur E.
2) Montrer que la tribu engendrée : (7 U{A}) = T (A).

La proposition suivante nous donnera une idée approximative sur la forme des parties appartenant a

un clan engendré par une famillle de parties Q C P(E).

Proposition 28. Soient E un ensemble et Q C P(E) une famille non vide de parties. Alors, pour toute
partie A C E élément du clan engendré C(Q) il existe une famille finie de parties Ay, -+ , A, € Q telles
que ACA T U---UA,.

Démonstration. On désigne par C’'(Q2) l'ensemble des parties de E constitué par les parties A C E

contenues dans une réuninion finie d’éléments de 2 i.e :
AecC'(Q) = Ay, A €Q, ACAU---UA,

D’abord, noter que pour toute partie A € Q on a, A C A; donc  C C'(Q). Montrons alors que la

famille de parties C’(€2) est un clan sur E.
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En effet, si A et B € C'(Q) il existe deux familles finies A;,---, A, et By, -+, By, d’éléments de Q

telles que
ACAU-UA, e BCBU-UBy — AUBC(4U--UA)U(BiU- UB)
Done, AU B € C'(2). De méme, puisque la différence

A\BCACAU---UA, = A\Be(l(Q

Par conséquent, la famille de parties C'(£2) est un clan.
Ainsi, comme la famille génératrice Q2 C C'(€2) il s’ensuit que le clan engendré C(Q2) C C'(Q2). Par

conséquent, chaque partie A € C(Q2) C C'(2) est contenue dans une réunion finie d’élements de Q. [

Corollaire 1. Soient E un ensemble et Q C P(E) une famille de parties. S’il existe une famille au plus
dénombrable (Q,) C Q telle que E = U Q,., alors pour toute partie A élément du o-algébre (tribu)
n>0
engendrée, o(Q)), il existe une famille au plus dénombrable de parties A,, € Q telles que A C U A,
n>0
Ci-dessous, on donnera la définition des semi-anneaux au sens de Boole pour lesquelles on sera en

mesure de décrire complétement la forme générale des parties des clans qu’ils engendrent.

Définition 16. On appelle semi-anneau toute famille de parties A C P(E) dont les éléments vérifient
les conditions suivantes :

1.VAABe A = ANnBeA

2. Pour tout couple de parties A et B € A il existe une famille finie de parties disjointes deux a
i=n
deuz, Ay, -+, A, € A telle que A\ B = U A;.
i=1
Un semi-anneau A est dite unitaire lorsque ’ensemble E € A.

Proposition 29. Soit A C P(E) un semi-anneau. Alors, le clan engendré C(A) est égal a la famille
des réuinons finies d’éléments de A qui sont disjoints deuzx & deuz. C’est-a-dire, pour tout A € C(A) il

existe une famille finie, Ay, ---, A, € A telle que :
A=A,U---UA, avec Vi#£j, ANA;=0

Démonstration. Désignons par C’'(A) la famille des parties de E constituées par les réuinions finies
d’éléments du semi-anneau A qui sont disjointes. Noter que le semi-anneau A C C'(A) C C(A), donc si
on démontre que C'(A) est un clan on aura ’égalité C(A) = C'(A).

Considérons deux parties A et B € C'(A). Dong, il existe deux familles disjointes deux & deux
Ay, A et By,--- ,B,, tellesque A=A U---UA, et B=DB{U---UB,,.
1) Stabilité par ’intersection : Noter que par la distributivité de 'intersection par rapport a la
réunion on obtient :

i=n,j=m
ANB = (Alu---uAn) N (Blu-nuBm) = U A;N B;

i=1,j=1

Ainsi, comme les A;NB; € A (semi-anneau) sont disjoints deux & deux on conclut que ANB € C'(A).
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2) Stabilité par la différence : La différence des parties A et B est égale a :

ANB = (Au-ud,)n (BiusUB,)

= Uan(Biu-u,)]

<
Il

ﬂ- .
3 =

- [Am(Bfm..mB;ﬂ

«ﬂ- .
3 =
<.
Il
3

- U (am)

@
Il
-
.
I
—

Ainsi, comme A est un semi-anneau on en déduit que A;\ B; est une réunion finie disjointe d’éléments

de A, et par suite 4; \ B; € C'(A). De méme, puisque C'(A) est stable les intersections on en déduit
Jj=m
que les parties C; = ﬂ (Ai \ Bj) € C'(A). En effet, puisque les parties C; sont disjoints deux a deux

j=1
il en résulte que la différence A\ B=C1 U---UC,, € C'(A).

3) Stabilité par réunion : Ecrivons AUB = (A\B) u (AHB) U (B\A). Ainsi, comme A\ B € C'(A),

B\ A € C'(A) et ANB € C'(A) alors la réuinon disjointe (A\B) U (AmB) U (B\A) — AUB e C'(A).
4) Enfin, puisque le clan C’(A) est contenu dans le clan C(A) et contient le semi-anneau A cela entraine
qu’on a 'égalité : C(A) = C'(A). O

Exemple 17. Ici, on donnera quelques exemples de semi-anneauzx utils pour la suite du Cours.

1) La famille des intervalles I = {[a,b[;a,b € R avec a < b} est un semi-anneau sur R, donc
elle engendre un clan dont les éléments sont soit des intervalles de type [a,b] ou des réunions finies
disjointes de type [a1,b1[U--- U [an, by| avec b; < aj41,Vi=1,-+- ;n— 1.

2) De méme, la famille des intervalles Iy = {]a,bl;a,b € R avec a < b} est un semi-anneau de R
qui engrendre un clan dont les éléments s’écrivent comme réunion finie disjointe d’éléments de 1.

3) En revanche, la famille des intervalles ouverts I, = {]a,b[;a,b € R avec a < b} n'est pas un semi-
anneau, car par exemple, pour tout réel a > 0 les intervalles |a, 3a[ et |a,2al€ I, mais leurs différence
la,3a[\]a, 2a[= [2a,3a[ n’est pas un ouvert de R ; donc on ne peut pas ’écrire comme une union finie
d’intervalles ouverts.

4) En dimension m > 2, la famille Py (resp. Py) des pavés de R™ de type

[ai, b resp. H Jai, b;)
i=1 i=1

sont des semi-anneaur sur l’espace euclidien R™, donc elles engendrent des clans dont les éléments
s’écrivent comme réunion finie disjointe d’éléments de Py (resp. Iy).

5) De méme, la famille des intervalles ouverts de type J, = {|a,+oo[;a € R} n’est pas un semi-
anneau, car par exemple, Ya > 0,]a, +oo| et |2a, +ool€ J, mais la différence |a, +o00[\|2a, +00[=]a, 2a]

est une partie bornée; donc on ne peut pas l’écrire comme union disjointe d’éléments de la famille J,.

Remarque 2 (Mise en garde). Le résultat de la proposition précédente n’est pas valable pour les o-
algébres (tribus) engendrées par les semi-anneauz. C’est-a-dire, on ne peut pas conclure que les éléments
d’une o-algébre (tribu) qui est engendrée par un semi-anneau peuvent se décomposer en une réunion
dénombrable disjointe formée par les éléments du semi-anneau génératrice.

Un contre exemple est fourni par la o-algébre (tribu) engendrée par les intervalles du semi-anneau,
I; = {[a,b[;Va,b € Q avec a < b}. Noter alors que la tribu engendrée o(ly) vérifie les propriétés
suivantes :
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i) R = | J[-n,nle o(Ly).

neN

1
i) vre@, ()nr+ “E{teols) = Qeoa(l)
neN*
iii) Le sous-ensemble des nombres irrationnels R\ Q € o(I), mais; on ne peut écrire comme une

réunion dénombrable disjointe d’intervalles de R de type [ay, b, | avec b, < any1 car entre les nombres

rationnels b, et an4+1 il y a toujours des nombres irrationnels.

Exercice 37. D’écrire les éléments des algebres engendrées par les familles d’intervalles

Ii={[a,b]C [0,1[;a,b € R avec a<b} et I;={]a,b]C]0,1];a,be R avec a < b}

2.1.3 Produit cartésien des clans et des tribus

Pour commencer considérons deux ensembles E et F. Puis, fixons deux parties propres non vides
A C E et B C F; ceci nous donne alors deux algebres de parties sur E et F définies respectivement
par : A = {0, A, A°,E} et B = {0, B, B¢,F}. Le produit cartésien de ces algébres est formé par les

parties :
AxB={0,Ax BJAXx B, AxF, A° x B,A° x B, A°xF,E x B,E x B° . E x F}

Noter alors que le produit A x B n’est pas un clan, car la réunion (A x B) U (A€ x B¢) n’y appartient
pas. Par conséquent, le produit cartésien des clans, des algeébres ou des o-algebres n’est pas en général
un clan.

La proposition suivante montre que la classe des semi-anneaux est stable par le produit cartésien.

Proposition 30. Soient E et F des ensembles munis par des semi-anneaux notés respectivemnt A et

B. Alors, la famille des produits cartésiens des éléments de A et B définie par :
AxB:={AxBCExF; AcA el BeB}

est un semi-anneau sur l’ensemble E x F'.

Démonstration. Soient A x B et C x D € A x B, noter que par définition de l'intersection de deux
parties on obtient (A x B)N(C' x D) = (ANC)x (BND)e AxB,car ANC € Aet BND € B. Donc,
le produit cartésien A x B est stable par I'intersection.

De méme, par définition de la différence de deux sous-ensembles on peut écrire :

(AxB)\(CxD) = (AxB)Nn(Cx D)
= (AxB)N[(C°x D)U(C x D°)]
[(Ax B)N(C°x D)]U[(Ax B)n(C x D]
(AN C) x (BND)U[(ANC) x B\ D)]
Ainsi, puisque A et B sont des semi-anneaux il existe des familles de parties disjointes deux a deux
Ay, JAn € Aet By,--+ By € Btelles que A\C = A;U---UA,, et B\D =By U---UB,, ceci

permet alors de déduire que la différence des produits cartésiens développés ci-dessus s’écrit comme

réunion de parties disjointes de A x B :

(Ax B)\ (C x D) = [ U [Ai x (BmD)H U [U [(AmC) xBiH
i=1 i=1
Par conséquent, le produit cartésien A x B est un semi-anneau. O
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Définition 17. Soit A un clan (resp. algébre, o-algébre) sur l’ensemble E, et soit B un clan (resp.
algébre, o-algébre) sur l’ensemble F. Le clan (resp. algébre, o-algébre) engendré par le produit cartésien
A x B s’appelle produit tensoriel des clans (resp. algébre, o-algébre) de A et B sur le produit E x F ; il
se note A® B (lire : A produit tensoriel avec B).

La proposition suivante nous donne un exemple de o-algebre qui contient le produit cartésien de deux

o-algebres données sur un produit catrésien d’ensembles non vides.

Proposition 31. Soient A et B des o-algébres sur les ensembles E et F respectivement. Pour toute
partie A C E x E et pour tout élément (x,y) € A on définit les sections verticale (resp. horizontale)
passant par le point (x,y) € A par :

Alz,—)={beF ; (x,b) € A} resp. A(—,y):={a€E; (a,y) € A}
Alors, la famille de parties du produit cartésien E x F définie par :
MA,B):={ACExF; V(z,y) € A, A(z,—) e B et A(—,y) € A}

est une o-algébre sur ExF qui contient la o-algébre produit tensoriel AQB C M(A, B). En conséquence,
pour toute partie non vide A € AR B et pour tout (x,y) € A les sections A(x,—) € B et A(—,y) € A.

Démonstration. 1) La famille M(A, B) est stable par les réunions dénombrables. C’est-a-dire, pour

toute suite de parties (A,) € M(A, B) et pour tout couple d’éléments (z,y) € U Apona:
neN

(U4 =UA@-reB e (JA)(=u = Ay eA
neN neN neN neN

De méme, pour tout couple de parties A et B € M(A, B) on vérifie que pour tout (z,y) € A\ B on
a les sections ensemblistes :

(4\B) @ =) =A@, )\ B, -) € B et (4\B)(~y) = A(—y) \ B(—y) € A

Ainsi, comme le produit E x F € M(A, B) on conclut alors que la famille de parties M(.A, B) est une
o-algebre sur le produit E x F.
2) Le produit cartésien A x B est inclus dans la o-algébre M (A, B), car; pour toutes les parties A € A
et B € B et pour tout (z,y) € A x B on a les sections

AxB)(x,—):B

= AxBeMAB) = AxBCM(ADB)
Ax B)(=y) = A

Par conséquent, la tribu produit tensoriel engendrée A ® B C M (A, B). O

Exercice 38. Soient E et F des ensembles munis respectivement par les tribus 7 et .. Montrer que
la famille Z(E,F) C I ® . des réunions finies disjoinetes de rectangles Ax B avec A € T et B € ./

est une algebre sur E x F.

Exercice 39. On se propose de démontrer que l'inclusion des tribus, AQB C M(A, B), est en général
stricte. Pour cela considérons la tribu sur R, notée 2, engendré par les parties de R qui sont au plus
dénombrables.

1) Montrer que la tribu 2 = {A € P(R)/ A ou A° est au plus dénombrable}.

2) Montrer que lapplication diagonale, §(x) = (z,x),Vz € R, est mesurable de (R, D) dans l’espace
produit (R?, D ® D).

3) Vérifier que toutes les sections horizontales et verticales du sous-ensemble 5([0,1]) C R? appar-
tiennent a la tribu D. En revanche, §([0,1]) n’appartient pas a la tribu produit tensoriel I @ 9.

4) Conclure.
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2.1.4 Les classes monotones (facultative)
Dans ce paragraphe, on va introduire les classes monotones qui sont intimement liées aux o-algebres.

Définition 18. On appelle classe monotone sur un ensemble E toute famille de parties M C P(E) qui

vérifie les deux conditions suivantes :

1. Si A, C Anqq est une suite croissante d’éléments de M alors lim A, = U A, € M.

n——4oo
n>0

2. Si Bni1 C B, est une suite décroissante d’éléments de M alors lim B, = ﬂ B, € M.

n——4oo
n>0

Il est clair que toute o-algebre est une classe monotone ; la réciproque n’est pas vraie. En effet, si on

considere la famille de parties
M :={D CR; D est dénombrable }

on obtient une classe monotone qui n’est pas stable par passage au complémebtaire et ne contient pas
R; donc M est ni algebre ni o-algebre.
Les propositions suivantes sont faciles & démontrer leurs preuves sont laissées pour le soin de I’étudiant.

Proposition 32. Pour qu’un clan (resp. une algébre) de parties soit un o-clan (resp. o-algébre) il faut

et il suffit qu’elle soit une classe monotone.

Démonstration. Les o-clans et les g-algebres sont des classes monotones. Inversement, si par exemple

C est un clan qui est également une classe monotone on aura pour toute suite 4,, € C :

B,=A4U---UA, CByneC = |JA,=|JB.€cC

n>0 n>0
Donc, C est un o-clan sur E. O
Proposition 33. L’intersection quelconque de classes monotones est une classe monotone.

Définition 19. Soit E un ensemble et A C P(E) une famille de parties. L’intersection de toutes les
classes monotones qui contiennent la famille A est une classe monotone dite engendrée par A; on la
désigne par : M(A).

Soit E un ensemble et A C P(E) une famille de parties. Noter alors que par définition des classes

monotones et des o-algebres engendrées par une famille de parties on voit qu’on a les inclusions :
AC M(A) Co(A)
La proposition suivante donne une condition suffisante pour avoir I’égalité M(A) = o(A).

Proposition 34 (Lemme fondamental des classes monotones). Soit A une algébre de parties sur un
ensemble non vide E. Alors, la classe monotone engendrée par A et la o-algébre engendrée par A

coincident ie. :

Démonstration. La preuve développée ici est inspérée du livre de Paul Halmos (Measure Theory 1979).

Puisque les o-algebres sont des classes monotones, donc on aura U'inclusion M(A) C o(A). Pour mon-
trer qu’on a aussi I'inclusion dans autre sens, o(A) C M(A), nous allons montrer que la classe mono-
tone engendrée M (A) est une algebre, c’est-a-dire, qu’elle est stable par le passage aux complémentaires

et aussi stable les intersections finies.
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1) Considérons la famille de parties, M;(A) := {A € M(A); A € M(A)} C M(A).

Noter que A C M;(A) car A est une algebre inclus dans M(A). D’autre part, observer que si on
consideére une famille croissante (A,,) C M;(A), alors sa réuinion A = (J A,, € M(A) (classe monotone).
De méme, par définition de la famille M;(.A) on obtient une suite décroissante AS, € M(A), donc son
intersection [ AS, = A° € M(A) (classe monotone). Par conséquent, A = J A, € M;(A).

De la méme fagon, on montre que la famille M;(A) est stable par les intersection dénombrables
décroissantes. Ainsi, comme M (A) est une classe monotone telle que A C M;(A) C M(A) on conclut
que M1(A) = M(A). Cest-a-dire, M(A) est stable par passage au complémentaire.

2) Considérons la famille de parties Ma(A) :={A € M(A); VBe A = ANBe M(A)} C M(A).

Notons que A C Ms(A) car A est une algebre contenue dans M(.A), et montrons que Ms(.A) est une
classe monotone. En effet, si on considére une suite croissante (A,) C Ms(A) on aura pour tous n € N
et B € A les intersections A, N B € M(A) constituent une suite croissante dans la classe monotone
M(A), donc la réunion |J(A, N B) = (JA,) N B € M(A). D'ou |JA, € My(A).

De la méme fagon, on vérifie que My (A) est stable par les intersections décroissantes, ceci prouve
qu'elle s’agit d’une classe monotone, par suite My(A) = M(A) car A C My(A) € M(A). Ceci
démontre que la classe monotone engendrée M(.A) vérifie la propriété :

VAe M(A),YBe A = ANB e M(A)

3) Enfin, notons que la famille de parties {A € M(A); VB € M(A) = ANB € M(A)} est une
classe monotone qui contient ’algebre A, donc elle est égale a M(A). Ceci montre que M(A) est table
par les intersections finies.

4) En résumé : la classe monotone M(A) est stable par la complémentation et I'intersection finie, donc
c’est une o-algebre. Ainsi, comme A C M(A) C o(.A) ceci entraine que o(A) = M(A). O

Exercice 40 (7 et A-systeme). (Libre) Soit E un ensemble et C C P(E) une famille de parties.
i) On dira que C est un w-systéme si VA, BeC — ANDBEeC.
ii) On dira que D est un A-systéme (ou systéme de Dynkin) si :
1. 0 eD;
2.VA,BeD, AnNB=( = AUBeD;
3. VA BeD,ACB, — B\AeD;
4. Pour toute famille disjointe (A,,) C D la réunion |J A, € D.

1) Montrer que la famille C C P(E) est une o-algébre si et seulement, si elle est m-systéme et A-
systeme a la fois.

2) Soit D un A-systéme contenant une famille de parties C C D. Montrer que la o-algébre engendrée
o(C) CD.

3) Soit Ay C E une partie fizée. Les familles suivantes sont-elles des m-systémes, A-systémes, clans,

algébres, classes monotones ou o-algébres (tribus) ¢

CL={ACE; AgC A}, Co={ACE; ACAS} e C3={ACE; A)C A ou AC A5}

Exercice 41 (Algebres de Bool). On identifie {0,1} au corps Zg. Ainsi, pour tout ensemble non vide
E; Uensemble de fonctions F(E,Zs) devient une Zo-algébre unitaire relativement auz lois +, X et la
multiplication par les scalaires de Zo. On vous rappelle aussi que 'ensemble des parties P(E) est un
anneauw commutative associative unitaire lorqu’on le munit par les lois A (différence symétrique) et N
(voir Cours chp. I). D’autre part, si pour tout A € P(E) on pose : 0-A =0 et 1-A = A il en résulte que
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(P(E), A, ") est un Zz-espace vectoriel, et que par suite (P(E), A,N,-) est une Zy-algébre commutative,
associative et untaire.

1) Montrer que toute algébre de parties A C P(E) est en fait une Za-sous algébre de (P(E),A,N, ).
En déduire que toute algébre finie de parties A C P(E) est de cardinal 2™.

2) Montrer que laplication indicatrice, x : (P(E),A,N,) — (F(E,Zz2),+,x,.) est morphisme
d’algébre injectif. En déduire que pour toute algébre de parties A C P(E) la famille de fonctions indi-
catrices, F(A) := {xa; A€ A}, est une sous-algébre de F(E,Zs).

3) Montrer que si A C P(E) est une o-algébre alors la famille F(A) est stable par la limite simple.

4) Inversement, considérons une sous-algébre de fonctions F C F(E,R) qui est unitaire et stable par
passage a la limite simple et posons : A(F) :={A € P(E), xa € F}.

i) Montrer que A(F) est une algébre de parties sur l’ensemble E.

ii) Montrer que A(F) est une classe monotone sur ’ensemble E.

iii) En déduire que A(F) est une o-algébre sur E.

5) Conclure.

2.2 Les tribus boréliénnes

2.2.1 Ensembles boreliens et tribus boréliennes

Définition 20. Soit (E,.7) un espace topologique. La o-algébre (tribu) engendrée sur E par la famille
de tous les ouwverts F s’appelle tribu borélienne et se note B(E, ) ou, tout simplement B(E) losqu’il
n’y a pas un risque de confusion entre les topologies de E. Les parties de E qui appartiennent a la tribu

borélienne B(E) s’appellent des ensembles boréliens.

Noter que puisque les tribus sont stables par le passage au complémentaire il s’ensuit que la tribu
borélienne B(E) est aussi engendrée par la famille des parties fermées # = {F C E; F° € J}. En

conséquence, pour tout espace topologique on a toujours :
BE,7)=0(7)=0(%)

Proposition 35. Soit (E,J) un espace topologie séparé. On désigne par J la famille des parties

compactes dans (E, 7). S’il existe une suite de parties compactes K,, C E telle que E = U K,, alors
neN
la tribu engendrée o(¢) = B(E, 7). En particulier, dans l’espace métrique euclidien (R™,ds) la tribu

engendrée par les parties compactes (ie. bornées et fermées) coincide avec la tribu borélienne ie. :

o(A) = BR™)
Démonstration. D’abord, notons que £ C %, il s’ensuit donc que la tribu engendrée (%) C B(E, 7).
Inversement, observons que pour toute partie fermée F' € % on a la réunion, F' = U (F NK,), ou les
F N K, sont des compacts; donc .# C o(%). Dot B(E,.7) = o(F) O

Il est intéressant de souligner que dans une tribus boréliennes B(E, .7) on trouvera les ouverts, les
fermés (complémentation), les intersections dénombrables d’ouverts et les réunions dénombrables de
fermés. Ces propriétés favorisent la construction des parties boréliennes qui ne sont ni ouvertes ni

fermées de type :

N (&
’ “UmUmOihi%iS,ib'“ ou les Oiy i ig,ia, OU (Oil,iz,is,u,“') S
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Exemple 18. Pour tout couple de réels a < b on a la réunion dénombrable :

1
b—a

[a,b]= U [a,b— %], avec  mg = | |+1 = [a,b]e B(R)

n>ngo
De la méme fagon, on montre que les intervalles de type |a,b] € B(R) sont des boréliens.

Proposition 36. Si {O,,,n € N} est une base de topologie dans (E,.7) alors la tribu borélienne,
B(E) = 0({On7n € N})

En particulier, si (E,d) est un espace métrique séparable alors sa tribu borélienne est engendrée par la

1
famille dénombrable de boules ouvertes By(xy, —) ot (x,) désigne une suite partout dense dans (E,d).
m
La proposition suivante décrit les tribus boréliennes sur le produit des espaces topologiques.

Proposition 37. Soient (E, 9g) et (F, J&) des espaces topologiques. Alors, la tribu borélienne sur le
produit topologique cartésien, (E X F, 5 ® Jr) contient la tribu produit tensoriel des tribus boréliennes
sur les espaces topologiques (E, &) et (F, Ix) :

B(E, 7&) @ B(F, %) C B(E x F, 78 ® Jr)

Si les espaces topologiques (E, Tx) et (F, Ir) sont séparés et & bases dénombrables, dans ce cas; on
a alors l’égalité :

B(E, 7g) ® B(F, 7¢) = B(E x F, 78 ® JF)

En particulier, pour les espaces métriques euclidiens de dimension finie on a :
B(R") ® B(R™) = B(R™™)
Démonstration. Admise. O

Dans le reste de cette partie nous allons décrire certaines familles génératrices de la tribu borélienne
B(R), les familles génératices de la tribu borélienne B(R™) s’en déduisent par le produit cartésien.

1) La famille des intervalles ouverts de type, I, = {]a,b[; a < b}, engendre la tribu borélienne sur R i.e :

Puisque les intervalles de type ]a, b sont des ouverts dans (R, | - |) donc, o(I,) C B(R).
Inversement, soit U C R un ouvert non vide. Pour tout x € U on désigne par I, C U l'unique

intervalle ouvert qui contient x et qui est de longueur maximale. Noter alors que 'ouvert U = U I,.

zeU
Démontrons que la famille des intervalles ouverts, {I,;x € U}, est au plus dénombrable. En effet, si

pour tout € U on choisit un rationnel r, € I, NQ # (, on voit que la famille d’intervalles ouverts
{I;;x € U} est bijective avec le sous-ensemble au plus dénombrable {r,,z € U} C Q.

Ainsi, comme maintenant la réunion U = U I, est au plus dénombrable cela entraine que les ouverts
xzeU

U € o(1,). Donc, la tribu borélienne B(R) = o(I,).
2) La famille des intervalles fermés de type, Iy = {[a, b]; @ < b}, engendre la tribu borélienne sur R i.e :

B(R) = o(If)

Noter que Iy C B(R) car les segments [a, b] sont des fermés dans (R, | - |). Donc, o(I;) C B(R).
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Inversment, noter que tout intervalle ouvert |a, b[€ I, peut s’écrire comme une réunion dénombrable

d’intervalles fermés :

Ja,b[= ] [a+

n>ngo

1 1 1
b —] o —1
on’ Qn] on o _Hb—a

| = IL,Coly) = o, Co(ly)

Ainsi, puisque dans 1) on a vu que B(R) = (o) on conclut alors que B(R) = o(I).
3) La famille des intervalles semi-ouverts & gauche I, = {]a,b];a < b} engendre la tribu borélienne sur
Rie:

B(R) = o(I,)
1
D’abord, noter que pour tous les réels a < bon a : ]a,b] = U l[a——=,b] € B(R) avec ng = 1+ [;].
n
n>ngo
1
Donc, la tribu engendrée o(I,) C B(R). En effet, puisque tout intervalle ouvert ]a, b[= U la,b — ﬁ]

n>ngo
appartient a la tribu engendrée o(1,), il s’ensuit que I, C o(I) et que par suite B(R) = o(Iy).
4) En precédant comme dans R ; on vérifie que la tribu borélienne B(R™) est engendrée par les familles

de pavés :
i

Il
3

i) La famille des pavés ouverts P,(m) = { | | Jas, bi[; ai, b; € Q} engendre B(R™).

N
Il
-

%

ii) La famille des pavés fermés Pr(m) = { | | [as, bi]; ai, b; € QF.

Il
3

<
Il
—

1=

3

—

iii) La famille des pavés semi-ouverts & droite Py(m) = { | | [a:, b:[; @i, b; € Q}.

@Ti'
i
3

iv) La famille des pavés semi-ouverts & gauche Py(m) = { | | |as:, b:]; ai, b; € Q}.
1

<.

]ai, +OO[; a; € Q}
i=1

N

v) La famille des pavés ouverts non bornés commengant P, o(m) = {

(2

I
3

vi) La famille des pavés ouverts non bornés finissant P, oo(m) = { | | ] — 00, a;[; a; € Q}.
1

.
Il

Remarque 3. Dans le chapitre consacré auxr mesures positives nous alons construire un exemple de
partie de R non borélienne. Ceci prouve que la tribu borélienne B(R™) est strictement contenue dans
lensemble des parties P(R™).

2.2.2 Tribu borélienne de la droite achevée R

On rappelle que la droite réelle achevée est par définition 1’ensemble obtenu a partir du corps des
nombres réels R par 1'adjonction des deux éléments (symboles) 400 et —oo, on la désigne par R =
R U {—00, 400} ou par 'intervalle R = [—o0, +00].

Les regles du calcul arithméque sur R s’étend sur la droite réelle achevée R en respectant les conven-
tions suivantes :

1. Vz eR, x4 (+00)=(+0)+z = +00;

2.V eR, z+(—00)=(—-0)+ax=—00;
3. Ve e RY, xx (+00) = (+00) X x = +00;
4. Ve e R*, zx (400)=(+00) X & =—00;

5. (+00) 4+ (+00) = 400, et (—0) + (—o0) = —c0;
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6. (4+00) X (+00) = 400 et (—o0) X (—00) = +00;

7. (4+00) X (—00) = (—00) X (400) = —o0.

L’opérattion 0 x (£oo) n’a pas de sens en général; c’est une forme indéterminée. Ce pendant, dans
les cours de la théorie de la mesure et de 'intégration on pose 0 x (+o00) = 0; chose qui est confirmée
en pratique durant le calcul des produit de mesures positives et leurs intégrales au sens de Lebesgue.

Sur la droite réelle achevée on définit une topologie engendrée par tous les intervalles de type :
{la,b[; a<b, a, beR}, {la,+o0[ et | —o0,a[; a € R} et {Ja,+o0] et [—o0,al; a € R}
Cette topologie de R induit donc une tribu notée, B(R), appelée tribu borélienne étendue de R.
Exercice 42. Montrer que la tribu borélienne B(R™) est engendrée par la famille, H, des demi-espaces
Hi(a)={(z1, - yzm) ER™z; >at€H ot a€R e i=1,---,m
Exercice 43. Pour toute partie borélienne non vide A C R™ on définit une a famille de parties par :
Ca:={Be€BR"); Ax BecBR™™)}

1) Démontrer que C4 est une tribu sur R™.
2) En déduire que C4 = B(R™).
3) Conclure.

Exercice 44. Le but de cette exercice est de montrer que la tribu borélienne B(R™) est stable par les
translations et les homothéties dans R™.
1) Montrer que si U C R™ est un ouvert alors pour tous h € R™ et A € R* les sous-ensembles

sutvants sont des ouverts :
U+h={z+hmVeeU} e I :={\;VxecU}
2) Montrer que pour tous h € R™ et A € R* les familles de parties de R™ définies comme suit :
T ={A+hVA e BR™)} et I :={\A;VA e BR™)}

sont des tribus sur R™. En déduire qu’on a les égalités : T, = B(R™) = .
3) Conclure.

Exercice 45. Pour tout entier n > 0 on définit dans l’espace euclidien R™ la famille de cubes :

= a; a; +1
D, = {H[Qja g liai € L}
i=1

1 1
Noter que les cotés de chaque cube Q € D, est de longueur on donc son volume est égal a gmn
Dans la littérature, les parties de la famille dénombrable 9 = U Dy s appellent cubes diadiques.
n>0
1) Montrer que pour tout entier n > 0, R™ = Z Q, est un réunion disjointe.

QEDn
2) Montrer que pour tout entier n > 0 on a les inclusions de tribus : 0(Dy) C 0(Dny1) C B(R™).

3) Etant donné un ouvert non vide U C R™ on définit par récurrence une sous-famille de cubes
dyadiques de la manére suivante :

i) % ={Q € Zo; QCU};

i) % ={Q € Z1; Q CU avecVQo € %,Q ¢ Qo};

iii) Un ={Q € Dn; Q CU avec VQn—1 € U U - U %—1,Q ¢ Qn_1}.

a) Montrer alors que l'ouvert U = U Q ot % = U U (tracer une figure).

Qe n>0
b) En déduire que la tribu borélienne B(R™) = o(2).
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Exercice 46. Ici, on compléte les résultats de l'exercice 9 sur les tribus engendées par les partitions
d’un ensemble ; il est recommandé d’y revenir pour la suite de cet exercice.

Soit E un ensemble sur lequel on suppose qu’il existe une tribu au plus dénombrable 7. Pour tout

x € E on pose : T (x) := ﬂ A.
P4

1) Montrer que pour tout © € F la partie T (x) € T.

2) Montrer que T (x) est la plus petit partie de T qui contient le point x € E.

3) Montrer que pour touty € 7 (x) on a, T (z) = T (y).

4) En déduire que la famille, C := {7 (x) € T;x € E}, est une partition au plus dénombrable de E.

5) Montrer que la tribu engendrée o(C) = 7.

6) Partant de Uexercice 9; montrer que la tribu T est en bijection avec l’ensemble des parties P(C).

6) Conclure.

2.3 Fonctions mesurables

2.3.1 Propriétés des fonctions mesurables

Définition 21. Soit E un ensemble non vide et J une tribu. Le couple (E, J) s’appelle espace mesu-

rable et les parties de E qui appartiennent a la tribu 7 s’appellent parties T -mesurables.

La notion de la .7 -mesurabilité des sous-ensembles deviendra plus calire au prochain chapitre consacré

aux mesures positives.

Définition 22. Soient f: (E, 7)) — (F,.”) une application entre espaces mesurables. On dira que f
est mesurable si pour toute partie A € . l'image inverse f~1(A) € T.

Dans le reste du Cours, la tribu préférée sur les espaces euclidiens R™ (resp. R) est la tribu borélienne
B(R™) (resp. B(R)). Ainsi, lorsqu’on déclare que f : (E,7) — R™ (resp. f : (E,7) — R) est
mesurable cela sous entend que R™ (resp. R) est muni par sa tribu borélienne B(R™) (resp. B(R)).

Exemple 19. Soit (E,.7) un espace mesuré.
1) Une fonction constante, [ : (E, 7) — R, de valeur ¢ € R est mesurable car pour tout sous-ensemble

borélien A € B(R) limage inverse,

_ heT si cgA
£ ) = e
EcT s cdA
2) L’application identique idg : (E, 7) — (E, ) (ie. idg(x) = x) est mesurable.

On donne maintenant quelques propositions sur les propriétés des applications mesurables.

Proposition 38. Si f : (E,.7) —» (F,.) et g : (F,.”) = (G, %) sont des applications mesurables
alors Uapplication composée, go f : (E, ) — (G, %) est mesurable.

Démonstration. Puisque g est mesurable on aura donc pour tout A € % I'image inverse g~ 1(A) € ..
-1
De méme, puisque f est mesurable il s’ensuit que (gof) (A) = f~Y(g71(A)) € 7. Donc, I'application

composée g o f est mesurable. O

Proposition 39. Pour qu’une application [ : (E, 7 ) — (F,0(Q)) soit mesurable il faut et il suffit que
pour toute partie A € Q limage inverse f~1(A) € 7.

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Fonctions mesurables 40

Démonstration. Si f: (E, 7) — (F,0(£)) est mesurable on aura par définition :
VAeQcCo) = [f'A)eT

Inversement, supposons que pour tout A € Q on ait f~1(A) € 7. Sous cette hypotheése on voit que
la famille de parties de F' définie par :

S ={Becao(Q); fYB)eT}Co)

est une tribu qui contient la famille génératrice Q C ., donc la tribu engendrée o(2) C . Ainsi,

puisque la tribu engendrée o(Q2) = .7 cela implique que f : (E, 7)) — (F,0(f)) est mesurable. O

On rappelle que dans la prtie précédente nous avons vu que toute application, f : (E,.7) — F induit
une tribu image définie par :

[A(T) ={ACF; [1(4) e T}

Noter que maintenant ’application f : (E, 7)) — (F, f.(7)) devient naturellement mesurable. De plus,
si pour une certaine tribu . C P(F) l'application f : (E,.7) — (F,.”) est mesurable on voit que

VAcs = flA)ecT = SCf(T)
Ceci démontre le corollaire suivant :

Corollaire 2. Si l'application, [ : (E, 7) — (F,.) est mesurable alors la tribu image directe f.(T)
contient la tribu . Autrement dit, la tribu image f«(T) est la plus grande tribu qui rend application
f:(E,.7) — F mesurable.

De méme, rappelons que la donnée d’une application f : E — (F,.%) induit sur 'ensemble E une
tribu image inverse définie par :
UL ={f(A)Ae 7}
Il est maintenant évident que l'application f : (E, f~1(.¥)) — (F,.#) est mesurable, de plus, si pour

une certaine tribu .7 C P(E) Iapplication f : (E,.7) — (F,.#) est mesurable il s’ensuit que la tribu
image inverse f~1(.) C .7. D’otl, le corollaire :

Corollaire 3. Si lapplication, f : (E,.7) — (F,.”), est mesurable alors la tribu image inverse
fYU) C 7. Autrement dit, la tribu image inverse f~1(.7) est la plus petite tribu qui rend l’ap-
plication [ : E — (F,.%) mesurable.

Corollaire 4. Soit (E, ) un espace mesuré. Pour toute partie mesurable non vide A € F injection
canonique in: (A, Tx) — (E, T) est mesurable; ou Ty = {ANB;B € T} estla tribu trace.

Corollaire 5. Si f : E — R™ est une application alors f : (E, f~1(B(R™))) — (R™,B(R™))) est
mesurable.

Exemple 20. Soient (E,.7) et (F,.”) des espaces topologiques, et soit f : (E,7) — (F,) une
application continue. Noter que puisque pour tout owvert U € ./ limage inverse f~Y(U) € T est un
ouvert cela implique que f : (E,B(7)) — (F,B()) est mesurable. En particulier, toute application
continue f: (R™,da) — (R",dz) induit une application mesurable f : (R™, B(R™)) — (R", B(R™)).

Exercice 47. En utilisant les applications continues entre espaces euclidiens, x € R™ +— x + h € R™

et x € R™ — Az € R™ montrer que A+ h et N\A € B(R™),VA € B(R™).

Exercice 48. Soit f : E — F une application et Q C P(F) une famille non vide de sous-ensembles.
Montrer que la tribu engendrée sur B, o(f=1(Q)) = f~1(a()).
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Exercice 49. Soit (E, 7)) un espace mesuré. Montrer qu’une fonction f : (E, ) — R™ est mesurable

si et seulement, si la tribu image inverse f~1(B(R™)) C 7.

Exercice 50. Soit (E, ) un espace topologique. Pour toute partie borélienne non vide A € B(E) on

rappelle que la topologie trace sur A est donnée par la famille de parties :
Ty ={AN0O; 0OeT}

1) Montrer que la famille de parties, Ba := {M € B(E); M C A}, est une o-algébre sur la partie A.
2) Montrer que la tribu borélienne B(F4) C Ba.

3) Siin: A— (E,B(E)) désigne linjection canonique, montrer que l’image inverse in~1(B(E)) = Ba.
4) Montrer que linjection canonique in: (A, B(F4))) — (E,B(E)) est mesurable.

5) En déduire que la tribu borélienne, B(T4) = Ba.

Exercice 51. Soit (E,.7) un espace mesurable et F' : E — R™ une application de composantes
fla"' af’mE_>R

i=m
1) Montrer que pour tout pavé H a;, b;|[C R™ limage inverse :

i=m

F_l(H al, z ﬂf az7 z
i=1

2) En déduire que Uapplication F' : (E,.7) — R™ est mesurable si et seulement, si ses composantes
fi i (E,7) = R sont mesurables.

2.3.2 Mesurabilité et sous-ensembles de niveau

On rappelle que les sous-ensebles de niveau d’une fonction f : E — R} sont définis par :

) f7 ) = {z € E; f(x) = ¢} est le sous-ensemble de niveau c € R.
2) £~ (e, —l—oo[) ={z € E; f(x) > ¢} est le sous-ensemble de niveau supérieur large de niveau ¢ € R.
3) f (e, +oo]) = {x € E; f(x) > c} est le sous-ensemble de niveau supérieur strict de niveau c € R.
4) f7Y(]—o00,c]) = {z € E; f(x) < ¢} est le sous-ensemble de niveau inférieure large de niveau c € R.

5) ffl([foo7 c[) ={z € E; f(x) < ¢} est le sous-ensemble de niveau inférieure strict de niveau ¢ € R.

La proposition suivante relie la mesurabilité d’une fonction avec la mesurabilité des sous-ensembles de
niveaux, sa peuve utilse le fait que la tribu borélienne B(R) est engendrée par les sections commencantes
(resp. finissantes) fermées ou ouvertes.

Proposition 40 (Sous-ensembles de niveaux). Soit f : (E, 7) — R une fonction. Alors, les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction f : (E,.7) — R (resp. R) est mesurable.
2. {x € E; f(z) >c} € T,VceR.
3. {x €E; f(z)>c} e T,VceR.
4. {z €E;f(z)<c}e T, VceR.
5. {x€E;f(z)<cteT,VeceR.

PN N

Corollaire 6. Sila fonction f: (E, 7) — R est mesurable alors pour tout réel, c € R, le sous-ensemble

des zéros {x € E; f(x) = ¢} est mesurable.

Corollaire 7. La fonction f : (E,7) — R est mesurable si et seulement, si sa restriction e

(f71(R), 7) — R est mesurable et les sous-ensembles de niveau {x € E; f(x) = £oo} sont mesurables.
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Exercice 52. Démontrer la proposition précédente et ses deux corollaires.

Définition 23. Soient (E,7) et (F,.”) des espaces topologiques. On dira qu’une application f :
E — F est borélienne si elle est mesurable par rapport aux tribus boréliennes B(E, ) et B(F,.%).
En particulier, une application f : R™ — R™ est borélienne si f : (R™, B(R™)) — (R™, B(R™)) est

mesurable.

Exemple 21. Soient (E, 7) un espace mesuré et A C E une partie non vide. Noter que pour tout réel
¢ € R les sous-ensembles de niveau supérieur strict de la fonction caractéristique, x4 : (E,7) — R
sont donnés par :
E & c<0
{reE;xa(x)>c}=¢ A s 0<c<l1
0 s c>1

Donc, d’aprés la proposition précédente, une fonction caractéristique, xa : (E, 7) — R, est mesu-
rable si et seulement, si la partie A € T est mesurable. Ainsi, par exemple, sur la droite réelle R les

fonctions caractéristiques suivantes sont mesurables (boréliennes) :

Xla,b[s  X]—oo,b[>  Xla,+oo[s XQ> XR\Q> XQn[a,b]:y  X(R\Q)N[a,b]

En général, pour toute partie borélienne A € B(R™) la fonction caractéristique, x4 : R™ — R, est

borélienne (mesurable).

Lemme 1. Soient (E,.7) un espace mesurable et A, B C E deux parties mesurables telles que E =
AU B. Alors, une fonction f : (E,J) — R est mesurable si et seulement, si ses restrictions fa :

(A, 74) = Roet fg: (B, T5) = R sont mesurables.

Démonstration. Le fait que les restrictions d’une fonction mesurable sur des parties mesurables sont
mesurables est évidente (cf. corollaire 4).

Inversement, si les restrictions f4 et fp sont mesurables il s’ensuit que les sous-ensembles de niveau :
-1 -1
(2 €E; f(z) > c} = {z € A; f(z) >} U{a € B; f(z) > c} = (fA) (Je, +oo) U (fB) (Je, +o0[)

sont mesurables, et donc; la fonction f est mesurable sur (E,.7). O

Lemme 2 (Recollement). Soit (E,.7) un espace mesurable ; et soient A et B deux parties mesurables
non vide telles que E = AUB. Si f1 : (A, T4) = R et fo: (B, I5) = R sont deuz fonctions mesurables
telles que fi1(x) = fa(z),Vo € AN B; alors la fonction f : (E,7) — R définie par les expressions

sutvantes est mesurable :

filx) si x€eA

Vz € E, f(x)::{h(x) s zcB

Démonstration. Comme ci-dessus, observer que le sous-ensemble de niveau {z € E; f(z) > ¢} est égal
-1

a la réunion (fl)_l(]c, +oo[) U (fz) (Je, +00). O

Exercice 53. Soit f : (E,7) — R une fonction mesurable. Montrer que pour tout réel a > 0 la

fonction (tranquée) définie par expression suivante est mesurable :

a st f(x)>a
fa() =19 flz) si | f(x)|<a

—a s f(z)<-—a
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Exercice 54. Soit B(R™) la tribu borélienne de R™. Pour toute partie A C R™ on définit son
symétrique par rapport & lorigine de R™ par : —A = {—xz;x € A} CR™.
1) Montrer que la famille des parties, Sym(R™) := {A € B(R™); A = — A}, est une tribu sur R™.
2) Montrer que si f: R™ — R™ est paire alors la tribu image inverse f~1(B(R"™)) C Sym(R™).
3) Caractésiser les fonctions mesurables, f : (R™, Sym(R™)) — R”.

2.3.3 Mesurabilité sur les produits cartésiens

Ce paragraphe est consacré a 1’étude des propriétés des fonctions mesurables dont le domaine ou le

codomaine est un produit catésien.

Proposition 41. Soient (E, A) et (F,B) des espaces mesurables. On désigne par pg et pr les projections

canoniques définies respectivement par :

V(;L’,y)eExF, pE(‘Iay):x et pF(I’7y):y

Alors, on a les affirmations suivantes :
1. Les projections canoniques, pg : (Ex F,A® B) — (E, A) et pr : (ExF, A® B) — (F,B) sont
mesurables.

2. La tribu produit tensoriel AQB est la plus petite tribu sur E X F rendant les projections canoniques

pE et pg mesurables.

Démonstration. 1) Noter que pour toute partie A € Aon a (pg) 1 (A) = AxF € A® B, de méme, pour
toute partie B € Bon a (pr) ' (B) =E x B € A® B. Donc, les projections pg et pg sont mesurables.
2) Soit 7 une tribu sur le produit cartésien E x F telle que les projections canoniques pg : (ExF,.9) —
(E,A) et pr : (ExF,.7) — (F, B) soient mesurables. Sous ces conditions, on voit que pour tout couple
de parties A € A et B € B les images inverses, (pg) }(A) = AxF e T et (prp) ' (B)=Ex Be 7,
et par suite, leur intersection :

e) Y A)N(pr) (B)=AxBe T = AxBCT = A@B=0c(AxB)CJT

Par conséquent, la tribu produit tensoriel A ® B est la plus petite tribu qui rend les projections

canoniques pg et pgr mesurables. O]

Proposition 42. Soient (E,.7), (F,.) et (G, %) des espaces mesurables. Alors, 'application produit
cartésien, f = (f1,f2) : (E,7) = (F x G,. @ #Z), est mesurable si et seulement si ses composantes
fi:(E,T) = (F,7) et fo: (B, T)— (G, %) sont mesurables.

Exercice 55. Démontrer la proposition.

Exercice 56. Soient E et F des ensembles non vides et C C P(E) et D C B(F) des familles de parties.
1) Démontrer qu’on a linclusion des o-algébres : o(C x D) C 0(C) ® o(D).
2) On suppose qu’il existe deux suites croissantes de parties C,, € C et D,, € D telles que

E:UC’n et F:UDn

neN neN

Démontrer alors que o(C x D) = o(C) @ (D).
3) En déduire que la tribu produit tensoriel B(R™) @ B(R™) = B(R™+™).,
4) Généraliser 2) et 3) pour les tribus boréliennes des couples d’espaces topologiques (E, ) et (F,.).
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Exercice 57. Soit E un ensemble non vide. On rappelle que l'injection canonique ing : E — E x E
est définie par, ing(x) = (x,x).

1) Démontrer que pour toute tribu 7 sur E linjection canonique, ing : (E,7) = (EXE, 7 ®.7), est
mesurable.

2) On suppose que l'ensemble E est muni par deuz tribus 7 et 7. Montrer que si linjection canonique,
ing : (B,) = (EXE,7 ®.9), est mesurable alors 7 C 7.

3) Conclure.

Exercice 58 (Mesurabilité des graphes). Soit f : (E, J) — R une fonction mesurable.
1) Pour tout x € E on pose, F(x) = (z, f(x)) € E x R; c’est application graphe de f.
i) Montrer que pour toutes les parties mesurables A € 7 et B € B(R) on a, F~1(AxB) = ANf~1(B).
it) En déduire que Uapplication graphe, F : (E,7) = (E xR, 7 ® B(R)), est mesurable.
2) Le sous-ensemble, Gr(f) = {(z, f(z));z € E} C E x R, s’appelle graphe de la fonction f.
i) Montrer que le complémentaire du graphe Gr(f) dans le produit E x R est donné par :

Gr(f)° = (U £ +oohx] = oo, r[) [ (U /710 = o0, 1D x]r, o0l
reQ reQ
it) En déduire que le graphe d’une fonction mesurable est une partie mesurable dans Uespace produit
mesurable (E x R, 7 @ B(R)).
i11) Montrer que les épigraphes large et stricte de la fonction f, définis comme suit ; sont mesurables :

pi(f) :={(z,y) e ExR; f(x) <y} resp.  épi(f) :={(x,y) e EXR; f(z) <y}

2.3.4 Opérations algébriques sur les fonctions mesurables

Etant donné un espace mesurable (E, .7); on se propose d’étuder les propriétés algébriques et struc-
turalles de ’ensemble de toutes les fonctions mesurables, f : (E,.7) — R, noté M(E, 7).
L’addition de fonctions : Soient f,g : (E,.7) — R des fonctions mesurables. Montrons alors que
pour tout réel ¢ € R le sous-ensemble de niveau {z € E; f(x) + g(x) < ¢} est mesurable.

En effet, si on prend un point z € {x € E; f(x) + g(z) < ¢} on aura g(z) < ¢— f(x), donc par densité
des nombres rationnels; il existe r € Q tel que g(z) < r < ¢ — f(z). Ceci démontre alors qu’on a la

réunion démonbrable de parties mesurables

{z € E; f(z) + g(x) < c} = U{xEE;g(z) <rtn{zeE;f(x)<c—r}eT
reQ
Dong, la somme f + g € M(E,.7) est mesurable.
Multiplication externe : La mesurabilité de Af pour A € R est un exercice facile.
Le carré d’une fonction : Soit f : (E,.7) — R une fonction mesurable. Noter que pour tout réel

c € R le sous-ensemble de niveau :

EcT si ¢<0

{xGE;f2($)>C}_{ {reE;f(x)>VelU{zeB; f(x) < —/cteT si ¢>0

Dongc, la fonction au carré f2 € M(E, 7) est mesurable.
Produit de fonctions : D’abord, observer que pour tout couple de fonctions f et g: (E,.7) — R on
a 'expression algébrique :
1
fg= 1((1“ +9)° = (f - 9)2)
Alinsi, par ce qui précede, on conclut que si f et g sont mesurables alors leur produit fg € M(E, )

est une fonction mesurable.

Les propriétés établies ci-dessus pour les fonctions mesurables se résume dans la proposition suivante :
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Proposition 43. L’espace de fonctions mesurables, (M(E, J), 4+, X,-), est une algébre commutative,

associative et unitaire.

Max et Min : Soit f,g : (E,7) — R des fonctions mesurables. Noter que pour tout réel c les

sous-ensembles de niveau :
{z € Bsmax(f(2), 9(x)) > ¢} = {z € B; f(2) > ¢} U {x € Eig(z) > ¢}

et
{z € E;min(f(2),9(x)) > ¢} = {z € E; f(x) > ¢} N{z € E;g(x) > ¢}
sont mesurables, donc les fonctions max(f, g) et min(f,g) € M(E, J) sont mesurables.

Gréce a la stabilité de I'ensemble des fonctions mesurables, M(E, .7), par U'inf et le sup on dira qu’il

est réticulé pour la relation d’ordre <. Noter aussi que si f € M(E,.7) il s’ensuit que les fonctions
fT=max(f,0),  f~=—min(f,0), | fl=f"+f e M(E,7)

La proposition suivante nous donne les conditions nécéssaires et suffisantes pour que la mesurabilité

des fonctions f*, f~ et | f | entraine la mesurabilité de la fonction f.

Proposition 44. Soit f : (E,.7) — R une fonction. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. f est mesurable.
2. ft et f~ sont mesurables.

3. Les sous-ensembles F™ = {z € E; f(x) > 0} et F~ = {x € E; f(z) < 0} sont mesurables et | f |
est mesurable

Démonstration. 1) => 2) D’apreés ce qui précede, si f € M(E, ) les fonctions qui lui sont associées
fT =max(f,0) et f~ = —min(f,0) € M(E, 7).

2) = 3) Si ft et f~ € M(E,.7) son mesurables on aura | f |= f* + f~ € M(E, 7). En plus, les
sous-ensembles de niveau :

F* ={z € E; f(z) > 0} = {2 € By —min(f(2),0) = [~ (z) = 0}

et
F~ ={z € E; f(r) <0} = {z € E;max(f(z),0) = fT(z) = 0}

sont mesurables.

3) = 1) D’abord, noter que E = F* U F~ et que les réstrictions de f sur les parties mesurables
F* et F~ sont égales & fpy = f =| f|et fp- = f=—| f | Ainsi, comme | f |: (E,7) — R est
supposée mesurable on en déduit que les fonctions fp+ : (F*, Tp+) = Ret fp- : (F~, Ip-) — R sont
mesurables. Finalement, le lemme de recollement implique que f : (E,.7) — R est mesurable. O

Remarque 4 (Mise en garde). La mesurabilité de la fonction valeur absolue seule | f | ne garantie
pas la mesurabilité de la fonction f. Pour voit ce fait supposons qu’il existe une partie non mesurable

A& T, donc son complémentaire n’est pas mesurable A° € 7. Dans ces conditions, la fonction définie

1 si xeA
f(x)':{—l si xgA

par les expressions suivantes :

n’est pas mesurable, car les sous-ensembles
Ft={zcE;f(x) >0} =4 et F~ ={z € E; f(zx) <0} = A°

ne sont pas mesurables. En revanche, la fonction valeur absolue | f |= 1 est mesurable (constante).
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Exercice 59. Soient f et g: (E,7) — R deux fonctions mesurables. Montrer que le sous-ensembles
{z € E; f(z)> g(x)} est mesurable.

Exercice 60. Soit f: R — R une fonction croissante.
1) Soit a € R tel que A = f~Y([a, +o0[) # 0. Montrer que pour tout x € A, [x, +00[C A.
2) Montrer que si b= inf A € R alors l’intervalle |b, +o0[C A C [b, +o00].
3) En déduire que les combinaisons linéaires finies de fonctions monotones sont boréleinnes.

4) Montrer que pour toute fonction mesurable f : R — R et pour tout réel a > 0 la fonction,

[af ()]

falz) = , Vo € R, est mesurable étagée.
a

Exercice 61. Soient u et v: (E, ) — R des fonctions mesurables. Montrer que pour toute fonction
continue ® : R? — R la fonction f(x) = ®(u(x),v(z)) est mesurable sur (E, 7).

2.3.5 Suite de fonctions mesurables

Dans cette partie, on se propose de montrer que l'algebre des fonctions meurables est stable par

passage a la limite simple.

Proposition 45. Soit (E,.7) un espace mesurable et f, € M(E,R) une suite de fonctions mesurables.
Alors, les fonctions, sup(fy,), inf(f,), liminf f,, limsup f,, sont mesurables. En conséquence, si la suite

de fonctions (fy) converge simplement sur E alors sa limite simple, lirf fn € M(E,R), est mesurable.
n—-+0oo

Démonstration. 1) Montrons que la borne supérieure sup f, € M(E,R) est mesurable.
En effet, la mesurabilité des fonctions f, implique que pour tout réel ¢ € R les sous-ensembles de

niveau {z € E, f,(z) > ¢} € 7 sont mesurables. De plus, puisque le sous-ensemble de niveau de sup f,

{z € E,;sup fn(z) > c} = U {z € E, fu(z) > ¢}

n>0
est mesurable. Done, la fonction sup(f,) € M(E,R) est mesurable.

2) Noter que la borne inférieure inf(f,,) = —sup(—f,) € M(E,R) est mesurable.

3) Partant de 1) et 2) on conclut que lim inf f,, = sup inf f,, et limsup f,, = inf supf, sont des fonctions
n>0P2n n>0p>n

mesurables.
4) Enfin, si la suite de fonctions f,, converge simplement sur E on aura lim f,, = liminf f,, = limsup f,

est mesurable sur E. O

Corollaire 8. Le domaine de convergence simple d’une suite de fonctions mesurables, f, : E — R, est

un sous-ensemble mesurable :
D(f,) ={z € E; Er}: fa(z) € R existe} = {x € E;liminf f,,(z) = limsup f,(z)}
n (e ]

Exercice 62. Soit f, : (E,7) — R une suite de fonctions mesurables. Montrer que si f(x) =

lirf fn(x) désigne la limite simple alors que le domaine de convergence simple de (fy) est égal & :
n—-+0oo

D(fa)= () U Nz €E | fyle) — f(x) |< 7}

’I"EQi neENp>n

Exercice 63. Soit f, : (E,7) — R une suite de fonctions mesurables. Montrer que les deux sous-

ensembles suivants sont mesurables :

I={z€E; lilf fn(x) = +o0} et B ={z € E; (fu(z)) estbornée}
n—-—+oo

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Fonctions mesurables 47

Exercice 64. Soit f : R — R une fonction dérivable. Pour tous x € R et n € N* on pose :

fulw) =n(f(z + )~ ()

Montrer alors que la fonction dérivée f' : R — R est mesurable.

2.3.6 Les fonctions étagées mesurables et les approximations
Définition 24. Une fonction f : E — R est dite étagée si son image f(E) C R est finie.

Soit f : E — R une fonction étagée et a1 < ag < --- < a, désigne ’ensemble de ses valeurs dans R.
Noter que si on pose A; = f~1({a;}) on en déduit que la fonction étagée s’écrit sous la fomme d’une

combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques :
f=aixa, + - +apxa, ou E=A4U---UA, avec ANA; =0Yi#j

Inversement, prenons Ay, - - - , A,, une famille de parties non vides non nécéssairement disjointes deux a
deux ; mais on suppose E = A;U- - -UA,,. Avec ces données pour toute famille de scalaires vy, - -+ ,a, € R

la combinaison linéaire ¢ = a1x4, + - - + anXxa, est une fonction étagée; car son image
FB) C{arer + -+ anen; (61,7 ,en) € {0,1}7}

est un ensemble fini de cardinal au plus égal a 2". Donc, comme ci-dessus, on pourra réécrire la fonction
étagée g sous la forme g = a1xp, +- - +amxs,, avecm < 2" E = BiU---UB,, et Bi;NB; # 0,Yi # j.

D’ou la proposition :

Proposition 46. Soit (E, J) un espace mesurable. Le sous-espace vectoriel réel des fonctions étagées
mesurables, noté E(E, 7)) C M(E,.7), est égal au sous-espace vectoriel réel engendré par la famille de

fonctions caractéristiques mesurables {xa; A € T}.

Remarque 5 (Mise en garde). Une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques non mesurables
peut étre mesurable! Par exemple, étant un espace mesurable (E, 7)) dans lequel on suppose qu’il existe
une partie non mesurable, A & 7, on voit alors que la fonction x4 + xac = 1 est mesurable mais les

fonctions caractéristiques x a et x ac ne sont pas mesurables.

Dans la suite du Cours, une fonction étagée mesurable f : (E,7) — R sera représentée par une

combinaison linéaire de type suivant :
f=aixa, ++apxa, ou A e, E=AU---UA, ettelque A;NA =0Vi#]j

Bien str, ici les coefficients réels a; ne sont autres que les valeurs de la fonction étagée f supposés
ordonnés : a1 < -+ < ay,.
Le dernier résultat important de ce chapitre est la proposition suivante qui affirme que toute fonction

mesurable est une limite simple de fonctions étagées mesurables.

Théoreme 5 (Densité des fonctions étagées). Pour toute fonction mesurable, f : (E,.7) — [0, +o0]
(positive), il existe une suite croissante de fonctions étagées mesurables, f, < fni+1, qui converge sim-
plement sur E vers f.

En conséquence, toute fonction mesurable f : (B, 7) — R est limite simple d’une suite de fonctions
étagées et mesurables. Si, en plus, f est bornée alors il existe une suite de fonctions étagées mesurables

qui converge unformément vers f sur E.
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Démonstration. 1) Construction de la suite f,, : Fixons une fonction mesurable, f : (E, 7) — R¥ et un

entier n € N*. Ensuite, considérons la fonction étagée, f, : E — R, définie par les expressions suivantes :

k-1 . k-1 k
fo@) =4 o & =@ <
n si fl@)>n

k=1,2,--- ,n2"

k-1 k
Noter que si pour k = 1,---,n2" en posant Ly (f) := {z € E;—— < f(z) < -} et E,(f) =
{z € E; f(x) > n} on obtient une famille de parties mesurables disjointes deux & deux et telles que

k=n2"
k—1
fn= E “on XEax(f) +nxg, () € EE, T) C M(E, )
k=1

2) La suite f,, est croissante sur E : En effet, en écrivant Uintervalle E,, ;. (f) = Ent1.2k(f)UEn+1 2641 (f)
on en déduit que :
2k —1

Vo€ B fale) =4 2L S wE Bl ), Ve € Ba(h)

Tl = fu(2) si @ € Epy12641(f)

Noter aussi que le sous-ensemble E,, (f) ={x € E;n < f(z) <n+ 1} U E,+1(f) et que l'intervalle

=2 pgn L g pantt 441
[n,n+1[= U , [
2n+1 2n+1
1=1
ce qui entraine que le sous-enseble mesurable
i=2”+1—1

{zeEn< f(z) <n+1} = U Epg1montiyig1(f)
i=1

Par conséquent, pour tout x € E,(f) on obtient :

n+1=foui(z) =i € Enya(f)

falz) = n2ntl 441 _ ‘
8 @€ Eniimontipi (f), 1<i<2rtl—q

Ceci montre, encore une fois, que f,,(z) < fnt1(x), Vo € E,(f). Donc, la suite f, est croissante sur E.
3) La suite f, converge simplement sur E : Pour z € E fixé on distingue les deux cas :

f(z) e RT et f(z) =4+

i) Si f(z) > 0 est fini il existe un entier ng € N tel que 0 < f(z) < ng. Dans ce cas, pour tout entier

n > ng il existe un entier k(z) € N tel que

k(x) —1 k(x)
on om

| = 2eBuw) = 0< ()~ ful@) < o

fl@) el

Par conséquent, pour tout z € E\ {z € E; f(x) = +oo} on a f(z) = ngrfoo fn(2).
ii) Si z € {x € E; f(x) = 400} cela entraine que pour tout n € N, z € E,(f); donc : f,(x) = n. Par
conséquent, f(z) = nEI-&r-loo fu(z) = 400,Vz € {z € E; f(z) = +o0}.
Conclusion : La suite de fonctions étagées mesurables f,, convergence simplement sur E vers la fonction
mesurable positive f.
iii) Supposons que la fonction f est bornée, donc; il existe M € R tel que 0 < f(z) < M, Vz € E.
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Noter que sous cette condition, on voit que pour tous z € E et n € N tels que n > M > f(z) on
obtient, d’apres 'expression de la fonction étagée fi,(z), que 0 < f(z) — fu(x) < 5-. Par conséquent,
la suite des fonctions étagées f, convergent uniformément sur E vers la fonction mesurable f.

4) Le cas général f : (E,7) — R : Dans ce cas on écrit f = fT — f~, puis on applique ce qui précede
aux fonctions positives f et f~. O

Nous utiliserons maintenant le résultat du théoreme de ’approximation des fonctions mesurables par

les fonctions étagées pour caractériser les fonctions mesurables sur les espaces produits.

Proposition 47. Soient (E,.7) et (F,.) des espaces mesurables. Si f : (ExF, 7 ®.%) — R est
mesurable alors ses fonctions partielles,

VyeF, ccE f(z,y) e VeeE, ycF— f(z,y)

sont mesurable par rapport auz tribus J et S respectivement.

Démonstration. Soit A € J ®.% une partie de E x F mesurable. Noter alors que les fonctions partielles

de la fonction caractéristique x4 sont eux aussi des fonctions caratéristiques mesurables :
Vy €F, xa(—y) =xa.y E—-R et Ve € E, xa(z,—) = xa@—)F—=R

car les sections horizontales A(—,y) et verticales A(x, —) sont mesurables (voir la proposition 9).
Ainsi, grace cette remarque on conclut que les fonctions partielles des fonctions étagées sont mesu-
rables. Par conséquent, si on prend une suite de fonctions étagées mesurables f,, : (ExF, 7 ®.%) = R
qui converge simplement vers la fonction f, on obtient alors des suites de fonctions partielles mesu-
rables f,(—,y) et fn(z,—) qui convergent simplement et respectivement vers f(—,y) et f(x,—), donc
les fonctions partielles de f sont mesurables. O

Exercice 65. Cet exercice propose une démontration du théoreme des approrimations des fonctions
mesurables par les fonctions étagées mesurables.

Sur la droite achevée R on définit une topologie dont la famille des ouverts, Too, constituée par les
ouverts de la topologie usuelle de R union la famille des intervalles de type ]a,+00] et [—o00,b] avec a
et b eR.

0) Montrer que l’espace topologique (R, To,) est compact.

1) Montrer que la fonction v : [0, +o0] — [0, 1] définie par les expressions suivantes :

(@) 1 S84 T = 400
Y(z) = z .
— st x € 0,400
= [ [
est un homéomorphisme 1 : ([0, +o0], | - |) — ([0,1],] - |)-
2) Etant donnée une fonction mesurable, f : (E,.7) — [0,1], on lui associe une suite de fonctions
définies par :
(Vn € N)(Vz € E), fulz) =27"12" f(2)]

i) Montrer que (f,) est une suite croissante de fonctions étagées mesurable.
it) Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur E.
3) Conclure.

Exercice 66. Sur R on considere les deux suites de fonctions définies par les expressions :

k=n k=n
Fo = Xiktool et gn= Y (k+ )X
k=0 k=0
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1) Représenter graphiquement les suites de fonctions étagées fy, et g, sur RT.
2) En déduire leurs limites simples sur R™.

Exercice 67. On identifie {0,1} au corps Zs. Ainsi, pour tout ensemble non vide E ; ’ensemble de
fonctions F(E, Zs) devient une Zs-algébre commutative, associative et unitaire relativement aux lois +,
x et la multiplication par les scalaires de Zo. On vous rappelle aussi que l'ensemble des parties P(E) est
un anneau commutative associative unitaire lorqu’on le munit par les lois A et N (voir Cours chp. I).
D’autre part, si pour toute partie A € P(E) on pose : 0-A=10 et 1-A= A il en résulte que (P(E), A, ")
est un Zs-espace vectoriel, et que par suite (P(E), A,N,-) devient une Za-algébre qui est commutative,
associative et untaire.

1) Montrer que toute algébre de parties A C P(E) est en fait une Zo-sous algébre de (P(E), A, N, ).
En déduire que toute algébre finie de parties A C P(E) est de cardinal 2™.

2) Montrer que Uaplication indicatrice, x : (P(E),A,N,:) = (F(E,Zs),+, x,.) est un homomor-
phisme d’algébres injectif. En déduire que pour toute algébre de parties A C P(E) la famille de fonctions
indicatrices, F(A) :={xa; A€ A}, est une sous-algébre de F(E,Zs).

3) Montrer que si A C P(E) est une o-algébre alors la famille F(A) est stable par la limite simple.

4) Inversement, considérons une sous-algébre de fonctions F C F(E,R) qui est unitaire et stable par
passage & la limite simple. Posons alors : A(F) :={A € P(E), xa € F}.

i) Montrer que A(F) est une algébre de parties sur l'ensemble E.

it) Montrer que A(F) est une classe monotone sur ’ensemble E.

i1i) En déduire que A(F) est une o-algébre sur E.

5) Conclure.

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



CHAPITRE TROIS

Mesures positives

3.1 Généralités sur les mesures positives

3.1.1 Définitions et exemples

Définition 25. Etnt donné un ensemble non vide B, un clan de parties € C P(E) et une fonction
d’ensembles p: € — [0, +o0] telle que u() =0 ; on dira que
1. p est additive si : VA, Be €, ANB=0 = u(AUB) = pu(A) + u(B).
2. 1 est sous-additive si : VA, B €€, u(AUB) < pu(A)+ u(B).
3. p est o-additive si pour toute suite de parties (A,) C € dont les termes sont disjoints deuzx d deux
(ie. Yn #m, A, N Ay = 0) et telle que Uunion |J A, € € alors, u(lJ 4An) =D u(4,).
4. p est o-sous-additive si pour toute suite de parties (A,) C € dont la réunion |J A, € € alors,

p(UAn) <37 u(An).

Avant de donner quelques exemples de fonctions d’ensembles nous allons d’abord tirer certaines de
leurs propriétés a partir de la définition.
1) Toute fonction d’ensembles additive, p : € — [0, +00], est monotone. En effet, si A, B € € telles

que A C B on aura B\ A € € ce qui donne une réunion disjointe d’éléments de ¢
B=AU(B\A) = wB)=uA)+uB\A) = ud) <uB)
En conséquence, si la valeur u(A) > 0 est finie on aura ’égalité :
u(B\ A) = u(B) — u(A)

2) Sip: % — [0,+00] est une fonction d’ensembles additive on aura, par récurrence, pour toute

famille finie de parties disjoints deux & deux Ay, ---, 4, € € :
AL U UA,) = p(Ar) + -+ p(An)

Plus généralement, pour toute famille finie de parties A1, ---, A, € € non nécéssairement disjointes

deux a deux on a l'inégalité de la sous-additivité :
p(ArU - UA,) < p(Ar) + -+ p(An)
Pour établir cette inégalité il suffit de considérer la famille de parties disjointes définies par :

By = A, et Bszk\(Alu-~-UAk_1) C A, Vk=2--.n

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Généralités sur les mesures positives 52

Ainsi, puisque les By, C A et A;U---UA, = By U---U B, ; la monotonie de p implique :

p(Ar U UAp) = p(B1) + -+ + p(Bn) < p(Ar) + -+ + p(An)

Noter alors que les fonctions d’ensembles additives sont nécéssairement sous-additives. Prochaine-

ment, on verra des exemples de fonctions d’ensembles qui sont sous-additives mais non additives.

Définition 26. Soit (E,.7) un espace mesurable, donc J est une tribu (o-algébre) sur E. Une fonction
d’ensembles p : T — [0,+00] qui est o-additive s’appelle mesure positive. De méme, on dira que

(E, 7, n) est un espace mesuré.
1. Une mesure positive telle que u(E) < +oo est dite mesure positive finie.
2. Une mesure positive finie telle que u(E) = 1 s’appelle mesure probabilité.

3. Sl existe une suite de parties (A,) C T telle que E = U Ay et u(Ay) < +o00,¥n € N, on dira

neN
que p est une mesure positive o-finie.

Ci-dessous, on donnera une liste d’exemples de mesures positives (resp. probabilités).

Exemple 22 (Le cardinal). Soit E un ensemble fini non vide, donc l’ensemble des parties P(E) est
une tribu. La fonction d’ensembles @ P(E) — RY qui associe & chaque partie A C E son cardinal,
w(A) = Card(A), est une mesure positive finie. Car, on a p(E) = Card(E) est fini et si A et B sont
des parties disjointes dans E on sait que

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) = p(AUB)=u(A)+ u(B)

Card(A
Avec ces arguments on voit que la fonction d’ensembles, v(A) = C'aTdEE;’ est une mesure probabilité
ar

sur l’ensemble E.

Exemple 23 (Mesure de dénombrement). Sur N la fonction d’ensembles, p: P(N) — [0, +o0], définie
par les expressions est une mesure positive sur N

Card(A) st A est finie

VACN,  p(4A)= { )
“+00 smon

Cette mesure est o-finie; car les parties finies A,, = {0,1,--- ,n} recouvrent N =J A,,.

Exemple 24 (Mesure de Dirac). Soient (E,P(E)) un espace mesuré non vide et © € E un point fixé.
La fonction d’ensembles ¢, : P(E) — [0, +o0| définie par :

1 si ze€Ad

est une mesure positive de probabilité sur E.
Observer que si on suppose l’ensemble E contient une suite infinie, (x,) C E, en prenant alors une

suite positives a,, > 0 on lui associer une mesure positive sur l’ensemble E donnée par l’expression :

VACE,  u(A)=> ands,(4) = VneN, p({z.}) =an,
n>0

et qui vérifie les propriétés suivantes :
i) La mesure positive p devient finie si et seulement, si la série numérique u(E) = g an converge.

neN
i1) La mesure positive i devient o-finie si et seulement, si l’ensemble E est au plus dénombrable.
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Exercice 68 (Probabilité de Poinsson). Montrer que pour tout réel A > 0 la fonction d’ensembles,

)\n
p=et Y Tl
= n!

est une mesure probabilité sur N.

1
Exercice 69. Montrer que v = Z —0, est une mesure positive o-finie sur N. Est-elle finie ?
n>1
Exemple 25 (Mesure image directe). Soit (E, .7, u) un espace mesuré. On rappelle que toute applica-
tion f: E — F induit une tribu sur ¥ définie par :

F(T)={ACF; [H(A)eT}

qui rend Uapplication f: (E, 7)) — (F, f.(T)) mesurable. Maintenant, noter que si pour toute partie
A€ f.(T) on pose :
pp(A) = u(f~H(A))

on obtient ainsi une mesure positive sur ¥, py: f.(F) — [0,+00], s’appelle mesure image de p par f.
Noter que puisque pp(F) = u(f~1(F)) = u(E) on en déduit les faits suivants :
i) Si la mesure positive (1 est finie alors la mesure image directe py est aussi finie.
i) Si p est une mesure probabilité sur E alors la mesure image directe py est une mesure probabilité

sur F.

Exemple 26 (Restriction d’une mesure). Soient (E, T, u) un espace mesuré et A € T une partie
mesurable non vide. On pourra alors définir une mesure positive sur E notée, p_a : J — [0,400], et
est définie par l'expression :

VBeZ, u.a(B):=u(ANDB)

La mesure p_a s’appelle A-restriction de la mesure p, elle vérifie les propriétés suivantes :

1) u a(E) = u(A), donc p_a est une mesure finie si et seulement si u(A) est un nombre réel fini.
2)VBeJ, BCA = pu.a(B)=u(B).

3)VBe 7, ANB=0 =— p_a(B)=0.

Exemple 27 (La mesure trace). Soient (E, 7, u) un espace mesuré et A € T une partie mesurable

non vide. On rappelle que la tribu trace sur la partie mesurable A est donnée par :
Iy={BCA; BeJT}

Maintenant, la restriction de la mesure p sur la tribu trace T4 induit une mesure positive sur la

partie mesurable A, notée pa : Ty — [0, +00], donnée par :

VB € T4,  pa(B)=pu(B)

3.1.2 Fonctions additives sur les semi-anneaux

Dans cette partie, on donnera des exemples de fonctions additives définies sur des semi-anneaus de
parties, p : A — [0, +00]. Dans la partie 2 et 3, on montrera que ces fonctions additives se prolongent
sur la tribu engendrée o(.A) en des mesures positives.

D’abord, rappelons que les éléments du clan engendré par un semi-anneau A, noté C(A), s’écrivent

comme une union disjointe A = A; U---U A, avec les A; € A et telles que A;NA; =0 siiH#j.
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Grace a cette propriété du clan engendré C(A), étant donnée une fonction d’ensembles additive
u: A —[0,400], en posant :
pe(A) = p(Ar) + - + pu(4y,)

on obtient ainsi une fonction d’ensembles pc : C(A) — [0, 4+00] qui est bien définie et additive. En effet,
si on a une autre union disjointes : A = By U---U By, avec B; € A et telles que B; N B; = ? on aura

pour tout indice j =1,--- ;m :
Bj:AlﬂBjU---UAnﬂBj oﬁAiﬂBjEA — /L(BJ):,LLc(BJ):/J(AlﬂBJ)—‘r+/,L(AnﬁBj)

De la on voit qu’on a :

j=m i=n i=n j= i=n
p(By) + - + p(Bp) = p(AiN By) ZZMA NBj) =Y uA
j=1 =1 i=1 j=1 i=1

Par conséquent, la valeur uc(A) ne dépend pas de la décomposition de la partie A € C(A) en une
réunion disjointe d’éléments du semi-anneau A.

On donnera maintenant une liste d’exemples de fonctions d’ensembles dont la définion exploite le
principe détaillé ci-dessus.

Exemple 28 (Mesure des longueurs sur R). On rappelle que la famille des intervalles de type :
I; = {]a,b] C R;a < b}

est un semi-anneau qui engencdre un clan sur R, noté C(Iy), dont les éléments sont des parties I C R

qui s’écrivent sous forme d’une réunion finie disjointe d’intervalles éléments du semi-anneau Iy ie. :
I=Jai,b1]U---Ulap,by] oules a; <b; <aj+1
Avec cette propriété du clan engendré, on définit une fonction d’ensembles, A1 : C(13) — [0, +00], par

l’expression suivante :

i=n i=n
I):= Z long(Ja;, b;]) = 2:(192 —a;)
i=1 i=1
qui est naturellement additive. En effet, dans la suite de ce chapitre, on verra que la fonction d’ensembles

A1 C(Ig) — [0,+00], se prolonge en mesure positive notée aussi, Ay : B(R) — [0,400], connue par

mesure de Borel sur R.

Exemple 29 (Mesure des volumes sur R™). On rappelle que la famille des pavés de type

(VI e C(Py)(31,--- I, € Py), I=nLU---Ul, ou I = H] 7.b])

Noter que la fonction d’ensembles, Ay, : C(Pg) — [0, 4+00], définie par Uexpression suivante :
i=n j=m i=n j=m
I):ZVOZH al,bl]) ZHa—b]
i=1 = = =

est additive ; elle se prolonge en une mesure positive A\, : B(R™) — [0, +o0] appelée mesure de Borel
sur R™.
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Exemple 30 (Mesure avec densité sur R). Soit @ : R — Rt une fonction croissante. Notons que pour
tout point o € R le sous-ensemble {f(z)/x < xo} C] — o0, f(mo)] est majoré par f(xo), donc il admet

une borne supérieure qui coincide avec la limite a gauche :

sup{f(z)/ x < xo} = 7:1517‘610 O(z) = d(zf)
z<xzQ
De méme, puisque le sous-ensemble {f(x)/x > xo} C [f(x0), +00[ est minoré par f(xo), donc il admet

une borne inférieure qui coincide avec la limite a droite :

inf{f(z)/ x > zo} = IILIEO O(z) =0(z7)
wo<w

Partant de ces remarques, et sous des conditions qu’on va préciser ci-dessous; nous allons définir
des fonctions d’ensembles additives sur les clans C(I14) et C(I,) engendrés respectivement par les semi-
anneaur Ig = {la,bl;a < b} et I, = {[a,b[;a < b}.

i) Si ® : R — R désigne une fonction croissante continue & droite, alors en posant pour tout intervalle
la,bl € 14 :

o (Ja,b)) == B(8) — lim B(x) = B(b) — ¢(a)

r—a
z>a

on obtient ainsi une fonction d’ensembles, notée encore pg : C(Ig) — [0,400], qui est additive.
ii) De méme, si ® : R — R désigne une fonction croissante continue & gauche, alors en posant pour
tout intervalle [a,bl€ I, :
pa([a,b]) := lim ®(z) — ®(a) = ®(b) — ¢(a)

r—b
x<b

on obtient une fonction d’ensembles, notée encore pg : C(I5) — [0, 400], qui est additive.

Ci-dessous, on verra que toute fonction croissante ® : R — R qui est continue a droite (ou a gauche)
induit une mesure positive notée aussi ug : B(R) — [0, +00] que l'on appelle mesure positive de Borel-
Stieltjes.

Exemple 31 (Mesure produit). Soient (E, 7, u) et (F,.”,v) deux espaces mesurés. On munit le
produit cartésien E x F par la tribu produit tensoriel T ® % qui est engendrée par le semi-anneau
T x . Dans ces conditions, pour tout couple de parties mesurables A € T et B € . on pose :

pux v(Ax B)=u(Av(B) € [0, +o0]

tout en convenant que le produit® : 0 x (+00) = (+00) x 0 = 0.
Ci-dessous, on verra que la fonction d’ensembles uxv : T x % — [0, +0o0] se prolonge en une mesure

positive sur la tribu produit tensoriel, elle est notée :
uRv: 7. —[0,+x]
et est appelée produit tensoriel des mesures positives p et v.

Exercice 70. Soit C un clan et p: C — [0,400] une fonction d’ensembles additive. Montrer que pour

toute suite de parties disjoints A,, € C telle que la réunion U A, € C on a linégalité :
n>0

Z p(An) < u( U Ap)

n>0 n>0

1. Cette convention est compatible avec le fait que dans R? I’aire d’un rectangle I x J est considéré nulle lorsque la
longeur (mesure) de I'un de ses cotés I ou J est nulle. Ainsi, par exemple, I'aire d’un segment ou d’une droite illimitée

est nulle!
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Exercice 71. Soient (E, 7, u) un espace mesuré. Alors, pour toute suite de parties (A,) C 7 on a

les proporiétés suivantes :

1. pour toute partie mesurable A C U An onoa:p(A) < Z w(Ay).

n>0 n>0
2. pour toute partie mesurable B D U A, ona: Z w(Ap) < u(B).
n>0 n>0

Exercice 72. Soit (E, 7, 1) un espace mesuré. Une partie A C E est dite localement fini si pour toute
partie mesurable B € F telle que u(B) < +o00 on a ANB € .

1) Montrer que la famille des parties localement finies, notée f?\, est une tribu sur E qui contient 7 .

2) Montrer que si la mesure p est o-finie alors = 7.

3) Montrer que la fonction d’ensembles, [i : T = [0,4+00], définie par les expressions suivantes est
une mesure positive :

~ oA st AeT
M(A)'{—Foo si ?\9

Exercice 73. Sur la tribu P(N) on définit la fonction d’ensembles p1: P(N) — [0, +00] par :

Card(A st A est fini
n(A) = ) . i
400 si A est infini

Montrer que pu est une mesure positive o-finie.

Exercice 74. Soit (E,.7) un espace mesuré. Montrer que pour toute famille finie de mesures positives
P15 iy T — [0, +00] et pour toute famille de réels positifs ay, - - ,a, € R la combinaison linéaire,

a1l + -+ - + anllyn, est une mesure positive sur E.

Exercice 75 (Mesure conditionnelle). Soit (E, .7, u) un espace mesuré. Pour toute partie mesurable
non vide B € 7 telle que 0 < u(B) < +oo on définit une fonction d’ensembles, u(-/B) : 7 — R par :
u(AN B)

(B)

Montrer que p(-/) est mesure de probabilité sur E appelée probabilité conditionnelle sachant B.

VAe 7,  ulA/B):=

Exercice 76. Soit (E, 7, u) un espace probabilisé (ie. u une probabilitie).
1) Montrer que pour tout A € 7, u(A°) =1— p(A).
2) Montrer que la famille de parties, T, :=={A € T; u(A) =0 ou u(A) =1}, est une tribu.

Exercice 77. Soient E un ensemble infini, et  désigne la tribu engendrée sur E par la famille des
singletons, {{z}; = € E}.
1) Montrer qu’une partie A € F (mesurable) si et seulement, si A ou A° est au plus dénombrable.

2) Montrer que la fonction d’ensembles p: T — RT définie comme suit est une mesure positive :

0 st A est dénombrable

1  si A est non dénombrable

VAe T, w(A) :{

Exercice 78. Soit E un ensemble infini, et F(E) la famille des parties finies de E. Pour toute fonction,

[ E = RY, on définit une fonction d’ensembles py : F(E) — RT par lexpression suivante :

VAEF(E), pp(A)=Y f(a)

z€A

1) Montrer que F(E) est un clan. Est-il un o-clan ?

2) Montrer que py est une fonction d’ensembles additive. Est-elle o-additive ?
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Exercice 79. On définit deuz fonctions d’ensembles, u et v : P(N*) — R*, par les expressions sui-

vantes? :
0 . si A est vide 0 s A—0
VAEP(NY),  p(A):i={ D, —5 si A est finic et v(A):= L a0
o Z R #
+00 si A est infinie neA

1) Montrer que la fonction d’ensembles, i : P(N*) — R , est additive. Est-elle une mesure ?

2) Montrer que la fonction d’ensembles, v : P(N*) — R , est une mesure.

Exercice 80. Soit (E, 7, 1) un espace mesuré. Moutrer que toute la suite de parties A, qui vérifie la
condition p(A, N Ap) = 0,Vm # n, entraine

p(lJ An) =D n(An)

neN n>0

Exercice 81. Soient (E, 7, u) un espace mesuré et A € T une partie mesurable non vide. Montrer
que la mesure positive obtenue par restriction, p_a : 7 — [0,400|, qui est définie par :

VBeZ, pa(B):=nuAnDB)
est Vunique mesure positive u : (E, ) — [0,400] qui vérifie la propriété
1)VBe 7, BCA = pua(B)=u(4) e 2)VBeI,BCA° = pu a(B)=0

Exercice 82. Etant donné un espace mesuré, (B, 7, u), on définit deux sous-familles de parties de la

tribu J appelées famille de parties de mesure nulle par rapport a p (resp. p-négligeables) :
N (p)={A€e T p(A)=0} resp. Mo(u):={BCE;JAe€ A (n), BC A}
Montrer que A () et Ao(p) sont des o-clan sur E.

Exercice 83. Dans un espace métrique (E,d) on appelle ensemble de type G5 (resp. Fy) si il est
intersection (resp. réunion) dénombrable d’ouverts (resp. fermés) de (E,d).

On définit la distance d’un point x € E a une partie non vide A C E par la borne inférieure :
d(z,A) = inf{d(x,a); Va € A}

1) Montrer que d(x, A) = 0 si et seulement, si x € A (I’adhérence de la partie A).
2) Montrer que pour tout réel r > 0 la partie {x € E; d(z,A) <r} est ouverte dans (E,d).

3) Pour toute partie A C E on désigne par A son intérieur dans (E,d). Montrer que

A= ﬂ{er; d(z,A) < 1/n} et A= U{meE;d(m,Ac)Zl/n}

n>1 n>1

4) En déduire que les ouverts (resp. fermés) sont des ensembles de type Gs (resp. F,;) dans (E,d).
5) On désigne par Ty (resp. Fq) la famille des ouverts (resp. fermés) de l'espace métrique (E,d).

i) Montrer que les classes monotones engendrées par les familles Ty et Fq coincident ie. :

M(Ta) = M(Za)

2. On vous rappelle que la somme : Z —_ = —
n>1
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it) Montrer que la famille de parties, M. = {A € M(Ty), A° € M(T,)}, est une classe monotone.
En déduire que M(Ty) est stable par le passage au complémentaire.

iii) Montrer que la famille de parties, M, = {A € M(T), VO € T3 = ONA € M(T)}, est une
classe monotone. En déduire que M(Ty) est stable par les intersections et les réunions finies.

i) En déduire que la tribu borélienne B(E, J;) coincide avec les classes monotones engendrées par
les familles Ty et Fy ie. :

M(Ta) = M(Za) = B(E, T4)

6) On désigne par A = {A CE;A de type F, = A de type Gs}. Montrer que les affirmations
sutvantes sont vraies :

1. F; C A.

2.VAc A = A°c A

3. VA, Be A = ANnBe A

En déduire que la classe monotone engendrée : M(A) = o(A) = B(E, 7).

7) Application : Ici, on suppose que uy et ps : B(E, 7)) — [0, +00] deuz mesures positives sur E.

i) Montrer que la famille, M = {A € B(E, ) ; u1(A) = ua(A)}, est une classe monotone sur E.

it) En déduire que si les mesures uy et po sont finies et coincident sur les fermés (resp. ouverts) ;
elles sont égales partout.

iii) Montrer que le résultat de ii) reste vraie lorsque les mesures py et ps sont o-finies.

iv) On suppose E = R™ muni de sa distance euclidienne. Montrer que si les mesures 1 et ps sont

o-finies et coincident sur les compacts de R™ ; elles sont égales partout.

Exercice 84. Soient (E, 7, u1) et (E, 7, pu2) deux espaces mesurés. Pour toute partie A € T on pose :
w(A) =inf{p (ANB)+ p2(ANBS); VBe T} et v(A) =sup{u(ANDB)+ p2(ANB°); VBe T}
1) Montrer que p et v sont des mesures positives sur (E, ) telles que
p < inf(pn, po) < max(p, p2) < v

2) Soient ' et v' : T — [0, +o0] des mesures positives telles que p' < inf(py, p2) < max(uy, p2) < v/'.
Montrer qu’on a : p' < p < inf(uy, po) < max(p, o) <v < v/
3) Conclure.

3.1.3 Continuité des mesures positives

Dans cette partie, nous allons caractériser la o-additivité des fonctions d’ensembles additive par la

notions de continuité précisée dans la définition suivante :

Définition 27. Soient T une tribu et p: 7 — [0,+00]| une fonction d’ensembles.

1. On dira que la fonction d’ensembles u est continue inférieurement au point A € J si pour toute
suite croissante A, C Apy1 € T telle que
A= U A, = lim w(A,) =p(A) = ,u( U An>

n——+oo
n>0 n>0

2. On dira que la fonction d’ensembles p est continue supérieurement au point A € J si pour toute

suite décroissante Ap+1 C A, € T telle que

A=N4, = lim p(4,)=p(4) = u( N An>

n——+oo
n>0 n>0
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Théoréme 6 (Continuité). Dans un espace mesuré (E, 7, ) les affirmations suivantes sont vraies :

1. Continuité inférieure : Pour toute suite croissante de parties mesurables, A, C Ap41 € T, on a :

li Ay = Ap) = A
dimp(A,) u(nL>JO n) = sup p(An)
2. Continuité supérieure : Soit Apyr1 C A, € T une suite décroissante de parties mesurables. S’il
existe un indice ng > 0 tel que, u(Ap,) < +00, alors
Jimp(An) = () An) = inf p(An)
n>0
En conséquence, si i est une mesure finie (ou probabilité) alors pour toute suite monotone de parties

mesurables, A, € T, on a :
lim p(An) = p( lim Ay)

n——+n n—r—+0o00

Démonstration. 1) Etant donnée une suite croissante A,, € 7, posons By = Ag et B, = A, \ A1
pour tout n > 1. Ceci nous une suite d’éléments de .7 qui sonts disjoints et dont les réunions partielles
sont égales : AgU---UA, = ByU---UB,,Vn > 0. Ainsi, par la o-additivité de la mesure positive u

on peut écrire :

(Us) = (Us)

n>0 n>0

= Z 1(Br)

n>0
k=n

= p(Ao) + lim kz 1(Br)
=1

k=n

2) Soit A € .7 une suite décroissante telle que u(A,,) < +oo. Comme ci-dessus, en posant By = A,

et B, = Angin \ Angtnt1 pour tout n > 1 on obtient une suite disjointe d’éléments de .7 telle que
A = (N 4n) (U Bn)
n>0 n>0

Ainsi, par o-additivité de la mesure p on peut écrire :

1(An,) = M( m An) + ZM(BTL)

n>0 n>0
- () A)+ S
n>0 k=0
= M( An) - nglfoog (M(An0+k) - N(Ano+k+1))
n>0 k=0
= ,u,( ﬂ An) + ngr}rloo (ﬂ(Ano) ﬂ(An)>
n>0
cequimﬁrﬁnequengg;JKAn)::M(n>oAn>- -
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Remarque 6. Dans la seconde affirmation du théoréme précédent lhypothése : Ing > 0, u(An,) < +00
est nécéssaire. Par exemple, si on considére la mesure de dénombrement pu(A) = Card(A) on voit que
la suite de parties A, = {m € N;m > n} est décroisaante, de mesure infini et ayant une intersection

vide ﬂ A, = 0. Or, ceci donne la contradiction
n>0

1 m Ap) =0# nETmU(An) = +00
n>0
Le théoréme suivant nous montre que la continuité infériure (resp. supérieure) est une condition

suffisante pour qu’'une fonction d’ensembles additive (resp. finie) soit o-additive.

Théoreéme 7 (Réciproque). Sur un espace mesurable (E,.7) on a les affirmations suivantes :

1. Toute fonction d’ensembles, u : T — [0,+00], qui est additive et continue inférieurement ; est

une mesure positive sur E.

2. Toute fonction d’ensembles, p: T — [0, +00], qui est additive u, finie et continue supérieurement ;

est une mesure positive sur E.

Démonstration. 1) Supposons que la fonction d’ensembles, u : (E, 7)) — [0, +o0], est additive et qu’elle

est continue inférieurement. C’est-a-dire, pour toute suite croissante A,, € 7, liIE w(Ay,) = u( U An).
n—-+oo
n>0
Considérons alors une suite de parties disjointes deux & deux A, € 7 et posons pour tout n > 0,

B, = AgU---U A,. Ainsi, puisque la suite B, € J est croissante on aura par continuité inférieure de
la fonction d’ensembles p :

= 5) = U )

n>0 n>0

D’autre part, comme p est additive et les A,, sont disjoints on aura,

#(Bn) = p(Ao) + -+ + p(A,) = u( U An) = u(An)
n>0 n>0
Par conséquent, puisque maintenant p est o-additive sur .7 ; ¢’est une mesure positive sur E.
2) Supposons que la fonction d’ensembles p est finie et est continue supérieurement. Considérons une

suite disjointe A,, € 7 et pour tout n € N posons : B, = U Ap, VneN.
p>n

Avec ces notations, on voit que la suite B,, est décroissante et que m B,, = 0, donc par continuité
n>0
supérieure de p on aura : 11111 w(By) = 0. D’autre part, puisque les A,, sont disjoints il s’ensuit que :
n—-+0oo

Apn =By \ Buy1 = w(An) = pu(Bn) — (Bnt1) = 2_: w(Ap) = 1(Bo) — p(Bn1)
p=0

Ainsi, quand I'entier n tend vers I'infini, on obtient : Z w(Ap) = u(By) = u( U A,,). Par conséquent,
n>0 n>0

14 est une mesure positive finie sur E. O
Proposition 48. Dans tout espace mesuré, (E, 7, u), on a les propositions suivantes :

1. Pour toute suite, A, € 7, on a : p(liminf A,) < liminf pu(A4,).

2. Pour toute suite, A,, € 7, telle que pour un certain indice ng on a, pu( U Ay) < +oo, alors :

n>ngo

p(liminf A,) < liminf p(4,) <limsup p(4,) < p(limsup 4,,)
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3. Sila suite de parties A, € T converge, avec (| J An) < 400 ; alors lim p(A,) = p( lim A,).

n—-+oo n—-+oo
En particulier, si p est une mesure finie (ou probabilité) alors pour toute suite de parties convergente,

A, €T, 0na: nggloo u(Ay) = u(nll)rfoo Ap).

Démonstration. 1) Rappelons que liminf A,, = U ﬂ A, et que la suite de parties B, = m Ay est
net n>0p>n p>n
croissante. Donc, d’apres le théoréeme de continuité inférieure on obtient :

(hmmfA UﬂA = sup u(By)
n>0p>n n>0

D’autre part, comme pour tout p > n on a B, C A, ; donc par monotonie de la mesure positive p :

H(Bn) S pu(4p),Vp 2 = p(Bn) < inf p(4,)

Par conséquent, p(liminf 4,,) < sup ( inf (A4, )) = liminf u(4,).
neN n>0 n——+oo

2) Suposons qu'il existe un ng € N tel que p( U A,) < +00. Noter que puisque la suite C,, = U A,
p=no p2n
est décroissante il s’ensuit que la mesure u(C,) < +00,V¥n > ng. Donc, si on applique le théoreme de

continuité supérieure on peut écrire :

p(limsup A,) = p([) | 4p) = inf 1 (U 4y

n>0p>n p>n

D’autre part, comme pour tout entier p > n on a, A, C U Ap, on en déduit que

p=n
<u(lJ4) = supu Ap) < (U Ap)
p>n pzn p>n
Par conséquent, limsup p(A4,) < p(limsup 4,). O

n—-+oo

Exemple 32. Grdce au théoréme de continuité et sa réciproque, ici on donnera une justification de
Uhypothése de continuité & gauche (resp. & droite) faite sur les fonctions croissantes, ¢ : R — R, pour
qu’elles induisent des fonctions d’ensembles g : I, — [0,400] (resp. pae : Ig — [0, +00]) définies par

l’expression suivante :
Via,b[€ Iy pa([a,b]) = ©(b) — ®(a) resp. V]a,b] € la, pa(la,b]) = ©(b) — $(a)

soient prolongeables en une mesure positive sur la tribu borélienne B(R).

En effet, par exemple, si on suppose que la fonction d’ensembles e ([a,b]) se prolonge en une mesure
positive sur la tribu borélienne B(R), alors sous cette hypothése, pour un réel e < 2(b— a) en écrivant
Uintervalle [a,b] sous la forme d’une réunion dénombrable disjointe de la forme :

€ € €
la, b= a, b — 5[ Ulb- 20— garrl
n>1
on obtient par la o-additivité de la mesure positive ug :
€
/Lq;([(hb[) = + ZM¢ 2n’ WD
n>1
3 € 3
B(b) — d(a) = (cp(b -5)- @(a)) + 7; (26— 59— 20— 57))
. €
= lim_®(b- o) - @(a)
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€
Ainsi, puisque la limite liIJIrl Db — 27) = ®(b) il s’ensuit que la fonction croissante ® doit étre
n—-+0oo
continue d gauche en tout point b € R. Autrement dit, si la fonction d’ensembles po : I, — [0, 00]
se prolonge en une mesure positive sur la tribu borélienne B(R) alors il est nécissaire que la fonction

croissante ® soit continue a gauche sur R.

Dans le reste de cette partie on donnera quelques applications intéressantes du théoreme de continuité

des mesures positives.

Proposition 49 (Premier lemme de Borel-Cantelli). Soit (E, .7, 1) un espace mesuré. Si pour une

suite de parties mesurables A,, € T la série numérique, >, u(A,) < 400, converge alors la mesure
p(limsup A,) =0

Démonstration. Noter que si la suite numérique, > pu(A4,) < +oo, converge il en résulte que la suite

des restes d’ordre n tend vers zéro. Donc,

(Ve >0)(Fng e N)(VrneN), n>ny = ZN(AP) <e = VYn>mng,ul U Ap) <e

p>n p>n

Ainsi, puisque la limite supérieure limsup A4,, C U A, il s’ensuit que p(limsup A,) < €,Ve > 0. Par
p>n
conséquent, la mesure p(limsup A,) = 0. O

Pour énonncer le second lemme de Borel-Cantelli on aura besoin de la notion de parties (évenements)

indépendantes relativement a une mesure probabilité.

Définition 28. Soit (E, 7, 1) un espace probabilisé. Une famille de parties mesurables F = {A;,1 € I}

est dite p-indépendante si pour toute sous-famille finie de parties A;,,---A;, € F on a :
w(Ai O N A ) = p(Aiy) X X p(Ag,)

Observer que pour tout couple de parties mesurables A et B € .7 qui sont p-indépendantes on pourra

écrire :

pAu(B) = p(A)(1 - pu(B))

= wA) - AN B)
(A\ (AN B))
(AN BY)

= u

= u

Donc, les parties A et B¢ sont également indépendantes, il en est de méme pour les paires de parties
{A¢, B} et {A¢, B}. En effet, par récurrence on pourra montrer que si une famille finie de parties

mesurables {A;,, -+ A;,} C Z est p-indépendante alors il en est de méme pour la famille de parties
{Bla"' 7Bn} ol B] :Aij ou BJ = Azc]

Proposition 50 (Deuxieme lemme de Borel-Cantelli). Soit (E, .7, u) un espace probabilisé. Si (A,) C
T est une suite de parties independantes dont la série numérique associée, Y u(A,) = +oo, diverge
alors

p(limsup A4,) =1

En conséquence, pour toute suite de parties indépendantes, By, € 7, sa limite supérieure vérifie :

p(limsup B,) =0  ou bien p(limsup B,) =1
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Démonstration. Supposons que la série Y u(A,) diverge et montrons qu’on a :
&
y((limsupAn) ) = u( U ﬂ Ap) =0 <= p(limsupA,)=1
n>0p>n

Observer que pour tous les entier m > n la famille de parties complémenatires, {AS, -+, A% }, sont

indépentes, donc on pourra écrire :

v >, u((|J Ap) ) < p(AG 00 AG) = (1= p(An) - (1 - u(45))

p>n

Ainsi, si on applique I'inégalité 1 — ¢ < e~ V¢t > 0, on en déduit que :

vm =, (U 4)) < exp(pfump)) = el u((U4)) <en (=D u4)
D’ot : u((limsup An)c) = ngr}rlocu(( U Ap)c)) =0. O

p=>n

3.2 DMesure extérieure

3.2.1 Définition et théoréme d’existence

Définition 29. On appelle mesure extérieure sur un ensemble E la donnée d’une fonction d’ensembles,
w* : P(E) — [0,+00], qui vérifie les propriétés suivantes :

1. p*(0)=0;

2.VA,BCE, ACB = p*(A) <u*(B);

3. Y(A,) C P(E), ,ﬁ( U An) <3 1wt (An).

n>0 n>0
Supposons que nous avons une mesure extérieure p* sur un ensemble E, et prenons une partie A C E

telle que il existe une suite de parties A,, C E vérifiant :
acJan = w@<er(Ua) =X
n>0 n>0 n>0
Ainsi, suite & cette implication on déduit l'inégalité suivante qui va justifier ’énoncé du prochain
théoreme dit au mathématicien greec A. Caratheodory :
pr(A) <inf{d  p*(An) VA, CE, Ac (] An}
n>0 n>0

Théoréme 8 (A. Cartheodory). Soit C C P(E) une famille de parties telle que §,E € C, et soit
h:C — [0,400] une fonction d’ensembles telle que h()) = 0. Alors, la fonction d’ensembles définie par

l'expression suivante est une mesure extérieure sur l’ensemble E :

VACE, p*(A):=inf{d h(A,); VA, €C, Ac ] 4.}

n>0 n>0
et u*(A) = +oo si la partie A ne peut pas étre recouverte par les éléments de la famille C.

Démonstration. 11 est évident que p*(@) = 0. De méme, si A C B et A,, € C est une suite telle que

B C U A,, on aura donc A C U A,,. Autrement dit, la famille des suites de parties
n>0 n>0

n>0 n>0
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En conséquence, si on passe a la borne inférieure sur toutes les sommes Z h(A,,) on obtient I'inégalité
n>0

de monotonie : p*(A4) < p*(B).

Maintenant, prenons une suite de parties A,, C E. Noter que si pour une certaine partie A, on a
w*(Ay,) = +oo; 'égalité de la sous-addivité est alors évdente : ,u*( U An> < Z p(Ay) = +oo.

n>0 n>0

Et, si pour tout n > 0 le réel u*(A4,) < 400 est fini, dans ce cas; fixons un réel £ > 0 et appliquons

le principe de la caractérisation de la borne inférieure pour trouver des suites de parties A,, ,,, € C telles

que A, C U Ay avec :

m>0
3 W Am) + Q% < (A) = 3 hAnw)+ Y 2% <3 ur(A)
m>0 n>0m>0 n>0 n>0

Ainsi, comme la réunion U A, C U Ay, m, le passage a I'inf nous donne par définition de I’expression
n>0 n,m>0
de la fonction d’ensembles p* que :

* * ot * *
w (U A +e < A 28w 40 < S w4
n>0 n>0 n>0 n>0
Par conséquent, la fonction d’ensembles p* : P(E) — [0, +00] est une mesure extérieure. O

Dans la littérature sur la théorie de la mesure on trouve la notion de prémesure que ’on définie de

la manieére suivante :

Définition 30. Soient A est une algébre sur l'ensemble E et p : A — [0, +00] une fonction d’ensembles.
On dira que p est une prémesure sur ’algébre A si on a les conditions suivantes :
1. p(@)=0;
2. Si A, € A est une suite disjointe dont la réunion U A, € A alors u( U Ap) = Z w(Ay).
n>0 n>0 n>0
Proposition 51. Soient A est une algébre sur l'ensemble E et p: A — [0, +00] une prémesure. Alors,

la mesure extérieure p* : P(E) — [0, +00] associée a la prémesure p par le théoréme de A. Caratheodory
prolonge p. C’est-a-dire, VA € A, u*(A) = p(A).

Démonstration. Noter que par définition de l’expression de la mesure extérieure u* donnée ci-dessus;
on aura pour toute partie A € A, p*(A) < p(A).

Pour établir 'inégalité inverse, prenons une suite de parties 4, € A telle que A C |JA4,, et pour
tou entier n > 0 posons : B,, = A, \ (AO U---u An_l) C A, ce qui nous donne une suite disjointe
B, € A (algebre) dont la réunion |J B,, = |J Ay Ainsi, en observant que la réunion A = U (A N Bn)

n>0
est disjointe avec AN B, € A; la g-additivité de la prémesure p entraine que

p(A) = p(ANB,) <> (AN A,) <Y p(Ay)
n>0 n>0 n>0
Donc, si on passe a I'inf sur tous les recouvrements de A par les éléments de 1'algebre A on obtient
Pinégalité inverse : pu(A) < u*(A). O

Exercice 85 (Image directe). Soit f : E — F une application. Montrer que si pu* est une mesure
extérieure sur B alors la fonction d’ensembles définie par l'expression suivante est une mesure extérieure
sur F :

15(A) = 1 (f 7 (A)), VA C F
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Exercice 86. Soit (E, .7, u) un espace mesuré. Pour toute partie A C E on pose :
w*(A) =inf{u(E); VE € 7,AC E}
1) Montrer que pour tout A C E il existe une partie Ag € T telle que A C Ag et p*(A) = p(Ao).
2) Montrer que p* : P(E) — [0, +00] est une mesure extérieure.

3.2.2 Mesurabilité au sens de A. Caratheodory

Définition 31. Soit p* : P(E) — [0,+00] une mesure extérieure. On dira que la partie A C E est

w*-mesurable au sens de Carathéodory si :
VX CE, p*(X)=p"(XNA)+p"(XNA°

Théoreme 9 (A. Caratheodory). Soit pu* : P(E) — [0, +00] une mesure extérieure. Alors, la famille

des parties de E qui sont p*-mesurables, que l’on désigne par :
F() = {ACE; VX CE, p*(X)= (XN A)+u'(X 1A}
est une tribu sur E telle que la restriction ,ul* 2 T (u*) — [0,400] est une mesure positive sur E.

Démonstration. 1) La famille 7 (u*) des parties p*-mesurables est stable par le passage au complémentaire,
car si A € I (u*) alors en échangeant la position de A par A€ on obtient la relation de mesurabilité au
sens de A. Caratheodory.

ii) Prenons deux parties A et B € .7 (u*). Noter que par la sous-additivité de la mesure extérieure

©* on obtient I'inégalité suivante :
X=XN(AUB)UXN(AUB)* = u"(X) <p*(XN(AUB))+ u*(X N (AUB)°)
D’autre part, par définition de la p*-mesurabilité on peut écrire VX C E,

pHX) = pf(XNA)+pt(XNA°)
(u*(XﬂAﬂB)—l—u*(XﬁAﬂBc))—i—(u*(XﬂACﬁB)-i-u*(XﬂAcﬁBc))

Ainsi, en observant que XN (AUB)=XN(ANB)YUXNANBUXN (BN A la sous-addititité

de la mesure extérieure p* nous donne 'inégalité réciproque,
wW(XNAUB)<u" (XNANB)+p " (XNANB®) + " (X NA°NB)
que 'on combaine avec la derniere égalité pour obtenir :
pr(X) = p (XN (AUB)) +p"(X N (AU B)Y)

Dong, la réunion AU B € 7 (u*).
iii) Maintenant, supposons que les parties A et B € .7 (u*) sont en plus disjointes, AN B = (; donc

par p*-mesurabilité on peut écrire :
p(AUB) = p* ((AUB)NA) +p*((AUB) N A°) = " (A) + u*(B)

Ceci montre alors que la fonction d’ensembles p* est additive sur la famille de parties mesurables .7 (pu*).
iv) Soit 4, € 7 (u*) une suite que l'on peut supposer disjointe. En effet, si on pose By = Ag et
B, =A,\ (AgU---UA,_1), ceci nous donne suite disjointe dont la réunion |J B, = |J A,. En plus,
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les By, € .7 (u*) car on a vu que la famille .7 (u*) est stable par la complémentation et I'union ce qui
implique qu’elle est stable par 'intersection et la différence.

Prenons donc une suite disjointes de parties 4, € 7 (u*) et posons C,, = AgU---U A, € T(u*)
pour avoir une suite croissante telle que A = |J A,, = |J C,,. Dans ces conditions, la mesurabilité permet

d’écrire pour tout X C E :
p(XNC) = p (XNCh)NA,)+p* (X NCR)NAY)
= p(XNA)+px(XNCh_1) car A, CA Vm#n

k=n
Cette expression nous donne par récurrence que p* (X NC,) = Z w* (X NAg). Dautre part, comme

k=1
on a A° C C¢; par monotonie de la mesure extérieure p* on obtient l'inégalité suivante :

WX = 1 (XN C) + (XN CS) > W (X0 A ) (X 0 A°)

> WX N An)) Fuf(XNAY) (n—+o0)  (3.1)
> ur(XnN (U An)) +u (X NA%)  (u* sous-additive)
> (XN A) b (X N AY) 2 (X)

Ceci montre que la partie A = |J A4, est p*-mesurable, et par conséquent, la famille des parties p*-
mesurables au sens de A. Caratheodory est une tribu. En outre, si dans I'inégalité (1) on prend la partie
X =J A, on en déduit que la mesure extérieure u* est o-additive, p*(|J A,) = > p*(4,), sur la tribu
7 (w*). Autrement dit, la restriction de i : 7 (p*) — [0, +00] est une mesure positive sur E. O

Corollaire 9. Soit A une algébre de partie sur un ensemble E et pn : A — [0, +00] une prémesure. Alors,
la tribu des parties de E qui sont p*-mesurables au sens de Caratheodory contient la tribu engendrée
par Ualgébre A ie. : 0(A) C T (u*). En particulier, la mesure extérieure pu* prolonge la prémesure p en

une mesure positive sur la tribu engendrée o(A).

Démonstration. Soient A € A et X C E. Noter que par définition de la mesure extérieure p* pour tout

e > 0 il existe une suite A4,, € A telle que X C U A, avec
n>0

S ulAn) <t (X) +e

n>0

D’autre part, observer que puisque X N A C U (An N A) et X NA°®C U (An N AC) on pourra
n>0 n>0
écrire,

pEXNA) + (X NA) <D Ay NA) + > p(An N A) =) u(An) < p*(X) +¢

n>0 n>0 n>0

Ainsi, en faisant tendre € > 0 vers zéro on obtient p* (X NA) + p*(X NA°) < pu*(X). Par conséquent,
toutes les parties A € A sont p*-mesurables au sens de Caratheodory, c’est-a-dire A C 7 (u*).
Enfin, puisque .7 (p*) est une tribu il s’ensuit que la tribu engendrée o(A) C .7 (p*). O

Pour fini cette partie on va démontrer un théoréme de coincidence des deux mesures en utilisant la

continuité inférieure et supérieure des mesures positives, et on va utiliser aussi les classes monotones.
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Théoréme 10 (Unicité de prolongement de Hahn). Soient A une algébre de parties sur un ensemble

E, et p: (E, A) = [0, +00] désigne une prémesure o-finie ie. :

3(4,) C A E= U A, telle que  u(A,) < +oo, VneN
n>0

La prémesure p se prolonge de fagon unique en une mesure positive sur la tribu engendrée o(A).

Démonstration. Noter que d’apres le corollaire précédent, la prémesure p se prolonge en une mesure
positive sur la tribu engendrée o(A) C 7 (u*); ou u* désigne la mesure extérieure sur P(E) définie a
partir de la prémesure p par le procédé de A. Caratheodory.

Supposons alors qu'il existe deux mesures positives p; et ps : o(A) — [0, +00] qui prolongent la
prémsure p et telles que p1(A) = ua(A),VA € A. De méme, supposons que la suite A,, donnée par le
théoréme est croissante 3.

Avec ces données, considérons la famille de parties M = {A € o(A) : u1(A) = p2(A)} C o(A).

1) Le cas des mesures positives finies : p1(E) < 400 et pa(E) < 400.

D’abord, noter que par hypothese I’algebre A C M. Montrons alors que la famille de parties M est
une classe monotone sur l’ensemble E. En effet, si B,, € M désigne une suite de parties croissante on
aura par continuité inférieure des mesures positives,

ﬂl(U B,)= lim pi(B,)= lim ps(By)= ,UQ(U B,) = U B, e M

n—-+oo n—-+oo
neN neN neN

De la méme fagon, puisque les mesures p; et uo sont finies; alors grace a la continuité supérieure

des mesures positives on montre que pour toute suite décroissante C,, € M l'intersection m C, e M.

neN
Donc, M est une classe monotone sur ’ensemble E.

Ainsi, puisque l'algébre A C M il s’ensuit que la classe monotone engendrée M(A) C M. Donc,
d’apres le lemme fondamental des classes monotones, la o-algébre engendrée o(A) = M(A) C M C
o(A). Par conséquent, p1 = v sur la tribu engendrée o(A).

2) Le cas général. L’indée ici, consiste & associer & la suite croissante A,, € A deux suites de mesures
positives définies par le principe de restrition :

(VneN)VBeo(A),  wP(B)=m(A4.NB) et pP(B) = (AN B)
(1) _ (2) _ " (1) (2)
Noter que gy, (E) = p1(Apn) < 400 et i, (E) = p2(Ay,) < 400, donc les mesures positives iy’ €t
sont finies, de plus elles coincident sur 'algebre A, car :
VBe A= VYneN, A,NBec A= u1(A,NB) = us(A, N B) = uM(B) = @ (B)
Ainsi, puisque les suites de mesures positives finies ;A}) et ;Af) coincident sur I’algebre A ; elles coincident
donc sur la tribu engendrée o(A). De méme, puisque pour toute partie B € o(A) la suite de parties

A, N B € o(A) est croissante et converge vers B = |J(A, N B); ceci permet d’écrire que

p(B) = lim pu(A.NB) = lim p(AnNB)=p2(B)

n—-+4oo

Par conséquent, les mesures positives p1 et ps coincident sur la tribu engendrée o(A). O

3. Remarquer que si on prend la suite B, = AgU---U A, € A (algébre) on aura u(Bp) < p(Ag) + -+ p(An) < 400
avec E = By.
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3.2.3 Mesures et tribus completes

Définition 32. Soit (E, 7, u) un espace mesuré.
1. Une partie mesurable A € T telle que (A) = 0 est dite de mesure nulle.

2. Une partie A C E est dite p-négligeable si il existe une partie mesurable B € 7 de mesure nulle
et telle que A C B.

3. On dira que la mesure p est compléte sur la tribu F (ou T est compléte pour p) si toutes les
parties p-négligeables sont 7 -mesurables, c¢’est-a-dire ; pour toute partie de mesure nulle A € T

on a,
VBCA — BeZJ

On dira aussi que (E, T, 1) est un esoace mesuré complet.
La proposition suivante est un exercice facile laissé au soin de I’étudiant :

Proposition 52. Dans un espace mesuré (E, 7, ) les propriétés suivantes sont vraies.
1. Sila partie A C E est p-négligeable alors toute partie B C A est également p-négligeable.

2. Si les termes de la suite de parties A, € T sont de mesure nulle (resp. p-négligeables) alors la

réunion |J A, € 7 est de mesure nulle (resp. p-négligeable).
Le théoreme suivant acheéve I’énoncé du théoreme de A. Caratheodory.

Théoréme 11. Soit E un ensemble muni d’une mesure extérieure, u* : P(E) — [0, +o0]. Alors, l’espace

mesuré (E, 7(/1*),;1?) est complet.

Démonstration. Soit A C E une partie telle que u*(A) = 0. Done, par sous-additivité de la mesure

extérieure pu* on aura :
pw(X)<p"(XNA)+p"(XNA)=p"(XNA%) car 0<p"(XNA)<p*(A)=0

Ainsi, comme par monotonie de p* on a aussi p* (X NA°) < p*(X) on en déduit que pour toute partie
X CE on a la condition de Caratheodory, pu*(X) = p*(X N A) + p*(X N A€) qui entraine A € 7 (u*).
Par conséquent, la mesure positive u‘* est complete. O

Le théoréme suivant nous donne la méthode pratique permettant de compléter une positive donnée.

Théoréme 12 (Complétion). Etant donné un espace mesuré (E, 7, u); on pose :
N () ={NecT; u(N)=0} e T(u):={BUA;, ot Ac T etdINc N (u), BC N}

Alors, on a les propositions suivantes :
1. T (1) est une tribu sur l’ensemble E.
2. La fonction d’ensembles, (AU B) = u(A) ot A € F et B C E une partie pu-négligeable ; est une

mesure positive sur E qui est compléte sur la tribu 7 (p).

3. Le couple (T (), Ti) est la plus petite complétion de (T, ).

Démonstration. 1) Noter que la famille de parties 7 (1) est visiblement stable par les réunions dénombrables.
Montrons alors qu’elle est également stable par le passage aux complémentaire.

Soit X € 7 (u), donc il existe des parties A € .7 et des parties B C N € 4 (u) telles que X = AUB.
Observer que si on remplace B par By = B\ A et N par Ny = N\ A € 4 (1) on obtient

AUB=AU(B\A)N(ANB)=AUB; telquee ANN;=AN(N\A)=0 avec By CN;

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



Mesure extérieure 69

Ainsi, avec ces notations on voit que :

Ainsi, puisque (AU N1)¢ € F et NyNBf C Ny € A (u); on en déduit que le complémentaire
(AU B)¢ € 7 (u). Donc, 7 (i) est une tribu sur I’ensemble E.

2) D’abord, noter que la fonction d’ensembles fi(AU B) := u(A) est bien définie sur .7 (u). Car, avec
les notations ci-dessus, si on a A; U By = Ay U By avec B; C N; € 4 (u) on voit que

A1 Q Al U B1 = A2 U B2 Q A2 U NQ - ,u(Al) § ‘LL(AQ U NQ) S M(AQ) + M(NQ) = ILL(AQ)

Ainsi, en échangeant la partie A; par la partie As dans la derniére implication; on déduit que
(A1) = u(Asz) et que par suite fi(A; U By) = (A U By).

La o-additivité se 7i se vérifie de la maniere suivante : on prend une suite disjointe A,, U B,, avec
A, € T et les B, sont u-négligeables. Ainsi, comme les A,, sont disjoints et U B,, est pu-négligeable on
obtient :

AU (4B ) =a((U 4n) U (U Ba)) = 0l An) = 3_ s(An) = Y74, U By)

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

Par conséquent, la fonction d’ensembles 77 : 7 (1) — [0, +-00] est une mesure positive qui prolonge la
mesure positive p ie. i(A) = u(A4),vA € 7.

3) Considérons une partie AU B € J(u) avec A € F et B C N € A4 (u). Noter alors que si on
suppose (AU B) = u(A) = 0; on aura dans ces conditions, AUB C AUN € A4 (u). Ainsi, comme la
partie AU B est p-négligeable ; elle appartient donc & la tribu .7 (u). Par conséquent, la mesure 7 est
complete sur la tribu 7 (u).

Enfin, supposons que la mesure positive & est compléte sur une tribu . C P(E) qui contient la tribu
. Alors, sous 'hypothese de complétude sur . on voit que toute les parties u-néligeables appartiennent
a .7 ; il s’ensuit que la tribu .7 (1) € .#. Donc, 7 () la plus petite tribu qui rend la meure positive u
complete. O

Pour finir cette section, on résume les résultats provés et discutés. Ci-dessus, étant une algebre de

parties A C P(E) et une prémesure o-finie ¢4 : A — [0, +00] nous avons établi les affirmations suivantes :

1. La prémesure p induit une mesure extérieure p* : P(E) — [0, +oo] définie par 'expression :
pr(A) = inf{> p(An), VA, € AL AC| A}
2. La famille de parties qui vérifient la condition de p*-mesurabilité au sens de Caratheodory,
T(w*) ={ACE;p*(X) =X NA) + p* (X NA°),¥YX C E}

est une tribu sur E et qui contient la tribu engendrée o(.A).

3. La restriction de la mesure extérieure T T (*) — [0, +00] est une mesure positive complete qui

coincide avec la prémesure p sur l'algebre A.

4. L’unique prolongement de la prémesure 1 en une mesure positive sur la tribu engendrée o(A) est

égale a la resctriction de la mesure extérieure p* sur la tribu o(.A).

5. Puisque la tribu des parties p*-mesurables est complete elle contient donc la complétion de la

tribu engendrée o(A). C’est-a-dire, avec les notions ci-dessus, on a o(A) C 7 (u*) et aussi la

mesure complétée ,ur = ul*.
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Probléme : Etant donnée une prémesure positive o-finie; a-t-on I’égalité des tribus complétes :

(0(A), 1) = (T ("), uf)?
La proposition suivante fournit une réponse affirmative a la question posée; sa démontration sera
admise.

Proposition 53. Soit A une algébre et p : A — [0, 4+00] une prémesure o-finie. Alors, la complétion

de la tribu engendée o(A) coincide avec la tribu de Caratheodory T (u*) ot p* est la mesure extérieure

associée & la prémesure . Autrement dit, on a o(A) = T (u*).

Exercice 87. Soit E un esemble non vide. Montrer que la fonction d’ensembles p* : P(E) — {0,1}

définie par les expressions,

0 si A=0
e w1 042

est une mesure extérieure dont la tribu des parties p*-mesurables est {0, E}.

3.3 Discussions et compléments

3.3.1 Caractérisation de la mesure de Lebesgue

Sur le semi-anneau des pavés de l'espace euclidient réel & m-dimension, P, = {[[:_]"[ai, bi[; a;, b; €

R} € P(R™), nous avons vu que la fonction volume

AT las:biD) = T (b — a2)

1 i=1

I
3

.
Il

est additive sur P;. Donc, d’apres les résultats développés ci-dessus, la fonction d’ensembles A,, se
prolongue sur la tribu borélienne de l'espace euclidien R™ en une mesure positive appelée mesure de
Borel que 'on a désignée par le méme symbole : A, : B(R™) — [0,400]. Arrivant a ce stade la

complétion de la tribu borélienne s’impose; c’est ce que va introduire la définition suivante.

Définition 33. La complétion de la tribu de Borel B(R™) par rapport a la mesure de Borel X\, s’appelle
tribu de Lebesgue Lo(R™), de méme, la mesure positive compléte qui lui est associée s’appelle mesure

positive de Lebesque sur R™ ; elle est désignée par le méme symbole : Ay, : Lo(R™) — [0, 4+00].
Théoréme 13 (Unicité de la mesure de Borel-Lebesgue). Soit p : B(R™) — [0,+00] une mesure
positive qui vérifie les deuzr propriétés,

L0, = 1;

2. (Vz e R)(VA € B(R™)), u(A+z)=p(A);

i=m i=m i=m
Alors, pour tout pavé H [a;,b;] C R™, ,u(H [ai, b)) = H (b; — a;). C’est-a-dire, la mesure positive p
i=1 i=1 i=1

coincide avec la mesure de Borel p = Ay, .

Démonstration. Ici, on donnera une démonstration en dimension m = 1 qui se généralise a la dimension
supériure m > 2.
i) La mesure p est o-finie. Par la propriété 2) qui exprime 'invariance de la mesure p par translation

on conclut que pour tout entier n € Z on a :

p(ln,n+1]) = p([0,1] +n) = pu([0,1]) =1
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Ceci entraine donc que la mesure p est o-finie sur la tribu borélienne B(R); car R = U [n,n + 1].

ne”Z
ii) La mesure des points, p({z}) = 0. Observer que 'invariance par translation permet d’établir

Iégalité :
VeeR,  p({z}) = p({0} +2) = u({0})

Montrons alors que $({0}) = 0. En effet, puisque pour tout entier n > 0 on a la réunion disjointe des
singletons {2} U{2}U---U 2} C [0,1] il s’ensuit que

u({%}u{%}u...u{%}):nu({o})gu([m]):l = npu({0}) <1 = pu({0})=0

iii) La mesure des intervalles, p([a,b]) = b — a. Puisque maintenant on sait que les points sont de
mesure nulle cela entraine que la p-mesure des intervalles ne change pas lorsque on ferme ou lorsqu’on

ouvre leurs extrémités :
1([a, b]) = p(la, b)) = p(la, b)) = p(la, b))

De méme, notons que par l'invariance par translation on observe que pour tout segment [a,b] on a,

p(la, b]) = p((0,b = a] +a) = u([0,b — af)

Ceci monte que le calcul de la mesure des segments de type [a,b] se raméne & celui des segments de

type [0, 2] avec & > 0. En effet, si on part de I'observtion suivante

k=n

. (k—1Dz kx x
Vn € N*, p([0,z]) = p(]0, z]) :N(U] s —1) = nu([0, =])
e n n n
on en déduit que pour = 1 la mesure p([0, %]) = % Plus généralement, pour tout couple de rationnels
P p7l s .
p < 7 on déduit que
k=p’q
p Y rd p'q (k—1) k / / 1 Pop
— =) =ul—=, =)= v — = Wq—pg)p(j0, —|) == — =
M([q q,]) ([qq, qq,]) (U1 o qq,] ( )] qq,]) 7 g

k=pq’+1

Enfin, pour tout couple de réels a < b en fixant des suites monotones de nombres de rationnels
telles que a < 7,y <71, <1y <7pyr < bavecr, — aetr, — b;on obtient ainsi une suite roissante
d’intervalles I, =|r,, r,,[ dont Punion |J I, = [a, b]. Done, par continuité inférieure des mesures positives

on obtient :

Ja,ol= JIrnmal = plla,b]) = wla,b) = lim _u(ry,ra)) = lim (ry 7)) =b—a

n——+o0o n—-+oo
neN

Par conséquent, puisque mesure positive p coincident avec la mesure de Borel A1 sur les intervalles
de type ]a, b ; elles sont donc égales sur la tribu borélienne B(R). O

3.3.2 L’ensemble de G. Cantor

Dans la démonstration ci-dessus, nous avons vu que les singletons de R ont une mesure nulle par
rapport a la mesure de Borel A1, donc en raison de la o-additivité des mesures positives on conclut que

toutes parties dénombrables de R sont également de mesure nulle. Par exemple, on a :
/\1(N) = )\1(Z) = )\1(@) = Al({a:n eR;n e N}) =0

Cette conséquence nous conduit a se demander : existe-t-il une partie non dénombrable qui soit

mesurable et de mesure nulle par rapport a la mesure de Borel A\; 7
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Ci-sessous, nous allons construire I’ensemble triadiqe de Cantor C' C [0, 1] qui est compact, d’intérieur
vide et non dénombrable, en plus sa mesure est nulle par rapport a la mesure de Borel A;.

Etape 0 : On pose Cy = [0, 1].

Etape 1 : On pose C; = [0, %]U[%, 1] ce qui nous donne une partie compacte ayant deux 2 composantes
connexes compactes de longueur % La partie compacte Cp est alors obtenu en découpant Cj en trois
segments de longueurs égales, puis on a supprimé la composante du milieu. Noter aussi que sa mesure
A (Ch) = ;

Etape 2 : On applique 'opération de 1’étape 1 sur les composantes connexes de C'; pour obtenir la

partie compacte
1 2 3 6 7 8 32

Cy =0, 37] U [37, ﬁ] U [377 37] [37’ 37]
Dans cette étape on note que la partie compacte Co est constituée par 22 composantes connexes de
22
méme longueur 3% De plus, noter que la mesure \;(Cs) = PR

Etape 3 : En continuant ce processus par récurrencne; on obtient une suite de parties compactes
n

1
C,, ayant 2" composantes connexes de méme longueur 30 donc la mesure A\;(C),) = 3

Etape 4 : La suite des parties compactes (C,,) est décroissante, donc son intersection C' = ﬂ Cn
n>0
n’est pas vide mais sa mesure de Borel est nulle, car par continuité de A; on voit que
2n
M) =M([)Cn) = lim A\(Cy)= lim =0

n—-+4o00 n—-4oo 3"
n>0

L’ensemble C' = ﬂ C,, s’appelle ensemble de Cantor, on montre qu’il est non dénombrable et bijectif
n>0
avec [0, 1].

Exercice 88. Montrer que l'ensemble de Cantor C' C [0,1] est d’interieur vide relativement d la
topologie usuelle de R.

Exercice 89. On fize une bijection ¢ : N — Q, et pour tout réel € > 0 on pose

€ €
W, = U]‘P(”) - ﬁ%ﬁ(”) + 3l [
neN

1) Vérifier que la longueur \y(W,) < e.

2) En déduire qu’il existe dans R des ouverts denses dont la longueur est arbitrairement treés petite.

3.3.3 Vitali : il existe une partie non borélienne dans R.

Dans le segment [0, 1] on considére la relation d’équivalence binaire % définie par,
Va,y € [0,1], TRy — z—yeQ

Noter que si on désigne par E le sous-ensemble de [0,1] dans lequel on met (on choisit) un seul
représentant de chaque classe d’équivalence cl(z) = {y € [0,1] ;2 —y € Q} on en tire les deux remarques

suivantes :
1) Vp,q € Q, <E+p>ﬁ(E+q>:® = p#gq

201c U (E+p)c[—1,2]
peQN[-1,1]
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Ainsi, si on suppose que le sous-ensemble E C [0,1] est un borélien, la monotonie et la o-additivité

de la mesure de Borel permet d’obtenir les inégalités suivantes :

t<nl U (Brp)= X nE+p <3
pEQN[-1,1] pEQN[-1,1]

Ceci est alors absurde, car A1 (E + p) = A1(E) > 0 et Pensemble des indices Q@ N [—1, 1] de la somme
précédente est infini. Par conséquent, la partie E' n’est pas borélienne.
Pour avoir des exemples de parties non boréliennes dans R™ il suffit qu’on considere le produit

cartésien
Ex [0,1]™' ¢ B(R™)

Conclusion : pour tout entier m > 1 la tribu borélinne B(R™) est strictement incluse dans ’ensemble
des parties P(R™). En outre, la mesure de Lebesgue A, ne se prolonge pas sur P(R™) en une mesure

positive qui soit invriante par translation.

Remarque 7. On montre que la tribu borélienne B(R™) est non dénombrable mais bijective avec R.

En revanche, la tribu de Lebesgue Lo(R™) est en bijection avec ’ensemble de toutes les parties P(R™).

3.3.4 Mesures de Borel

La mesure de Borel-Lebesgue A, étudiée ci-dessus sur l'espace topologique euclidien R™ possede des
propriétés importantes que nous énumererons ci-dessous :

1) La mesure A, prend des valeurs finies sur les parties compactes de R™. C’est-a-dire, pour toute
partie compacte K C E le réel A, (K) < +o0.

2) Pour toute partie borélienne A C R™ et pour tout réel e > 0 il existe une partie compacte K C R™
(resp. ouverte U C R™) telles que K C A C U vérifiant les inégalités A\, (A\ K) < e et Ay, (U \ 4) < e.

3) Pour toute partie A C R™ l’expression suivante,
A (A) :==inf{A\,,(U); A C U(ouvert}

est une mesure extérieure sur R™ dont la tribu des parties A’ -mesurables au sens de Caratheodory
coincide avec la tribu complete de Lebesgue Lo(R™).
Ces propriétés de la mesure de Lebesgue A, sont aussi vérifiées par une tres large classe de mesures

positives dites de Borel-Radon

Définition 34. Soit (E, ) un espace topologique séparé localement compact.

1. Une mesure positive p sur E est dite de Borel si elle est définie sur tribu qui contient la tribu
borélienne B(E, 7).

2. Une mesure positive de Borel u qui est finie sur les parties compactes de E s’appelle mesure

positive de Radon.

3. Si pour toute partie borélienne A C E et pour tout réel ¢ > 0 il existe une partie compacte K C A

(resp. ouverte U D A) telles que (U \ K) < € on dira que p est une mesure réguliére.

L’étude des mesures positives régulieres sur un espace topologique séparé et localement compact fera
I'objet d’un chapitre indépendant.
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CHAPITRE QUATRE

Calcul intégrale au sens de Lebesgue

4.1 Le principe pu-presque partout : u-p.p

Définition 35. Soit (E,.7, u) un espace mesuré. Une proposition logique x € E — P () € {V,F} est
dite p-presque partout vraie si le sous-ensemble {x € E; P (x) = F est fausse} est u-négligeable. Dans

ce cas, on écrit Ve €e B, P(x) =V pu-p.p.
Voici quelques exemples sur lesquels on va appliquer le principe de p-presque partout vrai.

1) Convergence p-p.p : Soit f, : (E, 7, u) — R une suite de fonctions telles que le sous-ensemble,
D={x€E; (f,(x)) diverge}

Noter que le sous-ensemble D est défini au moyen de la proposition logique Z2(x) : la suite numérique
(fn(x)) est divergente. Quand la partie D est u-négligeable on dira que la suite de fonctions f,, converge
simplement vers la fonction f p-presque partout sur E, et on écrit f,, — f p-p.p.

2) Egalité u-p.p : Etant données deux fonctions f et g : (E, 7,p) — R; on leur associe le sous-
ensemble A(f,g) = {z € E; f(z) # g(x)}. Ici, la partie A(f, g) est définie par par la proposition logique
P(x) : aupoint z € E, f(z) # g(x). Lorsque la partie A(f,g) est p-négligeable on dira que les fonctions
f et g sont égales u-presque partout sur 'ensemble E et on écrit f =g p.p.p.

De méme, si pour un couple de parties A et B C E les fonctions caractéristiques x4 = xp p-p.p on
dira alors que les parties A et B sont égales p-presque partout, et on écrit A = B u-p.p.

Exercice 90. Soitent (E, 7, u) un espace mesuré et A, B deux parties de E.

1) Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. A=B pu-p.p;

2. xa\B=Xx\4a=0 p-pp

3. AAB est p-négligeable.

2) En déduire que pour tout couple de parties mesurables X et Y C E on a l’équivalence :

X=Y ppp <<= pXAY)=0

Exemple 33. Soit (E, 7, u) un espace mesuré. Si A et B sont des parties p-négligeables alors pour
toute partie C C E on a l’égalité :
AuC=BUC pu-p.p
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Par exemple, dans l'espace mesuré de Borel (R, B(R), A1) pour toute partie A CR on a les égalités :
ANQ=0, M-pp e AUQ=A\Q=A4, X\-pp

Exemple 34. Dans l'espace mesuré (R,B(R, A1) on a les égalités u-presque partout des fonctions

sutvantes :

xo =0 p-pp, xro=1 p-pp,

Exemple 35. Dans l’espace mesuré ([0,1], B([0,1]), A1), la suite de fonctions fn(x) = x™ converge
simplement vers la fonction indicatrice x (1} : [0,1] — R. Ainsi, comme le singleton {1} est A\1-négligeable
on pourra alors dire que la suite de fonctions f,(x) = x™ converge simplement vers la fonction nulle

A1-p.p sur [0,1]. Donce, on écrit : fr, = 0 Ay-p.p sur [0,1].

Exemple 36. Rappelons que la fonction partie entiére, x € R — [x] € Z, est continue sur R\ Z.
Par conséquent, puisque le sous-ensemble Z. est de mesure nulle par rapport a la mesure de Borel Ay
on pourra affirmer que la fonction x € R — [z] € Z est A\1-p.p continue sur R. De fagon générale, si
le sous-ensemble de discontinité d’une fonction f : R — R est A\;-négligeable on dira que f est A1-p.p

continue sur R.

4.2 Intégrale supérieure de Lebesgue

Dans le reste de ce chapitre, on va travailler avec la convention® : 0 x (£00) = (£00) x 0 = 0.

4.2.1 Le cas d’une fonction étagée positive
i=n
Définition 36. Soit (E, 7, u) un espace mesuré, f = ZaiXAi € &Y(E,R), une fonction étagée
i=1
mesurable positive ot les réels a; > 0, et les parties A; forment une partition de E (ie. A;NA; =0 pour
1=n
i # j avec E = U A;). L’intégrale supérieure au sens de Lebesgue de la fonction étagée mesurable f
i=1
audessus d’une partie mesurable A € E est donnée par l’expression :

1=n

A i=1

Partant de la définition de I'intégrale supérieure d’une fonction étagée mesurable positive on tire les

expressions suivantes :

DYBE T, [ xndu=u(B)
E

2)VA,Be 7, /XBdu:u(AﬂB):/ XBXAAL.
A E

3) (V/ € £+(B,R))(VA € 7), /A = /E " fxadn

Proposition 54. Soit (E, 7, u) un espace mesuré et & (E,R) lespace vectoriel réel des fonctions
*

étagées T -mesurables positives. Alors, la correspondance f € &+(E,R) / fdu € [0, +00] est une
E

forme linénaire qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Cette convetion est introduite pour régler la question du calcul de l'aire d’un rectangle dont la largeur e tend vers
zéro tandis que sa longueur L tend vers +oo; on va la justifier ci-dessous en utilisant le théoréme de Beppo Levi connu

par : théoreme de convergence monotone.
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L (ges @®R)vaer). [ (af+odu=a [ fau+ [ gin)
2.Vf,gc &T(E,R), f<g = /E*fdMS/E*gdu-
3. Vfe&ET(E,R), f>0 et /E*fdﬂ—() =  f=0 u-p.p
4. Yf,g€ EX(ER), f=gppp = /E*fdu—/E*gdu-
5. VAe T, uy(A)=0 = Vfec& (E,R), /A*fduzo.
Démonstration. Exercice. O

Notons que grace a la linéarité de 'intégrale supérieure de Lebesgue on poirra démontrer que I'intégrale

d’une fonction étagée mesurable et positive ne dépend pas de son expressions.

i=n

Plus précisément, étant donnée, f = Zaix 4, € &T(E,R), ou les parties mesurables A; ne sont

i=1

nécéssairement disjoints deux a deux, on aura alors,

En effet, si on pose f(E) = {by,---

[ =Y a4
E i=1

,bm} et B; = f71({b;}) on obtient une partition de E. Cela

i=m 1=n

permet d’écrire f sous sa forme standard f = Z bjxp, = Z Qi XA, -

Ainsi, comme pour tout ¢ =1,--- ,n
Ai=(AiNB)U--

on en déduit que

Jj=n

S auldy) =
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4.2.2 Le cas d’une fonction mesurable positive

Définition 37. Soit (E,.7,u) un espace mesuré. Pour toute partie mesurable A € T intégrale

L. . . =+ . .
supérieure sur A d’une fonction mesurable positive, f : (E, ) — R, est donnée par ’expression :

/A Py = Sup{/A gdp; Vg € EH(BR), g < f}

Partant de cette définition on tire les remarques suivantes :

1) Pour toute partie mesurable, A € 7, / fdu = / Fxadp.
A E

2) Soient fetg: (E,J) — R des fonctions mesurables telles que f < g. Noter que puisque on a
Iinclusion :
{he &F(E,R);h < f} C{he &T(E,R);h < g}

il s’ensuit qu’on a 'inégalité

sup{/ hdp;Vh € &7 (E,R), h < f} < sup{/ hdu; Yh € &T(E,R), h < g}
A A

/fdué/ gdp
A A

3) Rappelons que dans le chapitre 2 on a vu que toute fonction mesurable positive f : (E,.7) — R"

Autrement dit, on a 'inégalité :

est la limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées g, € & (E,R). Ainsi, par monotonie de
I'intégrale supérieure, on voit que

vn €N, gn < gn1 < f = vn e N, / gnd,u < / gn-l-ld,u < / fd/-‘
E E E
Ces inégalités motivent le théoreme suivant démontré par Beppo Levi.

Théoréme 14 (Convergence monotone de Beppo Levi). Si f,, : (E,.7) — R" est une suite croissante
de fonctions mesurables positives qui converge simplement p-presque partout vers une fonction mesurable
positive f : (E, T) — R+, alors ; pour toute partie mesurable A € 7,

O TR S T
n—-+4oo A A n—-+oo A

Démonstration. Dans cette preuve on suppose que A = E; le cas général s’en d{eduit facilement.

1) Avec les donnée du théorthe on pourra écrire pour tout entier n > 0,

E E E n—+oo /@m E
2) Considérons une fonction étagée mesurable g : (E, ) — R telle que g < f, et pour tout réel
€ €]0,1] et n € N posons :
E.(¢e) ={x € E;eq(z) < fn(x)} € T
Noter alors que la suite de parties mesurables E,, (¢) est croissante et qu’on a U E,(e) = E. Car

n>0
presque partout = € E la suite numérique f, () est croissante et converge vers f(z), donc pour n assez

grand on aura eg(z) < fn(z) < f(x); donc x € E,(¢). Ainsi, avec ces notations on peut écrire

/ fnduZ/ fanndu=/ fnduza/ gdp = SUP/fnduzssUP/ gdp
E E E, E, n>0JE n>0JE,
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k=m
D’autre part, observer que si on écrit la fonction étagée g = Z arXxa, on en déduit que l'intégrale
k=1
supérieure
* k=m
/ gdp =Y aru(E, N A)
En k=1

donc par continuité inférieure de la mesure positive ;1 on obtient par passage a la limite :

n>0

k=m km
n>0 /E‘,,L gdp = ngrfoo ( ];1 app(En N Ak)) = kZ:l arp(Ag) = /Egd‘u

sup / fndp > esup / gdp
n>0JE n>0JE,

> esup / 9XE, dp
E

n>0
k=m
= esup ( ari(En N Ak)>
n>0 1
k=m
= < m (3 own(Bana0)
k=1
k=m
= ¢ Z aru(Ag)
k=1

= E/gdu
E

Ainsi, en faisant tendre le réel ¢ vers un dans la derniére inégalité on conclut que

Vge ST BER), g<f — sw [ fudu> [ gda
E E

n>0

Enfin, en passant a la borne supérieure sur les fonctions étagées g < f on obtient I'inégalité inverse

/ fdp < sup/ Jndp
E n>0JE

Ceci acheve la preuve du théoreme de Beppo Levi. O

Corollaire 10 (Lemme de Fatou). Soit f,, : (E,7) — R une suite de fonctions mesurables positives.

Alors, pour toute partie mesurable A € T on a,

/liminffnd,uglimin / fndp
n—-+4oo A

A n—-+o0o

Démonstration. Observer que la suite de fonctions mesurables g, = inf{fx; k > n} est croissante, puis

appliquer le théoréeme de Beppo Levi. O

La proposition suivante qui donne quelques propriétés remarquables de l'intégrale supérieure se

démontre par application du théoreme de la convergence monotone de Beppo Levi.

Proposition 55. Soit (E,.7,u) un espace mesuré et 4+ (E,R) l'espace vectoriel réel des fonctions
mesurables 7 -mesurables positives. Alors, la fonction f € AT (E,R) — fdu € R est une forme
E

linénaire qui vérifie les propriétés suivantes :
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*

1. Vf,g € #T(E,R))(Va € RT), /
E

(af+9)du:a/E fdu+/ gdp)

E

2. Vf.ge MHER), f<g — /fdué/gdu.
E E

3. Vf,ge 4 (E,R), f=gupp = /fdu:/gdu-
E E

Exemple 37. Dans un espace mesuré (E, 7, u) fizons une partie mesurable A €  de mesure finie
(i.e. p(A) < +00). Pour tout entier n € N posons :

n s x€A

Inl@) i=mxa(z) = { 0 si ¢ A

1l est clair que la suite de fonctions mesurables f, = nxa est croissante et converge simplement sur

E vers la fonction,

f(:c)—{ 400 si xz€A

0 si xdA

qu’on notera f = (+00)xa. Donc, si on applique le du théoréme de Beppo Levi on obtient alors :

i [ = [

Ainsi, comme pour tout n > 0 l’intégrale / frdp =np(A) ; on en déduit que si la mesure u(A) =0
E
il s’ensuit que

/E*(—Foo))(Adu =0 = (+o0)xpu(4)=0

Notoner que le calcul qu’on vient de développer peut étre comsidéré comme une justification de la
régle de calcul intégrale fixée ci-dessus, (£00) x 0 = 0 x (£00), admise en calcul intégrale au sens de
Lebesgue.

Exemple 38. On se propose de calculer 'intégrale au sens de Lebesgue d’une fonction mesurable
positive, [ : (E,P(E)) — R" par rapport a la mesure de Dirac, §,, ot ag € E.
1) Pour toute partie A C P(E), / XAd0z, = g0 (A) = xa(x0).
E
i=n

2)Si f= Z a;xa, est positive on aura donc,
i=1

[ 8 =3 aidey () = Y ao) = fiao)
=1 =1

3) Par le théoréme de la convergence monotone on déduit alors que pour toute fonction positive, f :

E — RT l’intégrale supérieure,
[ty = s
E

C’est-a-dire, on choisit une suite croissante de fonctions étagées g, : E — RY qui converge simple-

ment vers f, et ainsi par le théoreme de Beppo Levi on aura,

Afdémo = lim gnd510 = ngrfoo gn(xO) = f(xO)

n—-+oo E
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Exercice 91. Soit f : [0,1] — R une fonction borélienne (mesurable). Pour tout entier n € N* on pose,
1
fnl(z) = Va € [0,1]

V(@)% +1/n%

1) Calculer la limite simple de la suite f,.

2) Vérifier que la suite f,, est croissante.

*

3) Calculer la limite de la suite numérique, fndAy.
[0,1]

Exercice 92. Soit a € R un réel firé. Pour tout x € R on pose

f(x) = Z naX[n’n+27n]
n>1
1) Montrer que la fonction f: R — R est borélienne.
2) Calculer Uintégrale de Lebesgue supérieure, / f(z)d\1, (finie).
R

3
3) On considére les suites numériques u, =n et v, =n+ (1)" Calculer les valeurs f(uy,) et f(vy).

4) Conclure selon les valeurs de o € R.

4.2.3 Le cas général

Soit (E, .7, ) un espace mesuré. On rappelle que toute fonction mesurable f : (E,.7) — R induit
les fonctions mesurables positives définies par :

VeeE,  [f(2)=max(f(x).0) ot [ (2)=-min(f(2),0) = f=f"—f ot |[|=frHs

Ainsi, dans ces conditions, pour toute partie mesurable A € 7 on pourra définir les intégrales

supérieures des fonctions mesurables positives f, f~ et | f | :

/j:f*m /A*f‘du et /A*Ifdu

Définition 38. Soit (E, 7, 1) un espace mesuré et f : (E,.7) — R une fonction mesurables. On dira

que la fonction f est p-intégrable au sens de Lebesque sur la partie mesurable A € T si les intégrales
* *

supérieures frdu et f~du sont finies. Dans ce cas l'intégrale de f sur la partie mesurable A est
A A

/Afdut—/A*f*du/A*fdueR

Noter d’abord, que selon la définition de la u-intégrabilité au sens de Lebesgue on voit qu’une fonction

donnée par l’expression :

mesurable positive, f : E — ﬁJr, est p-intégrable au sens de Lebesgue sur une partie mesurable A € 7,

si son intégrale supérieure fdu est finie. Dans ce cas, on aura,
A

Afdu=[4*fdu

Proposition 56. Une fonction mesurable, f : (E,.7) — R, est u-intégrable au sens de Lebesgue si et

seulement, si sa valeur absolue | f | est intégrable au sens de Lebesgue.

* *
Démonstration. En effet, si les intégrales supérieures / frdu et / f~du sont finies il en résulte que
A A

| f ] est p-intégrable; car l'intégrale supérieure suivante est finie,

A*fldu=[4*f+du+[4*f‘du
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Inversement, du fait que les fonctions mesurables positives f1 et f~ vérifient les inégalités suivantes

fr < flet f~ <| f]il sensuit que si 'intégrale supérieure de | f | sur A est finie, alors les itégrales
* *

supérieurs frdu et f~du sont finies. Dong, f est intégrable au sens de Lebesgue sur A. O
A A

Corollaire 11. Soit g : (E, 7)) — RY une fonction positive p-intégrable. Alors, toute fonction mesu-
rable f: (B, 7) — R telle que | f|< g p-p.p est u-intégrable.

Démonstration. Exercice. O

Les affirmations suivantes sont faciles a établir, leur justification est laissée au soin de I’étudiant.
1) Pour toute partie mesurable A € .7 la fonction catactéristique x4 est u-intégrable si et seulement si
la mesure u(A) est finie, et on a :

/ xXadp = p(A)
E

2) Pour toute partie mesurable A € 7 et pour toute fonction mesurable f : (E,.7) — R qui est
p-intégrable sur E on a les propriétés :

i)/AdeZ/EfXAdu;
i) | [ saul < [ 17 1dus

iii) Si f > 0 p-presque partout et telle que / fdu =0 alors f =0 pu-p.p.
E —
3) Pour tout couple de fonctions p-intégrables f et g : (E, ) — R on a les propriétés suivantes :

i) Si f = g p-presque partout alors / fdu= [ gdu.
E E

ii) Yo € R, /E(ozf+g)du:a/Efdu+/Egdu

iii) Si f < g p-presque partout alors [ fdu < / gdp.
E E

Exemple 39. Ici, on cosidére l'espace mesuré (N, P(N), Card). Prenons alors une fonction mesurable,
f : N = R* (une suite de nombres réels positifs) et voyons sous quelle condition elle soit Card-
intégrable ?
D’abord, observer que la fonction, f = Z f(n)X{n}, cela permet de l'obtenir comme la limite de la
n>0

k=n
suite de suite croissante de fonctions étagées, g, = Z J(E)X{ky-
k=0
Ainsi, comme l'intégrale au sens de Lebesgue

k=n

/gndCard: > fk)
N k=0

le théoréme de la convergence monotone implique que la fonction [ (suite) est Card-intégrable au sens
de Lebesque, si et seulement, si sa série numérique associée Z f(n) converge?.
n>0
Par conséquent, une fonction (suite) réelle f : N — R est Card-intégrable au sens de Lebesgue, si et
seulement, si la série numérique qui lui est associée Z f(n) converge absolument.
n>0

2. Le résultat de ce exemple, interpréte le symple de sommation d’une série numérique Z comme une intégrale au
n>0
sens de Lebesgue.
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Exercice 93. Etant donné un vecteur x € R™ on lui associe la mesure de Dirac 6, : PR™) — R.

1) Montrer que l’expression p = Z b, définit une mesure positive sur R™.
TEZ™
2) Calculer Uintégrale supérieure au sens de Lebesgue d’une fonction étagée, f: R™ — R.

3) En déduire la caractérisation des fonctions p-intégrables au sens de Lebesgue.

Exercice 94. Sur R muni de tribu borélienne on considére la mesure positive, u : B(R) — RJF, définie

par,

ot 6, désigne la mesure de Dirac.

1
1) Montrer que pour toute partie mesurable A C R on a, u(A) = E —xaA(n).
n
n>1

2) En déduire que pour toute fonction étagée mesurable et positive, g : R — @Jr, lintégrale supérieure

/R*gdu=zg7(;)

n>1

de Lebesgue,

3) Donner une caractérisation des fonctions mesurables (de signe quelconque) qui sont p-intégrables au
sens de Lebesgue sur R.

4) Les fonctions suivantes sont-elles u-Lebesgue intégrables sur R :

{ln(x) si x>0

fi(x) =sin(x), folz) =]z |?, seR, fa(x) = 0 G 2<0

Exercice 95. Soit f : Rt — R™ une fonction croissante ; ot RY est muni par sa mesure de Lebesgue.
1) Montrer que pour tous les réels positifs a < b on a : f(a)x[ap(2) < f(2) < f(D)X[ap) (), Vo € [a,b].

2) En déduire que, Va < b, (b—a)f(a) < / fdx < f()(b—a).

[a,b]
3) Une fonction croissante, f : RT — RY est-elle \i-intégrable au sens de Lebesque sur RT 2
Exercice 96. Soient (E, 7, 1) un espace mesuré et f : E — RV une fonction p-intégrable.
1) Montrer que la fonction d’ensemble définie ci-dessous est une mesure positive sur E :

VAe T,  fip(A)= /A fdu = /E fxadp

2) On se propose de démontrer la proposition P : YA€ T, p(A)=0 = [is(A)=0.

1) Montrer que la proposition P est vraie pour toute fonction f qui est étagée positive et p-intégrable.
it) En utilisant le théoréme de convergence monotone (Beppo Levi); montrer que la proposition P est
vrate pour toutes les fonctions u-intégrables.

3) Pour tout n € N on pose A, = {x € E; f(z) > n} et B, = Ci» = A% (complémentaire).

i) Montrer que la suite de fonctions f, = fxp, est croissante, et calculer sa limite simple sur E.

1) Montrer que hlfoo/Ef"d'u:/fdu'

n— E
iii) Etablir Uinégalité : nju(A,) < / fdu —/ frdp.
E E
i) En déduire que 111;1_1 nu(Ay,) =0.
n—-+0oo

4) Montrer que le résultat de iii) ne garantie pas la p-intégrabilité de f.
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4.3 Comparaison entre ’intégrale de Riemann et de Lebesgue

Dans ce paragraphe, on munit R par la mesure de Lebesgue \;. Considérons alors une fonction

(b —a)

continue positive, f : [a,b] — RT et munissons le segment [a,b] par 'équipartage z = a + 5%

avec k =0,---,2™. De plus, posons
mi(f) = inf{f(z);z € [z, xx41[} ou Ek=0,---,2" -1
Ainsi, avec ces notations on obtient une suite croissante de fonctions étagées mesurables et convergent

uniformément vers f; elles sont définies par I’expression :

k=2"—-1

fn: Z mk(f)X[mk,JJkJrl[

k=0

Noter alors que l'intégrale supérieure de la suite f, est égale a la valeur :

* k=2"—-1
fadhi= Y mu(f)(@psr — )
[a,b] k=0

qui coincide avec la somme de Riemann de la fonction f associée a I’équipartage xp. En suite, noter

que si on applique le théoreme de convergence monotone (Beppo Levi) on obtient la limite :

" k=2"—1
li ndA = i - dA\ =
i fy Tl D N —e) = | fdh - [/ 1

Ainsi, en conséquence de ce qui préceéde on conclut quune fonction continue f : [a,b] — R est
intégrable relativement & la mesure de Lebesgue A;, en plus, son intégrale de Lebesgue coincide avec
son intégrale de Riemann.

En effet, Lebesgue a démontré un théoreme qui caractérise les fonctions Aj-mesurables qui sont
Riemann intégrables. Voici son énoncé :

Théoréme 15 (Lebesgue). Une fonction bornée, f : (a,b],B([a,b])) — R, est intégrable au sens de

Riemann si, et seulement, si f est continue A\1-p.p. Elle est alors \i-intégrable au sens de Lebesgue et

b
i fdh :/a f(z)dx

Notons que le théoreme de Lebesgue s’etend uniquement aux integrales generalisées qui sont ab-

ses deux intégrales coincident ie. :

solument convergentes au sens de Riemann, mais pas aux intégérales généralisées de Riemann semi-
convergentes.

S

1
Exemple 40. On se propose de calculer la limite de la suite numérique / dx ot s €]0,1].
0

1+nx

1) Noter que si pour tous x € [0,1] et n € N on pose, fn(z) = , on obtient ainsi une suite

nw
1+nz
croissante de fonctions mesurables (continues) et positives sur [0, 1].

Les fonctions f, sont alors Lebesgue intégrables, en plus, comme elle converge simplement sur [0, 1]

vers fonction mesrable,

s=1si oz €]0,1]

0 St rz=1

fl@)= lim fu(e) = { !

n—-+oo

le théoréme de la convergence monotone (Th. Beppo Levi) implique donc qu’on a :

nx® * 1

lim dx = f(x)de = -

n—+00 [071] 1 —+ nx [071] S
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Exercice 97. Sur R* on considére la fonction f qui est définie par les expressions suivantes :

e—ac

N .
f@) = (" —1—x) = S x#0
0 si =0
1) Démontrer que la fonction f est borélienne.
i=n k
2) Pour tous n € N et x > 0 on pose : P,(z) =e™* ,;) ﬁ

i) Vérifier que la suite P, est croissante et calculer sa limite simple sur RT.

i) Calculer lintégrale de Lebesgue / P, (z)d(z).

iii) En déduire que la fonction f estﬂi -intégrable au sens de Lebesgue sur RT.

Exercice 98 (Formule de transfere). Soient (E, 7, ) un espace mesuré, et f : E — F une application.

On rappelle que sur l’espace mesurable (F, (7)) on a défini une mesure positive (mesure image dirécte)

par (voir chapitre 2),
VA€ f(T)={BCF; fT{(B) e T}  pp(A):=nu(f"'(4)

1) Montrer que pour toute partie mesuarble A € f.(7) la fonction composée : x40 f = Xx5-1(a)-
2) En déduire que pour toute fonction étagée mesurable, g : (F, fo(T)) — @Jr, Uintégrale supéricure

/gduf:/ go fdu
F E

3) Caractériser les fonctions mesurables, g : (F, fu(T)) — R+, qui sont py-intégrables.

4.4 'Théoréme de convergence domaine

Théoréme 16 (Convergence domainée de Lebesgue). Soient (E, 7, i) un espace mesuré et f, : E —
R une suite de fonctions p-intégrables qui converge simplement vers f : B — R" w-p.p. S’il existe une
fonction g : E — R" qui soit p-intégrable et telle que | f, |< g p-p.p, alors :

1. f est u-intégrable sur E ;

2. lim /fndu:/fdu;
n—-+oo E B

5 [ sa=sldu=o.
E

Démonstration. 1) Par la condition de domaination, | f, |< g u-p.p, et 'hypotheése de convergence
simple on conclut que | f |< g p-p.p. Donc, f est p-intégrable comme g.

2) Encore de la condition de domaination, | f, |< g u-p.p, on déduit que g — f,, et g+ f,, sont positives
u-presque par tout. Ainsi, grace au lemme de Fatou on déduit qu’on a les inégalités suivantes :

IN

[ mint(o = fdn < tmin [ (o= )i

/E (9- fdu /E gdp + lim inf /E (—fu)du

/gdu—/fdu /gdu—limsup/ Indp
E E E n—+oo JE

imsup [ fudn < [ sy
n—+oco JE E
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ii) De méme, par le lemme de Fatou on obtient :

/ liminf(g+ fo)dp < liminf / (9 + fu)du
E E

n—-+4oo n—-+oo

/(gﬂ”)du < /gd,quliminf/ Fndp
E E n—+oo J@
/gder/fdu < /gd,quliminf/ frndu
E E E n—+oo [g

Ainsi, par la derniere inégalité on déduit que

/fdpg liminf/ fnd,uglimsup/ frndp < / fdu
E n—-+4o0o E n—+oo JE E

Ceci démontre que : lim / fndu = / fdpu.
n——+oo E B
3) Partant de I'inégalité de domaination on voit que, | f,, — f |< 2¢ p-p.p. Ainsi, si on applique le lemme
de Fatou a la suite de fonctions positives (29— | f, — f |) on obtient,

[ tmintg— 1 £, = £ D < imint [ 291 £, = £ i
2 [(gdn < 2 [ gdu—timsup [ | o f|du
E E n—+oo JE
Donc, lim /|fn—f|du:0. O
n—4oo E

Le théoreme suivant se déduit immédiatement & partir du théoreme de convergence domainée. Il est

trés util sur les espaces mesurés de mesure finie, en particulier, il est tres util sur les espaces probabilisés,

Théoréme 17 (Convergence bornée). Soient (E, 7, 1) un espace mesuré, et f, est une suite bornée de
fonctions mesurables qui converg0 p-p.p sur E vers une fonction f. Alors, pour toute partie mesurable
A € T de mesure finie (ie. u(A) < +00) on a,

i [ = [

En particulier, si u(E) < 400 alors,

Démonstration. Remarquer que toute fonction mesurable “bornée”, f : (E, 7, u) — R, est p-intégrable

sur toute partie mesurable de mesure finie : | f |< M p-pp sur A implique / | fldu < Mup(A). O
A

Exercice 99. Calculer les limites suivantes en appliquant le théoréme de convergence domainée de
Lebesgue

n

lim (1 - f) e dx et lim (1 + f) e % dx
n—-+oo 0 n n—-+oo 0 n

Indication : Ecrire / flx)dx :/ X(o,n) f (7)dz.
0 [0,400[

Exercice 100 (Important). Sur R on considére la suite de fonctions, f, =n(1+ (=1)")x[o,1]-

‘n

1) Calculer la limite simple f de la suite de fonctions fy,.
2) Calculer les intégrales de Lebesgue : u, = / fndx.
R

3) La suite numérique, u,, est-elle convergente ¢ Conclure.
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Exercice 101. Soit (E, 7, u) un espace mesuré, et f, une suite de fonctions u-intégrables sur E qui

vérifient les deux conditions suivantes :

W) fusfupp e (2 /E\fn|dﬂ—>/E\f|d/~L

1) Calculer la limite simple de la suite de fonctions gn =| fu | — | fu — f |-
2) Véfinier qu'on a : | gn |<| f | p-p-p.

3) En déduire la limite de la suite numérique : | fndu.
E

4) Montrer que pour toute partie mesurable A € F la suite numérique, / fndu, converge.

Exercice 102. 1) Calculer la limite simple de la suite de fonctions, f.(x) = \/nsin(z/n), Vo € RT.
/2
2) Trouver la nature de convergence de la suite numérique, u, = frn(x)dz. (Indication : on pourra

0
utiliser 0 < sin(z) < x,z € [0,7/2]).

“+o0
Exercice 103. Pour tout réel o > 0 on définit l’intégrale d’Euler, I'(a) = / t*Le~tat.
0

1) Montrer que lintégrale généralisée T'(«) converge.

t\"
2) Montrer que lim / (1 — 7) to~ldt = T(a).
n—-+oo n

Exercice 104. Cet exercice vous invite a appliquer le théoréme de convergence domainée pour calculer
des intégrales de Lebesque au moyen des sériees numeériques.

Montrer que les intégrales proposées ci-dessous existent au sens de Lebesque, puis les calculer.

1 1/3
1)/ — ln(l/x)dx:Zﬁ.

+oo n !
2)/ * cos(vx)dx —HZN)(— ) @n)l”
9) / n sin mc)}dx ~ 2a(1+a?)

S @

a> 0.
n>1

4.5 Inégalité de Markov et ses conséquences

Théoréme 18 (Inégalité de Markov). Soit (E, 7, 1) un espace mesuré et f : (E, 7) — R une fonction
p-intégrable. Alors, pour tout réel a > 0 on a linégalité de Markov :

it € Bl fo) > ap < ¢ [ 17 au

En conséquence, les affirmations suivantes sont vraies :
1. Le sous-ensemble de niveau mesurable B(a) = {z € E;| f(z) |> a} est de mesure finie.

2. Le sous-ensemble By, = {x € E; f(x) = oo} est de mesure nulle.

Démonstration. Pour a > 0 posons B(a) = {z € E;| f(z) |> a}, donc B(a) est une partie mesurable.
Noter aussi que I'inégalité

Fixea <151 = [ 1rldn= [ 11 xawdn < [ 7]
B(a) E E
Ainsi, comme pour tout z € B(a) on a a <| f(x) | on en déduit que

au(B(a))S/A Ifldu</\f|du —  u{z € B f(x) [> a}) < /Ifldu

(a)
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1) Puisque l'intégrale / | f | du est finie; I'inégalité de Markov implique donc que la mesure de
E

1
l’esnemble de niveau B(a) = {x € E;| f(z) |> a} est finie; elle ne dépasse pas la valeur 7/ | f1du.
aJE
2) Puisque la suite de parties mesurables B(n) = {x € E;| f(x) |> n} est décroissante et de mesure
1

finie; I'inégaloté de Morkov, u(B,) < | f | du, combinée & la continue supérieure de la mesure
E

positive p (Voir chp. 2) impliquent, hrf w(B(n)) = pu( ﬂ B(n))=p({z €E; f(z) =t} =0. O
n—-+0oo

n>1
Le théoreme de Markov nous permet de caractériser les fonctions positives nulles p-presque par tout.

Proposition 57. Soit (E, 7, u) un espace mesuré et f : (E,T) — R une fonction p-intégrable

positive. Alors, pour toute partie mesurable A € T lintégrale | fdu =0 si et seulement, si f =0 u-
A

p.p. sur A.
i=n

Démonstration. 1) D’abord observer que si f = Zaix A, est une fonction étagée nulle p-p.p sur une
i=1

partie mesurable A il s’ensnuit que toutes les parties A N A; sont de mesure nulle, et donc; l'intégrale

i=n
/ fdp = Zai,u(A NA4;)=0
A i=1
Maintenant, si f est mesurable positive et u-p.p nulle sur A € . on aura par définition

/Afdu=sur>{/Agdu;0§g§f:0u-p-p}=0

Inversement, supposons que l'intégrale / fdu = 0. Sous cette condition, on aura pour tout entier
A

n > 0 I'inégalité de Markov,

u({weA;%<f(:v)})§n/Afdu=0 — Ve N u({r e A < f@)) =0

1
Ainsi, comme la partie mesurable {z € A; f(z) > 0} = U {z € A; f(z) > —} on en déduit que la
n
n>1
partie {z € 4; f(x) > 0} est de mesure nulle. Par conséquent, la fonction f est nulle py-presque par tout

sur la partie mesurable A. O

Exercice 105. Soient (E, 7, u) un espace mesuré et f : E — RT une fonction u-intégrable.
1) Pour tout réel A > 0 on pose : Ay ={z € E; f(z) > A} € 7.

1
i) Etablir Uinégalité de Markov : p(Ay) < X/ fl@)du.
E
it) En déduire que la partie Ay est de mesure finie.

1
2) Montrer que la partie {x € E; f(z) # 0} = U {z € E; f(x) > E}
neN*
3) En déduire que la partie mesurable {x € E; f(z) # 0} est o-finie.

4) Vérifier que lintersection dénombrable m A, ={z € E;| f(z) |= +o0}.
n>1
5) En déduire que la partie mesurable, {x € E ; f(x) = +00}, est de mesure nulle.

Exercice 106. Soit (E, 7, u) un espace mesuré. On suppose qu’il existe une suite de parties mesurables
et disjointes deux & deuzx, A, € T, telle que E = U A,. Et, soit f : E — R fonction p-intégrable fizée.
n>0
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1) Montrer qu’on a l’expression, / dp = Z/ fdp.
E n>0 An

2) Pour tout entier n > 0 on pose B, = {x € E;n <| f(x) |[<n+1}. Montrer que la série numérique

de terme général nu(B,) converge et on a : Zn,u(Bn) < / | f1]dp.
n>0 E

Exercice 107 (Fonction de répartition). Soit (E, J, 1) un espace mesuré. Etant donnée une fonction
fTR,7)— RY qui est p-intégrable on lui associe une fonction de répartition relativement a la mesure

u, elle est définie par Uexpression :
vt e R, Ft):=p{zecE; f(z)>1t})

1) Montrer que la fonction de répartition, F : R — RT est décroissante continue a droite sur R.
2) Montrer que . lim F(t) = p(E). (Remarquer que {x € E; f(z) > —c0} = U {z € E; f(x) > —n}).
——00
neN
3) Montrer que si la mesure p est finie, alors lim F(t) = 0.
t—+o0

4) Soit A € T une partie mesurable de mesure finie (ie. 1(A) < +00).

1) Déterminer la fonction de répartition F associée a la fonction caractéristique x a.

—+oo
1) Montrer que / F(t)dt = u(A).
0
=n
5) Soit f = Z aixa, une fonction étagée positive p-intégrable telle que a1 < az < -+ < ay,.
i=1
a) Montrer que la fonction de répartition F associée a la fonction étagée f est donnée par les expressions

sutvantes :
N(A1)+M(A2)++/J(An):F(O) si 0§t<a1
w(Ag) + pu(Az) + -+ u(A,) = F(a1) si a; <t<as
F(t) = : : :
w(Ay) = F(ap—1) St Ap_1 <t <ap
0= Flay) 81 t>ap
+oo
b) Vérifier que lintégrale, F(t)dt = / fdp.
0 E

6) Montrer que pour toute fonction, f : (E,.7) — R, qui est p-intégrable on a la formule de Cavalieri :

+oo
/E fp = / p({z € B ; f(z) > 1))t
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CHAPITRE CINQ

Solution de la feuille de TD1 :

Ensembles et fonctions

Exercice 1.1 Cet exercice propose des formules qui concernent l'interaction du produit cartésien

avec l'intersection et la réunion des ensembles.

1)Ax(UBn): U (AXB”) et(LGJNAn)xB:nLGJN(A,LxB).

neN neN n
2) A x (nONBn) - nDN (A x Bn) et <TQNAH) X B = TQN (A,,, X B).
3) (% ) % (nLeJN B,) = u (A x B.) et (,QN A) % (,QN B,) = n (A > B.).

Solution 1.1 Soit E et F deux ensembles. On rappelle que le produit cartésien E x F est un ensemble
constitué par les couples d’éléments ordonnés (z,y) avec z € E et y € F.

Le but de cet exercice est de comprendre comment le produit cartésien des ensembles se comporte
avec l'intersection et I’union des familles de sous-ensembles A,, C E et B,, C F.

1.1) Prenons un couple (z,y) élément de l'ensemble A x ( U Bn>. Donc, par définition du produit

neN
cartésien et de la réunion on peut écrire :

(z,y) € A x (UB”)

neN

r€EA et ye UB”
neN
r€Aet (IneN,yeB,)

dneN,(zxeAetye B,)

(z,y) € U (A X Bn)

neN

[

Ceci démontre qu'on a : A X ( U Bn) = U <A X Bn).
neN neN

1.2) Encore, une fois, prenons un couple (z,y) élément de ’ensemble (U An) x B. Donc, par
neN
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définition du produit cartésien et de la réunion on peut écrire :

(w,y)E(UAn>><B = wéUBn et ye B
neN neN
< (IneN,xze€A,) e yeB

<~ dneN(z€eAd,etyeB)

— (z,y) € U (Aan)

neN

Ceci démontre qu’on a : ( U An> X B = U (An X B).
€N

2) Les expressions A x ( ﬂ Bn) = ﬂ (A X Bn) et ( ﬂ An) X B = ﬂ (An X B) se démontrent
neN neN neN neN

comme les précédentes, il suffit qu’on remplace le quantificateur universel 3 qui caractérision 'union
quelconque | J par le quantificatuer V qui caractérise U'intersection quelconque ().

3) Pour établir les deux expressions suivantes,

(Ua)s(Un)= U (anxe) o (Na)x(N5)= N (40en)

neN m,neN neN neN m,neN

il suffit qu’on applique les expressions établies en 1) et 2).

(Uan)(Ur) = U [(U)xn)

neN neN meN neN

= U [U (48))

meN neN

= U (Am X Bn)

m,neN
De méme,

(N a0 5) = N (N )< Bl

neN neN meN neN

D)

meN neN

= ﬂ (Am X Bn)

m,neN

Noter bien : Noter que les expressions ensemblistes établies ci-dessus restent vraies pour les familles

quelconques de sous-ensembles qui ne sont pas nécéssairement dénombrables ou finies.

Exercice 2.1 Soit E un ensemble. On vous rappelle que les limites inférieure et supérieure d’une

suite de parties, A,, C E, sont définies respectivement par :

liminf A,, := U ﬂ A, resp. limsupA, := ﬂ U Ap

neNp>n neENp>n

On vous rappelle aussi que la suite (A,) est dite convergente lorsque liminf A,, = limsup A,, ; cette

limite commune se note : lim A,.
n—-+oo

1) Montrer qu’une suite croissante de parties A,, C E converge vers lirf A, = U A,,.
n——+00
n>0

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



91

2) Montrer qu’une suite décroissante de parties A,, C E converge vers lim A, = ﬂ A,.
n—-+oo n>0
3) Montrer qu'une suite de parties disjointes deux & deux (A,) converge vers lilf A, =0.
n——+0oo

1
4) Etudier la convergence des suites de partiesde R : A, = {1+ (—1)"}, B, ={—}, Cr, = [0, 2+ ay|,
n

D,, =]0,2 — ay] olt z > 0 et a,, > 0 est une déroissante convergeant vers zéro.

Solution 2.1 1) Soit (A,) une suite croissante de sous-ensembles ie. A,, C A, 1. Donc, pour tout

entier n € N on aura

N4=4, = lminfd, =] 4= 4

p>n n>0p>n n>0

De méme, puisque (A,) est croissante on aura pour tout n € N, 4,, = AgU---U A, ; et par suite :

UAp:UAn — limsupAn:ﬂUAp:UAn

p>n neN n>0p>n n>0

Par conséquent, la suite croissante (A,,) converge et sa limite est égale & : lim A, = U A,.
n—-+oo neN
2) Soit (A,,) une suite déroissante de sous-ensembles ie. A,,11 C A,. Noter que pour tout n € N,

A, = AgN---NA,, ceci entarine que

()4 =) An — liminf A, = (] () 4p =[] 4n

p>n neN n>0p>n n>0

D’autre part, par la décroissance de la suite A,, on voit que la réunion :

U4 =4, = limswpd, =) J4={)A4n

p=n n>0p>n n>0
Par conséquent, une suite décroissante (A,,) converge avec nEI—&I-loo A, = m A,.
3) Rappelons qu’une suite de sous-ensembles A4,, C E est dite disjointe gf Npour tout couple d’entiers
m#mnonaA,NA, =0.
D’abors, observer que nous appliquons alors la définition des limites inf et sup en utilisant les quan-

tificateurs universels on obtient :

reliminfd, =] (4, < @EnoeN)VneN), n>ng = z €A,

neNp>n

Cette derniere équivalence montre qu’un point x € E appartient au sous-ensemble liminf A,, si et
seulement, si il appartient & tous les termes de la suite A,, apparir d’un certain rang ng. Par conséquent,
si les termes A,, sont disjoints deux & deux il s’ensuit que liminf A,, = .

De méme, par définition de la limite sup on peut écrire

zelimsupd, = () (J4, <= (MmeN)(FPpeN), p>n = zc4,
neNp>n

Pour comprendre la signification de cette équivalence on va 'appliquer aux entier n € N comme suit :
i) Prenons n = 0 il existe donc un ng > 0 tel que = € A4,,,,.
ii) Prenon n = ng + 1 il existe donc un ny > ng + 1 > ng tel que z € A,,.

iii) Prenon n = n; + 1 il existe donc un ny > ng +1 > ng tel que z € 4,,,.
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iv) En continuant par récurrece on conclut qu'il existe une suite infinie de parties telles que = € A, .

Ainsi, suite a ce prcedé on déduit qu'un point x appartient & lim sup A,, si et seulement, si x appartient
& une infinité de termes A, de fagon aléatoire (non nécéssairement ordonnée). En conséquence, pour
toute suite de parties disjointes sa limite sup : limsup A,, = 0.

Conclusion : une suite de parties disjointes, A, converge vers 'ensemble vide : lim A, = (.
n——+4oo

Remarque 8. La notion de convergence des suites de parties et différente de la notion de convergence
des suites numériques. Pour expliquer ce fait, considérons une suite infinie de nombres réels (x,) qui
converge vers un réel et dont les termes sont distingues deux & deux; ceci nous donne alors une suite

de singletons disjoints {x,} ; donc sa limite en tant que suite de sous-ensembles
li = li
N

4) Applications : i) La suite de parties 4, = {1+ (—=1)"} C R ne contient que deux termes :
Aspi1 = {0} et A, = {2}. Donc, pour tout entier n € N,

U4, =1{02} = limsuwp4d, =) JA4,={02}

p>n n>0p>n

et
(N4 =0 = liminfAd, =[] [)A4,=0
p>n n>0p>n
En conséquence, la suite de parties A, = {1+ (—1)"} diverge.
ii) La suite de parties B,, = {l} est disjointe, donc elle converge vers I’ensemble vide.
iii) Puisque la suite réelle a,, > 0 est décroissante on aura pour tout réel x > 0 et n € N, 2+ a1 <
Z + an, il s’ensuit donc que la partie C,, = [0, 2 + a,[D Cpy1. Ainsi, comme la suite de parties C,, est
décroissante, elle converge avec
nEIJIrloo C, = QO C, = HDO[O, x4+ an[=1[0,2+ ngg}oo an]
iv) De méme, puisque & — a,, < & — a,+1 il en résulte que la partie D,, =]0,2 — a,,] C Dy 41 ; donc la
suite de parties D,, est croissante. Par conséquent, elle converge avec

lim D, = UD”: U[O,xfan[: [0,z — lim a,|

n—-+oo n——oo
n>0 n>0

Exercice 3.1 Soit «,, € R une suite strictement décroissante avec lim «, = a € R. Montrer que
n—-+o0o

pour toute fonction f: E — R on a :

-{z € B f(z) > a} = | J{z € B f(2) > an};

n>0
-{z € E;f(z) <a}= ﬂ{x €E; f(z) < an}.
n>0
Solution 3.1 Soit @, € R une suite strictement décroissante avec lim «, = a € R, et soit

n—-+oo
f+ E — R une fonction.

i) Montrons qu’on a I'égalité : {z € E; f(x) > a} = U {z € E; f(x) > a,}.
n>0
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En effet, puisque la suite a,, décroit vers le réel «, on aura pour tout entier n € N :
a=inf{a,,neN}<a, = {zcE;f(z)>a,} C{zrcE;f(zx)>a}

Par conséquent, la réunion : U {z € E; f(z) > an} C{zx € E; f(z) > a}.
n>0
Inversement, prenons un point zo € {z € E; f(z) > a}, donc f(z9) > «. Ainsi, si on pose ¢ =

f(zg) — a > 0; la caractérisation de l'inf permet de trouver un n € N tel que
a<ap,<eta = a,<et+a=f(rg)) = TIneNuzxec{xec;f(z)>a}

Ce qui implique que le sous-ensemble {x € E; f(z) > a} C U {z € E; f(x) > an}.
n>0
ii) Montrons qu’on a l'égalité : {z € E; f(z) < a} = ﬂ {z € E; f(x) < an}.
n>0
En effet, comme o < «y,, Vn € N il s’ensuit que le sous-ensemble

{ze€eE;f(x)<a}C{z€E;f(z) <a,},y/neN = {z€E;f(zx)<a}C ﬂ{er,f(x) < ap}
neN

Inversement, si un point y € m {z € E; f(z) < a,} on aura, par définition de l'intersection :
neN

VneN, yef{r eE; f(x) <an} = VneN, fly) <an = [fly)<a = ye{zecE f(z)<a}

Exercice 4.1 Soit f, : E — R une suite de fonctions.
1) Pour tout réel ¢ € R montrer qu’on a les expressions suivantes :

-{z € E;sup f(x) > c} = U {z € E; f,(x) > c}.
neN neN

- E; inf = E; .
{z € ; Inf fu(z) < c} nLeJN{x €E; f(z) <c}
2) Calculer les limites inférieure et supérieure de la suite : 4,, = {z € E; f,(z) > c}.

3) Pour une fonction f: E — R donner une interprétation de la partie :

D= () U (e B | file) — fla) <7}

reQ} nENp>n

Solution 4.1 Soit f, : E — R une suite de fonctions.

1) i) Montrons que pour tout réel ¢ € R, {z € E;sup f,(z) > ¢} = U {z € E; fu(z) > c}.
neN

neN
Noter que par définition de la borne supérieure d’une suite, si un point z € E vérifie

c< fulz) = c<supfu(r) = {ze€E;c< fu(x)} C{xecE;c<supfn(z)}
neN neN

Par conséquent, U {z € E; f(z) > c} C {z € E;c < sup fn(z)}.
neN neN

Inversement, fixons un point y € {z € E; ¢ < sup f,,(z)}; donc ¢ < sup f,(y). Ainsi, comme la borne
neN neN

supérieure est le plus petit de tous les majorants de la suite numérique {f,(y);n € N} on conclut que
le réel ¢ n’est pas un majorant de cette suite, donc il existe un ng € N tel que

¢< faoy) <sup fuly) = ye [ J{zeBie< fula)}
n€N neN
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Par suite, puisque I'inclusion réciprque est vraie on conclut qu’on a 1’égalité :

{z € E;sup fp(z) >c} = U {z € E; fu(z) > ¢}
nel neN
ii) L’égalité {z € E; ing fu(z) < c} = U {z € E; f,(z) < ¢} se démontre comme la précédente, il
ne

neN
suffit qu’on remplace sup par inf et plus petit majorant par plus grand minorant.

2) i) Calculons limsup 4,, = ﬂ U {z € E; fp(z) > c}.
n>0p>n
Noter que d’apres ce qui précede on peut écrire :

limsup A,, = ﬂ {z € E;sup fp(z) > c} = {x € E;limsup f,(z) > ¢}
p2n

n>0 n—-4o0o
ii) De la méme fagon on voit que :

liminf A, = | J ({2 € Bi fy(2) > c} = U{er;;ggfp(x) > ¢} = {z € B;liminf f,(z) > c}

n>0p>n n>0

3) Prenons un point z € D = ﬂ U ﬂ {z € E; | fp(x) — f(z) |< r}. Cette affirmation on peut la
reQi neNp>n
traduire avec les quantificateurs comme suit :

(VreQl)FeN)(VneN), p>n = | fplz)— f(z)|<r

Noter qu cette expression logique nous rappelle la définition de la convergence de la suite numérique
Jn(x) exprimée par les € > 0 rationnels. Mais, comme Q est dense dans R* on en déduit que la partie

D C E n’est autre que le domaine de convergence simple de la suite de fonctions f,, vers la fonction f.

Exercice 5.1 Montrer que les fonctions caractéristiques vérifient les propriétés suivantes :
1) VA, BCE), ACB <= xa<xsB-
2) (VA,B CE), XanB = X4 X XBs XAUB = XA+ XB — XA X XB, XAAB = X4 +XB — 2X4 X XB-
3) VAQE, X Ac :l—XA.
4) f: E — R est une fonction caractéristique si et seulement, si f(1 — f) = 0.
5) Pour toute suite de sous-ensembles A,, C E montrer qu’on a les expressions suivantes :
1. i) su = et i) inf x4, = .

) jZE XA = XUz 04, ) j2n X T X054,
2. 1) hnI,r—l>1£f XAn = Xjim inf A, et i) hfl_ilip XAn = Xjjy sup A,

n—oo n—oo

6) En déduire que la suite de fonctions caractéristiques, x4, , converge simplement si et seulement si
la suite de sous-ensembles A,, converge.

7) Démontrer que le domaine de convergence simple de la série de fonctions, Z XA, , est égal au

n>0
c

sous-ensemble : (hm sup An)c = lim inf (An) .

Solution 5.1 On rappelle que pour toute partie A C E on définie sa fonction caractéristique par les

expressions :

1 si z€A
vz e E, XA(x):{O si zdA
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Pour I'ensemble vide on pose xp = 0; et pour 'ensemble E on pose xg = 1.

Etant donnée deux parties A et B de I’ensemble E on se propose ci-dessous de voir I'interaction des
fonctions caractéristiques avec les opérations ensemblistes : N, U, A et la complémentation.

1) Supposons que A C B, donc pour tout z € A on aura x4(z) =1, et comme A C B on aura aussi
xB(x) =1; ce qui entraine xa(z) = xp(z),Vx € A C B.

D’autre part, si on prend z ¢ A on obtient xa(xz) =0 < xp(x); car xp > 0. Ainsi, on voit que sur
I’ensemble E on aura x4 < xp lorsque A C B.

Inversement, supposons que x4 < xp. Dans ce cas, observer que pour tout z € A on aura ya(z) =
1 < xp(z); donc xp(z) =1 et par suite z € B. C’est-a-dire, A C B.

2) i) Pour tout couple de parties A et B C E I'expression xanp = x4 X XB est évidente.

ii) Partant de 1'union disjointe AU B = (A\ B)U (AN B)U (B \ A) on vérifie aisément la relation :

XAUB = XA+ XB — XA X XB

iii) De méme, puisque AAB = (A\ B)U(B\ A) est une union disjointe il s’ensuit par une vérification
rapide que :
XAAB = XA+ XB —2X4 X XB
3) VACE, xac=1— x4 est évidente.

4) Si f : E — R est une fonction caractéristique, elle ne prend que les valeurs 0 et 1. Donc, le produit
f(1 = f) =0 est vrai sur E.
Inversement, si une fonction f : E — R vérifie la relation f(1 — f) = 0 sur E, alors en posant

A={z€eE; f(x)#0} = f=xa

5) Fixons une suite de sous-ensembles A,, C E.

1-i) D’abord, observer que si on prend z € U A; il existe alors un j > n tel que z € A;, donc
j>n
x4, (z) = 1. Ainsi, comme sup x 4, (x) < 1 on aura sup x4, (z) = 1,V € U Aj.

jzn Jjz i>n

C c
De méme, si on prend x € ( U Aj> = ﬂ (Aj) on aura pour tout j > n, xa,(z) = 0, donc
jzn jzn
sup xa, (z) = 0. Ceci démontre que la fonction sup xa; = x
jzn jzn
1-ii) L’expression ir>1f X4, = X se démontre comme 1-i) ; il suffit qu’on remplace | J par [ et
Jj=n

j>n A
Nj>nd;
sup par inf.
Les expressions 2-1) et 2-ii) se déduisent de 1-i) et 1-ii).
6) La convergence simple de la suite de fonctions x4, est équivalente & dire qu’on a 1’égalité :
liminf x4, = limsup xa, <= liminf A, = limsup 4,,

— . = Xj-
n—o0 s o0 / Xllnnl)loI(l)f A, Xim sup A, n—o0 oo
n—oo

Donc, la suite de fonctions caractéristiques, x4, , converge simplement si et seulement si la suite de
sous-ensembles A,, converge.

7) Désignons par D C E le domaine de convergence simple de la série de fonctions, Z XA, -
n>0
Soit « € D. On rappelle que la série numérique Z X4, () converge si et seulement, si la suite des
n>0
restes R, (z) = Z X4, (x) converge vers zéro. Ceci se traduit pour € = 1/2 par :
p2n

(Fno eN)(YneN), n>ny = O§ZXAp(x)<1/2 = p>n>ng, xa,(z)=0
p>n
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(&
Ainsi, de ces implications on voit que le point z € D C U ﬂ A, = (hm sup An> .
n>0p>n
C
Inversement, tout point x € (lim sup An) = U ﬂ Aj, donne une suite de restes Ry, (z) = Z X4, ()
n>0p>n p>n
qui s’annule a partir d’un certain rang, donc x appartient au domaine de convergence simple D.
c
Par conséquent, la série de fonctions Z X4, converge simplement sur la partie (hm sup A") .
n>0

Exercice 6.1 Montrer que I'application, x : P(E) — F(E,R), qui associe & tout sous-ensemble
A C E sa fonction caractéristique x4 est injective. En déduire que P(E) est en bijection avec le sous-

ensemble de fonctions :
F(E,{0,1}) ={f € F(E,R); f(1 — f) =0}

Application : Montrer que ’ensemble de toutes les suites telles que u,, = 0 ou 1 est non dénombrable.

Solution 6.1 En utilsant le 1) de l'exercice 5.1 on voit que I’égalité x4 = x p entraine A = B. Donc,
Papplication, x : P(E) — F(E,R), qui associe & tout sous-ensemble A C E sa fonction caractéristique
Xa est injective. D’autre part, observer que pour toute partie A C E on a la relation x4(1 — x4) = 0.

Par conséquent, I'image de ’application x :
X(P(E)) € {f € F(E,R); f(1 - f) = 0}
Inversiment, si une fonction non nulle f : E — R vérifie la relation f(1 — f) on voit que si on pose
A={zeE f(z) #0} — [f=xaex(P(E))

Autrement dit, on a x(P(E)) = {f € F(E,R); f(1 - f) =0}.

Application : Rappelons que la donnée d’une suite d’éléments d’'un ensemble E est équivalente a
la donnée d’une fonction f : N — E. En conséquence, ’ensemble de toutes les suites numériques (uy,)
telles que u, = 0 ou 1 est égal & ’ensemble de fonctions F(N, {0,1}) qui est bijectif avec 'ensemble des
parties P(N) via Papplication x. Ainsi, en utilisant le résultat du Cours qui montre que ’ensemble des
parties P(N) est non dénombrable on en déduit donc que I’ensemble des suites numériques (u,,) telles

que u, = 0 ou 1 est non dénombrable.

Exercice 7.1 Soit {pi1, - ,pm} une famille de m-nombres premiers distingues deux & deux. En
considérant, f(aq,- - ,a,) = pl* - pSm, montrer que le produit cartésien N est dénombrable.
Solution 7.1 Soit {p1,- -+ ,pm} une famille de m-nombres premiers distingues deux & deux, et pour
tout m-uplet (a1, ,ay) € N™ posons
f(al,. . ’am) :p{lll . .pz‘{”

ceci définit une fonction f : N — N*.
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Supposons que pour un couple (aq, -, ) et (b1, -, Bn) € N™ on a Pégalité :
flag,--- aan) = f(ag, - aam) — p?l"'p%m =p' "-pgln
Ainsi, puisque les nombres premiers py, - - - , p,, sont distingues deux & deux; le théoréme de I'unicité

de factorisation des entiers en puissances de nombres premiers montre qu’on a :

a1 =PB1, 0, = Bm

Donc, la fonction f est injective et par suite le produit cartésien N™ est dénombrable.

Exercice 8.1 F(N) désigne ’ensemble des parties finies de N. Pour tout n € N on pose,
Fo(N)={A CN| max(A) =n}

1) Montrer que le cardinal Card(F, (N)) = 2™.
2) Montrer que F,,(N) N F,,(N) = 0 si et seulement si n # m.

3) Montrer que ’ensemble des parties finies F(N) = U Fn(N). En déduire qu’il est dénombrable.
n>0
4) Application : L’ensemble de toutes les parties dénombrables de N est non dénombrable.

Solution 8.1 Avant le développement de la solution de I'exercice, on prefere donner un bref rappel
sur le calcul du cardinal des ensembles finis. Les formules qu’on va rappeller ici sont en effet des exercices
pour I'étudiant.

i) Soient E un ensemble fini, et F,G C E des sous-ensebles. On vérifie alors que le cardinal de la
réunion

Card(F U G) = Card(F) + Card(G) — Card(F N G)

ii) Le cardinal de ’ensemble des parties de E est une puissance de deux, plus précisément on a :
Card(P(E)) = 9Card(E)
iii) Le cardinal de deux ensembles finies E et F est égal au produit des cardinaux de ces ensembles :
Card(E x F) = Card(E) x Card(F)

Maintenant, passons a la solution de ’exercice 8.1.

Désignons par F(N) l'ensemble des parties finies de N, et pour tout n € N posons
Fo(N)={A CN | max(4) =n}

1) Montrons que le cardinal Card(F, (N)) = 2.
Notons que toute partie A C N qui appartient au sous-ensemble des parties F,, (N) contient I'entier n,

car; n est son plus grand élément. Ainsi, puisque la partie A C {0,1,--- ,n} on déduit que 'ensemble

Fo(N)={AeP{0,1,--- ,n})/n € A}
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Donc, l'ensemble des parties P({0,1, - ,n — 1}) est bijectif avec 'ensemble F,,(N) via I'pplication
naturelle : A — AU {n}. Par conséquent,

Card(F,(N)) = Card(P({0,1,--- ,n—1}) =2"

2) Observer que si une partie A € F,(N) N F,,,(N) on aura max(A) = n = m ce qui entraine que
Fn(N) N Frpn(N) = 0 si et seuement si m # n.

3) Dans 1) on a vu que pour tout n € N I'ensemble F,,(N) C F(N) est finie de cardinal 2", donc la
réunion U Fn(N) C F(N).

n>0

Inversement, si on se donne une partie finie A élément de F(N) son plus grand élément max(A) =

n € A, et donc A € Fo(N). D'olt, F(N) € | Fu(N).
n>0
D’autre part, observer que pour tout entier n € N en posant 4,, = {n} on obtient une famille infinie

d’ensembles finis telle que {A,,/n € N} C F(N). Donc, I’ensemble des parties finies F(N) est infini.
Enfin, pour montrer que 'ensemble des parties finies F(N) est dénombrable il y a au moins deux
méthodes que nous développerons ci-dessous.
Meéthode 1 : On applique le résultat du cours qui affirme qu’une réunion dénombrable d’ensembles au

plus dénombrables est un ensemble au plus dénombrable. Voci son énoncé :

Proposition 58. Soit E un ensemble infini. Alors, pour toute suite de sous-ensembles dénombrables

A, CE la réunion U A, CE est un sous-ensemble dénombrable.
neN

Démonstration. Posons By = Ay et pour tout n € N* posons B, = A, \ (AO U---u An_l) C A,,. Noter
que les sous-ensembles B,, sont disjoints deux & deux : Vn # m, B,, N B, = 0, en plus, la réunion

U 4. = | Bn-

neN neN
Maintenant, si pout tout entier n € N on fixe une bijection f,, : A,, — N on voit que I'applicaion

f: U B,, — N x N définie par ’expression :
neN

Va € By, f(x)=(n, fu(x)) e Nx N

est injective. Donc, la réunion U A, est un sous-ensemble dénombrable. O
neN
Meéthode 2 : Rappelons que dans 2) nous avons vérifié que les sous-ensembles finis F,, (N) sont disjoints

deux a deux. Donc, la réunion disjointe finie
E,=FN)UF(N)U---UF,(N)
est un ensemble fini de cardinal
Card(E,) = Card(Fo(N)) + - - - + Fo(N)(F(N)) =20 4- 2! ... y2m =2n+L 1

En conséquence, pour tout entier n € N I’ensemble E,, = Fo(N) U F1(N) U --- U F,(N) est bijectif
avec le sous-ensembles des entiers F,, = {1,2,3,---,2"+1 — 1},
De méme, puisque pour tout entier n € N on a l'inclusion F,, C F,,;; on en déduit que la réunion

U F,, = N* qui est en effet bijective avec la réunion U E, = F(N). Enfin, pour construire une

n>1 n>0

bijection entre la réunion disjointe F(N) = U Fn(N) et ensemble des entiers non nuls N* on pourra
n>0

procéder de la maniere suivante :
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1. Pour tout entier n € N fixons une bijection f, : F,,(N) — {1,2,3,---,2"};
2. Pour toute partie A € F,(N) posons f(A) = fn(A) +2" —1;

3. La correspondance, f : U Fn(N) — N*  est une application bien définie qui vérifie :
n>0

VA€ F,(N), 2" < f(A)<2"tt -1

4. Pour tout n € N l'image f(F,(N)) = {2",2" +1,---,2"*"! — 1} est de cardinal 2.

En partant de ce qui précede on vérifie aisément que 'application, f : U Fn(N) — N*_ est bijective
n>0
(fais le!). Par conséquent, ’ensemble des parties finies F(N) est un ensemble dénombrable.

4) Désigone par D(N) I'ensemble de toutes les parties de N qui sont dénombrables (infinies). Noter
alors qu'une partie A C N est soit finie, ou soit qu’elle est infinie mais; elle est dénombrable. Ceci
montre que ’ensemble des parties de N : P(N) = F(N) U D(N).

Ainsi, comme ’ensemble des parties P(N) est infini non dénombrable (voir le Cours, Chp I) et que
d’aprés 3) 'ensemble des parties finies F(N) est infini dénombrable; on en déduit alors que ’ensemble

des parties dénombrables D(N) est non dénombrable.
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CHAPITRE SIX

Solution de la feuille de TD2 :

Ensembles et fonctions mesurables

Exercice 1.2 Soit E un ensemble. Montrer que pour toute partie A C E la famille de parties
C(A)={BCE; ACB ou AN B =} est une tribu.

Solution 1.2 On se propose de vérifier que la famille de parties suivante est une tribu sur E,
C(A)={BCE; ACB ou ANB =10}

i) Noter que @ et E € C(A),car: ANP=0et ACE.

ii) Si la partie A C B on aura l'intersection B N A = (); donc le complémentaire B¢ € C(A). De
méme, si on a BN A = () on en déduit que la partie A C B¢; donc le complémentaire B¢ € C(A). Par
conséquent, la famille de parties C(A) est stable par le passage au complétentaire.

iii) Considérons une suite de parties A,, € C(A). Noter que si il existe un ng € N tel que A C A,,
il s’ensuit que A C A4,,, C U A, ; donc la réunion U A, € C(A). Encore, si pour tout entier n € N

n>0 n>0

Iintersection A, N A = () on aura alors AN ( U An> =(; donc U A, € C(A).
n>0 n>0
Conclusion : la famille C(A) est une tribu sur 'ensemble E.

Exercice 2.2 Soit E un ensemble muni de deux tribus 77 et %.
1) Donner un exemple ou la réunion .77 U 75 n’est pas une tribu. Que peut-on dire de 93 N F% ?

2) On consideére les trois familles de parties de E définies comme suit :
O ={AUB; Ae A et Be Z}t, Q={ANB; Ac 7 e Be R}, Qi=7AU%

Comparer les trois tribus engéndrées o(£21), o(Q2) et o(£23).
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Solution 2.2 Soit E un ensemble muni de deux tribus 7 et %.

1) i) Sur 'ensemble & trois éléments {0, 1,2} prenons les deux algebres (tribus finies) :
'% = {@’{O}’{1’2}7{071’2}} et '% = {@,{1},{072},{0,172}

Noter alors que la réunion 7 U % = {0, {0}, {1}, {0,2},{1,2},{0,1,2}} n’est pas une algebre, car
Iintersection {0,2} N{1,2} = {2} ¢ 1 U %%.

Ainsi, suite a ces exemples on conclut que la réunion de deux tribus n’est pas en général une tribus.

ii) L’intersection quelconque des tribus est toujours une tribu; c’est un résultat vu dans le Cours.
Donc, en particulier I'intersection de deux tribus .77 N % est une tribu.

2) On consideére les trois familles de parties de E définies comme suit :
O ={AUB; A€ A et Be R}, Q={ANB; Ac A et Be R}, Q=7AU%

i) Noter que la tribu % C 4, car si on prend A € 7 et B=0 € 9 on voit que A = AUD € Q.
De la méme facon, on voit que la tribu 95 C Q. D’ou, 3 U 95 = Q3 C Q.

ii) Noter aussi que la tribu &3 C Qq, carsion prend A € 73 et B = E € % on obtient ANE = A € Q5.
De la méme facon, on voit que 5 C Q5. D’ou, 71 U .95 = Q3 C Q.

iii) Maintenant, puisque la famille Q3 C Q4 et Q3 C Qs le passage aux tribus engendrées nous donne :
a(Q3) Co(y) et a(Q3) C o(Q2)
iv) D’autre part, comme les tribus & et % sont incluses dans la famille 3 il s’ensuit que
VAe A)VBe F) = AUB et ANB € o(AUR%)=0(Q3) = Q1 Co(Q3) et Q2 Co(Qs3)

Enfin, le passage aux tribus engendées donne les inclusions inverses : 0(21) C 0(Q3) et 0(Q2) C o(Q3).

Conclusion : les trois tribus engendrées sont égales o(21) = o(€2) = o(Qs3).

Exercice 3.2 1) Montrer que la tribu borélienne, B(R), est engendrée par la famille des sections
commengantes, C := {]a, +o0[;a € R}.

2) Montrer que la sous-famille des sections commengantes, C' := {]a,+oo[;a € Q} C C, engendre
également la tribu borélienne B(R).

3) Pour tous réel a € Ret i = 1,--- ,m les parties, A;(a) = {(x1, - ,2m) € R™;2; > a}, s’appellent
demi-espaces standards de R™. Montrer que dans R™ la famille de tous les demi-espaces standards
engendre la tribu borélienne B(R™).

Solution 3.2 On rappelle que la tribu borélienne B(R™) est engendrée par les ouverts de la topologie
usuelle de R que 'on définit a partir de la distance euclidienne.

1) Les demi-droites de type ]a, +oo[ sont des ouverts de (R, | - |), donc ]a,oo[€ B(R),Va € R. Ainsi,
comme la famille des sections commencantes C C B(R) il en résulte que la tribu engendrée o(C) C B(R).

Inversement, puisque la tribu o(C) est stable par passage au complémentaire on voit que la sec-
tion finissante fermée (Ja,4+o00[)¢ =] — 00, a] € o(C). Par conséquent, pour tout couple de réels a < b
I'intersection : | — oo, b]N]a, +o00[=]a, b] € o(B(C).

Ainsi, puisque maintenant la famille des intervalles de type Iy = {]a,b];a < b} C o(C) on en déduit
que la tribu engendrée o(Iy) C o(C). Finalement, si on applique le résultat vu dans le Cours affirnant
que la tribu borélienne B(R) = o(I) on en déduit qu’on a 1'égalité o(C) = B(R).
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2) Rappelons que tout nombre réel x € R est limite d'une suite de nombres rationnelles que 1’on

peut choisir monotone. En effet, partant de la définition de la partie entiere on obtient deux suites

numériques :
2"y 2"y
Vn € N, 2"z] <2z < [2"z]+1 = @m, = [2n] <z <y, = [2n] +§
) ) (2] )
i) La suite x,, = on est croissante. En effet, Vn > 0 :

2n g, o =[2" ] > 2"y — 1 > 22" —1=2"T1g, -1 = 2"Tlg,. >2"Tlg,

car 2"z, € Z. Donc, la suite x,, est croissante.
2"y 1
ii) La suite y, = [ on ] + o est décroissante. En effet, Vn > 0 :

2y =[2"2] +1> 2" = 2"ty > 2"l > 20ty = 27Ty, > 27Tl + 1 =2y,

Il ne reste qu’a diviser la derniere inégalité par 2"+ pour déduire que la suite y,, est décroissante.
Maintenant, on se donne un réel a € R et une suite de nombres rationnels décroissante y, > yp+1 > a

convergent vers a. Avec ces données on voit que I'ouvert :

Ja, +o0l= | lym +[€ 0(€') = {la,+oa € R} C o(C) C B(R)
n>1
Ainsi, comme la tribu engendrée o(C’) contient la famille d’ouverts {]Ja, +o00[; a € R} qui engendre la
tribu borélienne B(R) (voir le Cours) ; on aura donc 1’égalité : o(C') = B(R).
3) Montrons que la famille des parties, H,,, constituée par les demi-espaces standards de l’espace
Ai(a) ={(z1, -+ ,zm) ER™;2; > a} aveca € Ret i =1,--- ,m; engendre la tribu borélienne B(R™).

D’abord, observer que les demi-espaces A;(a) sont des ouverts de R™, donc la famille
Hm CBR™) = o(Hm) CBR™)

Inversement, si on prend une famille de m-couples de réels tels que a; < b; on voit que le pavé,

i=m

[Tlai 0 = (Asan) 0 A5(00)) 00 (Alam) N A5, (b)) € 0(Hn)

i=1
Ainsi, puisque dans le Cours, on a vu la famille des pavés engendre la tribu borélienne R™ on aura
donc I'égalité : o(H,,) = B(R™).

Exercice 4.2 Montrer que la famille des parties compactes, I(R™), de l'espace métrique euclidien
(R™, ds) engendre la tribu borélienne sur R™ ie. o(K(R™)) = B(R™).
Indication : Utiliser, R™ = U Ba,(0,n).
neN*

Solution 4.2 Les compacts de R™ (espace métrique séparé) sont des fermés, donc la familles des
compacts K(R™) C B(R™), par suite la tribu engendrée o(IC(R™)) C B(R™).
Inversement, prenons un fermé F C R™. Dans ce cas l'intersection F' N By, (O, n) est compacte dans

R™. En plus, comme F = U (F N B, (O, n)) on en déduit que la famille des fermées F C o(IC(R™)).
n>1
Enfin, puisque la famille des fermées F engendre la tribu borélienne on conclut que B(R™)o (K(R™)).
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Exercice 5.2 Soit A € B(R™) une partie borélienne. Montrer que pour tout vecteur h € R™ et pour
tout scalaire A € R les parties, A+ h = {z + h; x € A} et AA = {Az; = € A}, sont des boréliennes de
R™.

Solution 5.2 Il y a deux méthodes pour développer la solution de I’éxercice proposé. La premiere
méthode utilise la mesurabilité des applications tandis la seconde méthode reste dans le cadre des tribus.

i) Méthode de la mesurabilités.

Observer que pour tous h € R™ et A € R les applications z — Th(x) = x + h et x — My(z) = Mz
sont continues par rapport a la topologie usuelle de R™, donc elles sont mesurables. Par conséquent,

pour toute partie borélienne A € B(R™) on aura :
-1 -1
Vh € R™, (T_h) (A)=A+heBR™) et  VYAAO, (M1 /A) (A) = A\ € B(R™)

Bien siir, si A = 0 on aura pour toute partie A C R™, 04 = {0} € B(R™).
ii) La méthode des tribus : Considérons la famille de parties boréliennes de R™ définie par :

M ={A € BR™); Vh € R™ = A+ h € BR™)}

a) Noter que si O C R™ est un ouvert alors tous ses translatés O + h sont des ouverts. Car, si un
point z € O + h on aura z — h € O. Ainsi, comme O est un ouvert il existe un réel r > 0 tel que la
boule ouverte de R™ :

Bx—h,r)CO = B(z,r)CO+h

Suite a cette remarque on conclut que la famille M contient toutes les parties ouvertes de R™.

b) D’autre part, si on se donne une suite de parties A,, € M on aura pour tout vecteur h € R™,

(UAn)+h=U (4n+h) €BR™) car ¥n Ay +heBR™) = [JAeM
n>0 n>0 n>0

Dongc, la famille M est stable par les réunions dénombrables.

¢) De méme, noter que pour toute partie A € M C B(R™) le complémentaire A¢ € B(R™). De plus,
puisque pour tout vecteur h € R™ la translation A° +h = (A + h)¢ € B(R™); car A+ h € B(R™)
on en déduit que la partie complémentaire A° € M. Donc, la famille M est stable par passage au
complémentaire.

Conclusion : Puisque la famille M = {4 € B(R™); Vh € R™ = A+ h € B(R™)} est une tribu
contenue dans la tribu boréleinne, et en méme temps; elle contient tous les ouverts de R™ donc elle
est égale a la tribu borélienne B(R™). Par conséquent, toutes les translatés d’une partie borélienne
A € B(R™) sont des boréliens de R™.

En procédant comme ci-dessus ; on vérifie que la tribu borélienne B(R™) est table par les homothéties.

Exercice 6.2 Soit f : (R™,B(R™)) — (E,.7) une application mesurable. Montrer que pour tout
vecteur h € R™ et pour tout scalaire A > 0 les applications, fp,gx : (R™,B(R™)) — (E,.7), définies

par les exppressions suivantes sont mesurables :

Vo eR™,  falz) = f(z—h) et gr(x) = fz/N)
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Solution 6.2 Comme dans I'exercice précédent, pour tous h € R™ et A € R considérons les applica-
tions mesurables x +— Tp,(z) = z + h et © — My(x) = Az (elles sont continues). Ceci permet de voir
que les fonctions fp = foT_j et g\ = fo M,y sont composées par des fonctions mesurables, donc elles

sont mesurables.

Exercice 7.2 Soit (E,.7) un espace mesurable et F' : E — R™ une application de composantes

fla Ty f'm ] )
=m =m
1) Montrer que pour tout pavé ouvert H]aq;, b;[C R™ Tinverse : F’l(H ai, by ﬂ f (Jas, b
i=1 i=1

2) En déduire que l'application F : (E,.7) — R™ est mesurable si et seulement, si ses composantes
fi : (BE,.7) — R sont mesurables.

Solution 7.2 Soit (E, ) un espace mesurable et F': E — R™ une application dont les composantes

sont désignées par : f1, -, fin-
i=m
1) Soit H]ai, b;[C R™ un pavé ouvert. Par définition de I'image inverse on peut écrire :
i=1

F(l‘) = (fl(‘r)a ’fm(‘r)) € H]ai7bi[

Vi=1,--- ,m; fi(z) €la;, bi
Vi=1,---,m; a; < fi(x) < by
Vi=1,---,m; € f " (Jai, bs])

xeﬂf lai, bi[)

Ce qui démontre ’égalité ensembliste proposée.

Pttty

2) Si l'application F' : (E, ) — R™ est mesurable il s’ensuit que les fonctions composées, pr;o F' = f;,

sont mesurables ; ou pr;(z) = x; désigne la iéme projection de R™ sur R qui est mesurable (Voir le Cour).

Inversement, si toutes les composantes f1, -+ , f, sont mesurables sur (E,.7) dans (R, B(R)) on voit
que pour tout indice i = 1,--- ,m l'image inverse f;*(Ja;,b;[) € 7, donc leur intersection
i=m i=m
() £ Qaibil) = F71 ([ [ b
i=1 i=1

D’autre part, puisque les pavés ouverts de R™ engendrent la tribu borélienne B(R™) on en déduit
que l'application F' est mesurable sur (E,.7) dans (R, B(R™)).

Exercice 8.2 Etant donnée deux espaces mesurables (E,.7) et (F,.7) et une fonction f : E — F;

on leurs associe les familles de parties suivantes :
UL = THA)CBs A€ ), fu(T)={ACT; A e T} et f(T)i={f(A)Ac T}
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1
2

Montrer que f~1(.%) et f.(7) sont des tribus sur E et F respectivement.
Montrer que f(7) n’est pas en général une tribu sur F. Justifier votre réponse.

3) Montrer que f~1(.%) est la plus petite tribu sur E qui rend f : E — (F,.#) mesurable.

4) Montrer que f.(.7) est la plus grande tribu sur F qui rend f : (E,.7) — F mesurable.

5) Montrer que pour toute famille de parties, Q C P(F), I'application f : (E, f~}(c(Q))) — (F,0(R))
est mesurable. En déduire qu’on a la formule de transfere : f=1(o(Q)) = o(f~1(Q)).

—_— — ~— ~—

Solution 8.2 Soient (E,.7) et (F,.”) des espaces mesurables et f : E — F une fonction. On

considere les familles de parties suivantes :
UL ={THA) CE Ae s}, [(T):={ACF; [{(A)eT} et f(T):={f(A;AecT}

1) i) Vérifions que la famille de parties f~1(.%) = {f71(A) C E; A € .} est une tribu sur E.

D’abord, noter que les parties } = f~1(0) et E = f~1(F) € f~1(). De méme, si A € f~1() il
existe par définition une partie B € .7 telle que A = f~1(B), donc par passage au complémentaire on
obtient A° = f~1(B¢) € f~}() car partie B® € .% (tribu).

Noter aussi que si une suite de parties 4,, € f~1(.%) il existe une autre suite de parties B,, € .7 telle

que A, = f~Y(B,),Vn € N. Ainsi, comme la réunion

Uan=U ' B)=r"(UB)esr ')

n>0 n>0 n>0

car le fait que . est une tribu cela entraine que la réunion U B, €%.
n>0
Conclusion; f~1() est une tribu de parties sur I'esnemble E.

ii) Vérifions que la famille de parties f.(7) = {A CF; f~1(A) € T} est une tribu sur F.

L’ensemble vide § € f.(7) car f~1(0) = 0 € 7. De méme, F € f.(F) car f~1(F) = E € 7.
Noter aussi que si une partie A € f,(.7) on aura par définition f~!(A4) € .7, donc par passage au
complémentaire ; (f’l(A)>C = f~Y(A°) € Z (tribu). Donc, A€ € f.(7); ce qui montre que f,(7) est
stable par passage au complémentaire.

Enfin, si A,, € f.(.7) est une suite de parties on aur par définirion f~!(4,) € .7. Donc, la réunin

U =Uranesr = JAe f(2)

Conclusion : la famille de parties f.(.7) est une tribu sur F.

2) Si f n’est pas surjective on aura f(E) # F, dans ce cas F ¢ f(). En effet, méme si f est
surjective, en général on n’aura pas la stabilité par passge au complémentaire. Par exemple, la fonction
f(z) = 2(2® — 3) est surjective telle que si on cons=ideére la partie A = [v/3, +-00[€ B(R) on obtient :

F(A) = F([V3,+00]) = [0,+00] et f(A) = f( —o0,VB) =] — 0,2l = (f(4))" # f(4%)

Conclusion : la famille des images directes f(.7) n’est pas une tribu en général.

3) Prenons .7 une tribu de parties sur 'ensemble E telle que application f : (E,.7) — (F,.¥) soit
mesurable.

Noter que sous cette hypothese la définition de la mesurabilité entraine que pour toute partie A € .7

I'image inverse f~1(A) € 7. Or, ceci montre que la tribu image inverse,

U ={f"(A); Ae sy T
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Ainsi, grace a cette inclusion on conclut que I'image inverse f~1(.) est la plus petite tribu sur
lensemble E qui rend I'application f : E — (F,.#) mesurable.

4) Comme dans la question précédente, on se donne une tribu quelconque . sur F et on suppose
que Papplication f : (E, 7) — (F,.”) est mesurable, ceci implique que pour toute partie A € . on a
f~1(A) € 7. Ainsi, par définition de la ribu image on voit que :

S Cf(T)={ACF;f1(A) e T}

Dong, la tribu image f.(.7) est la plus grande tribu qu’on peut mettre sur Pensemble F pour que
Papplication f : (E,.7) — F devient mesurable.

5) Soient Q C P(F) une famille de parties et f : E — F une application. Noter que dans ces conditions
on obtient deux tribus engendrées : o(f2) est une tribu sur F et o(f~1(Q)) est une tribu sur E.

Maintenant, puisque la famille de parties f=1(2) C f~1(¢(2)) on en déduit que la tribu qu’elle
engendre o(f~1(Q)) C f~(o(2)). D’autre part, puisque I'application f : (E,o(f~%(Q))) — (F,0())
est mesurable, car si A € Q donne f~}(A4) € f~HQ) C o(f~1(Q)). Ainsi, comme image inverse
F~1(o(Q)) est la plus petite qui rend I'application f : E — (F, () mesurable on en déduit que I'image
inverse f~1(a(2)) C o(f~1(Q)). Donc, on a 'égalité des tribues f~1(a(Q)) = a(f~1(Q)).

Exercice 9.2 Soit f : (E, . 7) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
1) Pour tout = € E on pose, F(z) = (z, f(x)) € E x R; ¢’est 'application graphe de f.
i) Montrer que pour tout couple de parties mesurables A € . et B € B(R) on a :

F Y (Ax B)=AnfY(B)

ii) En déduire que lapplication graphe, F': (E, 7)) — (E x R, ® B(R)), est mesurable.
2) La partie, Gr(f) := {(z, f(z));z € E} C E x R, s’appelle graphe de la fonction f.
i) Montrer que le complémentaire du graphe Gr(f) dans le produit cartésien E x R est donné par :

Gr(f)° = (U £ +oolx] = oo, r ) [ (U /710 = o0, 1D x]r, o0l

reQ reQ

i) En déduire que le graphe Gr(f) € .7 ® B(R) est une partie mesurable.

Solution 9.2 Soit f : (E,.7) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
1) Pour tout = € E on pose, F(x) = (z, f(z)) € E x R; c’est la fonction graphe de f.
i) Soit A € .7 et B € B(R) des parties mesurables dans E et R respectivement. Alors, par définition

de I'image inverse d’une partie on peut écrire :
r€EF Y AxB)<= F(z)=(z,f(x)) EAxB<=uxcAet flz) e B2 AN f(B)

Donc, I'image inverse F~1(A x B) = AN f~%(B).

ii) Rappelons que la tribu produit tensoriel .7 @ B(R) est engendrée sur E x R par les rectangles
A X B avec A € J et B € B(R). Supposons alors que la fonction f : (E,.7) — R est mesurable,
donc pour toute partie borélienne B € B(R) I'image inverse f~!(B) € .7. Par suite, pour toute partie
mesurable A € .7 on aura d’apres i) : F~1(A x B) = AN f~1(B) € 7. Par conséquent, 'application
graphe F': (E,.7) — (E xR, .7 ® B(R)), est mesurable.
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2) La partie, Gr(f) := {(z, f(z));z € E} C E x R, s’appelle graphe de la fonction f.
i) Prenons un couple (z,y) € Gr(f), donc f(z) # y. Noter que cette condition nous donne 'une des
deux inégalités y < f(x) ou f(x) < y. Ainsi, par densité des nombres rationnels dans R il existe un

rationnel r € Q tel que y < r < f(z) ou f(x) < r < y. Or, ceci implique que le comlémentaire :
Gr(f)° € (U £ +ooDx] = oo, 1) [ (U 1710 = o0, 1D xr, 400l
reQ reQ

En effet, cette inclusion est une égalité (I'inclusion réciproque est évidente).
ii) Puisque on vient de voir que le complémentaire Gr(f)¢ € 7 ® B(R) on en déduire donc que le

graphe Gr(f) €  ® B(R) est une partie mesurable dans le produit cartésien E x R.

Exercice 10.2 Soit f, : (E,.7) — R une suite de fonctions mesurables. Montrer que les sous-
ensembles suivants sont mesurables :

i) I+ = {z € E; ngrfoo fu(z) =400} et I_ = {z € E; ngrfoo fu(z) = —00}.

ii) B={z € E; (fn(z)) est bornée} et C = {z € E; (fn(x)) est convergente}.

Solution 10.2 Soit f, : (E,.7) — R une suite de fonctions mesurables.
i) a) Montrons que le sous-ensemble Iy = {z € E; lirf fn(x) = 400} est mesurable.
n—-+0oo

Soit « € I, donc ll}lf_’r_l fn(x) = +00. Traduisons alors la limite & I'infini pour avoir la proposition
(Ym eN*)(3ng e N)(VneN), n>ny = fu(z)>m

qui permet de déduire que le sous-ensemble I peut s’écrire sous la forme suivante :

L= UMN 4" am +ocl)
meN* peNp>n
Ainsi, comme les f, sont mesurables il s’ensuit que les sous-ensembles, f, ' (Jm,+oo[) € 7, et par
suite le sous-ensemble I, € 7 ; car il est obtenu par les intersections et les réunions dénombrables
d’éléments de la tribu 7.
i) b) De la méme fagon que dans i) a) on vérifie que le sous-ensemble

L= N UNG0-xmbes

meN* peNp>n

ii) ¢) Montrons que le sous-ensemble B = {z € E; (f,(x)) est bornée} est mesurable.
Noter que si € B il existe un entier m € N* tel que pour tout n € N on ait : —m < f,(z) < m.

Donc, le sous-ensemble

B={J Nt (=mm)e 7

meN* neN
ii) d) Montrons que le sous-ensemble C' = {z € E; (f,(x)) est convergente} est un borélien de R.

Observer que le sous-ensemble C' on pourra le décrire aussi par :

C = {z € E; liminf f,(z) = limsup f,(z)} = (lim sup fn — liminf fn)il({()})

Ainsi, comme d’apres le Cours, les fonctions f,, sont mesurables implique que les limites limsup f,,

et liminf f,, ce sont des fonctions mesurbales. Donc, le sous-ensemble de niveau C € 7 est mesurable.
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Exercice 11.2 Soit f : R — R une fonction dérivable. En utilisant la suite de fonctions,

fulw) =n(f(z + )~ f(2)

montrer que la fonction dérivée f’ : R — R est mesurable.

Solution 11.2 Puisque la fonction f est mesurable (borélienne) on en déduit que les fonctions f,
définies définie ci-dessus sont mesurables et convergent simplement sur E vers la fonction dérivée f”;
cette dernieére est donc mesurable (borélienne).

Exercice 12.2 Soit f : R — R une fonction croissante.

1) Soit a € R tel que A = f~!([a, +0o0[) # 0. Montrer que pour tout = € A, [z, +00[C A.

2) Montrer que si b= inf A € R alors I'intervalle b, +00[C A C [b, +oc.

3) En déduire que les combinaisons linéaires des fonctions monotones sont boréleinnes.

4) Soit f : R — R une fonction mesurable bornée. Montrer que pour tout réel a > 0 la fonction,

[af ()]

fo(z) = ——=,Vz € R, est une fonction étagée mesurable o, [-] : R — Z, désigne la partie entiere.
a

Solution 12.2 Soit f : R — R une fonction croissante.

1) Soit a € R tel que A = f~!([a,+oc[) # 0. Fixons réel x € A et montrons que lintervalle
[z, +00[C A.

En effet, puisque z € A on aura a < f(z). Ainsi, comme la fonction f est croissante, on en déduit que
pour tout réel y > x on aura : a < f(z) < f(y); ce qui entraine y € f~*([a, +oc[). D’ot1, [z, +00[C A.

2) Posons b = inf A € R. Noter que par définition de l'inf, on aura pour tout réel x € A, b < x; donc
la partie A C [b, +o0].

Maintenant, prenons un réel x € R tel que b < x. Noter alors que par définition de l'inf il existe au
moins un y € A tel que b < y < z. Car sinon, on aurait pour tout y € A, b < < y, or ceci contredit
le fait que b est le plus grand de tous les minorants de la partie A. Ainsi, puisque nous somme str qu’il
existe un y € A tel que b <y < x on en déduit que a < f(y) < f(x) (f est croissante et y € A). Donc,
le réel x € A et par suite tout 'intervalle b, +00[C A C [b, +00].

3) Noter que si la fonction f est croissante le résultat de 2) implique pour tout réel a € R I'image
inverse f~1([a, +oc[) est égale soit & ouvert b, +oo[ ou est égale au fermée [b, +oo|; donc f~([a, +oo[)
est un borélien de R. En conséquence, les fonctions croissantes sont mesurables.

D’autre part, si g : R — R est décroissante il s’ensuit que son opposé f = —g est croissante. Donc,
toutes les fonctions décroissantes sont également des fonctions mesurables.

Enfin, comme on sait que ’ensemble de toutes les fonctions mesurables M(R,R) est un espace vec-
toriel réel, on conclut que toutes les combinaisons linéaires de fonctions monotones sont des fonctions
mesurables.

4) Soit f : R — R une fonction mesurable bornée. Noter alors que pour tout réel a > 0 la fonction
af(x) est également mesurable bornée. D’autre part, comme la partie entiére x — [z] € Z est croissante ;

elle est donc mesurable (d’apreés 3). Ainsi, par cette remarque on conclut que la fonction composée
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x + [af(x)] € Z est mesurable bornée sur R; donc elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs dans Z.

[af(z)]

Par conséquent, pour tout réel a > 0 la fonction f,(z) = ——— est une fonction étagée mesurable.

Exercice 13.2 Cet exercice propose une démontration du théoreme de ’approximation des fonctions
mesurables par les fonctions étagées mesurables (voir le Cours).

Sur la droite achevée R = [—o0, +00] on définit une topologie dont la famille des ouverts, 7o, est
constituée par les ouverts de la topologie usuelle de R union la famille des intervalles de type ]a, +0o0]
et [—o00,b] avec a et b € R.

0) Montrer que ’espace topologique (@, Teo) est compact.

1) Montrer que la fonction 1 : [0, +00] — [0, 1] définie par les expressions suivantes :

(@) 1 si T = +00
Y(z) = z .

——— si x€|0,40

Va2 +1 | [
est un homéomorphisme % : ([0, +o0], Teo) — ([0, 1], ] - |).

2) Etant donnée une fonction mesurable, f : (E,.7) — [0,1], on lui associe une suite de fonctions
définies par :
(Vn € N)(Vz € E), fo(z) =27"12" f(2)]

i) Montrer que (f,) est une suite croissante de fonctions étagées mesurables.
ii) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur E.
3) Démontrer le théoréeme de 'approximation des fonctions mesurables par les fonctions étagées

mesurables vu dans le Cours.

Solution 13.2 Sur la droite achevée R = [—o00,+0c] on définit une topologie dont la famille des
ouverts, T4, est constituée par les ouverts de la topologie usuelle de R union la famille des intervalles
de type |a,+0o0] et [—o00,b] avec a et b € R qui représentent les voisinages des points +oo et —oo
respectivement.

0) Montrons que 'espace topologique (R, 75,) est compact.

D’abord, noter que l'espace topologique (R, 75,) est séparé, car les couples de points éléments de R
on peut les séparer par les ouverts de R qui sont aussi des ouverts de R. De méme, pour tout x # 400
(resp. & # —o0) on peut les séparer par les ouverts |x — 1,2 + 1] et Jo + 2, +00[ (resp. | — oo,z — 2[).

Maintenant, supposons qu’on a un recouvrement ouvert de R = U 0;. Donc, comme o0 € R il existe
au moins deux indices {i1,i2} C I et deux réels a; < as tels qtllij[foo,al[g Oy, et Jag, +o0] C O,,.

Noter que suite a cette remarque on obtient un recouvrement ouvert du segment

la1,a) € | JOi SR o J={iel; o0 & 0;}
i€J

Ainsi, comme le segment [a1, as] est compact dans R muni de sa topologie usuelle, il existe donc une

famille finie d’ouverts {O;,, -+ ,0;, } qui le recouvre, donc on aura aussi : R = 0;; UO;, U---UO;, .

139 "
Par conséquent, I’espace topologique (R, 75,) est compact.

1) La fonction ¢ : [0, +00] — [0, 1] définie par les expressions suivantes :
1 si T = 400
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est une bijection continue ; sa fonction réciproque est donnée par les expressions suivantes :

. +o00 si r=1
= =

—_— zel0,1

Vi 0.1
elle méme est continue de ([0, 1],] - |) dans ([0, +00], Ts)- Donc, % : ([0, +00], Too) — ([0,1],] - |) est un
homéomorphisme.

2) Soit f : (E,.7) — [0,1] une fonction mesurable; elle est donc bornée. On considére la suite de
fonctions définies par :
(Ve N)(Yz € ), fule) =221 (x)]

i) Avec les idées développées dans Iexercice précédent 12.2 on conclut que les fonctions

2" f ()]
sont mesurable étagées. Montrons alors qu’elles sont croissantes sur R.
Observer que pour tout * € R et n € Non a : 2771 £, (z) = 2[2"z]. Donc, par définition de la partie

entiere on déduit les inégalités suivantes :
2nHLf (2) < 2" f(x) < 2" T f(x)] +1 =  2"Tlf,(z) < 2" f(2)) = 2" frpa ()

Simplifiant la derniére inégalité par 2"*! on conclut que la suite de fonctions (f,,) est croissante.

ii) Noter que la partie entiere nous donne la double inégalité suivante : (Vz € E)(Vn € N),

2 f(@)] < 2f(@) <@ F1 = 0 [(@)~ fule) < 5
Par conséquent, la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur 'ensemble E.
3) Avec le résultat de 2) nous sommes en mesure de démontrer que toute fonction mesurable est
limite simple de fonctions étagées mesurables. En effet,
i) Si f: E — [0,400] est mesurable en la composant avec ’homéomorphisme ¢ : [0, +o00] — [0, 1] on
obtient une fonction mesurable, o f : E — [0, 1] qui est bornée. Done, d’aprés 2), la suite de fonctions
étagées mesurables

Fo(z) =27"[2"p o f(2)]

converge uniformément vers f o1 sur E. D’autre part, puisque ¥ ~! est continue de [0, 1] dans [0, +o0]

il s’ensuit que la suite de fonctions mesurables étagées

fal@) = 7 (Fa(@)) =47 (272" o (@)

converge simplement sur E vers la fonction f.

ii) Si f: E — R est mesurable de signe quelconque, on applique alors 1’étape i) sur la partie positive
(resp. négative) f+ (resp. f~) pour trouver une suite de fonctions étagées mesurables f, (resp. f,)
qui converge simplement sur E vers fT (resp. f7). Pour conclure, enfin, on prend la suite de fonctions

étagées mesurables f,, = f;7 — f qui converge simplement vers f = f* — f~ sur E.

Exercice 14.2 On identifie {0, 1} au corps Zs. Ainsi, pour tout ensemble non vide E ; 'ensemble de
fonctions F(E,Zs) devient une Zs-algebre unitaire relativement aux lois +, X et la multiplication par
les scalaires de Zy. On vous rappelle aussi que I'ensemble des parties P(E) est un anneau commutative

associative unitaire lorqu’on le munit par les lois A (différence symétrique) et N (voir Cours chp. I).
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D’autre part, si pour tout A € P(E) on pose : 0- A =0et 1-A = A il en résulte que (P(E),A,")
est un Zg-espace vectoriel, et que par suite (P(E), A, N, -) devient une Zg-algébre qui est commutative,
associative et untaire.

1) Montrer que toute algebre de parties A C P(E) est en fait une Zg-sous algebre de (P(E), A, N, -).
En déduire que toute algebre finie de parties A C P(E) est de cardinal 2.

2) Montrer que aplication indicatrice, x : (P(E),A,N,:) — (F(E,Z3),+, X,.) est un homomor-
phisme d’algebres injectif. En déduire que pour toute algebre de parties A C P(E) la famille de fonctions
indicatrices, F(A) := {xa; A € A}, est une sous-algebre de F(E,Zs).

3) Montrer que si A C P(E) est une o-algebre alors la famille F(A) est stable par la limite simple.

4) Inversement, considérons une sous-algebre de fonctions F C F(E,R) qui est unitaire et stable par
passage a la limite simple et posons, A(F) := {4 € P(E), xa € F}.

i) Montrer que A(F) est une algebre de parties sur I’ensemble E.

i) Montrer que A(F) est une classe monotone sur ’ensemble E.

iii) En déduire que A(F) est une o-algebre sur E.

5) Conclure.

Solution 14.2 On identifie {0, 1} au corps Zs. Ainsi, pour tout ensemble non vide E; 'ensemble de
fonctions F(E, Zs) devient une Zs-algebre unitaire relativement aux lois +, x et la multiplication par
les scalaires de Zs. On vous rappelle aussi que 'ensemble des parties P(E) est un anneau commutative
associative unitaire lorqu’on le munit par les lois A (différence symétrique) et N (voir Cours chp. I).
D’autre part, si pour tout A € P(E) on pose : 0- A =0 et 1-A = A il en résulte que (P(E),A,-)
est un Zs-espace vectoriel, et que par suite (P(E), A, N, -) devient une Zs-algébre qui est commutative,
associative et untaire.

1) a) On rappelle qu’au chapitre I on a vu que toute algebre de parties A C P(E) est stable par U'inter-
section N et la différence symétrique A. De plus, on vu qu’elle est stable par passage au complémentaire ;
car E € A. Ceci implique donc que (A, A, N) est un sous-anneau unitaire de (P(E), A,N). Et, si on tient
compte de la multiplication externe du corps Zy sur ’ensemble des parties P(E) rappelée ci-dessus; on
conclut alors que toute algebre de parties A est une sous-algebre de (P(E), A, N, ).

b) Si une algebre de parties A sur E est un Zg-espace vectoriel de dimension finie m € N* il existe
donc un isomorphisme canonique A ~ (Z3)™ avec m est la diemsion sur Z,. Par conséquent, une algebre
de parties A de Zs-dimension finie m est nécéssairement finie de cardinal 2.

2) Appliquer les résultats et les formules établies dans ’exercice 5.1 (cf. TD1) pour voir que laplication
indicatrice, x : (P(E),A,N,-) = (F(E,Z2),+, X, .) est un homomorphisme injectif de Zq-algebres qui
envoie une algebre de parties A sur la sous-algebre de fonctions F(A) := {xa; A€ A} C F(E,Zy).

3) Soit A C P(E) une o-algebre. Si on prend une suite de parties A,, € A ceci nous donne alors une
suite de fonctions, x4, € F(A). Ainsi, si on suppose que la suite de fonctions x 4, converge simplement
on en déduit que

ngrfoo XA, =1limsupxa, = Xlimsup A,

Par conséquent, puisque limsup A4,, € A (tribu) il en résulte que la limite simple ngrfoo Xa, € F(A).

4) Inversement, considérons une sous-algebre de fonctions F C F(E,R) qui est unitaire et stable par
passage & la limite simple. Posons ci-dessous A(F) := {A € P(E), xa € F}.

i) Montrons que A(F) est une algebre de parties sur ’ensemble E.

a) Puisque xp = 0 et xg = 1 € F cela implique que @) et E € A(F).
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b) Observer que si A € A(F) on aura par définition x4 € F; donc 1 — x4 = xac € F. D'ou,
A € A(F).
c)Si Aet Be A(F) on aura x4 + XB — X4anB = X4uB € F. Donc, la réunion AU B € A(F).
Conclusion : A(F) est une algebre de parties sur E.
i) Montrons que A(F) est une classe monotone sur ’ensemble E.
Soit A,, € A(F) une suite croissante de parties. Rappelons que d’aprés TD1 on sait que
lim A, = U A, = ngffoo XA, = XU A,

n—-+o0o
n>0
Ainsi, comme 'algebre de fonctions F contient les limites simples de fonctions on aura donc

lim XAn:XUAnGJ: - UAnEA(]:)

n—-+oo

En effet, comme la famille de parties A(F) est stable par passage au complémentaire elle est également
stable par les intersections dénombrables décroissantes. Donc, A(F) est une classe monotone sur E.
iii) Par i) et ii) on sait maintenant que la famille de parties A(F) est une algebre stable par les

réunions croissantes. Noter alors que si 4,, € A(F) est une suite quelconque ; en posant
Vn €N, B, =AyU---UA, € A(F) (algebre)

on obtient une suite de parties croissantes ; donc sa réunion |J B, = |J 4,, € A(F). Par conséquent, la
famille de parties A(F) est une o-algebre sur E.
5) L’application injective x établit une bijection naturelle entre les o-algebres de parties sur un

ensemble E et les sous-algebres de fonctions caractéristiques satbles par passage a la limite simple E.
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CHAPITRE SEPT

Solution de la feuille de TD3 :

Mesures positives et les intégrales

Exercice 1.3 On définit deux fonctions d’ensembles, u et v : P(N*) — R*, par les expressions

suivantes ! :

0 si A estvide )
> S fini ' HA
VA € P(N*), A) = — 8l est finie et v(A):= 1 .
(0= 2 D=1 Sk ware
+00 si A est infinie ne€A

1) Montrer que la fonction d’ensembles, p : P(N*) — R¥ , est additive. Est-elle une mesure ?

2) Montrer que la fonction d’ensembles, v : P(N*) — R, est une mesure.

Solution 1.3 1) Montrons que la fonction d’ensembles p : P(N*) — R*, définie par les expressions

suivantes est additive :

0 si A estvide
1 . .
VA e P(N¥), w(A) = Z 2 s A est finie
neA
400 si A est infinie

i) Par définition on a u(0)) = 0.
ii) Soient A et B C N* des parties disjointes, AN B = (). D’abord, noter que si A ou B est une partie

infinie la réunion A U B est infinie, donc on aura

w(A)=+40c0 ou pu(B)=4c0 = p(AUB)=400 = p(AUB)=pu(A4)+ u(B)=+oc0

De méme, si on suppose que les parties A = {ny,--- ,n,} et B = {ny41, -+ ,Npyq} sont finies, leur
réunion AU B = {ni, -+ ,np,Npy1, - ,Npiq} est finie de cardinal p + ¢. Ainsi, par définition de la
1 w2
1. On vous rappelle que la somme : Z — =
et n 6
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fonction p on peut écrire :

1 1
w(A) +u(B) = St 2.3
ncA neB
= () = (np)?
B k=p+q 1
= (w)?
_ 1
= 2 =
nc€AUB
= p(AUDB)

Par conséquent, la fonction d’ensembles p : P(N*) — R est additive, mais n’est pas une mesure
positive sur N*. Car si on considére la suite de parties disjointes, 4, = {n} C N* on obtient les
affirmations suivantes :

a) U A, =N* (infini) = ,u(U Ap) = +o0.

n>1 n>1 ,
b)Y e N p(A) = (i) = 5 = S pA) =Y 5 = < oo =u(|] An)
n>1 n>1 n>1
c¢) Donc, la fonction additive p : P(N*) — R% n’est pas o-additive.
2) Montrons que la fonction d’ensembles, v : P(N*) — R, définie par les expressions suivantes est

une mesure positive sur N*.

0 siA=10
v(A) = Z% siA#0D
nEAn

La condition u(f) = 0 est vérifiée par définition de la fonction p. Considérons alors une suite de
parties disjointes A,, = {m,, x;k € I, C N} C N*. Avec ces notations on peut donc écrire :

> ua) = XY )

neN neN kel,
_ 1
- 2
neN,kel, (10, 1:)
B 1
- n2
peU An P
= U An)
neN
Ceci montre que la fonction v est o-additive, donc c’est une mesure positive sur N*.
2
T
Remarque : Noter qua la mesure positive, v : P(N*) — R™ est finie, car v(N*) = r

Exercice 2.3 Soit (E,.7,u) un espace mesuré. Pour toute partie mesurable B € .7 telle que
0 < u(B) < +oo on définit une fonction d’ensembles, u(-/B) : 7 — RT, par :

n(ANB)
w(B)

Montrer que p(-/B) est mesure de probabilité sur E appelée probabilité conditionnelle sachant B.

VAe 7,  ulA/B) =
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Solution 2.3 Soit (E, .7, 1) un espace mesuré. Pour toute partie mesurable B € . de mesure non

nulle 0 < p(B) < 400 on définit une fonction d’ensembles, u(-/B) : F — RT par :

n(AN B)
VA e T, w(A/B) = ————~
WE= =B
Montrons que pu(-/B) est une mesure de probabilité sur E. En effet, d’apres I'expression de la fonction
. w(@ N B) w(EN B)
-/B) on voit que p(@/B) = ——=—~ =0et que uy(E/B) = ———~ =1
u(-/B) 0/8) = 10 (/) = K

De plus, si on se donne une suite disjointe A,, € 7 on pourra alors écrire que,

u(( U An) N B)

n>0

( U (An n B))

n>0

= —————— (car,les A, N B sont disjointes)

Ainsi, puisque la fonction p(-/B) est o-additive ; donc c’est une mesure probabilité sur (E,.7).

Exercice 3.3 Soit (E,.7,u) un espace probabilisé (ie. u(E) = 1).
1) Montrer que pour tout A € .7, u(A°) =1 — u(A).
2) Montrer que la famille de parties, ., := {4 € J; u(A) =0 ou pu(A) =1}, est une tribu.

Solution 3.3 Soit (E, .7, 1) un espace probabilisé (ie. u(E) = 1).
1) Observer que pour toute partie mesurable A € .7 on a une réunion disjointe, E = A U A€ avec

A€ € 7. Dong, par additivité de la mesure probabilité p on obtient
n(E) = p(A) + p(A%) = p(A%) =1-p(A)

En effet, de facon générale, étant donnée une mesure poistive v : .7 — RT et un couple de parties
mesurables A et B €  telles que B C A et u(A) < +00; on obtient par additivité de la mesure v :

A=BU(A\B) = v(A)=v(B)+v(A\B) = v(A\B)=uv(A)-uv(B)

En particulier, si E est de mesure finie il s’ensuit que : v(A°) = v(E) —v(A),VA € 7.

2) Montrons que la famille de parties, .7, := {A € 7; u(A) =0 ou pu(A) =1}, est une tribu.

i) Puisque nous avons p(0) = 0 et u(E) = 1 cela entaine que §) et E € .7,.

ii) Si A € J, on aura pu(A) = 0 ou u(A) = 1, donc d’apreés 1); on aura u(A°) = 1 ou p(A°) = 0.
Doi, A° € 7.
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ili) Soit A, € J, une suite de parties. Noter que s’il existe au moins une parties A4, telle que

w(Ay,,) =1 il s’ensuit que

L=p(dn) <p(J 4) <1 = w(J4)=1 = J4de,

n>0 n>0 n>0

Et, si toutes les parties A,, sont de mesure nulle il s’ensuit que la réuinion est aussi de mesure nulle,

o<p(Ua) =YX wa) =0 = p(Ja)=0 = Jacs

n>0 n>0 n>0 n>0

car :

Conclusion : la famille des parties mesurables .7, est une tribu sur I’ensemble E.

Exercice 4.3 Soient (E, 7, u) un espace mesuré et f : E — F une application. Pour toute partie
A CF vérifiant f~1(A) € 7 on pose, ps(A4) = u(f~1(A)).
1) Montrer que la fonction d’ensembles, ¢ : fi(7) — [0, +00], est une mesure positive sur F, appelée

mesure image directe de y par f ou
f(T):={ACF; [71(A) e T}

2) Vérifier que la mesure i est finie (resp. probabilité) si et seulement, si p est finie (resp. probabilité).
3) Trouver l'expression de la mesure image directe p; dans les cas suivants :
i) 0, est la mesure de Dirac sur R et f: R — R une fonction.

i) p= Z nd, une mesure positive sur N et f : N — R une fonction (une suite).
n>0
iii) A; désigne la mesure de Lebesgue sur R et f : R — R une fonction croissante.

iv) 4 = Card est la mesure dénombrement (cardinal d’une partie de N) et f : N — R une fonction.

Solution 4.3 Soient (E, 7, u) un espace mesuré et f : E — F une application. Pour toute partie
A C F vérifiant f~1(A) € .7 on pose, us(A4) = u(f~1(A)).
On rappelle que dans la série d’exercices TD 2 nous avons démontré que la famille de parties,

f(T)={ACF; fT1(A) e T}

est une tribu sur F appelée image directe de 7 par I'application f : E — F. On rappelle aussi que
Papplication f: (E,.9) — (F, f.(7)) est mesurable.

1) Montrons alors que la fonction d’ensembles, pr : fi«(7) — [0, +00], est une mesure positive sur F
que l'on appelle mesure image directe de u par f.

D’abord, noter que ps(@) = w(f~1(0)) = p(®) = 0. Considérons alors une famille dénombrable
disjointes A,, € f.(.7). Dans ces conditions on voit que la famille des images réciproques f~!(4,) elle

méme est disjointe dans E, donc comme g est une mesure positive sur E on obtient :

#f(UAn) = ,U(fil(UAn))

n>0 n>0

= w(UJ £ (4n)

n>0

= > (A

n>0

= Z :Uf(An)

n>0
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Par conséquent, la fonction d’ensembles pyf : f.(T) — R est une mesure positive.

2) Le fait que nous avons la relation uf(F) = p(f~'(f~1(F)) = p(E) on en déduit que la messure y ¢
est finie (resp. probabilité) si et seulement, si p est finie (resp. probabilité).

3) On donne lexpression de la mesure image directe py pour certains couple d’exemples (y, f) :
mesures positives et fonctions.

i) On rappele que la mesure de Dirac, §, avec a € R, est définie sur R par les expressions :

1 si acA

Noter alors que si on se donne une fonction f : R — R on voit que pour toute partie A C R :

1 si aef M4 |1 si fla)eA
0 si adf (A |0 si fla)gA

La derniere expression montre alors que 1'image directe de la mesure de Dirac J, est aussi une mesure
de Dirac égale a : (04)f = 0f(q)-
i) Sur N on consideére la mesure p = Z nd,. Donc, pour une fonction donnée f : N — R on peut

n>1
écrire par définition de la mesure image fiy :

VACR, pp(A)=> nou(f7(A) =D ndpm ()

n>0 n>0

D’Ol\l, Hf = Z TL(Sf(n).
n>0
iii) Soit R — R une fonction croissante. On rappelle que dans la série de TD2 (cf. Ex. 12.2) nous

avons démontré que pour tout réel a € R 'image réciproque
A= f"Ya,+oc]) = [b,400] ou ]b,+oo[ avec b=inf(A)
Ainsi, suite & ces remarques on conclut que pour tout intervalle de type [a, b[ on ait :
£, b0 = £, +ool) ) (£ (b +ooD)) = [a/,6] o [o/, 6 ou Ja', ] on Ja' ¥
ott a’ = inf f~1([a,b]) et b’ = sup f~([a, b]). D’ou :
(M) (la, b)) = Au(f = ([a,8]))) = sup £~ ([a, b]) — inf £~ ([a, B])

iv) Ici, on considere l'espace mesuré (N, P(N), Card) et f : N — R une fonction (suite). Pour toute

partie A C R la mesure iamge est donnée par I’expression :
pr(A) = Card(f~(A)) = Card({n € N; f(n) € A}) = Card({n € N; f(n)} N A)

Autrement, la mesure image py compte le nombre d’appartenance des termes de la suite numérique
u, = f(n) & la partie A.

Par exemple, si f(n) = (—1)" on aura pr(A) = 0 (resp. +00) si et seulement, si AN{—1,1} = 0 (resp
ANn{=1,1} #0).

Complément sur les fonctions croissantes. On rappelle que dans la série de TD2 (cf Exercice

12.2) nous avons démontré qu’une fonction croissante, f : R — R, est mesurable ot R est muni de sa
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tribu borélienne B(R). Puis, suite & ce résultat, nous avons conclut que les combinaisons linéaires réelles
finies des fonctions monotones eux aussi sont mesurables (boréliennes).

Ici, dans ce complément, on se propose de démontrer que les fonctions monotones de R dans lui méme
sont continues sur R sauf sur un sous-ensemble au plus dénombrable. Autrement dit, avec le langage de
la théorie de la mésure : une fonctions monotone f : R — R est A\j-presque partout continue.

a) Limites a gauche et a droite en un point z(. Fixons un point o € R et supposons que

f:R — R est croissante (par exemple). Avec ces données on voit que le sous-ensemble :
{f(z);Ve € R, z < xo} S| — o0, f(x0)]

est majoré par f(zg), donc sa borne supérieure est un nombre réel fini :
M =sup{f(z);Vz e R,z < zo} < f(zo)

Ainsi, si on applique le principe de la caractérisation de la borne sup a un réel € > 0 on pourra trouver
un réel 1 < xg tel que M — e < f(z1) < M.

En effet, puisque f est croissante on voit que pour tout réel x €]xy, o] on aura les inégalités :
flx) < f(x) < flag) = M-cec<f(zr1)<flx)<M = Vr€ax,x], 0<M-f(z)<e
Ceci montre que la limite de f a gauche de xg est égale a :

Jim  f(2) = sup{f(z);z < w0} < f(x0)

De la méme fagon, on montre que f possede une limite a droite de zo égale a :

Jim - f(x) = inf{f(x);20 < 2} > f(0)
zo<wm
b) Saut de discontinuité. On définit le saut de discontinuité au point =g de la fonction croissante
f: R — R par 'expression positive :
s(fizo) = Jim f(x)— Jim f(z) >0

T—xTo
zg<z z<z(

Il est clair que la fonction croissante f est discontinue en xq si et seulement, si son saut de discontinuité
au point zq est strictement positif
s(fy0) = Jim f() — Jim f(z) >0

T—T0
zro<x zlxQ

Maintenant, pour tout entier n € Z considérons la restriction f| : [n,n + 1] — [f(n), f(n + 1)] et
désignons par D,,(f) le sous-ensemble de [n,n + 1] formé que par les points de discontinuité de f. Noter
que d’apres ce qui précede, pour pout point de discontinuité a € D, (f) on a les inégalités suivantes :
F(n) < lim f(x) < f(a) < lim f(z) < f(n+1) avecun saut  s(f,a) = lim f(z) — lim f(z) >0

r—a
rx<a a<lx a<x z<a

Noter alors que I'intervalle ouvert ] lim f(z), lim f(x)[C]f(n), f(n + 1)[ n’est pas vide. En effet, par
z<a a<x
cette remarque on conclut qu’on pourra définir un ouvert non vide U C|f(n), f(n + 1)[ en prenant la

réunion disjointes d’intervalles ouverts :

U= |J llim fx), lim f(@)[C]f(n), f(n+1)]

aGDn(f) z<a a<lxz
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Ainsi, comme les ouverts de R muni de sa topologie usuelle est toujours une union au plus dénombrable
d’intervalles ouverts (les composantes connexes) on en déduit que ’ensemble de discontinuité D, (f) C
Jn,n + 1] de la fonction croissante f est au plus dénombrable.

¢) Conclusion : L’ensemble de discontinuité d’une fonction monotone f : R — R est un sous-ensemble

au plus dénombrable D = U D, (f). En conséquence, comme les sous-ensembles dénombrables sont de

NneE”L
mesure nulle par rapport a la mesure de Lebesgue A1, on en déduit que les fonctions monotones de R

dans lui méme sont mesurables et Ai-presque partout continues.

Exercice 5.3 Soient (E,.7, ) un esace mesuré et A = {A4;;4 € I'} C 7 une famille disjointe. On
fixe une partie A € .7 de mesure non nulle finie ie. 0 < p(A) < +oo.

A
1) Montrer que A,, = {B € A; % < u(AN B)} est finie de cardinal au plus égal & n € N*.
2) Montrer que {B € A; u(BNA) #0} = U A, en déduire qu’elle est au plus dénombrable.

n>1
3) Conclure.

Solution 5.3 Soient (E, .7, u) un esace mesuré et A = {A;;i € I} C 7 une famille disjointe. On
fixe une partie A € .7 de mesure non nulle finie ie. 0 < p(A) < +oo.

A
1) Supposons que la famille de parties mesurables, A, = {B € A; w4 < u(AN B)}, est non vide.
n
Noter alors que s’il existe des parties By, - - - B, éléments distincts dans A,, on aura
mu(A)

<pu(ANBy)+ -+ u(ANBy) =pu(AN(B1U---UBy)) <u(d) = m<n

n

Par conséquent, la famille A4, est fini de cardinal au plus égal a n.

2) Puisque la mesure u(A) > 0 il s’ensuit que pour tout entier n € N* la famille de parties A,, C
{B € A; p(BnA)+#0}. Donc, la réunion dénombrable U A, C{B e A, u(AnB) # 0}.

n>1

Inversement, si pour une partie B € A on a u(A N B) # 0 il existe nécéssairement un entier n € N*
H1(A)

n
réciproque {B € A;u(ANB) # 0} C U Ap.

n>1
Maintenant, puisque on sait que la famille de parties {B € A;u(AN B) # 0} = U A, est une
n>1

assez grand tel que < u(AN B); car la suite 1/n tend vers zéro. Ceci montre qu’on a l'inclusion

réunion dénombrable de parties finies, elle est donc au plus dénombrable.
3) Conclusion : Du résultat prouvé dans 2) on conclut qu'une partie de mesure non nulle rencontre

un nombre au plus dénombrable d’éléments d’une famille de parties mesurables disjointes deux a deux.

Exercice 6.3 Soit (E, 7, 1) un espace mesuré. Pour toute partie A C E on pose :
p'(A) =inf{u(X); vX € 7,AC X}
1) Montrer que pour tout A C E il existe une partie Ag € .7 telle que A C Ag et p*(A) = pu(Ap).

2) Montrer que p* : P(E) — [0, +00] est une mesure extérieure.
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Solution 6.3 Soit (E, 7, 1) un espace mesuré. Pour toute partie A C E on pose :
p(A) =inf{u(X); X e T,AC X}

1) Soit A € J une partie fixée et € > 0 un réel. D’apres la caractérisation de la borne inférieure il

existe une partie X, € 7 telle que A C X, qui vérifie
pr(A) < p(Xe) < p(A) +e

Noter alors que si on prend € = 1/n avec n € N* on obtient une suite de parties mesurables X,, € 7
telle que

1
ACX, avec VneN' p*(A4) <p(X,) <p (4)+ -

Posons alors Ag = ﬂ X, € T et observons qu’on a :
n>1

1
ACA C Xy = (A) < pu(Ao) < pl(Xn) <p(A) + —, Vn e N

D’ou, si on fait tendre n vers l'infini on obtient p*(A) = u(A4p) avec Ag € 7 vérifiant A C Ay.
2) Montrons que p* : P(E) — [0, +00] est une mesure extérieure.

i) p*(0) = 0; c’est évident.

ii) Soient A C B deux parties mesurables. Noter qu’on a les inclusions d’ensembles

(Xe ZiBCXYC{X e Z1ACX) —  p'(A) < p*(B)

iii) Soit A, € < une suite de parties. Noter que d’apres le résultat de la premiere question, pour
tout n € N il eiste une partie mesurable B,, €  telle que A,, C B,, et u*(A,) = pu(By,). Ainsi, avec ces

notations, on pourra écrire :

UAng UBney g M*(UAn)SN(UBn)SZM(Bn):ZN*(An)

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

Donc, comme la fonction z* : P(E) — RT vérifie la o-sous additivité on conclut donc que c’est une
mesure extérieure sur I’ensemble E.

Note : Partant de I’expression de la mesure extérieure p* on déduit que VA € .7, p*(A) = p(A).
Ceci montre que la fonction d’ensembles z* : P(E) — RT prolonge la mesure positive .

Exercice 7.3 (Mesures de Borel-Steiljes) Soit f : R — R une fonction croissante continue a gauche
en tout point de R. Pour tout intervalle [a,b[C R on pose :
ps([a,b]) = lim f(z) — fa) = f(b) — f(a)

r—b
x<b

1) Montrer que la fonction d’ensembles, us : {[a,b; a,b € R,a < b} — [0,400], se prolonge en une
mesure positive sur la tribu borélienne B(R).

2) Calculer la valeur ps({z}),Vz € R.

3) En déduire que si f est continue alors pour tous les réels a < b, s ([a,b]) = pus([a,b]) = pr(Ja, b)) =

Mf(]a7 b[)
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4) Réciproquent, on se donne une mesure positive u : B(R) — [0, +00] qui est finie sur les intervalles

bornés (ie. Va < b, u([a,b]) < +00). Pour tout réel z € R on pose alors :

o) e w(0,2]) st x>0
Jul@) : {—,u([x,OD si <0

i) Montrer que f, : R — R est croissante.
ii) Pour tout les réels a < b calculer u([a, b[) au moyen de la fonction f,.
iii) Vérifier que pour tous les réels a < b et 0 < e < 2(b— a) on a la réunion disjointe,
€ € €
a, b= [a,b — i[U U [b— 27”17* W[
n>1
iv) En déduire que f, est continue & gauche sur R.

v) Conclure.

Solution 7.3 Soit f : R — R une fonction croissante continue a gauche en tout point de R. Pour
tout intervalle [a,b[C R on pose : puy([a,b]) = lirr}) f(z) — f(a) = f(b) — f(a).
r—

x<b

Dans les reste de l'exercice on pose I, = {[a,b[; a,b € R,a < b} C P(R). On rappelle que la famille
d’intervalles I, engendre la tribu borélienne B(R) (voir le Cours).

1) Pour répondre a la question posée nous allons appliquer les résultats de la théorie des mesures
extérieures au sens de Caratheodory développées dans le Cours. Ici, on rappelle les principaux résultats
de la théorie :

i) D’apres la théorie de Caratheodory sur les mesures extérieures, la fonction d’ensembles pr : I, —
[0, +oc] définie ci-dessus se prolonge en une mesure extérieure 1} : P(R) — R+ donnée par I’expression

suivante :

VA CR, N?(A> = inf{z fof([an, bpl); o AC U [an, bn[}
n>0 n>0

ii) La famille de parties 7 (u}) = {4 C R; VX C R, p}(X) = p3(X NA) + p3(X N A%} est une
tribu sur R dont les éléments sont dits parties p1}-mesureables au sens de Caratheodory.

iii) La tribu de Carathéodoy .7 (u}) contient la famille des intervalles Iy, par suite elle contient la
tribu borélienne qu’elle engendre : B(R) = o(1y) C 7 (u}).

iv) La fonction d’ensembles piy est additive sur le clan engendrée C(I,) dont les éléments sont des
réunions finies d’intervalles de type [a;, b;[ (voir le Cours), donc d’aprés le théoreme de d’unicité de
Hahn ; toutes les prolongements de ¢ coincident sur la tribu engendrée o(I,) = B(R).

v) Alinsi, suite aux faits précédents, on conclut que la mesure positive ,u}l : B(R) — Rt est I'unique

prolongement de la fonction d’ensembles pi ¢ définie ci-dessus par :

i (lasb]) = s ([a,b) = F(b) = fa), Va<b

Dans le reste de I'exercice nous allons désigner par le méme symbole la fonction d’ensembles pi¢ et
son prolongement obtenue a partir de la mesure extérieure qui lui est associée K-

2) Soit x € R un réel fixé. Pour calculer la valeur, iy ({z}), nous allons considérer la suite décroissante

1
d’intervalles I,, = [z, x + —[ dont I'intersection est le singleton {z}. Noter alors que puisque les nombres

réels pr(Il,) = f(x + —) — f(z) sont finis; le théoréme de continuité supérieure appliqué a la mesure
n

positive py nous permet d’avoir :

pre)) = T gty = T (fla+ 1) = (@) = f@ +0) ~ f@) = s(f,)

n—-+oo n—-4oo
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.ou f(x +0):= 75lim f(t) est la limite & droite de x.
—T
<t
Noter alors que la mesure py({x}) = 0 si et seulement, si la fonction f est continue au point « € R.

3) Si on suppose que la fonction croissante f est en plus continue sur R il en résulte que pour tout
réel z € R la mesure py({x}) = 0. Donc, pour tous les réels a < b on peut écrire que

pp(la,b) = pp({apUlab)) = pr(le, b))
pp(a,b]) = p({a}Ula,b[U{b}) = py(la,bl)
ppla,b)) = pla,bUfd}) = py(la,bf)

4) Réciproquent, on se donne une mesure positive u : B(R) — [0, +00] qui est finie sur les intervalles
bornés (ie. Va < b, u([a,b]) < +00). Pour tout réel z € R on pose alors :

oo 4 w0z st 220
Il {—,u([m,o[) si x<0

i) Montrons que la fonction f,, : R — R est croissante. Fixons alors deux réels a < b.

§) Si 0 < a <bon aura la réunion disjointe [0, b[= [0, a[U[a, b[ qui entraine :
p((0,0)) = p([0,a) + u(fa, b)) = fu(d) = fula) = pla,b]) > 0

jj) De méme, si a < b < 0 on aura la réunion disjointe [a, 0[= [a, b[U[b, 0] qui entraine :
p(la,0) = p([a, b)) + p([b,0)) = fu(b) = fula) = p(la,b]) > 0

jjj) Enfin, si on a a < 0 < b on aura la réunion disjointe [a, b= [a, 0[U[0, b[ qui implique
pu(la, b)) = p(la,0) + p([0,0]) = fu(b) — fula) = p([a,b]) = 0

Donc, la fonction f, : R — R est croissante.

ii) En revenant au travail fait en i) on conclut que pour tout les réels a < b le réel positif :

1([a, b)) = fu(b) — fu(a)

ili) Soient a, b et € > 0 des réels fixés tels que a <bet 0 <e < 2(b—a).

j) Puisque /2 < b — a cela implique que a < b —¢/2 < b, donc [a,b — g[c [a, b].

.. ~ . . 3 . . .
jj) De méme, puisque la suite b — on est croissante il s’ensuit que

IS
- 2n+1

<b = VVn>1,0 b [C [a,b]

~ o
jij) En conséquence de j) et jj) on cocnclut qu’on a I'inclusion :

fa,b = S[U U

n>1

3 3

— ﬁ,b—ﬁ[g [a,b[

jv) Pour établir 'inclusion réciproque on proceéde comme suit. Soit = € [a, b]= [a,b — E[U[b — =, b,

€
5 5 2
donc si z € [a,b — 5[ il n’y a rien & démonter. Et, si x € [b — =, b] il s’ensuit que

b—g§x<b = 0<b—2z<

N ™

. . p . € I . . 3
Ainsi, comme la suite décroissante on tend vers zéro il existe un entier ng > 1 tel que DTS <b—-zx<
0
€
—b—
2’!7,(] 2n0+1

€
——. Autrement dit, il existe un entier ng > 1 tel que le réel z € [b —

e [. Do I'égalité

[a, b= [, 5[0 Ub- om0~ garil

n>1
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iv) Puisque p est une mesure positive sur la tribu borélienne B(R), donc si on I’applique sur la réunion

disjointe étabie ci-dessus on obtient :

pllab) = pllab =D+ D wllb— 5rb— 5D
9
Ful) = fula) = fu(b—Q)—fu(a)ﬂL;(fu —57) — fulb = 53))

€
= nEIJIrl fu( ﬁ)_fu(a)
Ainsi, comme pour tout réel b € R on a hlf fu(b— 27) = fu(b) on en déduire que la fonction
n—-+0oo
croissante f, : R — R associée & la mesure positive p est continue & gauche sur R.
v) Conclusion : il existe une correspondance binunivoque entre les fonctions croissantes continues &
gauche (resp. & droite) sur R et les mesures positives définie sur la tribu borélienne B(R) et qui sont

finies sur les segments [a, b].

Exercice 8.3 Etant donné un vecteur 2 € R™ on lui associe la mesure de Dirac 6, : P(R™) — R.

1) Montrer que l'expression p = Z 0, définit une mesure positive sur R™.

er’VTI,
2) Calculer l'intégrale supérieure au sens de Lebesgue d’une fonction étagée, f : R™ — R.

3) En déduire la caractérisation des fonctions u-intégrables au sens de Lebesgue.

Solution 8.3 Etant donné un vecteur z € R™ on lui associe la mesure de Dirac d, : P(R™) — R.
1) Rappelons que pour toute partie A C R™ on a §,(A) =1siz € Aet §,(A) =0sixz ¢ A. Ceci
implique donc que
= ) 6,(A) = Card(ANZ™)
TEL™
Ainsi, par cette expression on déduit que la fonction p n’est autre que la mesutre trace sur Z™ de la

mesure de dénombrement Card. Donc, p est une mesure positive sur R™.
k=n

2) Soit f = Z arxa, une fonction étagée ot les parties Ay sont supposées disjointes. Par définition

k=1
de l'intégrale supérieure au sens de Lebesgue on aura donc :

* fdp = k:nakH(Ak)
Rm k=1
k=n
- S g
=1 TEL™
ez
— Z (knakXAk(x))
zeZ™ k=1
- > W@
TEL™
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3) Soit f : R™ — R+ une fonction mesurable positive. Donc, il existe une suite de fonctions croissantes
étagées et mesurables f,, : R™ — R qui converge simplement vers la fonction donée f. Ainsi, comme

dans 2) on a démontré que pour les fonctions étagées mesurables on a :
* *
du = ) — lim dp = T
/Rmfn 1 gﬂ;ﬁfn( ) Jim | fadp w;ﬂﬂ )
D’autre part, d’apres le théoreme de la convergence monotone de Beppo Levi on aura
li dy = dp =
niriloo/Rmf"“ /Rmfu ezz:f(%)
wezm

Par conséquent, une fonction mesurable f : R™ — R (de signe quelconque) est p-intégrable au sens

de Lebesgue si et seulement, si la série numérique E f(x) converge absolument dans R.
TEL™

Exercice 9.3 Soit f : RT — RT une fonction croissante ; ot RT est muni par la mesure de Lebesgue
A1
1) Montrer que pour tous les réels positifs a < bon a: f(a)xpu(z) < f(x) < f(b)X[ap (2), VT € [a,b].
2) En déduire que, Va < b, (b—a)f(a) < / fdxy < f(b)(b—a).
[a,b]

3) Une fonction croissante, f : RT — RT, est-elle Aj-intégrable au sens de Lebesgue sur Rt ?

Solution 9.3 Sur 'espace mesuré de Lebesgue (R*, B(R™), A1) on considére une fonction croissante,
f:RtY - R,

1) Puisque f est croissante, donc pour un couple de réels @ < bon aura f(a) < f(x) < f(b),Vx € [a,b].
D’autre part, comme sur le segment [a,b] on a f(a)x[ap)(z) = f(a) et f(b)x[ap(x) = f(b) il s'ensuit

que f(a)X(a,p) (%) < f(2) < f(0)X[a,p)(®), V2 € [a,D].
2) Puisque l'intégrale de Lebesgue est montone, donc si on 'applique sur la double inégalité trouvée

en 1) on obtient :

/R @ @)in < /R @ < /R O

Ainsi, comme les intégrales de Lebesgues :
- f(a)X(ap)(@)dA1 = f(a)Ai([a,b]) = f(a)(b— a)
et
J(0)X[ap) (2)dAL = f(b)A1([a,b]) = f(b)(b —a)

R+
cela entraine que : (b—a)f(a) < / fdh1 < (b—a)f(b).
[a,b]

3) C’est clair que si la fonction f est nulle, elle est donc Aq-intégrable. Supposons alors qu’il existe
un réel a € R tel que f(a) # 0 et pour tout entier n > a posons f, = fX[a,n)- Ceci nous donne une
suite croissante de fonctions Ai-intégrables qui converge simplement vers la fonction f sur intervalle
[a, +00. Ainsi, comme d’apres 2) on a les doubles inégalités

Vn € N*, (n—a)f(a) < - fadd < (n—a)f(n)
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le théoreme de la convergence monotone nous permet de déduire par passage a la limite que

/ fx[a}Jroo[dAl = lim / frndrA =+0 = fdr =+
R+ R+

n—-—4o0o R+

Par conséquent, une fonction croissante non nulle f : Rt — RT n’est pas A\;-intégrable sur RT.

Exercice 10.3 Soient (E, .7, 1) un espace mesuré et f : E — R une fonction p-intégrable.
1) Montrer que la fonction d’ensembles définie ci-dessous est une mesure positive sur E :

vAe 7, )= [ sau= [ frade

2) On se propose de démontrer la proposition P: VA€ 7, n(A)=0 = [s(A4)=0.

i) Montrer que la proposition P est vraie pour toute fonction f qui est étagée positive et p-intégrable.

ii) En utilisant le théoréme de convergence monotone (Beppo Levi); montrer que la proposition P
est vraie pour toutes les fonctions p-intégrables.

3) Pour tout n € N on pose A, = {z € E; f(x) > n} et B, = Ci" = A (complémentaire).

i) Montrer que la suite de fonctions f,, = fxp, est croissante, et calculer sa limite simple sur E.
ii) Montrer que lim / fndp = / fdu.
n—-4o0o E E
iii) Etablir I'inégalité : nu(A,) < / fdu —/ frdp.
E E
iv) En déduire que lim nu(4,) =0.
n—-+o0o

4) Montrer que le résultat de iii) ne garantie pas la p-intégrabilité de f.

Solution 10.3 Soient (E, .7, u) un espace mesuré et f : E — RT une fonction p-intégrable.
1) Montrons que la fonction d’ensembles définie ci-dessous est une mesure positive sur E :

vAe 7, )= [ sau= [ frade

i) Noter que fif(0) = /fd,u =0.
0
ii) Soit A et B € J deux parties mesurables disjointes. Rappelons que dans ce cas les fonctions
caractéristiques de A et B vérifient la relation :

XAUB = XA +XB = ﬁf(AUB)=/EfoUBdu=AfXAdu+[Efdeu=ﬂf(A)+ﬁf(B)

Donc, la fonction d’ensembles iy est additive? sur la tribu 7.

iii) Soit A,, €  une suite croissante de parties mesurables. Noter alors que la suite de fonctions
mesurables positives, f, = fxa, est croissante et tend simplement sur E vers la fonction fx(ja,-
Donc, d’apres le théoreme de convergence monotone de Beppo Levi on aura :

lim /Efndu:/EfXUAndu — lim ﬁf(A,L):ﬁf(UA,L)

n—-+o0o n—-+oo

2. Ici, nous avons démontré que si A et B € .7 sont deux parties mesurables et disjointes, alors

/AUdeu:/Afdw/deu.
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Ceci démontre que la fonction d’ensembles additive jiy est continue inférieurement, donc elle est
o-additive (voir le Cours). Autrement dit, la fonction d’ensembles i est une mesure positive sur E.
2) On se propose de démontrer la proposition P: VA€ 7, u(A)=0 = [ps(A4)=0.

i=m
i) Soit f = Z arx 4, une fonction étagée p-intégrable. Donc, pour toute partie mesurable A € 7,
i=1

ﬁf(A)Z/AfdﬂzAXA(%GIXAi>dM:§%N(AQAi)
=1 i=1

Ainsi, grice & cette expression, on voit que si u(A) = 0 il s’ensuit que tous les réels u(AN A;) =0,
et par suite /i;(A) = 0. Par conséquent, la proposition P est vraie pour toutes les fonctions étagées.
ii) Supposons que f : E — RT est p-intégrable. Il existe donc suite croissante de fonctions étagées

mesurables f, telle que

0<fu<f et lim fo(z) = f(z), V2 € E
n—r—+0o0
Maintenant, si on prend une partie de mesure nulle A € 7 (ie. u(A) = 0); le théoréme de la

convergence monotone nous donne alors :

i /A fndp = /A fdp = lim jig, (4) = fig(4)

Ainsi, comme les f,, sont des fonctions étagées on aura d’apres i) : iy, (A) = 0. D’ou, fiy(A) = 0.
Par conséquent, pour toute fonction u-intégrable f : E — R et pour toute partie mesurable, A € 7,
de mesure nulle ie. :
WA =0 = fifA)=0

3) Pour tout n € N on pose A, = {z € E; f(z) > n} et B, = (4" = A% (complémentaire).

i) Pour tout entier n € N on pose f, = fxp, avec B, = {x € E;0 < f(z) <n} = f~%([0,n]) € 7.
Noter alors que puisque B, C By, il en résulte que xp, < xB,.,,, et que par suite fxp, < fxB,,:-
Dong, la suite de fonctions mesurables f;,, est croissante. Calculons alors sa limite simple.

D’abord, observons que la réunion U B, = U {z € E;0 < f(z) < n} = E. Ainsi, on voit que pour
n<0 n>0
tout x € E il existe un entier ng > 0 tel que = € B,,, et que par conséquent

f(@) = f(z)xs,, () = Vn2>no,  f(z)=f(®)xp,(z) car By, C B,

Donc, la suite de fonctions f,, = fxp, converge simplement sur E vers la fonction mesurable f.
ii) Puisque dans i) on a démontré que la suite de fonctions mesurables f,, est croissante et converge

simplement vers la fonction f, le théoreme de convergence monotone implique qu’on a :

lim /fndu:/ lim fnd,u:/fdu
n—-+oo E En~>+oo E

ili) Rappelons que pour tout entier n > 0 on a 4,, = {z € E; f(z) > n} et que B, = AS. Donc, avec

ces notations on aura

XA, =1—-xB, = fxa,=f—-fxs.=f—/n

Appliquons alors l'intégrale de Lebesgue par rapport a la mesure p sur la derniere inégalité pour

/E Fxandi = /E fu - /E fudp = /A = /E Fu - /E fuds
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D’autre part, puisque pour tout x € A, on a nyxa, () < f(z)xa, (z) il s’ensuite que
[ovadis [ xadan = mnan < [ gau- [ g
E E E E

iv) En effet, puisque la suite / fndu converge vers / fdu la deniére inégalité trouvée en iii) implique
E
qu'on a : ngrfoo nu(Ay) = 0.

4) Observer que si on consideére la fonction mesurable yg+ on aura :
Vn € N*, A, ={zeR; xg+(z) >n}=0 = nr(4,)—0

En revanche, la fonction ygp+ n’est pas Aj-intégrable car / Xr+ A\ = +00.
R

Complément : la dérivée de Radon-Nikodym. Etant donné un espace mesuré (E, 7 i) ; nous
avons associé & une fonction jp-intégrable positive f : E — R+ une nouvelle mesure positive définie par

I’expression intégrale :
VA€ 7, f(4) = [ fau
A

Ensuite nous avons démontré que le couple de mesures positives (u, fiy) vérifie la propriété remar-
quable suivante :
VAe T, wA)=0 = [s(A)=0

En théorie de la mesure on dira que la mesure fiy est absolument continue par rapport a la mesure
positive p et on écrit : fiy < p.
Cherchons alors la relation qui lie les intégrales au sens de Lebesgue définies par la mesure positive

(et la mesure qu’on lui a associée [if.
k=m
i) Soit g = Z arXxa, une fonction étagée. Donc, son intégrale par rapport a la mesure positive [y

k=1
est donnée par ’expression :

k=m
/gdﬁfi = ) aifip(Ar)
E k=1
k=m
= > o [ xafdn
k=1 E

/E gfdu

. . . . - —+
i) Maintenant, considérons une fonction mesurable positive g : E — R, donc; on pourra trouver

une suite croissante de fonctions étagées g, qui converge simplement sur E vers la fonction g. Ainsi,

par le théoreme de convergence monotone on peut écrire :

iy = i ndfi
/E gdfiy i /E gndfiy

E

n—-+4oo

- /E ofdu

Ainsi, suite & ce qui précede on conclut que pour toute fonction fis-intégrable g : E — R on a

/ gdpy = / gfdp
E E
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Noter alors que cette expression implique que les mesures positives p et iy sont reliée par I'expression
différentielle suivante : "

diif = fdu <= fza

La propriété de différentiation d’une mesure positive par rapport & une autre mesure positive est en
fait un théoreme générale démontré par Radon-Nikodym-Lebesgue et qui s’énnonce comme suit :

Théoréeme 19 (Radon-Nikodym-Lebesgue). Soit (E, 7, u) un espace mesurée avec p est o-finie sur
E. Alors, pour toute mesure positive fi : 7 — Rt qui est absolument continue par rapport a la mesure

w (ie. i < ) il existe une fonction et une seule f : E — RT p-p.p qui est u-intégrable telle que

VAe 7, (A) = / fdy
E

i

L’unique fonction p-intégrable f s’appelle dérivée de Radon-Nikodym ; elle se note f := i
1

Exercice 11.3 Soient (E, .7, u) un espace mesuré et f : E — RT une fonction p-intégrable.
1) Pour tout réel A > 0 on pose : Ay = {z € E; f(z) > A} € 7.

1
i) Etablir I'inégalité de Markov : u(Ay) < X/ f(z)dp.
E
ii) En déduire que la partie Ay est de mesure finie.

1
2) Montrer que la partie {x € E; f(z) # 0} = U {z € E; f(x) > —}.

n

neN*
3) En déduire que la partie mesurable {x € E; f(z) # 0} est o-finie.
4) Vérifier que 'intersection dénombrable ﬂ A, ={z €E: f(z) = +o0}.
n>1

5) En déduire que la partie mesurable, {x € E: f(z) = +o0}, est de mesure nulle.

Solution 11.3 Soient (E, 7, i) un espace mesuré et f : E — R une fonction p-intégrable.
1) Pour tout réel A > 0 on pose : Ay = {z € E; f(x) > A} € 7.
i) Observer que sur 'ensemble E on a U'inégalité fxa, < f qui entraine par intégration :

/EXAAfdMS/Efdu — A;fduS/Efd'u‘ = /&)\dMS/Efdp

1
D’ot, I'inégalité de Markov : pu(Ay) < X/ f(z)dp.
E

ii) Puisque l'intégrale de Lebesgue / f(x)du est supposée finie, I'inégalité de Markov implique que
E
la partie Ay est de mesure finie.
1
2) Montrons que la partie {z € E; f(z) # 0} = U {z €E; f(z) > —}.
n

neN*
1
I1 est clair que U {z € E; f(x) > =} C{z € E; f(x) # 0}.
neN* n
1
Inversement, si pour z € E on a f(z) > 0 il existe alors un entier ng > 1 tel que — < f(x), car la
no
1 1
suite — tend vers zéro. Donc, on a l'inclusion réciproque {z € E; f(z) > 0} C U {z € E; f(zx) > —}.
n

n,
0 neN*
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3) Noter que dans la question 1) on a vu que les parties mesurables A4,, = {x € E; f(z) > n} sont de
mesure finie, tandis que dans la question 2) on a vu que 'ensemble E est une réunion dénombrable de
parties A, ; donc E est un ensemble o-fini.

4) Montrons que l'intersection dénombrable m A, ={zx € E: f(z) = +o0}.
n>1
En effet, la partie des valeurs infinies {x € E : f(z) = +o0} C A, = {z € E; f(z) > n},Vn € N*,
donc {z € E: f(x) = 400} C ﬂ Ay
n>1

Inversement, si pour un point x € ﬂ Ay on aura n < f(x),Vn € N*, donc f(x) = +00. Autrement
n>1

dit, on a I'inclusion réciproque m A, C{z € E; f(z) = +o0}.
n>1

1
5) Noter que d’apres I'inégalité de Markov, u(A,) < — / fdp, il en résulte donc que suite numérique
nJe

1(A,) tend vers zéro. De plus, puisque la suite de parties mesurables de mesure finie A,, est décroissante

ie. : Ap+ C A, alors par continuité supérieure des mesures positives on aura :

p({z € B; f(x) = +oo}) = pu([ ) An) = lim_pu(4,) =0

n—-+oo
n>1

Dong, la partie des valeurs infinies {x € E; f(z) = 400} est de mesure nulle. Autrement dit, une fonction

p-intégrable au sens de Lebesgue est u-presque partout finie.
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CHAPITRE HuiT

Solution du controle : 2019-2020

Notes : 1) Les ensembles R et RT = R* U {400} seront munis par leurs topologies usuelles; ils
seront également munis par leurs tribus boréliennes notées respectivement B(R) et B(RT).

2) On désigne le complémentaire d’une partie A d’un ensemble E par I'un des trois symboles :

=E\A=Cg

Exercice 1.(5 points) Soit E un ensemble non vide. Etant donnée une partie A C E on pose :
J(A):={BCE; ACB ou ANB=10}

1) Montrer que .7 (A) est une tribu sur ’ensemble E.

Q

)
2) Déterminer la tribu .7 (A) dans les cas suivants :
) 7).
b) 7 ({z}) ou z € E.
) T ({z}°) o x € E.
d) 7(E).

)

3) Soit A C E une partie propre ie. ) & A & E. Vérifier que l'intersection

o

T(A)NT(A) ={0,A, A°, E}

4) Soient A; et Ay deux parties de E. Montrer que les affirmations suivantes sont vraies :
i) 7(A1) N T (Az) est une tribu sur E.

i) (A1 UA2) C T(A1)N T (A2).

ili) Si A; N Ag # 0 alors T (A1 U Ay) = T (A1) N T (Ag).

iv) En général, I'inclusion établie dans ii) est une inclusion stricte.

Solution 1. Soit E un ensemble non vide. Etant donnée une partie A C E on pose :
F(A)={BCE; ACB ou AnB=10}

1) Montrons que .7 (A) est une tribu sur ’ensemble E.
i) L’ensemble vide, ) € 7 (A), car AN = (.
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ii) L’ensemble E € .7 (A), car A C E.
iii) Prenons B € 7 (A), donc on aura,

(AQB ou AﬂBz@) = (AHBC:Q) ou AQBC)
Dong, la famille d’ensembles 7 (A) est stable par passage au complémentaire ie. :
VB e J(A) S B¢ e T (A)

iv) Maintenant, prenons une suite de parties B,, € J(A). Observer alors que s’il existe au moins un
entier ng tel que A C B,y ; il s’ensuit que A C B,,, C U B,,. Donc, U B, € J(4).
n>0 n>0
Et, si pour tous les entiers n > 0 on a AN B, = () on voit alors que la réuinion

UanB,=0 — an(UB)=0 = |UB.e7)

n>0 n>0 n>0

Alinsi, suite aux propriétés vérifiées ci-dessus on conclut que7 (A) est une tribu sur 'ensemble E.
2) Ici, pour certaines parties particulieres de A € E on se propose de déterminer la tribu 7 (A) qui lui
est associée.
a) Supposons que A = ). Observer que toutes les parties de E contiennent l’ensemble vide, donc par
définition,
T@)={BCE;0CB ou 0nB=0}=PE)

b) Supposons que A = {x} est un singleton avec € E. Dans ce cas, puisque une partie quelconque
B C E soit qu’elle va contenir I’élément 2, donc {2} C B; ou soit elle ne le contient pas {z} N B = (.
Par conséquent, la tribu .7 ({z}) = P(E).

¢) Pour x € E fixé prenons une partie B € .7 ({}¢). Par définition, on obtient

Be 7({z}°) <+ ({x}c CB ou {z}°NB = (2)) PEN (BC C{z} ouBC {x})

Dong, la tribu .7 ({z}¢) = {0, {z}, {=}°, E}.
d) Enfin, pour A = E on obtient,

J(E)={BCE; ECB ou ENnB=0}={0,E}
3) Soit A C E une partie propre ie. § ¢ A & E. Vérifions que 'intersection
T(A)NT(A%) ={0, A, A°,E}

D’abord, noter que puisque ’ensemble vide () et E appartiennent & toutes les tribus sur E, on aura
donc {0,E} C T (A) N T (A°).

De méme, puisque A C A et AN A° = () on en déduit que les parties A et A® appatiennent &
lintersection .7 (A) N .7 (A°). Donc,

{0,A,A° B} C 7(4) N 7 (A%
Inversement, supposons qu’une partie propre B € .7 (A) N .7 (A°). Sous cette hypotheése on aura,
(ACB ou ANB=0) et (A°CB oun A°NB=1)

Ainsi, si on suppose que A C B il s’ensuit que le complémentaire A¢ € B; car B # E (propre). Donc,
A°N B = {); et par suite B = A.
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En raisonant de la méme fagon, on montre que la condition A¢ C B entraine B = A€, et que la
condition A°N B = () entraine B = A.

De méme, si on suppose que la partie propre B # () vérifie AN B = @ on aura nécéssairement
AN B # (; donc A° C B. Par conséquent, B = A°.

Finalement, par ces divers cas discutés, on conclut que 'intersection 7 (A) N .7 (A°) = {0, A, A, E}.

4) Soient A; et Ay deux parties de E. Montrons que les affirmations i), ii), iii) et iv) sont vraies :

i) 7(A1) N T (As) est une tribu sur E. Evident : en général I'intersection d’une famille de tribus est
une tribu (voir le Cours).

i) Montrons que .7 (A4; U A3) € T (A1) N T (Ag).

Noter que si une partie propre B € J(A; U As) il s’ensuit que

(4104, € B ou (4UA)NB=0) = ((41CB et 4,CB) ou (4NB=0 et 4,05 =0))

Une analyse rapide du second membre de la derniére implication montre que B € J (A1) N T (As).
Clest-a-dire, T (A1 U A3) C T (A1) N T (Ag).

iii) Ci-dessus, on a démontré que pour toute paire de parties on a : .7 (A; U A2) C T (A1) N T (Ag).
Maintenant, supposons que les parties A; et Ay sont non disjointes, A; N Ay # (), et montrons qu’on a
I'inclusion inverse : .7 (A1) N T (A3) C T (A1 U Ag).

Prenons alors une partie propre B € (A1) N J(A3). Donc,

(AlgB ou AmBz(z)) ot (Ang ou AgﬂBz(ﬂ)

a) Noter que si on suppose que A; C B on ne peut pas avoir Ay N B = @; car cela implique que
Ay C B C AS. Mais, cela contredit le fait que A3 N Ay # (). Done, nécessairement la partie As C B, et
par suite la réunion Ay U Ay C B. D’olt, B € (A1 U A,).
b) Si on suppose que A; N B = (), on voit qu'on ne peut pas avoir Ay C B; car cela entraine que
A1 NAs C BN Ay = (. Done, on aura nécessairement A N B = ) et par suite (A; U A2) N B = 0. D’ot,
B e J(A1UA,).
¢) Pour le choix de la partie Ay on procéde comme dans a) et b) pour aboutir & la méme conclusion.
Conclusion : si 'intersection Ay N Ay # 0 alors (A1) N T (As) = T (A1 U As).
iv) Soit A C E est une partie propre. Noter que si on pose A1 = A et Ay = A€ on aura d’apres 2) d) :

T(AUA®) = 7(E) = {0, E}

De méme, d’aprés 3) on a vu que lintersection .7 (A) N 7 (A°) = {0, A, A°,E}. Donc, l'inclusion
obtenue dans 4) ii) est en générale stricte.

Exercice 2.(5 points) Etant donnée une fonction, f : E — R, on pose :
Ty ={f"1(4); Ae BR)}

1) Montrer que 5 est une tribu de parties sur ensemble E que I’on appelle : tribu image inverse de
la tribu T par la fonction f.

2) Montrer que la fonction, f : (E, J;) — R, est mesurable.

3) Soit g : E — R une autre fonction et .7 la tribu image inverse qu’on lui a associée ci-dessus. On
désigne par o(JF U 7)) la tribu engendrée par la réunion 77 U 7.

j) Montrer que les fonctions f : (E,o0(J7U J,)) — Ret g: (E,0(7; U J,)) — R sont mesurables.
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jj) Montrer que pour tout réel ¢ € R on a la réunion dénombrable :

{z€E;f(x)+g(x)>c} = | ({er; f@)>rn{zek; g(x)>c—7"}>
reQ

jij) La fonction f+g¢: (E,0(J; U .7,;)) — R est-elle mesurable ? Justifier votre réponse.

Solution 2. Etant donnée une fonction, f : E — R, on pose :
Tr={f"1(4); AeB(R)}

1) L’ensemble vide 0 = f~1(0) € F7, de méme l'ensemble E = f~}(R) € J}.
Noter aussi que pour toute partie B € J5 il existe une partie borélienne A € B(R) telle que B =

f71(A). Ainsi, comme le complémentaire
B¢ = (f_l(A))c = f"'(A°) sachant que A°€B(R) = B°€.J;

Enfin, si on considére une suite de parties B,, € J7 il existe alors une suite de parties boréliennes
A, € B(R) telles que

By=fA) = UB=U ) =r(U4) e

n>0 n>0 n>0

car la réunion des parties boréliennes U Ay, € B(R) est un borélien de R.
n>0
Conclusion : la famille de parties, 7%, est une tribu sur 'ensemble E ; elle s’appelle tribu image inverse

de la tribu J par la fonction f (Vu dans le Cours).

2) On rappelle que si (E,7) est un espace mesurable, une fonction f : (E,7) — R est mesurable
(ou boréliénne) si pour toute partie borélienne A € B(R) I'image inverse f~(A) € 7 est mesurable.

Partant de cette définition on voit que la fonction, f : (E, 97) — R, est naturellement mesurable;
car pour toute partie borélienne A € B(R) I'image inverse f~'(A) € F;.

3) Soit g : E — R une autre fonction et 7 la tribu image inverse qu’on lui a associée ci-dessus. On
désigne par o( 75 U .J,) la tribu engendrée par la réunion J; U 7.

D’abord, noter que les inclusions canoniques I3 C ;U7 et J; C I3 U7, impliquent que les tribus

T Co(FUT,) e F,Co(FUF,)

j) Soit A € B(R) une partie borélienne. Noter que puisque les images inverse f~'(A) € 7 et

g 1 (A) € Z,; les inclusions ci-dessus impliquent qu’on a :
i) e gpca(F30T,) et g H(A) €T Ca(TpUT)

Donc, les deux fonctions f: (E,0(J U 7)) — Ret g: (BE,0(J; U .7;)) — R sont mesurables.

jj) Montrons que pour tout réel ¢ € R on a la réunion dénombrable :

{r €eE; f(z)+g(x)>c} = U ({er; fl@)y>r}n{zeE; g(x)>c—r})

reQ

a) Pour un rationnel r» € Q prenons un élément, y € {z € E; f(z) >r}n{z € E; g(z) > c—r}.

Cela on le traduit par :

ye{zeE; f(x)>r} et ye{zeE; gz)>c—r} <= fly)>r et gly) >c—r
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Noter alors que le second membre de la derniére équivalence permet de déduire (par sommation) que
fly) + g(y) > c. Donc, 'élément y € {x € E; f(x) + g(x) > c}. Clest-a-dire, nous avons démontré

I'inclusion :
U({zeB; f@) >rn{zeE; g)>c—1}) C{a € E: f(0) +9(a) > ¢}
reQ

b) Inversement, prenons un élément y € {x € E; f(x) + g(x) > ¢}. C’est-a-dire, on aura :

f)+9ly) >c <= fly)>c—g(y)

Ainsi, par densité de I’ensemble des nombres rationnels dans ’ensemble des nombres réels on pourra

trouver un rationnel r € Q tel que
fy)y>r>c—gly) <= fly)>retgly)>c—r = yec{zckE; f(z)>rin{ze€E; g(z)>c—r}

Dong, 1’élément y € U ({x €E; f(x) >r}n{zeE; g(x) >c— r})
reQ
Conclusion : en combinant les deux preuves développées en a) et b) on conclut que ’égalité d’ensembles

demandée est vraie,

{zr €E;f(z)+g(x) >c} = U ({mEE; flx)y>r}n{z e E; g(m)>c—7‘}>
reQ

jij) La fonction f + g : (E,0(J5 U J;)) — R est mesurable. En effet, dans la question jjj) on a
démontré que pour tout réel ¢ € R I'image réciproque

(f +9) (e, +o0) = | 71 (r,+00)) Ng~ (Je = 7, +00)
reQ

Cette expression montre que pour chaque rationnel r € Q les images inverses :
fHr 4o € T et g7l (e—r4oc)) € T, = [, +oc])NgT (e — 7, +o0]) € 0(T; UTy)

Ainsi, puisque les intervalles de type ]r, +00[, avec r € Q, engendrent la tribu borélienne B(R) on coclut
que la fonction somme f + g est mesurable sur (E, o (7 U.7;)) dans (R, B(R)).

Exercice 3.(5 points) Etant donné un espace mesurable (E,.7) et une suite de parties A, € .7 ;
on vous rappelle que les limites inférieure et supérieure de la suite de parties A,, sont définies par les

expressions suivantes :

HET;EAHZ U ﬂ Ap et limsup A,, = m U Ap

n>0p>n n—+co n>0p>n

1) Montrer que les parties liminf A4,, et limsup A,, appartiennent a la tribu 7.
n—-+o0o n——+oo

2) Dans la suite de I'exercice on désigne par f : (E,.7) — R¥ la fonction définie par I'expression,

Ve e E; f(gv)::z:XA”(a:)ERi‘|r oun  xa,(x)=
n>0

1 si xze€eA,
0 si xz¢gA,

i) Montrer que pour tout entier n € N la fonction caractéristique x 4, : (E, 7) — RT est mesurable.

A. Bouarich, 2020-2021 Mesures et Intégrations LST GM, S5



135

p=n
ii) Vérifier que la suite de fonctions, S,, = Z X4,, est croissante ie. S, < .S,,41,Yn > 0.
p=0
iii) La fonction f : (E, 7)) — R¥ est-elle mesurable ? Justifier votre réponse.
iv) Montrer que le domaine de convergence de la fonction f, noté D(f) :=={z € E; f(x) € R}, est
égal au complémentaire dans E de la limite supérieure de la suite de parties A,,.
Indication : On pourra utiliser le fait que € D(f) entraine que la suite des restes R,(x) =

Z X4, (z) tend vers zéro.
p>n+1

Solution 3. Etant donné un espace mesurable (E,7) et une suite de parties A, € 7 ; on vous
rappelle que les limites inférieure et supérieure de la suite de parties A,, sont définies par les expressions
suivantes :

lrigun;(f) A, = go pDn Ap et lrllgitg) A, = QO pLan Ap
1) Rappelons que la tribu de parties de E est stable par les réunions et les intersections dénombrables,

donc pour toute suite de parties A, € 7 on aura,

N Ave 7 UNA4es

k>n n>0k>n
UAres NUA4es
k>n n>0k>n

Par conséquent, la tribu .7 est stable par passage aux limites inférieure et supérieure : lim 4i_nf A, e T
n—-+0oo

et limsup A, € 7.

n—-+oo
2) Dans la suite de 'exercice on désigne par f: (E,.7) — RT la fonction définie par I’expression,

{ 1 si xze€eA,

Vr e E ; f(gv)::z:XAn(a:)ERi‘|r oun  xa,(x)= 0 si wxdA

n>0
i) La fonction caractéristique x4, : (E,.7) — R¥ est mesurable car pour tout réel ¢ € R le sous-

ensemble de niveau :

0 si c>1
X;\i (Je,4o0]) =< A, si 0<ec<1 = X;Xi (Je,4o0]) € T
E s c<O0
p=n
ii) La suite de fonctions, S, = Z Xa,, est croissante car Sy, 11 — Sp = x4,,, > 0.

p=0
iii) Rappelons que d’apres les résultats essentiels vu dans le Cours : la limite simple d’une suite de

fonctions mesurables est une fonction mesurable. Par conséquent, puisque la fonction f : (E, 7) — R+
p=n

on pourra 'obtenir comme la limite simple sur E de la suite de fonctions mesurables : S,, = Z XA,
p=0

elle est donc mesurable sur E.
iv) Montrons que le domaine de convergence de la fonction f, noté D(f) := {x € E; f(z) € RT},
est égal au complémentaire dans E de la limite supérieure de la suite de parties A,,.

Noter que par définition, un point = € D(f) si et seulement si le reste de la série numérique E xa, ()
n>0
converge vers zéro. Donc, si on fixe un réel € > 0 on pourra écrire,

(Fno eN)(¥neN), n>ny = ZXAk(x) <e
k>n
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Observer alors que si on prend ¢ €]0, 1] on aura Uimplication :

((Elno EN)(VneN), n>ng = > xa(r) <e< 1) — ((Elng eN)(VneN), n>ng, xa,(z)= o)
k>n
Ainsi, de la derniere implication on déduit que le point :

x € U (](An)c — xe(ﬂ UAn>c = a:e(limsupAn)C

noeNn>ng noeNn>ng n—+oo

Par conséquent, le domaine de convergence de la série de fonctions f = E XA, est égal au complémentaire
n>0
de la limite supérieure de la suite de parties mesurables A, ie. :

D(f) = (hmsup An>c

n—-4o0o

Exercice 4.(2 points) Soit (E, 7, u) un espace mesuré. Pour toute partie A € J on définit une

fonction d’ensembles, p4 : T — [0, +00], par expression :
VBeZ, pa(B):=u(ANB)

1) Montrer que g4 est une mesure positive sur ’espace mesurable (E, 7).
2) Montrer que la mesure pa vérifie les propriétés suivantes :

i)VBe 7, BC A = pa(B)=u(B).

il)VBe J,BC A° = pua(B)=0.

Solution 4. Voir la solution de TD3.

Exercice 5.(3 points) Soit (E, .7, 1) un espace mesuré. Pour toute partie A C E on pose :
p*(A) =inf{u(B); VB e 7,A C B}

1
2
3
4

Montrer que pour tout A C E il existe une partie Ag € 7 telle que A C Ag et p*(A) = u(Ayp).
Montrer que p* : P(E) — R¥ est une mesure extérieure.
Monter que pour toute partie A € .7 on a l'égalité u*(A) = p(A).

—_— — — ~—

Conclure.

Solution 5. Voir la solution de TD3.
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