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Chapitre

Suites de fonctions

La notion de convergence d'une suite de fonctions est cruciale en Analyse et constitue une
source inépuisable de sujets d’examens et de concours. Ce chapitre est une des parties les
plus importantes du cours d’Analyse. En plus de leur importance intrinséque, les résultats
de ce chapitre jouent un réle fondamental dans toute la suite de ce cours.

1.1 Convergence simple et uniforme

Définition 1.1.1 Soit (f,) une suite de fonctions définie sur un sous ensemble I de R, et
soit f une fonction définie sur I et a valeurs dansR. On dit que (f,,) converge simplement
vers f sur I ssi, pour chaque x € I, la suite réelle f,(x) converge dans I vers f(x). En d’autres
termes

Veel, Ve>0,dNeN,VneNn>N=|f,(z)— f(z)| <e

On dit alors que f est la limite simple de (f,) sur I, et on note

C.S
o —
n—-+00

Exemple. 1.1.1 La suite des fonctions définies sur [0,1] par f,(z) = x™ converge simple-
ment vers la fonction f définie par :

f(x):{ 0, sixzel0,1]

1, stx=1.
Remarque. 1.1.1

1. On observe sur cet exemple que les f, sont de classe C* sur I = [0, 1] tandis que la
fonction f n’est pas méme continue.



2. Dans la définition ci-dessus, ’entier N dépend, en général, de € et de x, cela nous
amenera parfois a noter N(e,x) au liew de N.

3. En exigeant que N soit indépendant de x, on obtient un mode de convergence plus
restrictif, appelé convergence uniforme.

Avant de définir ce mode de convergence, nous rappelons d’abord la notion de la norme
infinie.

Définition 1.1.2 Soit f une fonction définie sur un sous ensemble I de R, et a valeurs dans
R.

Si f est bornée sur I (i.e., AM, Yz € I,|f(z)| < M).

Alors | f| est majorée donc admet une borne supérieure que l'on note || f||o et que l'on appelle
norme infinie de f. On écrit alors

[flloe = sup |f ()]
zel
Si f n'est pas bornée sur I, on pose ||f||. = +oo.
Donnons maintenant la définition de la convergence uniforme.

Définition 1.1.3 Soit (f,) une suite de fonctions définie sur I, et a valeurs dans R, et soit
f une fonction définie sur I et a valeurs dans R. On dit que (f,) converge uniformément
vers f sur I ssi, la suite (||fn — flloo)n converge dans I vers 0. En d’autres termes

Ve>0,AN e NNVne Nyon > N = Ve e I, |f.(z) — f(z)] <e.

On dit alors que f est la limite uniforme de (f,) sur I, et on note

Cc.U
o —  f
n—-+0o0o

Remarque. 1.1.2 la convergence uniforme de la suite (f,) vers f signifie que pour tout
€ >0, il existe un rang N a partir duquel le graphe de f,, est contenu dans la partie du plan

(xOy) définie par x € X ety € [f — €, f + €]. Autrement dit, il existe un rang N a partir
duquel le graphe de f, est compris entre le graphe de f — € et celui de f + €.

Proposition 1.1.1 Sila suite (f,,), converge uniformément sur I vers f, alors elle converge
simplement sur I vers f.

Preuve. 1.1.1 Découle immédiatement des définitions.

Remarque. 1.1.3
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1. Cette proposition nous dit que pour rechercher une éventuelle limite uniforme, on
pourra d’abord étudier ’existence d’une limite simple, et si la convergence simple est
vérifiée, la limite simple est alors la seule fonction candidate a étre la limite uniforme.

2. Nous verrons dans l'exemple suivant que la réciproque de la proposition n’est pas vraie.

Exemple. 1.1.2 La suite des fonctions définies sur I = [0,1] par f.(z) = 2" converge
simplement vers la fonction f définie par :

[0, sizel01];
f(x)_{ 1, siz=L1
Cependant que (f,) ne converge pas uniformément vers f. En effet
I = Flloo = sup " = f(2)] = 1
xe

ne tend évidemment pas vers zéro.

Il n’est pas toujours possible de calculer explicitement sup,.; |fn(x) — f(z)| comme on vient
de faire la-dessus (i.e., en passant par I’étude des variations) d’ou 'utilité de la proposition
suivante :

Proposition 1.1.2

1. Pour que la suite (f,) converge uniformément vers f sur I, il suffit qu’il existe une
suite (a,) des nombres réels positifs qui ne dépend pas de x, convergeant vers zéro, telle
que

Ve € 1, |fu(z) — f(2)] < ap.

2. Pour que (f,) ne converge pas uniformément vers f sur I, il suffit qu’il existe une suite
(x,) de points de I telle que (f(x,) — f(x,)) ne tende pas vers zéro.

Preuve. 1.1.2 A titre d’exercice

Exemple. 1.1.3 Considérons la suite de fonctions définie sur R par

fn (33) = 1811(:22

Pour tout x fixé dans R, la suite numérique (f,,) converge vers 0. Donc la suite (f,) converge
simplement vers la fonction nulle sur R. Or pour n > 1, on a

In(

T 1

)=

' 14z

Ne converge pas vers 0 lorsque n tend vers +oc.
L’assertion 2) de la proposition précédente permet de conclure que la suite (f,) ne converge
pas uniformément vers 0 sur R.
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La définition de la convergence uniforme suppose connue la fonction limite f de la suite (f,).
Lorsqu’on ne connait pas f, on peut utiliser le trés important critére suivant.

Théoréme 1.1.1 (Critére de Cauchy uniforme)
Soit (f,) une suite de fonctions définie sur un sous ensemble I de R, alors la suite de
fonctions (f,) converge uniformément si et seulement si on a

Ve>0,3N e NVp,geN,p>q¢> N = ||f, — fyllo <€

Preuve. 1.1.3 Supposons le critéere de Cauchy vérifié, alors on en déduit que pour tout € > 0
il eriste N € N tel que

Vo€ LVmneNm>n>N—= |fie) = fa@)]| < |f=fule <5 O

par conséquent pour tout x € I, la suite numérique (f,(z)) est une suite de Cauchy donc
converge vers une limite que l'on notera f(x). Ainsi la suite (f,), .y converge simplement
vers f sur I. Or si on fait tendre m vers 400 dans (1) on obtient

Vrel, VYneN, nZN:>|fn(x)—f(x)|§§<e

et ainsi (fp),en converge uniformément vers f sur I.
Réciproquement, si (fn),cn converge uniformément vers f sur I, alors

Ye>0, INEN, VneN, nzN:>an—fHoo<§
Alors 'inégalité triangulaire nous donne

€ €
1> N = o= fullae < Wu = fla 1 = full < 5+ 5 =

et le critere de Cauchy de convergence uniforme est vérifié.

1.2 Convergence uniforme et continuité

Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme 1.2.1 soit (f,) une suite de fonctions définies de I, et a valeurs dans R umni-
formément convergente vers f. Si toutes les fonctions f, sont toutes continues en un
point a de I, alors leur limite f est continue au point a.

Preuve. 1.2.1 Soite > 0. Puisque (f,) converge uniformément vers f sur I, il existe N € N
tel que

Vn € N, nzN:><Vx€[,\fn(x)—f(x) g%).
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Comme fy est continue en a, il existe un voisinage V' de a dans R tel que

Ve e INV,|fx(z) — fx(a)| <

w| ™

Alors pour tout x de I NV, on a par linégalité triangulaire :
|f(z) = fla)] < [f(x) = [n(2)] + [fn(x) — fn(a)| + [fv(a) — fla)]

< s+

wlm
wl o
wlm
I
Q)

Donc f est continue au point a.

L’importance du théoréme précédent provient du fait que beaucoup de fonctions usuelles
sont définies comme limites uniformes de fonctions continues.

Notons que ce théoréme permet souvent de montrer, sans calcul, que la convergence d’une
suite de fonctions n’est pas uniforme.

Exemple. 1.2.1 La suite des fonctions définies sur R par f,(x) = e converge simplement
sur R™ wvers la fonction f définie par :

[0, six€]0,4o00];
f(x)_{l, st x = 0.

En d’autre part les f,, sont continues mais la limite f ne l'est pas. Alors on en déduit que la
convergence de (f,) vers f n’est pas uniforme sur RT.

Remarque. 1.2.1 La convergence uniforme d’une suite simplement convergente de fonc-
tions continues est une condition suffisante, mais non nécessaire, pour que la fonction limite
soit continue. Autrement dit il existe des suites (f,) de fonctions continues qui convergent
simplement mais non uniformément vers une limite f qui est continue.

Théoréme 1.2.2 (Théoreme de la double limite)

Soit (f.) une suite de fonctions de I dans R, convergeant uniformément sur I vers une
fonction f, et soit a un point de I tel que, pour chaque n € N, la limite b, de (f.(z)) lorsque
x tend vers a existe. Alors la suite (b,) a une limite b, et f(x) tend vers b lorsque x tend
vers a. En d’autres termes, on a la formule d’interversion de limites :

lim lim f,(z) = lim lim f,().

n—+oo r—a T—a n——+oo

Preuve. 1.2.2

— Montrons que la suite (b,) converge.
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Pour ce faire, on va démontrer que La suite (b,) est de Cauchy.
Soit € > 0. Puisque (f,) converge uniformément sur I vers f, il existe N € N tel que

vneN, Vel <n2N:>\fn(x)—f(:c)|§§>.

Soient p,q € N tels que p > N et ¢ > N. D’aprés 'inégalité triangulaire, on a
Vo e L[ fp(x) — fo(@)| < [fo(@) = f(2)] + [ fol2) — f()|
E €

< — =¢

-2 + 2
En faisant tendre x vers a, on déduit, par continuité de x — |x| que : |b, — b, < e. On a
donc démontré que la suite (by,) est de Cauchy, elle est donc convergente. Notons b sa limite.
— Montrons que f(x) tend vers b lorsque = tend vers a.
Soit € > 0. Puisque (f,) converge uniformément sur I vers f, on peut trouver Ny € N tel
que

meN, vrel, (n2M=|flo)-f@) <)
Puisque (b,) converge vers b, il existe Ny € N tel que

VnEN,n2N2:>|bn—b|§§.

Notons N' = max (N1, Ny). Puisque fn/(x) tend vers by lorsque x tend vers a, il existe un
voistnage V' de a tel que

Wl M

On a alors, pour tout x € INV

|f(z) = bl < [f(z) = faw (@) + | [ (2) = D] + [bnr — b
£ € £
< g + § + g = €.

Cela montre bien que f(x) tend vers b lorsque x tend vers a.

1.3 Convergence uniforme et dérivation

Considérons la suites de fonctions (f,,) définies sur R par

Cette suite converge simplement vers la fonction f: = — |z|. Pour chaque n > 1, f est
dérivable (méme de classe CT*°) sur R. D’autre part, on a

1 1
o] < \fa2 4 5 < Jal+
n n
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D’ou .
Ce qui prouve que la convergence de (f,) vers f est uniforme sur R. Cependant la fonction
f n’est pas dérivable a 'origine.

Autrement dit, la limite d’une suite (méme uniformément convergente) de fonctions déri-
vables n’est pas nécessairement dérivable.

Dans cette section, nous allons établir les conditions suffisantes (mais non nécessaires) pour
que la limite d’une suite (f,,) de fonctions dérivables soit dérivable.

Théoréme 1.3.1
Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R, Si les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout n € N, f, est de classe C' sur I,
2. La suite (f,) des dérivées converge uniformément sur I vers une fonction g.
3. 1l existe un point a de I telle que la suite numérique (f,(a)) converge.

Alors la suite (f,,) converge uniformément sur I vers une fonction f qui est de classe C sur
I et telle que f =g :

Le théoréme suivant donne une généralisation de ce dernier théoréme.

Théoréme 1.3.2 Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans R, et soit k un entier tel que k > 1. Si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :
1. Pour tout n € N, f, est de classe C* sur I,
2. La suite (f,sk)) des dérivées k—eme converge uniformément sur I vers une fonction g.
3. Il existe un point a de I telle que pour tout entier m € [0,k — 1], la suite numérique
(fS™(a)) converge.

Alors la suite (f,) converge uniformément sur I vers une fonction f qui est de classe C* sur
I et telle que f®) =g :

Preuve. 1.3.1 Par récurrence sur k.

1.4 Convergence uniforme et intégrale de Riemann

Théoréme 1.4.1 (Interversion limite et intégrale) Soit (f,,) une suite de fonctions définies
et continues sur un segment |a,b] et a valeurs dans R convergeant uniformément vers une

fonction f sur [a,b], alors la suite numérique (ff fu(x)dx) converge vers fab f(x)dx, et on a

lim /abfn(x)dx:/ab lim fn(x)dx:/abf(x)dx.

n—-+o0o n—-+o0o
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Preuve. 1.4.1
On a

Comme pour tout x € [a,b],

[fu(z) = f(@)] < lfn = fll

/fn dx—/f )dz

Or || fn — fll tend vers 0 puisque la suite (f,) converge uniformément vers f, d’ou

b b
nl—l>Ifoo/a fn(ac)dx:/a f(z)dx

Exemple. 1.4.1 Soit f, : R - Rz — (/2> + L (n > 1). On a déja vu que (fa)ns1
converge uniformément sur R vers f : x +— |x|, donc la convergence est aussi uniforme sur
[0,1]. D’apres le théoréme précédent, on en déduit que

! 1 ! 1
/ 2?2+ —dx — / |z|de = =

Encore une fois, ce théoréeme peut permettre parfois de montrer que la convergence n’est pas
uniforme.

/ 1= fllode = (b= a) I — fll

Exemple. 1.4.2 Soit f, (1) = 2% x € =[0,1]. Alors f, %) 0 et donc fol lim,, f,,(x)dz =
0,1

1+7L2(E4 9
0. En revanche, par un calcul direct, en utilisant la primitive de la fonction en question, on
obtient que lim,, fo fu(x)dz = Z. Par conséquent la convergence n’est pas donc uniforme sur

[0,1].

Remarque. 1.4.1 Mis a part le théoreme 1.4.1, qui permet de trouver la limite d’une suite
d’intégrales sans avoir besoin de les calculer, on peut se demander quel est lintérét de tous
ces résultats. En général, étant donnée une suite de fonctions, on peut calculer la limite f,
et voir directement si elle est continue ou de classe C*. En fait, tout l'intérét des théorémes
précédents se révele dans ['étude des séries de fonctions, ou l'on sait en général démon-
trer l’existence de la somme d’une série sans pouvoir la calculer. Ainsi, ces théorémes vont
permettre de donner des propriétés de la fonction somme, sans la connaitre explicitement.
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Exemple. 1.4.3 (Ezercice d’application 1) On définit pour tout n € N* une fonction f, sur
0,] par

_ Jfﬁfix) si  x €]0, 7).
Jn(2) { 1 si  x=0.

1. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 7] de la suite de fonctions (f,).

2. Soit a €]0,7[. Etudier la convergence uniforme sur le segment [a, ] de la suite (f,).

Exemple. 1.4.4 (Ezercice d’application 2)

1. Montrer que la suite (f,),~, de fonctions définie sur [0,1] par f,(x) = ne *42% converge
uniformément sur [0, 1] vers une fonction f a déterminer.

n+x
2. En déduire la nature de la suite de terme général

Lne= 4+ 22
Uy = - — dx.
0 n+x

Exemple. 1.4.5 (Ezercice d’application 3)

Soient I un intervalle de R, et (f,) une suite de fonctions continues sur I et convergeant

uniformément sur I vers une fonction f. Soit (x,) une suite dans I convergeant vers un
élément | de 1.

Montrer que (fy, (x,)), converge vers f(l) lorsque n tend vers l'infini.
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Chapitre

Séries de fonctions

Comme pour les séries numériques, on peut, a partir d’une suite de fonctions (f,,), construire
une suite (S,) ou S, = fi + fo+ fs + ... + fn. On obtient ainsi ce qu'on appelle une série
de fonctions, notée ) f,. Les séries de fonctions jouent un role considérable en Analyse
avec notamment les exemples fondamentaux des séries entieres ) a,z" et des séries tri-
gonométriques Y a,e™® qui feront l'objet des deux prochains chapitres. Pour les séries
de fonctions, on dispose d’un nouveau mode de convergence, dite normale, qui n’est en fait
qu’une condition suffisante trés commode pour établir la convergence uniforme. Nous gardons
les notations du chapitre précédent.

2.1 Différents modes de convergence

2.1.1 Convergence simple

Définition 2.1.1 Soit (f,,),cy une suite de fonctions définie sur un intervalle I et a valeurs
dans R. On appelle suite des sommes partielles de f,, la suite (S,) définie par.

Vee ILVneN, S,(z)= ka(x)
k=0

Proposition 2.1.1 Sila suite des sommes partielles (Sy,),,, définie ci-dessus converge sim-
plement sur I, alors, la série de fonctions ), f, converge.

— Notations : La série de terme général f,, se note : >_ f,
— Dans le cas ou la série de terme général f, converge, la limite, notée S, de la suite

(S,) est appelée somme de la série et on note S(z) = > f,.(z).

13



Exemple. 2.1.1 Considérons la série de fonctions définie sur R, par > xe ™",

Pour x =0, la convergence est évidente car S, (0) = 0.

*

Pour chaque x fivé dans R, on a la suite des sommes partielles S, est

1— ef(nJrl):r T

n n
_ —kx __ —z\k _
S, = E ze —mE (e ) _x—l—e—x —>n_>+ool_e_x.
k=0 k=0

Donc

= stx>0.
0, st x= 0.

S(z) = :f;xe-m - {

2.1.2 Convergence uniforme

Définition 2.1.2 On dit que la série de fonctions ) f, converge uniformément sur I si, la
suite de fonctions S, =Y ,_, fr converge uniformément sur I.

Définition 2.1.3 On appelle reste d’ordre n d’une série simplement convergente >, fp, la
fonction R, définie par

Voel, Ru(x)= > fulz).

k=n+1

Remarque. 2.1.1 Pour tout x € I, on a alors S(x) = S,(z) + R, (z).

Proposition 2.1.2 Soit Y_ f, une série simplement convergente, alors pour que la série
> fn converge uniformément sur I, il faut et il suffit que la suite (R,,) des restes converge
uniformément vers 0 dans 1.

ﬁ déﬁm’e1 sur RY. La série

: ' 1 1
> fn converge simplement puisque, pour tout x > 0, on a e A et que —5 est le

terme général positif d’une série convergente. Montrons la convergence uniforme sur R7 .
Pour tout entier naturel n, on a par définition :

Exemple. 2.1.2 Notons, pour n € N, la fonction f, : x —

+oo +oo
1 1 1
Ve e R: 0< R,(z) = < Bl Q. S
reRL 0SR(n)= ), o< ) s (n+ 1)
k=n+1 k=n+1
On a donc || Ry 400 < m - 0, Finalement ), f, converge uniformément sur RY .
n——+0oo

2.1.3 Convergence absolue

Définition 2.1.4 On dit que la série Y f, converge absolument sur I si, pour tout x € I,
la série réelle Y | fu(z)| converge.

Proposition 2.1.3 Si la série Y f, converge absolument sur I, alors elle converge simple-
ment sur I.
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2.1.4 Convergence normale

Définition 2.1.5 On dit que la série Y f, converge normalement sur I si, pour tout x € I,
la série réelle Y || fulloo converge.

Proposition 2.1.4 (Critére de Weierstrass)

La série . f, est normalement convergente sur I si, et seulement si, il existe une suite réelle
positive (cv,) vérifiant les deux conditions suivantes :

- VneNVz el |fu(z) <o,

— La série Y a,, converge.

Preuve. 2.1.1 Sila série Y’ f,, est normalement convergente, alors la suite de terme général
an = || full satisfaite auz deux conditions de la proposition précédente.

Réciproquement, si les deux conditions de la proposition sont vérifiées, alors chaque f, est
bornée et la série Y || fu|| est convergente comme série a termes positifs majorée par la somme
d’une série convergente.

Exemple. 2.1.3 La série > e ™ est normalement convergente sur l'intervalle |a,+oo[ ow
a > 0. En effet, pour n assez grand, on a |e”"*| < e pour tout x > a, et on conclut par la
proposition précédente puisque Y e "* est une série géométrique de raison e~ appartenant
a 10, 1] donc convergente.

Théoréme 2.1.1 La série Y, f, converge normalement sur I, alors elle converge absolument
et uniformément sur I, et l'on a pour tout x € I,

+0o0 +o0o +oo
1D fa@ <D 1@ < I fulle

Théoréme 2.1.2 (Critére d’Abel uniforme) Soit (vy),, o une suite décroissante de fonctions
definies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R convergeant uniformément vers 0 sur
I, et soit (wy,),cy une suite de fonctions definies sur I et a valeurs dans R ou C vérifiant

IM > 0,Ym,n e Nym >n =V € I, |w,(x) + wys1(z) +.... +wy(z)| <M

Alors la série de fonctions Y v, (x)w,(x) converge uniformément.

Preuve. 2.1.2 Par hypothese on a :
+0o0
Vo e LVneN, > |og(x)wi(z)| < M |v, 1 (2)]
k=n-+1
d’ot
+o00
VneN, Y [op(x)wi(z)] < M [[oni

k=n+1

Pr. Hamid OULGHAZI M147: Analyse -4- -15-



Or la suite (vy), oy converge uniformément vers 0 sur I donc ||vni1||o tend vers 0 et ainsi
le reste de la série Y v,w, converge uniformément vers 0, i.e la série ) v,w, converge
uniformément.

Théoréme 2.1.3 (Critére des séries altérnées) Soit (vy,), oy une suite de fonctions décrois-
santes définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R convergeant uniformément vers
0 sur I ; alors la série alternée Y (—1)"v, converge uniformément sur I.

Preuve. 2.1.3 Il suffit d’appliquer le critére d’Abel uniforme avec w, = (—1)".

2.2 Propriétés des sommes de séries de fonctions

2.2.1 Convergence uniforme et continuité
Théoréme 2.2.1 Soit Y f, une série de fonctions définies sur un internalle I de R et a

valeurs dans R convergeant uniformément sur I ; alors si les fonctions f, sont continues sur
I pour tout n € N, la somme de la série ) f, est une fonction continue sur I.

Preuve. 2.2.1 1[I suffit d’appliquer le Théoreme 1.2.1 a la suite des sommes partielles.

Exemple. 2.2.1 La fonction f : x — :Z% f:; est continue sur Ry. En effet, en notant
fn la fonction définie sur Ry par f,(x) = %, on a :
VreR, |fule)] <
x x
+ n > TL2 + 1

1 1 , o , . L 1
Comme w55 ~ 55, par comparaison auw séries de Riemann, la série numérique Z o
converge et par conséquent la série de fonctions > f, converge normalement donc uniformé-
ment sur Ry. Puisque les fonctions f, sont continues, alors on en déduit que f est continue.

2.2.2 Convergence uniforme et intégrale de Rieman

Théoréme 2.2.2 Soit Y f, une série de fonctions définies et continues sur un segment
[a,b] et a valeurs dans R convergeant uniformément; alors la série numérique Z(ff fu(z)dx)

converge et on a :
b too

:iz( / bfn(x>da:>= / (; folz)dz).

Preuve. 2.2.2 [I suffit d’appliquer le Théoréeme 1.4.1 a la suite des sommes partielles

(Sn(2)).
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2.2.3 Convergence uniforme et dérivation termes a termes

Théoréme 2.2.3 Soit Y f, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R, et a
valeurs dans R ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

— Pour tout n € N, f,, est de classe C* sur I ;

— La série dérivée X f] converge uniformément sur I

— il existe un point a de I telle que la série numérigne ¥ f,(a) converge.

Alors la série > fn converge uniformément sur I, sa somme est une fonction de classe C!
sur I et on peut "deriver terme a terme”

Vo el, (Z fn<x>> => fil@)

Preuve. 2.2.3 [l suffit d’appliquer le Théoreme 1.3.1 a la suite des sommes partielles.

Exemple. 2.2.2 — Montrons que pour tout x > 1, la fonction ((x) = :3 n—lm est de classe
C' sur]l,+oof et Vo > 1, ('(z) =—> 1> e,

Posons f,, : x — n%, Nous savons que la série de fonction Y f, converge simplement sur

]1,4+00[. De plus, les fonctions f, sont de classe C* sur |1, +oo[. Démontrons la convergence
uniforme de la série Y- f1 sur [a,+oo]. Pour tout n € N* 0 < |fi(z)] = 22 < 2 De
plus, la série numérique » 12;‘ est convergente comme étant une série de Bertrand (a > 1).
Cela nous permet d’affirmer la convergence normale de la série Y, f sur tout intervalle de
la forme [a,+oo[ avec a > 1, et donc qu’il y a convergence uniforme sur tout segment de

|1, 4+00[. D’ou le résultat.

Le théoreme suivant donne une généralisation du précédent :

Théoréme 2.2.4 Soit Y_ f, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R, et a

valeurs dans R, et soit k un entier supérieur ou égale a 1. On suppose que les 3 conditions

sutvantes sont satisfaites :

— Pour tout n € N, f,, est de classe C* sur I ;

— La série dérivée Ef,gk) converge uniformément sur I. }

— 1l existe un point a de I, telle que les séries numérigues Zfr(f)(a) converge pour tout j €
0,k —1].

Alors la série Y, f, converge uniformément sur I, et sa somme est une fonction de classe

C* sur I, et on peut "deriver terme a terme”

o () oo
Vo eI, Vjelo, k], (Z fn(:z:)> =Y (=)
n=0 n=0

Remarque. 2.2.1 Pour démontrer que la fonction E:{:& fn est une fonction de classe C*.
On peut chercher a démontrer que :
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— Toutes les fonctions f, sont de classe C* ;
— Pour tout p € N, la série ) uﬁlp) converge uniformément au voisinage tout point.
Dans ce cas, on a pour tout p € N

+oo +00
S pP=3 1.
n=0 n=0

oo 1

Exemple. 2.2.3 Montrer que la fonction ¢ : x v+ S 15 = est de classe C* sur |1, +o0.

Exemple. 2.2.4 (Ezercice d’application)

On considere la série de fonctions ), -, fn, avec fo(r) = .
1. Démontrer que ), -, fn converge simplement sur R, .
2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R .
8. Pour x € Ry, on pose R,(x) =) ;- ., fr(x). Démontrer que, pour tout x > 0,

—X

0< Rnfw) < In(n+1) (1 —e®)’

et en déduire que la série converge uniformément sur R, .
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Chapitre

Séries entiéres

Nous allons appliquer les résultats du précédent chapitre a des séries d'un type particulier
possédant des propriétés de convergence remarquables. Ces séries sont parfaitement adaptées
a la représentation des fonctions de variable réelle ou complexe, de classe C'™°, et jouent un
role considérable dans de nombreuses branches des mathématiques comme la combinatoire
ou la théorie des nombres, et sont au coeur de la théorie des fonctions analytiques réelles ou
complexes et présentent un outil important dans la résolution des équations différentielles.

3.1 Rayon de convergence

Définition 3.1.1 Une série entiére est une série de fonctions de la forme

E anpx”

n>0

ot (a”>n20 est une suite de réels ou de complexes et appelée la suite des coefficients de la
Série.

On va voir que ces séries ont des propriétés particuliérement agréables. On commence par
un résultat fondamental.

Théoréme 3.1.1 Soit (a,),~, une suite de réels ou de complexes. Alors, il existe un unique
élément R de R U {+o00} possédant les deus propriétés suivantes :
~ (i) pour tout x € R tel que |x| < R, la série )y ., a,x" converge.
~ (1i) pour tout x € R tel que |x| > R, la série Y, -, a,a™ diverge.
De plus, on a -
R=sup{r >0/ (Jay|r"),s, est majorée }
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Preuve. 3.1.1

Montrons l'unicité d’un tel élément :

Supposons que R et R vérifient les deux conditions de l’énoncé et que que R < R' (ce qui
implique que R est fini). Soit x € R tel que R < |z| < R'.

Alors, par choiz de R, < anx™ diverge. Mais par choix de R', cette série est absolument
convergente, donc convergente, d’ot, une contradiction. Donc R > R'. En échangeant les
roles de R et R', on obtient R > R, et donc R = R.

Passons a l’existence, et posons

A={r>0](|a| )0 €St magorée }.

Remarquons que A est non vide, puisque 0 € A. Posons R = sup(A) (on rappelle que
sup(A) = +oo si A n'est pas majorée).

Soit © € R tel que |x| < R. Alors, il existe r € A tel que |x| < r. Sinon, pour tout r € A,
on a aurait v < |x|. Ainsi, |x| serait un majorant de A, et on aurait R < |x|, d’o une
contradiction. Mais alors, (|a,|1™), s, est majorée. Soit M un majorant de cette suite (qui
est donc nécessairement positif). On a alors

|an| - |2 = [ /r|" Jan| " < Mlz/r["

Comme |x/r| < 1, la série Y M|z /r|" converge, et donc Y |a,| - |x|™ converge également.
Ainsi, Y, <o anx™ est convergente.

Soit maintenant z € R tel que |x| > R. Alors (|a,| - |z|"), n’est pas majorée. Sinon on aurait
lz| € A, et donc |x| < R par définition de la borne supérieure. En particulier, (a,x™), ne
converge pas vers 0 et la série Y, a,z" diverge.

Définition 3.1.2 L’élément R de RT U {+oo} défini dans le théoreme précédent est appelé
le rayon de convergence de la série entiere ano apx™.

Remarque. 3.1.1

- Six € R est tel que Y, ., a,x" converge, alors x| < R. En effet, dans le cas contraire,
on aurait || > R et > -, a,x" serait divergente.

- Six € R est tel que Y., ooan,x™ diverge, alors |x| > R. En effet, dans le cas contraire, on
aurait |x] < R et > ., a,x™ serait convergente.

— Lorsque |x| = R, on ne peut a priori rien dire de la nature de la série Y om0 And", tout
peut arriver. -

— L’ensemble {x € C,|z| < R} est dit le disque de convergence de la série entiére
> ns0 AnZ™

— L’ensemble {x € R,—R < x < R} est dit l’intervalle de convergence de la série entiére
Zn>0 anl'n.
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3.2 Meéthode pratique pour calculer R

Dans ce paragraphe, nous poserons

1 1
— =081 R=+400, et —=+400si R=0.
R R

Si la série ) a,x" est telle que a,, # 0 & partir d’un certain rang, alors on a le résultat suivant
qui découle de la régle de D’Alembert pour les séries numériques.

Proposition 3.2.1 (Regle d’Alembert)
Soit > a,x™ une série entiére, et notons R son rayon de convergence. Si la suite de terme

An+1
an

converge vers | € R, alors R = 1/I.

général

Exemple. 3.2.1 Pour la série enticre Y x™/n!, on a

) n! . 1
= lim —— = lim =0
n—+too (n+ 1)1 notoon+1

Ap+1
Qp,

lim
n—-+o0o

Le rayon de convergence est donc égal a +0o0.

Remarque. 3.2.1 La régle d’Alembert est inapplicable pour les séries du type

2
E anzzn,g anz%“,g anz" ...

Dans ces cas on peut par exemple effectuer un changement de variable du type 7 = z* ou
procéder comme dans [’exemple suivant.

Exemple. 3.2.2 Calculons le rayon de convergence de aninlﬂ. Soit zy € C*, et posons
u, = 22 o g
n n+1
Upyr| 20T | 202" Lt 2 lz0|” (n + 1)
Uy, - n -+ 2 on |Z0|2n+1 - n+ 9 .
1l en résulte
Up,
lim 1 =22
n—-4oo Uy,

On en déduit que, si |z < 1/v/2, la série a termes positifs 3 u,, converge et si |20| > 1/v/2, la
série Y u, diverge. Par définition-méme, le rayon de convergence de la série entiére proposée
est égal a 1//2.

Théoréme 3.2.1 (Formule de Hadamard)

Le rayon de convergence R d’une série entiére Y a,z"

est donné par

1 1
R=— avec Lzlimsup\an\i
L n—-+o0o
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, L 1 1 i
Preuve. 3.2.1 Fizons z € C, I'égalité |a,z"|"™ = |a,|"™ |z| montre que la série converge

absolument pour limsup,,_, , . lan|"" < 1 et diverge pour lim,,_, o0 sup |a, "™ > 1. Par consé-

quent, la série converge absolument si |z| < 1/L, et diverge si |z| > 1/L. Donc R =1/L.

Corollaire. 3.2.1 (Reégle de Cauchy)

1 —
Soit Y a,z™ une série entiere. Si la suite de terme genéral |a,|™ converge vers L € R, alors

R=1/L.

Exemple. 3.2.3 Pour la série enti¢re ) 52", on a

1/n

. . . 1
lim |a,|™ = lim = lim ==
n——+oo n—-4o00 2 n—-4o00 2 2

3=

On en déduit que le rayon de convergence recherché est égal a 2.

Exemple. 3.2.4 Montrer en utilisant la régle de Cauchy que le rayon de convergence de la
série entiere Y —es2" vaut 1.

3.3 Comparaison de rayons de convergence

Dans ce paragraphe, »_ a,z" et Y b,z" sont deux séries entiéres de rayons de convergence
respectifs R, et Ry. Les deux résultats qui suivent découlent immédiatement de la formule
de Hadamard. Nous en donnons néanmoins une preuve a partir de la définition du rayon de
convergence.

Proposition 3.3.1 Si pour tout n € N, on a |a,| < |b,|, alors R, > R,.

Preuve. 3.3.1 Découle de la définition du rayon de convergence. En effet, soit r € R, tel
que la suite (b,r™) soit bornée. Puisque |anr™| < |b,r™|, la suite (a,r™) est également bornée.
On a donc bien linégalité : R, > Ry,

Exemple. 3.3.1 Pour tout n € N, on a e™! < €™ < e. Les deuz séries Y e 2" et
> ez" étant de rayon de convergence égal a 1, alors la série Y e®"2" est aussi de rayon de
convergence éqal a 1 .

Proposition 3.3.2 Si a, = O (b,), alors R, > Ry,.

Preuve. 3.3.2 Par définition, il existe M € R et un rang N a partir duguel on a |a,| <
M |b,|. La série Y Mb,z" ayant pour rayon de convergence Ry, la proposition précédente
permet de conclure que l'on a bien R, > R,.

Proposition 3.3.3 Sia, ~ b, alors R, = R,.

Preuve. 3.3.3 Si a, ~ by, alors a, = O (b,) et b, = O (a,), donc d’apres la proposition
précédente, on a Ry > Ry et Ry > R,. D’ou l’égalité annoncée.
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3.4 Opérations sur les séries entiéres

Théoréme 3.4.1 (Somme de deux séries entiéres)) Soient > a,z" et Y b,z" deuzr séries

entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry. Alors le rayon de convergence R de la
série entiere somme Y (a, + b,)z" vérifie :

—- Si Ry, # Ry, R =inf(R,, Ry).

- Si Ry =Ry, R> R, =R,.

De plus pour tout z € C tel que |z| < inf (R,, Rp), on a

+oo +o0 +o0
Z (an +bp) 2" = Z anz" + Z b, 2"
n=0 n=0 n=0

Preuve. 3.4.1 Si |z| < inf (R,, Ry) alors les séries D a,z" et Y b,z" convergent donc la
série somme Y (a, + b,) 2" converge : on en déduit que R > inf (R4, Ry) et que pour tout z
tel que |z| < inf (R, Ry)

+o0 +o00 +0c0
Z (an +by) 2" = Z 2" + Z b, 2"
n=0 n=0 n=0

Si Ry, # Ry, par ezemple R, < Ry, considérons z € C tel que R, < |z| < Ry alors la série
> anz™ diverge et la série Y b,2" converge donc la série somme diverge : on en déduit que
R < R, =inf (R,, Rp), R = inf (R, Ry).

Remarque. 3.4.1 On ne peut rien dire sur le rayon de convergence de la série somme quand
R, = Ry : par exemple les séries entiéres > 2™ et Y —z" ont méme rayon de convergence 1
mais leur série somme est la série nulle de rayon +oo

Définition 3.4.1 (Série entiére dérivée) On appelle série entiére dérivée d’une série entiére
> ayz" la série Y (n + 1)ay,412"

Théoréme 3.4.2 La série entiére et sa série dérivée ont méme rayon de convergence.

Preuve. 3.4.2 Fucile, a vous de le faire.

3.5 Convergence uniforme et séries entiéres

Théoréme 3.5.1 Une série entiére, converge normalement (donc uniformément) sur toute
partie compacte incluse dans le disque de convergence.
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Preuve. 3.5.1 Soit K un compact inclus dans le disque de convergence D(0, R) de Y a,z".
Puisque la fonction ¢ : z — |z| est continue sur le compact K, elle y est bornée et y atteint
sa borne supérieure. Il existe donc r € [0, R| tel que

K c D(0,r) Cc D(0, R).
Ou D(0,7) désigne le disque fermé de centre 0 et de rayon r. Puisque 0 < r < R, la série
numérique Y |a,|r" converge. Comme de plus

Vn e N, supla,z"| < |a,|r".
z€K

Il en résulte que la série >  a,z" converge normalement sur K.

3.5.1 Continuité de la fonction somme

Théoréme 3.5.2 Soit Y a,2™ une série enti¢re de rayon de convergence R non nul; alors la
somme de la série S(z) = Z:(’) a, 2" est une fonction continue sur ["intervalle de convergence
| = R, R| (ou sur le disque de convergence si on travaille dans C)

Preuve. 3.5.2 Pour toutn € N, on a f,(z) = a,2", est continue sur R, donc on particulier
sur | — R, R[. De plus d’aprés le Theorem 3.5.1, la série Y a,2" converge uniformément, On
en déduit donc d’apres le Théoréme 1.2.1 que la limite de la série (i.e. la somme de la série)
est continue sur | — R, R|.

Exemple. 3.5.1 La régle d’Alembert permet de voir facilement que la série %T,L est de
rayon de convergence égal a +00. Sa fonction somme z — Z;ﬁ% %T; est donc continue sur C

tout entier.

3.5.2 Intégration de la fonction somme

Théoréme 3.5.3 Soit Y a,x™ une série entiere, de rayon de convergence R > 0. Si [a,b]
est un segment inclus dans l'intervalle de convergence | — R, R|, alors

b +00 b
/ S(x)dr = Z an/ x"dx
a n=0 a

n

Preuve. 3.5.3 La série de fonctions Y a,x™ converge uniformément sur |a,b]. D’ou le ré-

sultat.

Corollaire. 3.5.1 La fonction somme S de la série entiére > a,x™ est continue sur 'inter-
valle de convergence | — R, R|, et ses primitives sont de la forme

—+oco
a
xr—>a+z nlx"H ot «a€C.
:On—l—
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3.5.3 Dérivation de la fonction somme

Théoréme 3.5.4 Soit > a,z" une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence
R > 0. Alors sa fonction somme S définie sur | — R, R| est de classe C' et sa dérivée S’ est
la fonction somme de la série entiére dérivée. i.e.

+0o0
Vo €] — R, R|, / Zanx = Z n+ 1a, 12"
n=0

Preuve. 3.5.4 Les fonctions f, : x* — a,x™ sont de classe C*, la série > apx™ converge
simplement sur | — R, R[, et la série des dérivées ) f! converge uniformément sur toute
partie compacte de | — R, R[. Le théoréme 1.3.1 du chapitre précedent permet de conclure,
que S" est la somme de la série Y f!. On en déduit aussitot le résultat suivant.

Corollaire. 3.5.2 Sous les hypothéses du theoréme ci-dessus, la fonction somme S est de
classe C™ sur | — R, R|, et on a

+o00
k!
_ (k) — o n—k
VEEN, Vze|-RR[, SH(x)= ; i
En particulier, on a, pour tout k € N : a, = %.

Exemple. 3.5.2 On a vu que la série géométrique »  x™ est de rayon de convergence 1 et
que

Vo €] —1,1], Zx

Par dérivation, on a, pour tout x €] — 1,1],

1 -1 = n
T &1 o Zm =2 (n+ 1)
n=0

Par une récurrence immédiate sur k, on en déduit que

L Ld (1) L& (s,
(1—a2)k1  kldek \1—2 /)  kldak

n=0

+oo
(n+k)
k'Zn+k (n+1)z" Z—k!n! T

n=0

Pr. Hamid OULGHAZI M147: Analyse -4- -25-



3.5.4 Fonctions développables en série entiére

Définition 3.5.1 Soit f une fonction définie sur une partie I de R. On dit que f est déve-
loppable en série entiére en 0 , s’il existe une série entiére Y a,x™ de rayon de convergence
R > 0 et un nombre r €]0, R| avec | —r,r[C I tel que

Ve el —rr], flx)= Zanx".

Définition 3.5.2 On dit que f : [ — R est développable en série entiere en un point xq si
la fonction x — f(x — xq) est développable en série entiére en 0.

Exemple. 3.5.3 Tout polynome P est développable en série entiere en tout point xo de R
en effet on a d’aprés la formule de Taylor :

deg P 400
P®(r PO (g
Ve e R, P(x) = E %(m — )" = E %(az‘ — xp)".
n=0 ’ n=0 ’

Rappelons qu’on appelle voisinage d’un point xy de R toute partie de R contenant un inter-
valle ouvert de la forme |zo—r, zo+7r[ avec r > 0. En particulier, tout intervalle |xg— p, 2o+ p|
avec p > 0 est un voisinage du point xg.

Proposition 3.5.1 Si une fonction f est développable en série entiére en xg, alors il existe
un voisinage de xy sur lequel f est de classe C™ et le développement en série entiére de f

en xo est Y % (x — xo)". Cette série est appelé la série de Taylor de f en xy.

Preuve. 3.5.5 Puisque f est développable en série entiere en xq, il existe un nombre r > 0
tel que pour tout x €lxg —r,xo + 1| on ait

—+00

flx) = Zan (z —x0)"

n=0

Or, la somme S de la série entiére Y a, (x — x0)" est de classe C* sur Jxg —r,xo+ 1| €t,
pour tout n € N, S (x0) = nla,. D’ou le résultat annoncé.

3.5.5 Séries entiéres classiques

1. Fonction exponentielle et les fonctions hyperboliques :
L’application exp : & +—> e* est C*° sur Ret : Vn € N, exp(”)(O) = 1. D’aprés la formule
de Taylor avec reste intégrale, on a
n k T n
—t
V(n,z) e Nx R, €*= T +/ uetdt.

! !
— k! 0 n!
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Comme

xT _ t n
/ uetdt’ < max (1,€")
0 n!

Le théoreme de gendarmes entraine que

x —_ ) n+1
[ ] = max e
0 n! (n+1)!

x _tn
Vxe]R,/ C=" 0w o
O .

Finalement,

Pour tout x € R, on a alors

ha = T g’f =) ey

2. Les fonctions cosinus et sinus :
Les applications cosinus et sinus sont de classe C*° sur R et

cos™(z) = cos (z + )
sin™(z) = sin (z + )

Y(n, ) GNXR,{

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale, on montre, comme précédemment,
que cosinus et sinus sont développables en série entiére en 0 , de rayon de convergence
égale a 400, et que pour tout x € R :

+oo +oo
B (_1)nx2n ) B (_1)nx2n+l
COsST = ;W et sinz = ;W

3. La fonction f, : x+— (1 + x)®
A Taide de la méthode de I’équation différentielle, on montre que f, est développable
en série entiére en 0, avec rayon de convergence égal a 1 si v ¢ N, et égal & 400 si

a € N. De plus,
—1)...(a— 1
Vo €] - 1,1[ (1 +2)° _1+Z (a—1) n'(a ntl) o
n=1 ’
En particulier,
1 X
v - 1,1, — = —1)"z".
el =11l = Y (-1

En remplacant  par —x, on retrouve la série géométrique

—Z

Vo €] —
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4. Lafonction 2 — In(1+x). En prenant la primitive (qui s’annule en 0) du développement

en série entiére de la fonction z +— (1 + x)~!, on obtient
Ve el —1,1[In(1 + x) —fﬂx”
=1
On en déduit également que
=1
Ve el —1,1[In(l —z) = —; Ea:”

Exemple. 3.5.4 (Ezercice d’application 1)
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suitvantes :

F() = Yz~ D"(n +3)12"; f(2) = Yno g " f(2) = Tno 5"

Exemple. 3.5.5 (Ezercice d’application 2)
Soit [ définie sur [-1,1[ par
arcsin(z)

T) = ——=
o) = 2]
1. Justifier que f est développable en série entiére sur | — 1, 1].
2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (1 — z?)y — xy = 1.

3. Déterminer le développement en série entiére de f sur|—1,1].

Exemple. 3.5.6 (Exercice d’application 3)
Soit Z::E) a,x™ une série entiere dont le rayon de convergence est strictement positif. On
note f sa somme sur | — R, R|.

1. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes portant sur les coefficients a,, pour que
f satisfasse ’équation différentielle :

of'(x) +2f (z) + xf(x) =0

2. On suppose que ces conditions vérifiées. Déterminer les a,, lorsque ag = 1.

3. Quelle est la valeur de R ? Quelle est la fonction f obtenue ?
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Chapitre

Séries de Fourler

Les séries de Fourier sont un outil fondamental dans 1’étude des fonctions périodiques. Elles
ont été introduites par Joseph Fourier en 1822, méme si leur étude systématique et appro-
fondie n’a réellement démarré qu’avec l'apparition de l'intégrale de Lebesgue en 1902. Les
séries de Fourier sont encore aujourd’hui I'objet de recherches actives pour elles-mémes, et
ont suscité plusieurs branches nouvelles telles que la théorie du signal et la théorie des on-
delettes.

Dans ce chapitre, nous allons tenter de répondre aux questions suivantes :

— Etant donnée une fonction f : R — C, 2r—périodique continue par morceaux, alors peut-

on la décomposer sous la forme :

f(z) = Z cpe™ = % + Z a,, cos(nz) + by, sin(nx)

nez n>1

avec ay,, by, c, € C?
— Si f est une fonction 27 périodique, telle que pour tout n € Z, la fonction x — f(z)e™"*
est intégrable sur [0, 27], et si on pose

1 2m )
VneZ, c,= o . f(z)e "™ dx,

1 2 1 27
Vn e N, a, = —/ f(z) cos(nz)dz et b, = —/ f(z)sin(nz)dz.
T Jo T Jo

La série trigonométrique ), ¢, converge-t-elle simplement ou uniformément et si ou,
sa somme est-elle égale & f7 On va voir que c’est le cas mais sous certaines conditions.
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4.1 Séries trigonométriques

Définition 4.1.1 On appelle série trigonométrique toute série de fonction ) fn(x) (@
termes réelles ou complezes) dont le terme général est de la forme

fn(z) = a, cos(nx) + b, sin(nzx).

En convenant que by = 0, et en posant

VnEN,cn—%etcn—%

La série trigonométrique s’écrit aussi sous cette forme

§ :Cnezn:p.
nel

Cette derniére expression dite forme exponnentielle. Réciproquement une série de fonc-
tions de la forme ), c,e™ peut s’écrire sous la forme

“+oo
Qo .
5 T E (a, cos(nx) + by, sin(nz)),

n=1

si on pose
Vn e Nya, = ¢, + c_p, et b, = i(c,, — c_p).

Proposition 4.1.1
Soit (cn),ez une famille de nombres compleves et notons

VneN, a,=c,+c,, et by=i(c,—c_).

— Si les séries a termes positifs > |a,| et X |b,| sont convergentes, alors la série trigonomé-
. ag —+o00 . . -

trique %+~ (a, cos(nx) + b, sin(nx)) est normalement (donc uniformément) conver-
gente sur R.

— Si les series a termes positifs Y |c,| et > |c_,| sont convergentes, alors la série trigono-
métrique Y, ., cn€™® est normalement (donc uniformément) convergente sur R.

— Les series a termes positifs > |a,| et > |b,| sont convergentes si et seulement si les séries
a termes positifs Y |c,| et > |c_,| sont convergentes.

4.2 Séries de Fourier

Définition 4.2.1 Soit f une fonction 2mw-périodique et localement intégrable, alors pour tout
n € Z la fonction x — f(x)e™™ est intégrable sur [0,27] et on peut alors poser

1 2

Vne€Z, c,= ] f(z)e ™ dx
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De méme, pour tout n € N, les fonctions © — f(x)cos(nx) et © — f(x)sin(nz) sont
intégrables sur [0,27], on peut donc poser;

2m 2m
Vn e N,a, = l/ f(z)cos(nz)dzx et b, = l/ f(z) sin(nz)dz
T Jo T Jo

i) Les coefficients c,(f) sont appelés coefficients de Fourier exponnentiels de f.
ii) Les coefficients a,(f) et b,(f) sont appelés coefficients de Fourier trigonométriques de f.
iii) La série

ch(f)emx = + Z an(f) cos(nx) + b, (f)sin(nx))

neZ

dont les coefficients an(f), bo(f) et c,(f) sont définies comme ci-dessus est appelée
série de Fourier de f.

Remarquons que 'on a toujours by(f) = 0. Bien qu’inutile au final, il est quand méme pra-
tique d’avoir cette définition de by(f) pour harmoniser certains calculs ou certaines formules.
Donnons maintenant quelques astuces pour calculer les coefficients de Fourier. Rappelons les
faits suivants :

Soit ¢ : R — C une fonction T'— périodique continue par morceaux. Alors :

— Pour tout « € R; on a
T a+T
/ o(t)dt :/ o(t)dt.
0 a

Autrement dit, tant que l'on calcule sur un intervalle d’intégration de longueur 7', le
résultat ne change pas.
— Si ¢ est une fonction impaire, alors

/O " o)t =0

— Si ¢ est une fonction paire, alors

/O " o) = 2 /0 " ot

Ces résultats (faciles & démontrer) ont les conséquences suivantes :

(i) Dans les définitions de a,(f),b,(f) ou ¢, (f), on peut remplacer I'intervalle d’intégration
[0, 27] par n’importe quel intervalle d’intégration [, o + 27| de longueur 2.

(ii) Si f: R — C est paire, alors b,(f) = 0 pour tout n > 0 et a,(f) = 2 fo ) cos(nt)dt
pour tout n > 0
iii) Sif:R — Cest impaire, alors a,,(f) = 0 pour tout n > 0 et b, (f) = 2 [7 f(¢) sin(nt)dt

pour tout n > 0.
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Exemple. 4.2.1 Soit f : R — C, l'unique fonction 2w-périodique définie par f(t) = |t| si
t € [-m,m[. On remarque que cette fonction est paire. On a donc b, (f) = 0 pour tout n > 1.
De plus, on a

an(f) = % /0 " 1(t) cos(nt)di = % /_ " (1) cos(nt)dt = % /0 " 1 (1) cos(nt)dt

Ainsi, on a
Pour toutn > 1, on a

On on a donc

an(f) =

— = | sin(nt)dt = —— H]F =
- . o . sin(nt) o [cos(nt)]g -

g[twr 2 (7 2 2((—1)" — 1)

Par conséquent, agn(f) = 0 pour tout m > 1, et agpmyi1(f) =
Ainsi, on a

_m pour tout m > 0.

S(E) =

pour tout t € R.

B % Z cos((2m + 1)t)

m
2 (2m +1)2

m>0

Exemple. 4.2.2
Soit f une fonction 2m-périodique, impaire et telle que

f(x)z{ z, six€l0,3];

T—x, Si x€l[f, 7]

Puisque f est impaire, on a a,(f) =0 pour tout n € N.
Pour tout n € N*, on a :

bo(f) = % /0 " F) sin(nt)dt

2 /2 ™
= — </ tsin(nt)dt + / (m—1) sin(nt)dt)
m 0 w/2
) /2 w/2
=— / tsin(nt)dt + / usin(nm — nu)du
T \Jo 0

~ 20 (= /Om ¢ sin(nt)dt

™
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On en déduit que by, (f) = 0 pour tout p > 1. De plus, pour tout p € N :

w/2
boper () = % /0 tsin((2p + 1)t)dt

4 cos((2p + 1)t)]™? /2 cos((2p + 1)t)
:%G_t 2p + 1 h +/o 2p+1 dt)

4 {sin((2p+ 1)1t)r/2 A1)y
m(2p+1) 2p+1 o m(2p+1)%

Finalement :

S(f)(t) = % Z %sm(@p + 1)t)dt  pour tout t € R.

Théoréme 4.2.1 (Formule de Parseval) Soit f une fonction 2m-périodique et intégrable,

alors
1 2
DL S e + 1) = 2 [ 5P

n>1

Exemple. 4.2.3 Considérons la fonction f 2mw-periodique definie par
v E] —7T,7T],f($) =T

alors [ est intégrable et est impaire, donc pour tout n € N, a,(f) = 0; de plus pour tout
neN*" ona:

ba(f) = l /W xsin(nx)dr = (—1)"—12

o n
En appliquant la formule de Parseval, on obtient

R I 2

T
— = 22dr = —
n 47

n=1

4.3 Théorémes de convergence

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Dirichlet)
Soit f une fonction 2m-périodique, de classe C' par morceauz, alors la série de Fourier de f

converge simplement sur R vers M
Donc la série de Fourier de f converge simplement vers f en tout point ot f est continue.

fet)erlen) _

En effet si f est continue en x alors f(xt) = f(z7) = f(x) ce qui implique que

f(z).
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Exemple. 4.3.1 Soit f : R — C la fonction 2m-périodique définie par

0, st 0<t<m
f<t)_{ 1, si m<t<2m

Cette fonction est 2m-périodique et est de classe C* par morceauz, donc le théoréme de
Dirichlet s’applique. On a donc la série de Fourier de f converge simplement sur R wvers
I(E)+1(7)

5 )
La fonction f est continue en tout point t € R\{nZ}, donc sur R\{nZ}, la série de fourier
de f converge vers f. De plus, pour tout t € wZ, [ est discontinue, alors la série de fourier

+ —
de f converge simplement vers w = %

Théoréme 4.3.2 (Théoréme de la convergence normale) Soit f une fonction 2w-périodique,
continue et de classe C' par morceaux sur [0,27]; alors la série de Fourier de f converge
normalement (et donc uniformément) sur R vers f.

Exemple. 4.3.2 Reprenons [’exemple 4.2.2,

flz) = z, si v€l0,7];

T—x, Si xv€lf,m
Puisque f est continue sur R et de classe C' par morceaus, le théoréme de la convergence
normale assure que la série de Fourier de f converge normalement (donc uniformément et
simplement) sur R vers f. On a donc

<X 4(=1)P

Vi € R, f(t):zﬁ

2 2T I)? sin((2p + 1)t)
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Chapitre

Calculs des résidus

5.1 Fonctions holomorphes

Par analogie avec le cas des fonctions réelles, on définit la dérivée d’une fonction complexe
f de la variable complexe z.

Définition 5.1.1 Soit D un domaine dans le plan compleze. Soit f une fonction de D dans
C et zg € D. La dérivée de f en zy est définie par

£ (z0) = lim L = 20)

220 Z— 2

pourvu que cette limite existe. Dans ce cas on dit que f est dérivable en zy. On utilise souvent
I’écriture analogue :

f/ (20) = lim

h—0

f(z0+h) = f (%)
h

Définition 5.1.2 Si la dérivée de f existe en tout point z d’un domaine D, alors f est dite
holomorphe dans D. Une fonction f est dite holomorphe en un point zy st elle est dérivable
dans un disque ouvert centré en zy.

Exemple. 5.1.1 La fonction f(z) =1 est holomorphe dans C\{0}.

Définition 5.1.3 Une fonction f est dite entiére si elle est dérivable dans tout le plan
complexe C.

Exemple. 5.1.2 Les polynomes f(z) = a,2" + ...+ a1z + ag. Avec aq, .. .,a, € C sont des
fonctions entiéres.
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Théoréme 5.1.1 (Condition de Cauchy-Riemann)

Soit D un domaine dans C et f(z) = u(z,y) + iv(z,y) une fonction de D dans C. Si f est
holomorphe dans D, alors les dérivées partielles 8“, gZ’ g” et 3” existent en tout point de D,
et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann

ou Ov ou ov

gr — dy 9y o«

Réciproquement, si les dérivées partielles 3 9u Ju v oy Jv

27 3y Ox continues dans D, et vérifient les
conditions de Cauchy-Riemann, alors la fonctzon f(z) = u(z,y) + iv(x,y) est holomorphe

dans D

Proposition 5.1.1 Soit D un domaine dans C. Si f = u—+iv est holomorphe dans D, alors
la dérivée de f est donnée par :

, ou Ov Ou Ov
f(Z)—%‘i‘Z%—a—y—la—y, z€D

Exemple. 5.1.3 On considere la fonction définie par f(z) = 22. On a f(z) = (v + iy)* =
22 —y* + 2ixy, dov u(x,y) = 2° — y* et v(z,y) = 2xy. Alors
ou ov  Ou Ov

GU o=l T g, %
ar " oy’ Oy 4 Ox

La fonction [ est donc holomorphe dans C, et f'(z) = g—;f + z’% = 2x + 2iy = 2z.

Définition 5.1.4 (points singuliers)

Tout point sur lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point singulier

ou une singularité de f.

1l existe des types variés de singularités.

— Singularités apparentes : le point singulier zy est appelé singularité apparente de f si
lim, ., f(2) existe.

— Poles : si l'on peut trouver un entier positif n tel que lim,_,,, (z — 20)" f(2) = a # 0, alors
2o est appelé un pole d’ordre n. Sin =1, zy est appelé un pole simple.

— Singularités essentielles : une singularité qui n’est ni un pdle, ni une singularité apparente
est appelée singularité essentielle.

Exemple. 5.1.4

1. Le point singulier z = 0 est une singularité apparente de la fonction f(z) = S22 puisque
llmz_>0 sinz __ — 1.
2. f(z) = % a un pole double en z =1 et un pole simples en z = —4.

3. f(z) = e=T a une singularité essentielle en z = 1.
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5.2 Théorémes de résidus et applications

5.2.1 Théorémes de résidus

Théoréme 5.2.1 (Equivalence entre holomorphie et analycité)
Soient f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C et zg € U. On prend

R =sup{r >0/C (z,7) CU}.

Alors pour tout point z € C' (29, R) on a :

oo (n) 1
:Za” (2 — z0)" avecf—gzo):&n:—,/ %dz.
"o n Clzo) ( )

21 Z— 20

Remarque. 5.2.1
Soit f: U — C (U un ouvert), on a :
f holomorphe sur U ssi f est analytique sur U.

Définition 5.2.1
Soient (an), e, une famille de nombres complezes et zy € C, la série
s’appelle série de Laurent de centre zy et de coefficients a,

“+00

n=—oo

an (2 — 20)"

Exemple. 5.2.1

— Une série entiere est une série de Laurent au point O .

n L. . N
too L (l) est une série de Laurent qui n’est pas entiere.
n=0 n! \z

Théoréme 5.2.2 (Développement en série de Laurent)
Toute fonction holomorphe sur une couronne A (zo, Ri, Ry) est développable en série de
Laurent dans cette couronne. Les coefficients de cette développement se calculent par la for-

l
o o | O e 1)
" C*(z0,r) (< ntl

— 20) n!

€|Ry, Ry].

Définition 5.2.2 Soit zy un point singulier isolé de f, D (2o, 7) un disque pomté ne contient
pas de points singuliers de f, alors pour tout z € D (z9,7), on a f(z) = Zn>2 e Zo)n +oo T
> ns0@n (2 — 20)" le coefficient by est appelé le résidu de f au point zy et on le note Res

(f,z0) et on a donc
Res(f, zo) 27m/f

Pr. Hamid OULGHAZI M147: Analyse -4- -37-




ou y est un chemin orienté positivement inclu dans D (zy, ) et entourant z.
Lorsque zg est un pdle d’ordre m pour f, le résidu peut aussi y étre calculé par la formule

R N
€s (f7 ZO) - zig'lo (m _ 1)| dzm—1 ((

Res <31n(3z) , 0) = 0.
z

Res (f,0) = lim 1 4 ((2)3 (%0 = lim _713271(2) = 0.

250 (2)' dz? 23 250

z—2)" f(2))

Exemple. 5.2.2

En effet

Proposition 5.2.1 Soient f et g deux fonctions analytiques sur un ouvert U de U et zy un

point de U
- Si f(z) = % avec g (z0) # 0, alors Res (f, z0) = g (20)
- St f(z) = % avec g (z0) # 0 et zy est un zéro simple de h, alors Res (f,z) = ,f,(zz(;))
Exemple. 5.2.3 f(z) = 1i4. Le point zg = % est un pole simple, on prend g(z) = 22 et
h(z) =1+ 2%
1
Res(f,20) = =

42

5.2.2 Applications au calcul d’intégrales

Le calcul des résidus s’avére étre un outil trés puissant pour déterminer les valeurs d'un
grand nombre d’intégrales, notamment les intégrales de Riemann impropres de la forme :

/_Z f(z)dx

L’idée principale, est d’étendre f = f(z) au domaine complexe z € C D R, puis de sé-
lectionner une famille appropriée de contours g paramétrés par R — oo de maniére a ce

que : .
}%EEO /VR f(2)dz = /OO f(x)dx

Et grace a un simple calcul ponctuel des résidus de f en ses singularités isolées dans 'intérieur
du contour ~g, le Théoréme suivant donne la valeur de fm f(2)dz, souvent égale a une
constante intéressante suivie d'une quantité qui tend vers 0 lorsque R — oo.

Seule l'intuition géométrique permet de deviner quels contours g choisir afin de récupérer
ainsi la valeur désirée de ffooo f(z)dz. Ce sont les propriétés de décroissance de f a l'infini
qui doivent servir de guide.
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Théoréme 5.2.3 (Théoréme des résidus)

Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe dans D a l’exception
de singularités isolées. Soit v un chemin fermé contenu ainsi que son interieur dans D, ne
passant par aucune singularite de f et en contenant un nombre fini 2y, 29, .. .. .. , Zn dans son
interieur, alors

/f(z)dz = 27Tizn: Res (f, zx)
v k=1

Le chemin étant parcouru dans le sens positif.

Exemple. 5.2.4 — Exemple 1 :

1

Sans utiliser (arctanz) = 7,

que :

mais en appliquant le théoreme des résidus, démontrons

/°° dx
=7
oo L+ 2?

A cette fin, introduisons la fonction :

1 1

1) = = e+

qui est holomorphe dans C\{—i,i}, avec deux poles simples en —i et en i.

Intégrons-la sur le contour consistant en le segment réel [—R,R] suivi du demi-cercle Cg de
rayon R > 1 situé au-dessus de l’axe réel. Seule la singularité z = i se trouve a l'intérieur
de ce contour. Comme le résidu de f en z =1 vaut :

m(z—0/() =755 =5

le Théoreme ci-dessus donne :

R dx dz . 1
2dx—l— 22227? —
rl+z o 1+2 21

Mais en utilisant, pour z € Cq quelconque :

|2+ 1] > [P +1=R*+1

nous pouvons majorer la deuzrieme intégrale :

dz 1
—— | < | plde
o 1+2 or |22+ 1]

1 s
< — Rdd
—R2+1/0
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7R
CR24+1
qui tend vers 0 quand R — 4o00. D’ou la conclusion :

/Oo @
= Tr.
oo L2

— FExemple 2 :

1l s’agit de démontrer que :

e T
der = — ,
oo L4 €% sinma

avec 0 < a < 1 réel Pour établir cette formule, introduisons :

6CLZ

£e) =

et prenons comme contour un rectangle situé au-dessus de l’axe réel et de sommets —R, R,
R+ 2im, =R+ 2im. Le seul point a [intérieur de ce rectangle en lequel le dénominateur 1+ €*
de f(z) s’annule est z = imw. Pour calculer le résidu de f en ce point im, écrivons :

Z — T

(z —im)f(z) = ™

ez — eim
. . - . / .
et reconnaissons un quotient différentiel de e* = (e*)" en z =im :
z _ eiﬂ'

lim e** — —¢
t—im Z — 17

aim im
e

d’ou :
Res(f,im) = —e®™

Ainsi, le théoréeme des résidus offre :

R 27 R 27
/ f(z)dz + f(R + iy)idy — / f(z + 2im)dx — (=R +iy)idy = 2im (—e™")
—-R 0 -R 0

Nous affirmons maintenant que les deux intégrales 2 et 4 tendent vers 0 quand R — oo.
En effet, pour l'intégrale 2 , dés que R > 1, majorons :

/ TR+ z‘y)z’dy‘ </ K

eaR 27
< d
- eR—l/O 4

1-a)R

ea(R-l—z'y)

eR+iy 4 1 ‘ dy

~ 2me
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qui tend vers 0 lorsque R — +oo puisque 0 < a < 1. L’intégrale 4 se traite de la méme
maniere. Enfin, par un calcul, lintégrale 3 se ré-exprime comme un multiple de lintégrale

qui nous intéresse :
R 6a(:r;+2i71') R €0
_ _ J2aim
/ 1 + ext2im dv = —e / 14 e dx
-R -R
et en faisant R — oo, on obtient :

/ € de +0 — 62“”/ € dr — 0 = —2ime®™
oo L+ €% oo L+ €%

Finalement :

oo eam ) eaZTI'
Jdr = —2ir——
s L +e 1—e

B 2T

e’Laﬂ' — e—zaw

™

sinarm’
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Exercice 1: '

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions ( fn)neN* sur 'intervalle I dans les cas suivants :

nr
Q) fn@ =15 IR

n

—x 2
b) fn(m):<m+e> ) I:R+

sin(nx)
nyx

z"lnz si  x €]0,1]

Exercice 2: ' N . . PP
On consideére la suite de fonctions f, : [0, +0o[— R, définie par

c) fn(z)

I=R1

I=1[0,1]

2
In(z) = T n2a? _'_szxz (n € N).

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction nulle. La convergence est elle uniforme sur cet
intervalle?.

2. Montrer que (fp) converge uniformément sur tout intervalle [a, 00 [ ot v € RY.

Exercice 3: ' . L . .
Soit @ > 0. On définit la suite de fonctions : fn,(z) = n®z"(1 —z), € [0,1], n >0

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1].

2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (fr).

1
3. Pour a = 0. Calculer sans intégration lir_'r_l / frn(x)dr

Exercice 4: '

. . . e 2"z
Soit (fn),,>1 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par fn(z) = 15 27na?
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
1
2. Calculer I,, = / Fa(t)dt et lir_ir_l I,,. En déduire que la suite (f,) n’est pas uniformément convergente sur
0 n——+o0

[0, 1].

3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (fy,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Exercice 5: '

1
Soit (fy) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(z) = n?z(1 — nzx) si x € [0, —] et fr(z) = O sinon.
n

1. Etudier la limite simple de la suite (fy,).
1
2. Calculer / fn(t)dt. A-t-on convergence uniforme sur [0,1] ?
0

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] pour a €]0, 1].

Sériel: Suite de fonctions 1/2 Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 6: '

1. Montrer que la suite de fonctions (fn),,cy définie sur [0, 1] par

n (:133 + :c) e T

fn(w) - nr+1

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que l'on déterminera.

2. Montrer que l’on a la convergence uniforme sur tout intervalle [a, 1] avec e €]0, 1[. A-t-on la convergence uniforme
sur [0, 1]

3. Montrer que |fn(x) — f(x)| est bornée sur [0, 1].
4. Déduire des questions précédentes la nature de la suite

1 3 —x
Uy, = / nw rrje (:c + w) © dx.
0 ne+1

Sériel: Suite de fonctions 2/2 Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 1: ' . .
Montrer que la série des fonctions E fn avec

(_1)n+1wn
_ -

n

frn:[0,1] > R, (n>1)

converge uniformément sur [0, 1], mais ne converge pas normalement sur ce segment.

E 2: '
xercice Soient fn(m) — x n € N, et S(m) == Z fn(ﬂf)
n=0

(14 )"’

1. Etudier la convergence simple sur [0, +oo] de la série Z fn(x).
n>0

2. Montrer que la série Z fn(x) ne converge pas uniformément sur [0, +o00].

n>0
Exercice 3: '
+oo (_1)n

Pour > 0, on pose S(x) = Z -_—.
o 1+ nx

1. Justifier que S est définie et continue sur ]0, +oo|.

2. Déterminer la limite de S en +o0.
3. Etablir que S est de classe C* sur ]0, 400 [ et déterminer S.

E i 4: I S
xercice ' Soient fy, : [0, +oo[— R, M’ (n>1)et S = Z In.
n=1

n2

1. Etudier la convergence simple de la série Z In-
n>1

2. Montrer que S est de classe C? sur [0, +oo[ et exprimer pour tout € [0, +oo], S'(m) et 8 (x) sous forme de
sommes de séries.

3. En déduire que S est strictement croissante sur [0, 400[ et que S est concave sur [0, +oo].

Exercice b: ' 1
Pour x € R, on pose fp(x) =

n + n2x

1. Etudier la convergence simple de la série Z Sfrn(x). On note S(x) sa somme.
n>1

Démontrer que S est définie et continue sur Ri.

Etudier la monotonie de S sur R’j_.

Déterminer la limite de S en +oo.

Dl S o

Justifier que S admet une limite en 0. Démontrer que, pour tout entier IN, on a

.

3=

N
lim S() > 2_:

En déduire la valeur de li_r&) S(x).

Sériel: Série de fonctions 1/1 Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 1: ' = . . . .
Soit Z a, 2™ une série entiere. On suppose qu’elle diverge pour z = 3 + 44 et qu’elle converge pour

n=0

z = 5¢. Quel est son rayon de convergence 7.

Exercice 2: ' , . L. R .
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

In(n)
fi(z) =) n"2" fa(z) = ) —— =2 fs(z) = ) d(n)z";
= S b
=Y (1+58) 0 me =X B g =y S
n>1 n>1 n>1
)= St b et ) A= YT = Y S,
n>1 n>0 n>0

NB : E(x) désigne la partie entiere de « et d(n) est le nombre de diviseurs de n.

Exercice 3: '

Soit f la fonction définie par :

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

2. Etudier la convergence en —R et en R.

Exercice 4: '

Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme de la série entiére suivante :

2

- 4
E:wmn (z € R)
">0 n+1

Exercice b5: ' . N . .
(D’apres PT 2008) On considére le probleme de Cauchy suivant :

y==zy+1 y(0)=0.

—+ oo

Soit F(x) = Z a,x™ une série entiere & coefficients réels, de rayon de convergence R > 0. On suppose que la fonction

n=0

F est solution de I’équation différentielle sur | —R, R [.
1. Déterminer ag, a1 ainsi qu’une relation de récurrence reliant, pour tout entier n > 1, an41 & an_1.
2. Pour tout entier naturel p > 0, en déduire la valeur de asp. Déterminer R.
3. Exprimer, pour tout entier naturel p > 0, azp+1.
4

. Quelle est la fonction F' obtenue ?

Sériel: Série entieres 1/2 Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 6: ' . L.
On considere la série complexe de somme

f(z) = Z a,z"

neN

Ou les a,, sont définis par :
ag=1,a1 =3, et Yn>2 a, =3an—1— 20,2

1
1. Montrer que R > 1

2. Montrer que Vz € C, |z| < R
1

&) =51

3. En déduire la valeur de, R, ainsi que l'expression de a,, en fonction de n.

Sériel: Série entieres 2/2 Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 1: '

Soit f une fonction 2m-périodique, impaire et vérifiant :

1, si z €]0,n[;
) =
7@ ={ Jor < im Zo

1. Calculer la série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

o = (e
3. En déduire la valeur de Z .
o 2n+1

4. A Taide de I’égalité de Parseval, calculer ————— puis —.
& v Z (2TL + 1)2 p Z n2

n=1
Exercice 2: '

On définit une fonction f, 27w-périodique sur R, par

n=0

[z, si x €] —m,w[;
1@ ={ Fim " b
1. Former le développement en série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
+oo 1
3. A laide de I’égalité de Parseval, calculer la somme de la série Z —.

2
n=1 n

T
4. On définit g, 27-périodique, par par g(x) =

le développement en série de Fourier de g.

Exercice 3: '

On définit une fonction f, 2ww-périodique sur R, par Vo € [—m, x|, f(x) = |z|.

1. Former le développement en série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

= 1 Rl |
3. En déduire les sommes Z —— et Z —_
2 2
= (2n+1) —n
ik 1 =
4. Avec l'identité de Parseval, calculer les sommes — et —.
, > it

n=0

Exercice 4: ' . . T o s
Soit f : R — R la fonction 27r-périodique définie par

f(x) = (x — w3, =x€[0,2n]

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

3. En déduire les sommes des séries
1

= ()t &
Zl 2 Zﬁ

n n=1

-1
sur |0, 27| et g(0) = g(27) = 0. Déduire de la question (1)

Séried: Série de Fourier 1/2

Pr. H. OULGHAZI
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Exercice 5: '

Soit @ € R\Z et considérons la fonction 27r-périodique f définie pour tout t € [—m, 7] par f(t) = cos at.

1. Montrer que f admet une série de Fourier convergente sur R. Préciser le type de convergence

2. Expliciter les coefficients de Fourier de f puis déterminer la série de Fourier associée a f.
3. Etablir le développement eulérien

“+ oo

1 2u
Vu € R\nZ, cotanu = — _—
\Z, u + nz_:l u?2 — n2n?2

Exercice 6: ' . . . e 1
(Facultatif) Soit f : R — R la fonction 27wr-périodique telle que f(x) = e® pour tout ¢ €] — m, «].

1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f.
2. étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.

3. En déduire les valeurs des sommes

Séried: Série de Fourier 2/2 Pr. H. OULGHAZI



