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Exercice 1
Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :
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Solution :
+00 ]
(1) Le rayon de convergence de la série Z gV i Eonan prenons a, = gVt of appli-
n=1
, . n3+n2+5n . N
quons la régle de Cauchy on obtient, /a, =x »2  donc lim {/a, =+oo, dou R =0.
n—-+oo
“+oo
(2) Le rayon de convergence de la série ZWE(”‘/E):I:”. Prenons a, = nZ™V3) appliquons la

n=1

régle de Cauchy. Pour se faire on doit calculer lirf W/a,. Tout d’abord on sait que nv/3 —1 <
n—-+0oo

E(nv3) < nv3 ce qui implique ”\/E_l < E(Z‘/g) < /3. Alors lirf Va, = 73 ainsi que
n—-+0oo
R=n"V3

Exercice 2
Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur [0,1] par :

2"y

fn(x) = 1+ n2na2

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)nen+ sur [0, 1].
2. Caleuler || fulloo, pour n € N*.
3. La convergence de la suite (f,)nen+ est-elle uniforme sur [0,1] 2

4. Soit n €]0, 1], montrer que la suite (fn)nen+ converge uniformément sur n,1].

Solution :

(1) Etudions la convergence simple de la suite de fonctions (fy,)nen sur intervalle [0, 1].
Siz =0, alors f,(0) =0. D’on lim f,(0)=0.
n—+oo
2"y

. . . 1
Si x # 0, alors Trnzra? "~ Donc ngr}rloo fulz) = nggloo p— 0. On conclut que (fp,)nen+

converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

(2) Calculons || fulloo : On a f, est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[ donc | f,,| atteint sa
23
2v/n

(3) La convergence n’est pas uniforme, sinon la suite (f;,)nen= converge uniformément vers sa

2%
limite simple qui est la fonction nulle. On obtient donc 0 = lim || f, —0ljcc = lim ——= = 400,
n—+o00 n—+oo 23/n

contradiction. D’ou la convergence de la suite de fonctions (fy,)nen n’est pas uniforme.

borne supérieure en un point zf) et vérifie f; (z{) = 0. Un calcul simple donne || f|lcc =



(4) Montrons que (fy,)nen+ converge uniformément sur [n, 1]. Tout d’abord (fy,)nen+ converge
simplement sur [, 1] vers la fonction nulle et on a de plus

2n 1

Ilfn = Olloe = [[fulloe = Suppy,1)fu(z) < T4 nomg? <

nn?
On peut conclure facilement par passage a la limite.

Exercice 3
Soit f : R — R une fonction 2mw-périodique impaire et définie par : f(x) = e* pour tout x €]0, x].

1. Montrer que f admet une série de Fourier convergente.
2. Calculer les coefficients de Fourier a,, et b, de la fonction f.

3. Etudier la convergence uniforme de la série de Fourier de f.

Solution :

(1) On a f est une fonction dérivable par morceaux et 2m-périodique donc d’aprés Théreéme de
Dirichlet elle admet une série de Fourier convergeant simplement.

(2) On a f est une fonction impaire, alors a, = 0 pour tout n € N et by = 0 par convention.
Soit n > 1, alors
by = 0277 f(x)sin(na)de = L [T f(z)sin(nz)de = 2 [ f(z)sin(nz)dz = 2 [ e* sin(nx)ds =
%In ou I, = fow e sin(nz)dz.
Calculons I,
Ona:
I, = [, e”sin(na)dz = [e”sin(nz)]j — n [ e* cos(nz)dx = —nle” cos(nz)]j — n’I, dou I, =
(1= (~1)rem)

(3) On a f impaire donc f(0) = 0. Si la série de Fourier associée & la fonction f converge
uniformément alors elle est continue et par passage a la limite en xy = 0 on trouve une contradiction.
Conclusion la série de Fourier de la fonction f ne converge pas uniformément.

Exercice 4
Soit R € RT\{0,1} et soit C = {z € C/|z| = R} un chemin fermé orienté dans le sens positif.
Selon les valeurs de R, calculer l’intégrale

2243
32—dz.
c@+z+z+1
22+3

Solution : Considérons la fonction f: C — C définie par f(z) = e sy
Onaz+22424+41=22+1)+(z+1) =E+1)E2+1) = (z+1)(2 +i)(z — i), donc les
poles de la fonction f sont {i, —i, —1}. On peut constater facilement que f est holomorphe sur C
a l'exceptiopn de ses trois poles qui sont des singularités isolantes. Le Théoremes des résidus est
applicable. on a aussi :

A
Res(fa 72) - 17+T
Res(f,i) = —=3*
Res(f,—1) =2
Si R < 1, on obtient fc %dz = 0 (car le chemin ne contient aucun péle).

Si R > 1, on obtient (dans ce cas le chemin contient les trois péles)
2 . . . .
Jo Wﬁi_kldz = 2mi(Res(f,i) + Res(f,—i) + Res(f,—1)) = 2mi



