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Chapitre

Examen normal de Topologie
2015-2016

Le 08-02-2016.

Examen de Toplogie(durée :3h).

Exercice 1.1 1. Montrer que tout espace métrique est un espace topolo-
gique SEpare.
2. Montrer que dans-um espace topolgique sépré, tout ensemble fini est
fermé.
3. Montrer que dans un espace discret, toute partie est ouverte et fermée.

4. Soit F! une partie d’un espace métrique E, montrer que si F' est complet
alors F' est fermée dans E.

Solution :

1. Soient z,y € (E,d) tq z # y, donc d(z,y) = o > 0, alors
B(z,5) N B(y, §) = @ donc (£, d) est un espace séparé.

2. Dans un premier temps, nous allons montrer que tout singleton est un
fermé. Soit {a} C E, montrons que {a} est un fermé, il suffit de montrer
que {a}¢ est un ouvert cad que {a}® est un voisinage de chacun de ses
points. Soit x € {a}° cad x # a, alors il existe O ouvert tq O € V(x)
et un voisinage v € V(a) tq O Nv = @, par suite O C v° et donc
O C v C {a}*, ce qui montre que {a}® est un voisinage de chacun de
ses points, d’ou le résultat. D’autre part pour

A= {a1’a27a7an} = U{(IZ},]_ <1 < n,

et la réunion de fermé est un fermé.
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3. Soit (£, d) un espace discrét cad d(z,y) =0 < z =y et d(z,y) =1
sinon. Soit A une partie de F, si A = @ c’est terminé. Si A # @&, alors
il existe z € A, pour ¢ < 1 on a: B(x,e) = {z} C A, d’ou A est un
fermé. Méme raisonnement si on remplace A par A°.

4. Soit F un espace complet, montrons qu’il est fermé. Soit x € F, donc
il existe une suite (z,) d’élément de F' tq x, — z, donc (x,) est une
suite de Cauchy dans F et puisque E est complet, alors z, — a € F
et puisque (F,d) est séparé alors x = a € F, d’ou le résultat.

Exercice 1.2 Soient a et b deux réels, vérifiants 0 < a < b et E = [a,b]. Sur
E on considére les distances d(x,y) = |z —y| et D(x,y) = |In(x) — In(y)|.

1. Les distances d et D sont-elles métriguement équivalentes ¢ sont-elles
toplogiquement équivalentes ?

2. les espaces (E,d) et (E, D) sont-ils complets ¢

Solution :

1. Montrons que d et D sont métriquement €équivalentes. considérons la
fonction f : [a,b] = R; x — f(x) = In(x), on a : f dérivable sur [a, b,
par le T.AF, il existe ¢ €]asb] tq: f(z) — f(y) = f'(c)(z — y) par suite
@ < D(z,y) < @ ce qui montre que d et D sont métriquement

équivalentes. Du fait que d et D sont métriquement équivalentes alors

elles sont topologiquement équivalentes.

2. Soit (#,) une suite de Cauchy dans [a,b], alors (x,) est une suite de
Cauchy dans (R, d) qui est complet ce qui montre qu’il existe x € R
tq @, — @, d’autre part on a : a < z,, < b passons donc a la limite on
obtient : a < z < b et donc ([a, b],d) est complet et du fait que d et D
sont métriquement équivalentes alors x —% z, conclusion [a, b], D) est
complet.

Probléme 1.3 (12 points)
Soit E un espace vectoriel normé sur C. On désigne par :
B'(0,1) = {x € E;||z|| <1}, la boule unitée fermée de centre 0 et de rayon
1.
Soit F C E un sous espace vectoriel fermé de E. Pour x € E, on pose :
d(z, F) = inf ||z — y]|.

yeF

1. Montrer que Vx € E, on a : 0 < d(z, F) < ||z
2. Montrer que d(x,F) =0< z € F.

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018
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3. (a) Montrer queVx, 2’ € E, A€ C,y € F ona :
A\, F) = |Ad(x, F),
d(.l’—y,F) = d(l’,F)7

(b) Montrer que l’application x — d(x, F') est uniformément continue
dans E.

4. (a) Soit x € B'(0,1). On pose o = d(z, F) et on suppose que o > 0,
soit de plus € > 0. Montrer qu’il existe y € F tel que : a <
llz —y|| < a(l+¢).

(b) Soit x' = Y7Y  montrer que d(x', F) > !
|z —ylI’ ’ 1+e

5. Montrer que si F' # E, alors sup d(z,F) = 1.
z€B’(0,1)

6. Montrer que si ' # E et E est de dimension finie, alors il existe
xo € B'(0,1) tel que d(xo, F) = 1.

Solution :

1. On sait que 0 < d(z, F') < ||z —yl||, pour tout y € F. Puisque F est un
sous espace vectoriel de E, alors Og = 0 =0 € F et donc
0 <d(xz,F) < ||z =0|| = ||z||, d’ou le résultat.

2. On sait que d(z, F) =02 € F = F (F est un fermé), donc
d(z,F) =0z € F

3. (a) @ pour A =0, nous avons : Ax = 0 et donc d(Az, F) =0, car 0 € F
d’autre part, in£ [|0 —y|| =0, d’ou le résultat.
ye

: . TR oy
Si A #0, alors d(Ax, F') = églgH)\x yl| %uelfF € |[AMz =4l

posons : §{ =t € F(F est un sous espace vectoriel), nous obtenons donc
d(Az, F) = %n}f?Hx —tl| =d(z, F).
€

N cd(r —y,F) =inf ||r —y — z|| = inf —
o Nous avons : d(x —y.F) = inf [|lr —y = 2|l = inf [}z ~ v+ ).

posons : y+z=t € F (F s.ev),
par suite d(x — y, F') = %nlg ||z —t|| = d(x, F).

€
(b) Considérons l'application f : E — R tq, f(z) = d(z, F), nous
avons : |f(x) — f(y)| < ||z —yl|, ce qui montre que f est uniformément
continue sur E.

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018
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4. (a) Soit x € B'(0,1) et d(z, F) = o > 0. Nous avons : o = %n£||m —t||
€
donc pour tout € > 0, il existe y € F' tq :

a<l|lzr—y|l| <a+ae=al+e).

(b) Pour 2/ = ﬁ, d’aprés les questions précédentes, nous avons :
d(z, F 1
i, py = M) o .
lz =yl llz—yll 1+e

5. On a : F # F, alors il existe xyp € E non nul, tq g € E et xg &€ F,

et par suite posons : x = IIfi_gH € B'(0,1) et nous posons : d(z,F) =

a > 0. On sait que 1 > d(z, F) > ﬁ pour tout z € B’(0,1) et pour

tout € > 0, maintenant passons a la borne supérieure, nous obtenons
1> sup d(z,F)>1dou sup d(z,F)=1L1

2€B'(0,1) z€B/(0,1)
6. Puisque E est de dimension finie suite a la question précédente, alors
sup d(z,F) =1 et dans ce cas la boule B'(0,1) est compact donc

z€B’(0,1)
la borne supérieure est atteinte cad il existe o € B'(0,1) vérifiant
d([L’(), F) =1.

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018



Chapitre 2

Rattrapage normal de Topologie
2015-2016

Exercice 2.1 Une ultra-distance sur un ensemble E est une application d de
E x E dans Rt satisfaisant auzx premier et deuxiéme aziomes des distances
le troisieme étant remplacé par : Vz,y;z € E, d(x,y) < supld(z, 2),d(z,y)].
1. Montrer que d est une distance sur E. L’espace (E,d) est dit ultramé-
trique.
2. Montrer que dans un espace ultramétrique (E,d) si d(z,z) # d(z,y),
alors d(x,y) = supld(z, 2), d(z,y)]
3. Montrer que toute boule ouverte B(z,r) dans un espace ultramétrique
(E,d) est un ensemble ouvert et fermé.
4. Montrer que pour tout y € B(x,r), on a : B(y,r) = B(x,r).
5. Montrer que toute boule fermée B'(x,r) est un ensemble ouvert et
fermé.

6. Montrer que pour touty € B'(x,r), on a : B'(y,r) = B'(x,r).

Solution :

1. Puisque d vérifie les premiers aximes, alors pour affirmer que d est
une distance sur F, il reste & montrer la trosiéme propriété, c’est 'in-
égalité triangulaire. Soient x,y et z des éléments de E, montrons que
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Nous avons d(z,z) < supld(z,y),d(y, z)] et
donc d(x, z) < supld(z,y),d(y, z)] < supld(x,y),d(y, z)|+inf[d(z,y), d(y, 2)] =
d(z,y) + d(y, z), d’out d est une distance sur F.

2. Montrons que si d(x,y) # d(y, z), alors d(x, z) = supld(z,y), d(y, z)].
Sid(z,y) < d(y, z), on sait que d(x,z) < d(y, z) reste & montrer que
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d(y,z) < d(z,z). Nous avons d(y,z) < supld(y,x),d(z,2)] = d(x, z),
par suite d(zx, z) = d(y, z). Méme démonstrastion si d(y, z) < d(z,y).

On sait que toute boule ouverte est un ouvert reste & montrer que cette
boule ouverte est fermée. Soit B(x,r) la boule ouverte, montrons qu’elle
est fermée cad que son complémentaire est un ouvert. Soit y € B(x,r)*
cad d(z,y) > r, existe-t-il € > 0 sachant que B(y,e) C B(x,r)? pour
0 < e < r, nous avons d(z,t) < sup[d(x,y),d(y,t)] = d(z,t) pour tout
t € B(y,¢) ce qui montre que d(z,t) = d(x,y) > r pour tout t € B(y, )
ce qui prouve que B(y,&) C B(z,r)¢ d’ou le résultat.

Soit y € B(x,r), montrons que B(z,r) = B(y,r). Soit t € B(y,r) cela
veut dire que d(y,t) < r, montrons que d(x,t) < r, on sait que d(z,t) <
max[d(z,y),d(y,t)], du fait que d(x,y) < r, alors d(x,t)-< d(z,y) ou
d(z,t) < d(y,t) et donc d(z,t) < r cela montre que ¢ € B(x,r) et par
suite B(y,r) C B(z,r), de la méme fagon on montre que B(z,r) C
B(y,r) d’ou le résultat.

Montrons que B'(x,r) est ouverte et fermée. Soit y € B'(z,r), cad
d(z,y) < r. existe-t-il € > 0 tq B(y,e) € B/(z,r), il suffit de choisir
O<e<r.

Soit y € B(z,r), montronsque B'(z,r) = B'(y,r). On sait que d(z,y) <
r et soit t € B'(y,r), alors d(y,t) < r, montrons que d(z,t) < r. Nous
avons d(z,t) < max[d(z,y),d(y,t)] < r d’ot le résultat, la réciproque
est la méme

Exercice 2.2 Soient E ;| F deux R ev.n et f : E — F une application
vérifiant f(x+y) = f(x)+ f(y) pour tout xz,y € E. De plus [ est bornée sur
la boule unitée fermée.

1.

Montrer que pour tout r € Q, on a : f(rx) =rf(x).

2. Montrer que f est continue en 0.

3. Montrer que f est continue sur E.
4.
5

. Soit uw: E — F, une application linéaire. Montrer que u est continue

Déduire que f est linéaire.

ssi, pour toute suite (x,,) de points de E, vérifiant lim x, =0, u(z,)
n—+o00

est bornée.

Solution :

1.

Ona: f(0) = J(0) + F(0) = F(0) = 0, f(x + ) = 2/(x). Soit
f(nz) = nf(x), montrons que f((n+ 1)z) = (n+ 1)f(x), nous avons

),
f((n+ 1)z ):f(nﬁx) f(nx)+ f(x) = nf(z)+ f(z) = (n+1)f(2).

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018
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Conclusion pour tout n € N, nous avons : f(nz) = nf(z). Poury = —x
ce qui implique que f(zx—x) = f(x)+ f(—x) =0, alors f(—z) = — f(x).
Pour n € Z~, —n € N, donc f(—nz) = —nf(z), par suite —f(nx) =
—nf(x) ce qui donne f(nx) = nf(x). Maintenant soit r = é ouq € Z*,
nous avons f(z) = f(¢7) = qf(7) ce qui donne %f(x) = f(%). Pour
r==E alors f(ra) = f(28) = pf(7) = Lf(z) cad f(rz) =rf(z).

2. Montrons que f est continue en 0. On sait que f est bornée sur la
boule unité fermée cad il existe M > 0 tq ||z|| < 1 = ||f(z)]| < M,
alors pour n € N*, nous avons : |[nz|| < 1 = ||f(nx)|| < M, donc
2| < L = ||f(2)]| < %. Dautre part pour £ > 0, il existe ng tq :
nMO < g, alors pour o = nio, nous avons : ||z|| < n—lo = ||f(x)]] < nMO <e
donc f est continue en 0.

3. Soit xy € E. Montrons que llm f(z) = f(xo). Nous avons :
T—T0

lim f(x —2p) =0« lim (f(x) — f(zo)) < lim f(¢) = 0.
T—x0 r—xQ t—0

4. Déduction : 11 suffit de montrer que f(ax) = af(z) pour tout o € R.
Soit a € R, alors il existe une suite (o) d’éléments de Q tq a,, — a.
On sait que f(a,z) = a,, f(x) pour tout & € E, passons donc a la limite
nous obtenons f(ax) = af(x), d’ou le résultat.

5. Soit u une fonction continue et la suite (z,) tq lim z, = 0, du fait
n—oo

que u est continue, alors lim u(x,) = u(lim (z,)) = 0, par suite u(x,,)

n—oo n—oo

est bornée. Réciproquement on sait que u est linéare, pour montrer

qu’elle est continue il-suffit de montrer qu’elle est bornée sur la boule

By (0,1). Supposons que u est non bornée sur By (0, 1), donc pour tout

n € N, il existe z, tq ||z,]| < 1 et ||u(z,)|| > n donc H\’j—%H < \/Lﬁ et

lu(ZE)) = v/n par suite & — 0 et u(<£) est non bornée, donc il y a
une contradiction, par suite u est bornée sur B(0,1).

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018



Chapitre

Examen normal de Topologie
2016-2017

Exercice 3.1 1. Montrer que dans un e.t separé, tout singleton est fermé
et déduire que tout ensemble fini est fermé.

2. Montrer que dans un espace topologique compact, tout point admet un
systeme fondamental de voisinage.

Solution

1. Soit {a} C E un e.t séparé, montrons que {a} est femé dans F, cad Ci*
est un ouvert, pour cela il suffit de montrer que 1% est un voisinage
de chacun de ses points. Soit z € C{%}, ce qui implique que z # a, donc
il existe O un ouvert contenant x et V un voisinage de a de fagon que
ONV = @, par suite O C Y ¢ C{* ce qui montre que z € O c 0l
alors 1%} est un voisinage de 2 d’oti le résultat.

Déduction : Soit A = {ay,as,as,...,a,} =U{a;} o1l <i<n,onaA
est I'union fini fe fermé donc est un fermé.

2. Soit x € E et v € V(x), comme E est compact alors E est séparé, donc
NW = {z} sachant que W sont les voisinages fermés de z. D’autre
part comme v € V(x), alors il existe un ouvert O tq z € O C wv.
Posons K = (9, alors K est compact (K un fermé dans un compact
E)yetona:z & K, donc (NW)NK =@ = nN(W N K), par suite
{z} N K = @, puisque K est compact et que W N K est fermé dans
K donc il existe Wy, Ws, ..., W, des voisinages fermés de x vérifiants
NW;NK) =@ = (NW;)N K, ce montre que (NW;) C 0¥ = O C v par
suite pour w = (NW;) 1 <4 < n est un voisinage de z, par suite w est
un fermé de x contenu dans v d’otut le résultat.
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Exercice 3.2 Soient (E,d) un eem et AC E.

1. Montrer que si toute suite de Cauchy de points de A converge dans I,
alors A est complet.

2. On suppose que (E,d) est complet et soit (x,)n,>1 une suite d’éléments
de E, vérifiant d(x,1,x,) < %, montrer que (x,)n>1 est convergente.

3. Montrer que si (x,)n>1 est une suite de Cauchy dans E, alors il existe
une sous suite Tymy verifiant d(Tpmi1), Tpm)) < 2%

Solution

1. Soit (2,)nen une suite de Cauchy dans A, donc Vn € Non a : a, € A,
par suite il existe y,, € A tq : d(2,,yn) < 3. Montrons que (yn)nen est
de Cauchy. On a : d(Yn+p, Yn) < d(Yntps Tntp) + A Tnpsn) + (0, Yn),
par suite d(Ynip, Yn) < Qn%p + d(Tnip, Tn) + zin, ce qui montre que
ngrfoo d(Yn+p, Yn) = 0 et donc (y,) est Cauchy dans A. Alors cette

5 + d(zy,yn) ce qui montre que ligl d(zp,a) =0 et donc a € A cela
n—-+0oo

suite converge vers a € A, par suite d(xq,a) < d(xn,yn) + d(yn, a) <

prouve que (x,) converge dans A. Conclusion A est complet.

2. On a: d(zpt1,3,) < 57, par suite

Ad(Tnip, Tn) < d(@nipy Tnip—1) 4 A(Tnip-1; Tnip-2) + + + d(Tns1, Tn)

donc

< 1
A(Tyiip, n) < on - on+1 T on+p—1

cad .
d(l‘n—&—p)xn) S Fa

ce qui donne lirJlrn d(Zp4p, Tn) = 0 et donc (z,,) est de Cauchy dans £
n—-+0oo
qui est complet, alors (z,) est convergente.

3. On a : (z,) est de Cauchy dans E, pour ¢ = %,Elnl € N;n > n; on
a: d(x,,r,) < % de méme pour ¢ = 2%,3712 € Nyng > ny;Vn >

N, d(Tpy, Tn) < 2%, ainsi de suite pour € = 2%, dng > ng_;n >

N, A(Ty,, T) < 2% eton a; d(x,,, Ty, _,) < 2,9%1

Soit ¢ : N — N de fagon que k +— (k) = ny on a : ¢ est strictement

croissante et vérifie d(Ty(), Zpmi1)) < 37, d’out le résultat.

Exercice 3.3 Soient E un ensemble infini, O la famille de parties de E
formée par la partie vide @ et par toute les parties A de E dont le complé-
mentaire G4 est une partie finie ou dénombrable.

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018
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1. Montrer qu’il existe une topologie sur E pour laquelle O est la famille
des ouverts. Dans ce qui suit, E est muni de cette topologie.

2. Montrer que dans E, une suite (T,)nen convergente si et seulement si
elle est stationnaire.

3. Montrer que ’application identique de R muni de la topologie définie a
la question 1 vers R muni de la sa topologie usuelle n’est continue en
aucun point.

4. Soit f : X — Y wune application d’un espace topologique X dans un
autre espace topologique Y. On dit que f est séquentiellement continue
en un point a € X si pour toute suite (x,)nen dans X converge vers a,
la suite f(xn)nen converge vers f(a). Montrer que si f est continue en
a, elle est séquentiellement continue en a.

Solution :

1. Par définition, @ € O. Comme le complémentaire de E est @ qui
est fini, £ € O. Soient Uy, Usy,U; avee © € I ensemble d’indices non
vides des éléments de O. On voit que (U N Uy)¢ = Uy U Us est fini
ou dénombrable, puisque c’est-la réunion de deux ensembles finis ou
dénombrables, donc (U; NUy) € O. De méme (UU;)¢ = NUf est fini
ou dénombrable puisqu’il est contenu dans l'un qlq des Uf, lui méme
est fini ou dénombrable. Donc UU; € O. La famille O qui vérifie les
axiomes des ouverts est bien la famille des ouverts d’une topologie.

2. Si la suite (z,,) est stationnaire, elle est évidement convergente.
Réciproquement, supposons que cette suite converge et soit [ sa limite,
considérons l'ensemble A = {z,,n € Nz, # [}, on a : A est fini ou
dénombrable et ne contient pas [, son complémentaire A¢ est donc un
voisinage ouvert de [. Comme la suite (z,) converge vers [, il existe
donc ng € N; tq Vn > ng, x, € A° cela implique que z,, = [, car dans
le cas contraire z,, serait élément de A. La suite considérée est donc
stationnaire.

3. Soit I : (R,0) — (R, usuelle), tq :x +— I(z) = x.
Soit € R et € > 0, l'interval |x — €,z + £[ est un voisinage de x pour
la topologie usuelle, et [7!(Jz —e,x+¢[) =]z —e,x+e[, or [z —e,x4¢]
n’est pas un voisinage de x pour la topologie définie a la question 1, car
son complémentaire est non dénombrable, donc I n’est pas continue en
x.

4. f continue en a, implique que pour tout v € V(f(a)), alors f~(v) €
V(a).

T, — a; Yu € V(a),Ing € N donc pour tout n > ng on a: x, € u;en

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018
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particulier f~1(v) € V(a), par suite il existe ny € N, pour tout n > ny,
nous avons x, € f'(v) ce qui donne f(z,) € f(f~'(v)) C v, ce qui
montre que f(x,) € v et donc f(x,) = f(a).

Karim Belhadj FSTE, A.U: 2017-2018



Chapitre

Rattrapage normal de Topologie
2016-2017

Rattrapage de Topologie, durée 2h

Exercice 4.1 1. Montrer que deux distances métriqguement équivalentes
sont topologiquement équivalentes.

2. Soit (E,d) un espace métrique et dy= ~%. Montrer que d et d; sont

1+d-°
topologiquement équivalentes.

3. d et dy sont-elles métriquement équivalentes ? justifier votre réponse.

Solutions :

1. Soient d et d’ sont deux métriquement équivalentes cad il existe deux
réels a, B > 0, vérifiants : ad(z,y) < d'(z,y) < Bd(z,y), pour tout
x,y € E. Soit O un ouvert pour d, x € O, alors il existe r > 0 tq :
By(z,r) C O, or By(x,ar) C By(xz,r) C O, par suite O est un ouvert
pour d’'. Inversement soit O un ouvert pour d’, x € O, alors il existe
r>0tq: By(z,7) C O, or By(z, %) C By(z,r) C O, ce qui montre que
O est un ouvert pour d, par suite d et d’ définissent la méme topologie.

2. Soit (E,d) un espace métrique et d; = #‘ld. Montrons que d et dy sont

topologiquement équivalentes. Toute boule ouverte pour d est contenue
dans une boule ouverte pour d;. Inversement, soit O un ouvert pour d
et © € O, alors il existe € > 0 tq By(z,e) C O, cherchons r > 0, de
fagon que By, (z,1) C By(z,€). Soit t € By, (x, 1), alors dy(z,t) < r cad

det) ) par suite d(z,t) < 7, (0 < r < 1) et donc il suffit de

1+d(z,t)
choisir =~ < e. Conclusion d et d; sont topologiquement équivalentes.

13
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3. d et di ne sont pas métriquement équivalentes en effet : supposons que
d et dy sont métriquement équivalentes, alors il existe o, § > 0 tq :

ad(z,y) < di(z,y) < Bd(z,y);Vo,y € E.

Comme dy(z,y) < 1, alors ad(z,y) < 1,Vz,y € E. Pour E = R et
3

d(l’,y) = ’m - y’? prenons r = et Yy = %, alors ]ac — y’ = % et

donc afr —y| = 2 < 1 ce qui est absurde. Donc d et d; ne sont pas
métriquement équivalentes.

Exercice 4.2 Soient E un e.t, A et B deux parties de E.
1. Montrer que Fr(AU B) C Fr(A)U Fr(B).
2. Montrer que si AN B = @, alors Fr(AU B) = Fr(A)U Fr(B).

(o}

3. Montrer que si A est ouverte (resp fermée), alors Fr(A) =@.
4. Montrer que A est ouverte et fermée si et seulement si F'r(A) = @.

5. Soit Y4 la fonction caractéristique définie sur B par : Ya(z) = 1 si
r € A et Ya(zr) = 0 sinon. Montrer que 4 est continue en x si et
seulement si x & Fr(A).

6. A quelle condition 14 est-elle continue sur E ¢
7. A quelle condition ) 4 est continue sur E pour tout A C E ¢

8. Supposons qu’il existe une partie A de E telle que A = C4=E.
Montrer que Y4 et wgg ne sont continues en aucun point de E.

Solutions :
1. Montrons que F'r(AU B) C Fr(A) U Fr(B). Nous savons que

Fr(AUB)=(AUB)N (AU B)e,
par suite
Fr(AUB) = (AUB)N (AN B°) = (AN AcN B°)U (BN A°N Be),
donc

Fr(AUB) c (AN A°)U (BN B°)
cad
Fr(AUB) C Fr(A)U Fr(B).
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2. Montrons que si AN B = &, alors Fr(AU B) = Fr(A)U Fr(B).
On sait que
Fr(AUB) C Fr(A)U Fr(B).

Reste & montrer que F'r(A)U Fr(B) C Fr(AU B).

Soit © € Fr(A)UFr(B), alors x € Fr(A) oux € Fr(B).Siz € Fr(A),
alors z € A ce qui donne que x € (AU B), d’autre part puisque z € A,
alors x ¢ B et donc 3v € V(z) tq BNv = @ cad v C B ce qui implique
que B¢ € V(z). Soit maintenant w € V(x), alors w N B¢ € V(z) et
comme x € A¢, alors w N B¢ N A° # @. Conclusion x € (AU B)¢, par

suite x € (AU B) N (B¢ N A¢) d’ou le résultat.

3. Supposons que A est ouvert, alors A = A et A° est femé par suite

Fr(A) = AN Ac = AN A° et donc Fr(A) :zmﬁc:@, car EC:Z

et AC A. .

Remarque : Si A est fermé, alors A° est un ouvert, par suite F'r(A°) =

Fr(A) =g.
4. Supposons que Fr(A) = @, par suite Fr(4) = AN A = &, donc

ANA = @, ce qui donne A C A C A d’ott A est fermé et ouvert.

C

Inversement supposons que A est fermé et ouvert cad A= Aet A=A
et donc Fr(A) =ANA =A4ANA =0.

5. Montrons que 14 est continue en z si et seulement si @ ¢ Fr(A).
Supposons que 14 est continue x, si © € A, alors ¥4(x) = 1 et donc
pour 0'< e < 1, alors il existe u € V(x) tq ¥a(u) C|]1 —e,1+¢], ce qui
montre que uN A° = @ d'ot « € Fr(A). Six ¢ A, alors ¢4(z) = 0,
pour € = %, il existe v € V(z) de fagon que Y4(v) C| — %,%[, par
suite v N A = & et donc z € Fr(A). Réciproquement supposons que
x & Fr(A), alors il existe v € V (z) sachant que vNA = @ ou vNA® = &.
Pour v N A = @, alors ¥4(v) = {0} C] —e,¢[, Ve > 0, donc 14 est
continue en x de méme pour v N A¢ = &.

6. 14 est continue sur E pour tout A, veut dire que Vo € E, x &€ Fr(A)
cad Fr(A) = @ ce qui veut dire que A est ouvert et fermé.

7. VA C FE, ¢4 est continue sur E si et seulement si VA C E, Vx € E,
x & Fr(A) cad Fr(A) = @, VA C E, ce qui montre que A est ouverte
et fermé pour tout A C E et donc E est muni de la topologie discréte.

8. Ona: Fr(A) = E car A = A° = E, par suite pour tout z € F,
x € Fr(A) et donc ¥4 n'est continue en aucun point de E. méme
raisonnement pour 1 sc.
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Chapitre

Examen libre de Topologie; 2016-2017

Durée 2h

Exercice 5.1 (6points)

1.
2.

Montrer que dans un espace métrique toute suite de Cauchy est bornée.

Montrer que tout espace métrique compact est complet.

Solution :

1.

Soit (x,) une suite de Cauchy dans (E,d), alors pour tout € > 0, il
existe ng € N tq, pour tout n, p > ng, d(z,,z,) < €.

Pour € = 1, il existe ny € N tq pour tout n,p > ng, d(z,,z,) < 1 par
suite pour n < ny — Lposons : R = maxd(x,, z,,—1) donc pour tout
n € N, nous avons; d(z,,,,) < max(R,1) = r, ce qui implique que
Vn € Ny @y, € B(x,,,r+ 1), ce qui montre que (z,) est bornée.

Soit (x,,) une suite de Cauchy dans (£, d), alors pour tout ¢ > 0, il existe
ny € N'tq, pour tout n, p > ng, d(zn, z,) < 5, puisque (z,) C (£,d), qui
est compact, alors il existe une sous suite de (x,) notée; xymy — = € E,
donc d(zy, Tym)) < § pour tout n > ng car p(n) > n > ng, par suite
d(xp, 1) < d(Tp, Tpm)) + d(Tpmy,z) < 5+ 5 = €, ce qui prouve que
x, — z et donc (E,d) est complet.

Exercice 5.2 Soit f : R — R une fonction continue. On considére les en-
sembles suivants : A = {x € R; f(z) > 0}, B={z € R; f(z) > 0}
C={(x,y) eR*%y > f(x)} et D={(z,y) ER%y > f(2)}.

1.
2.

3.

Montrer que A est ouvert et B est fermé.

Montrer que C' est ouvert et D est fermé.

o —
Comparer au sens de l'inclusion A avec B et A avec B en justifiant
V0S TEPOnSses.
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_ o
4. Comparer au sens de l'inclusion C avec D et C avec D en justifiant
V0S TEPONSes.

Solution

1. Nous avons :A = f71(]0,4+o00[) est un ouvert car f est continue. De
méme B = f71([0, +oc[) est un fermé du fait que f est continue.

2. Montrons que D est fermé. Soit (x,%) € D, alors il existe (z,,,,) € D
sachant que x, — z et y, — y, du fait que (x,,y,) € D, alors
Yn > f(z,). On passe a la limite on obtient donc y > f(z), ce qui
montre que (z,y) € D et par suite D et fermé. Maintenant montrons
que C' est ouvert.

Remarque : de la méme facon que précedement on montre que ’en-
semble {(z,y) € R%y < f(z)} = 0 est fermé, ceci montre que C' est
ouvert.

3. On sait que A C B, alors A C B et puisque A est ouvert alors A C B.

De méme nous avons A C B, alors A C B, du fait que B est fermé
alors A C B.

4. Nous avons : C' C D, alors é’ C 107 et puisque C' est ouvert alors C' C lo)
Remarque : Soit (9, yo) € D, alorsil existe € > 0tq : B((zo,%),€) € D
cad Jxg — &, 20 + €[x]yo = €,y0 + €[C D par suite yo — 5 > f(xo) or
Yo > Yo — 5 = f(xo) cad yo > f(xo) donc (x9,10) € C ce qui montre

que C'= D.

Remarque : On montre de la méme fagon que 'intérieur de

{(z,y) €R%y < f(2)} = {(z,y) € R¥y < f(2)}, cad CC  C” d'on
C=D.

Exercice 5.3 Soit E un ensemble non vide muni de deux distances dy et dy.
On suppose que pour toute suite x, de B : x, =% v = x, =% x et que
(E,dy) est compact.

1. Montrer que si F' est un fermé dans (E,dy), alors F' est un fermé dans
(E,dy).

2. Montrer que (E,ds) est compact.

3. Montrer que si ' est un fermé dans (E,dy), alors I est un fermé dans
(E,dy).

4. Déduire que dy et dy définissent la méme topologie sur E.

Solution
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1. Soit x € Fy,, alors il existe (z,,) de points de F tq : z,, —% x, par suite
x, —% x ceci montre que x € Fy, = F et donc Fy, C F or F C Fy,,
conclusion F' = Fy, cad F est fermé dans (E, d;).

2. Montrons que (FE,dy) est compact. Soit (x,) une suite de points de
(E,dy) done (z,) est une suite de points de (E,d;) qui est compact
par suite il existe une sous suite notée x,(,) de points de (E,d;) tq :
Zp(n) —& 2 par suite Zp(n) —% 2 ce qui montre que (E,dy) est com-
pact.

3. Soit F' un fermé dans (E, d;) qui est compact, alors (F,d;) est compact
et donc de la méme fagon que 2), on montre que (F,ds) est compact
par suite I est un fermé dans (F, ds).

4. D’aprés les questions précédentes nous avons montré que F est fermé
dans (F,d;) si et seulement si F' est fermé dans (F,dy) et par passage
au complémentaire on obtient donc O est un ouvert pour (E,d;) si et
seulement si O est ouvert pour (E,dy). Conclusion d; et dy définissent
la méme topologie dans E.
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Chapitre

Rattrapage Libre de Topologie
2016-2017

Exercice 6.1 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

1.
2.
3.

Montrer que si A est compacte, alors A est compléte.
Montrer que si A est compacte, alors A est fermée et bornée.

Soit (F,d") un autre espace. métrique et h : E — F wune application
continue. Montrer que si A est connexe par arcs de E, alors h(A) est
conneze par arcs de F.

Solutions :

1.

Montrons que A'est compléte, soit (z,) une suite de Cauchy de points
de A, comme A est compacte alors il existe une sous suite (z,(,)) de
points de A de facon que ¢,y — x, par suite x,, — .

Montrons que A est fermé. Soit x € A, alors il existe une suite (x,,) de
points de A tq :z,, — x et comme A est compacte alors il existe sous
suite de (x,), notée (x,(,)) de points de A tq z,,) — @ et par 'unicité
de la limite on a z = a € A d’ou le résultat.

Reste & montrer que A est bornée. On sait que pour tout a € F, nous
avons £ = UB(a,n) on n € N, donc A = AN (UB(a,n)) par suite il
existe ng € N tq: A = AN B(a,ng) ce qui montre que A C B(a, ng)
d’ou le résultat.

Montrons que h(A) est connexe par arcs. Soient a,b € h(A) donc il
existe ag, by tq : a = h(ag) et b = h(by) et puisque A est connexe par
arcs, alors «, 8 € R et application continue v : [a, ] — A de fagon
que y(a) = ag et y(B) = by par suite nous avons a = (h o y)(«a) et
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b= (ho~)(B) et puisque h o~ est continue alors h(A) est connexe par
arcs.

Exercice 6.2 Soit (E.||.||) un espace normé. Si A et B sont des parties de
E, on désigne par A+ B l’ensemble des points de la forme x +y avec x € A
ety € B.

1.

4.
5.

Si l'une des parties A, B(disons A) est ouverte, montrer que A+ B est
ouverte.

On suppose que C' est une partie convere de E, montrer que C est
convezxe.

On suppose que C' est une partie convexe de E d’intérieur non wvide et
soit B(a,r) une boule ouverte contenue dans C. Pour tout x € C et
tout € €]0, 1[, montrer que la boule B((1 — €)x + ag,er) est contenue
dans C.

Déduire que C C C puis que C = C.

o
Montrer que C' est convexe.

Solutions :

1.

Soit f: A — A+b, ar a+0bpour b € B. On sait que [ est
un homéomorphisme, par suite f(A) est un ouvert donc A + b est un
ouvert or A+ B =U(A+b),b € B ce qui montre que A+ B est ouvert.

. Montrons que C est convexe. Soient , s Ceta,B>0tq:a+p=1

montrons que az+ By € C. nous avons z,y € C, alors il existe z,,, y, de
points de C' de fagon que z, — x et y, — y, or d’une part ax,+8y, € C
d’autre part ax, + Sy, — ax + By donc ax + fy € C' d’ou le résultat.

Montrons que montrer que la boule B((1 — €)z + ae, er) est contenue
dans C'. 1 suffit de remarquer que :

B((1—¢e)x +ae,er) = (1 —e)x +eB(a,r),
et du fait que B(a,r) C C, alors
B((1 —¢)x + ae,er) C C.

Remarquez bien que B((1 — &)z + ag,er) C C, ce qui montre que
(1 — &)z + ae € C et donc pour € = 27" les points de la forme :
(1-2"")z 42 "a € C (car I'intérieur de la boule c’est elle méme), on

passe a la limite on obtient donc :

r= lim ((1-2")z+2"a).

n—-+4o0o
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Du fait que x € C, alors x € C ce qui montre que C' C C, puis on passe
a 'adhérence on obtient que C c C. D’autre part on sait que C C C
donc C C C par suite

o —_—

C=C.

5. Montrons que C' est convexe. Soient z,y € C', montrons que (1 — )z +
Ay € C pour X € [0,1]. pour A = 0 le résultat est vrai. Pour A €]0, 1]
nous avons (1 — ANz + Ay € C, d’aprés 3).
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Chapitre

Examen normal de Topologie
2017-2018

Examen de Topologie ; Durée 2h.

Exercice 7.1 1. Soit 7 la topologie sur R formée par &, R et tous les ou-
verts de la forme |a, +oo] ot a € R. Déterminer l’ensemble {—2017,2018}.

2. Soit E un espace topologique séparé. Montrer que si K est un compact
de E, alors pour tout v € BE, il eviste deux ouverts U et V de fagon
querelUet KCVetUNV=0.

3. Déduire que si A et B sont deux compacts disjoints de E, alors il existe
deuzx ouverts U et Vde facon que ACU et BCV etUNV =@.

Solutions

1. Les fermés pour 7 sont &, R et les fermés de la forme | — 0o, a] ot a €
R, donc {—2017,2018} est 'intersection de tous les fermés contenant
{—2017,2018} c’est donc | — 00, 2018].

2. Puisque z € CX, alors pour tout y € K;x # y et comme E est séparé

il existe u, € V(x) et v, € V(y) ouvertes de sorte que u, Nv, = .
Ainsi on a :K C Uy, ot y € K, or K est compacte donc il existe
Y1, Y2, ...yn € K de fagcon que K C Uy, = V avec y; € K, par suite
vy, Ny, = . Posons U = Nu,,, 1 <7 < n qui est un ouvert et x € U
et UNV =a.
Déduction : On a : AN B = & donc pour tout x € A, x ¢ B, il existe
deux ouverts U, € V(z) et V,, € V(B) de sorte que U, NV, = @, alors
A C UU, et puisque A est compact alors il existe x1,xo,...z,, € A de
sorte que A C UU,, = U, soit V. =nNV,,, V est un ouvert et B C V et
Unv =g
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Exercice 7.2 Soit 7 = {@} U {A C R; (% est au plus dénombrable}.

1.
2.

Montrer que T est une topologie sur R.

Montrer que pour cette topologie, toute intersection dénombrable d’ou-
verts est un ouvert.

Montrer que la topologie T n’est pas séparé.

. Montrer que si x ety sont deuz réels distincts, alors il existe v € V (y)

de facon que x & v.
Déduire que pour tout x € R, Nv = {z} ot v € V(x).

Montrer que toute bijection de (R, T) sur lui méme est un homéomor-
phisme.

7. Montrer que les seuls applications continues de (R, 7) dans (R, |.|) sont
des constantes.
Solutions
1. Soit 7 = {@} U{A C R;(C# est au plus dénombrable}. 7 est une topo-

logie sur R en effet :

x* @ €71 et CF = @ qui est au plus dénombrable donc R € 7.

x Soient A, B € 7, montrons que AN B € 7. Si A B est vide alors
AN B est vide donc se trouve dans 7. Si A # & et B # &, alors
Can8 = (4 UCE est-au plus dénombrable ce qui montre que AN B € 7.
x Soient A; € 7 ot 4 € [, montrons que UA; € T. CEAZ’ = ﬂﬂﬁi. Si
il existe ¢y € I de sorte que A;, # O, alors ﬂﬂﬁi C Egio qui est au
plus dénombrable donc UA; € 7. Si pour tout ¢ € I A, = &, alors
UA; = @ € 7, d’ot 7 est une topologie sur R.

. Montrons que pour cette topologie, toute intersection dénombrable

d’ouverts est un ouvert. Soiot (A,) une famille d’¢léments de 7, s’il
existe ng de fagon que A,, = @, alors N4, = @ € 7. Si pour tout
n, A, # @, A, € T prouve que Cﬁ” est au plus dénombrable donc
UCZ™ est au plus dénombrable car toute réunion dénombrable de partie
dénombrable est dénombrable. ce qui montre que UA; € 7.

Montrons que la topologie 7 n’est pas séparé. Supposons que 7 est
séparé, alors pour tout =,y € R avec x # y il existe deux ouverts O, €
V(z), O, € V(y) de sorte que O, N O, = & donc L = 0% Ul% =R
I"union de deux éléments de 7 qui est au plus dénombrable ce qui montre
que R est au plus dénombrable ce qui est absurde.

Sixz,y € Rtqa # vy, alors il existe v € V(y) tq x € v. On a x # y,

v = Cﬁ{g} est un ouvert car {x} est au plus dénombrable donc v € V (y)
et x & v.
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5. Déduction : Pour tout x € R, Nv = {2} ou v € V(z). Pour y # z, il
existe v € V(x) de sorte que y ¢ v par suite y € Nv ot v € V(x) ce qui
montre que Nv = {x}.

6. Montrons que toute bijection de (R,7) sur lui méme est un homéo-

morphisme. Considérons f : (R,7) — (R, 7) une bijection. soit B un
fermé de (R, 7), alors B est au plus dénombrable or f : f~(B) — B
est bijective donc f~'(B) est au plus dénombrable car f~!(B) est un
fermeé.
Si A est un fermé dans (R, 7), alors A est au plus dénombrable donc
f(A) est au plus dénombrable car f : A — f(A) est bejective. par suite
f(A) est un fermé dans (R, 7), et donc f est une bijection avec f et
f~! sont continues, ce qui montre que f est un homéomorphisme.

7. Montrons que les seulsapplications continues de (R, 7) dans (R, |.|) sont
lesdes constantes. Soient x,y € R avec x # y, supposons que f(z) #
f(y), il existe donc deux ouverts U et V tq f(z) € U et f(y) € V
et UNV =g, or fFAHAUNV) = fAA OO0 V)=, fFHU) et
f7HV) sont des ouverts dans (R, 7) etz € fH(U),y € f~ 1( ) ce qui
est absurde car (R, 7) n’est pas séparé et par suite f (a:) = f(y).
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Chapitre

Examen normal de Topologie
2018-2019

Examen de Topologie Durée 2h.

Exercice 8.1 1. Soit T la topologie sur R, formée par @, R et les ou-
vets de la forme | — oo, a| ot a décrit R. L’espace (R, T) est-il séparé ?
jJustifier.

2. Soit a un élément de Q. Trouver la composante connexe de a dans
Pespace topologique (R,|.|) puis sa composante connexe dans l’espace

(@ [.])-

Solutions

1. Soit a € R, cherchons m dans (R, 7). On sait que @ est I'intersection
de tout les fermés contenant a et donc {a} = [a, +oo[ qui n’est pas fini
donc T'espace n’est pas séparé.

2. Pour a € Q, la composante connexe de a dans (R, |.|) est R, sa compo-
sante connexe dans (Q, |.|) est {a}.

Exercice 8.2 Soient E, F', G trois espaces topologiques et f : E — F,
g: F — G deuz applications.

1. Montrer que f est ouverte si et seulement si pour toute partie A C E,
f(A) C f(A).

2. Montrer que l’injection canonique d’une partie A C E dans E est ou-
verte si et seulement si A est ouverte dans F.

3. Montrer que si g o f est ouverte et si g est injective et continue alors
f est ouverte.
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4. Montrer que si g o fest ouverte et si f est surjective et continue alors
g est ouverte.

Solutions

1. Supposons que f est ouverte, montrons que pour tout A C E, f(A) C

o o

f(A). On sait que (A) C A donc f(zZ) C f(A), par suite f(;l)) C f(iél)
du fait que f(;l) est un ouvert alors f(:zl) C f(A). réciproquement

o

supposons que pour toute partie A C E, f(A) C f(A) et montrons que

o

f est ouverte. Soit O un ouvert, alors O = O et donc f(O) C f(O) or

on sait que f(O) C f(O), ce qui montre que f(O) = f(O) et par suite
f est ouverte.

2.1 : A — FE;x — x. Montrons que i est ouverte ssi A est ouverte.
Supposons que A et montrons que ¢ est ouverte. Soit Q4 est un ouvert
de A donc il existe un ouvert O de E de fagons que Oy = AN Og, on
sait que i(04) = O4 = AN Og est un ouvert dans E : U'intersection de
deux ouverts. Réciproquement supposons que ¢ est ouverte montrons
que A est ouverte dans E. Sachant que A est ouvert dans lui méme,
alors i(A) = A est un ouvert donc dans F.

3. Soit O un ouvert de E, montrons que f(O) est un ouvert de F. On a
g(f(O))-est un ouvert de G et puisque g est continue alors g~ [g(f(O))]
est un ouvert de F' d’autre part nous avons g~ [g(f(O))] = f(O) car g
est injective.

4. Soit O un ouvert de F. Montrons que g(O) est ouvert de G. Du fait
que f est continue alors f~1(O) est un ouvert de E et par suite (g o
Hf7HO)) est un ouvert de G et puisque f est surjective alors (g o
H(f0)) = g(O) ce qui montre donc le résultat.

Exercice 8.3 Soient E, F deur R e.vn et f : E — F une application
linéaire. On dit que f est compacte si f(B'(0,1)) est compacte.

1. Montrer que f est compacte si et seulement si pour toute partie bornée
ACE, f(A) est compacte.

2. Montrer que toute application linéaire compacte est continue.

3. On suppose que E est de dimension infinie. Montrer que [’application
identique de E n’est pas compacte.

4. Montrer que si EE ou F' est de dimension finie, alors toute application
linéaire continue est compacte.
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Solutions

1. Supposons que f est compacte, montrons que pour toute partie bor-
née A C E, f(A) est compacte. Soit A une partie bornée de E, alors
Ja € E,r > 0 de fagon que A C B'(a,r), or B'(a,r) = a + rB'(0,1),
par suite f(A) C f(a)+7f(B'(0,1)) et donc f(A) C f(a)+rf(B'(0,1))
car x — rx et x — a+x sont des homéomorphismes, ce qui montre que
f(A) est compacte. Réciproquement supposons que pour toute partie
bornée A C E, f(A) est compacte, montrons alors que f(B’(0,1)) est
compacte. On sait que B’(0,1) est bornée donc f(B’(0,1)) est com-

pacte.

2. Montrons que toute application linéaire compacte est continue. On a
f(B(0,1) est compacte donc elle est bornée par suite il existe M >0 de
sorte que ||y|| < M pour tout y € f(B’(0,1)), en particulier || f(z)|| <

M pour tout z € B'(0,1), ce qui montre que sup ||f(z)|| £ M, par
[lefl<1

conséquent f est continue.

3. dim E n’est pas fini est équivalente a dire que B’(0,1) n’est pas com-
pacte < [(B'(0,1)) = B’(0,1) n’est pas compacte < B’(0,1) = B'(0, 1)
B'(0,1) n’est pas compacte < I n’est pas compacte.

4. Cas ou dimE < 400 : On sait que B’(0,1) est compacte or f est

continue ce qui montre que f(B'(0,1)) est compacte f(B’(0,1)) est
compacte.
Cas ovdim F' < 400 : On a f(B’(0,1)) est fermée il suffit donc de
montrer que f(B’(0,1)) est bornée , or nous avons o(f(B’(0,1))) =
0(f(B'(0,1))). Soient x,y € B'(0,1), alors ||f(z) — f(y)l| = [|f(z —
DI < 1 fINz=y|| < 2||f]| ce qui montre que le diamétre de f(B’(0, 1))
est fini et par suite f(B’(0,1)) est bornée ce qui prouve que f(B’(0,1))
est compacte.
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