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Chapitre 1

Ensemble Réel

Exercice 1

(1) Montrer que 1 =0,999...
(2) Trouver les entiers naturels a et b tels que § = 5,17363636...36 ... a partir de la troi-
sieme décimale, le développement décimal est composé d’une suite infinie de nombres

36. On fera apparaitre la somme des termes d’une suite géométrique.

Solution

1. Montrons que : 1 =0,999---9--- (déja vu en cours).

2. Trouver a et b dans N tel que § = 5,173636---36- - -
Soit

x = 95,173636---

B 517+36+36+36+
100 10* 106 108

_ 51T 36 (0 1 (1 2+
100 10% 102 102

B 517+ 36 1 car 1
N 102

100 1041 — i

<1

017 N 36
100 10* — 102
o17 . 36

100~ 9900

Donc a = 517 x 99 4 36 = 51219 et b = 9900.
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Exercice 2

Résoudre dans R les inégalités suivantes :
(1) |[x+3| <0.1

2) |z —3| > 10
3) |z| > |z +5].
Solution
Resoudre dans
1.
x+3]<0,1 <= -0,1<x+3<0.1
— -3, 1<x<-29
— S=]-3,1;-2,9[.
2.
x—3]>10 «<— x—-32>10 ou x—3<-10
<— x>13 ou x<-7
— S =]-00;—T7U][13;+0o0].
3.
x| > [x+5] = (x+5)7<x
— xX*+10x+25<x’
PN 25 5
X< ——=—=
10 2
— S =]-00;-5/2]

Exercice 3

Soient A et B deux parties non vides bornées de R.
(1) Montrer que A J B est une partie bornée de R et que ’ona
(a) sup(AlJ B) = max (sup(A), sup(B)).
(b) inf(AlUB) = min (inf(A),inf(B)).
(2) Montrer que A+ B = {a + b, tel que a € A, b € B} est une partie bornée de R et que
I’on a
(a) sup(A+ B) = sup(A) + sup(B).
(b) inf(A+ B) =inf(A) +inf(B).
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Solution

Soient A et B deux parties non vides bornées de

1. Montrons que : A U B est bornée de
Si seAUBalors z€A ou x€ B,
etonasi x € Aalors min (inf A, inf B) < inf A < x < sup A < max (sup A, sup B),
etsi € Balors min(inf A inf B) <inf B <
Donc Vx€ AUBona min(inf A inf B) <x
d’ot AU B est bornée.

x < sup B < max (sup A, sup B),
< max (sup 4, sup B),
2. (a) Montrons que: sup (A U B) = max (sup A, sup B)

d’aprés 1) ona x < max(supA,supB), Vre AUB.

Donc  max (sup A, sup B) est un majorantde AU B.

Or sup (AU B) est le plus petit des majorants de A U B.

Donc  sup (AU B) < max (sup A4, sup B).

D’autre part on a

ACAUB=supA<sup(AUB),

BCAUB=supB <sup(AUB).

Donc  max (sup A, sup B) < sup (AU B).
Par conséquent  sup (AU B) = max (sup A, sup B).

(b) Montrons que : inf (AU B) = min (inf A, inf B)
d’aprées 1) ona x < min (inf A,inf B), Vzé€ AUB.
Donc  min (inf A, inf B) est un minorantde AU B.
Or inf (AU B) estle plus grand des minorants de AU B.
Donc  min (inf A, inf B) < inf (AU B).
D’autre part on a
ACAUB=inf(AUB) <inf A,

BCAUB = inf (AU B) < inf B.

Donc inf (AU B) < min (inf A, inf B).
Par conséquent  inf (A U B) = min (inf A, inf B).

3. Onasi Aestbornéalors infA<a<supA, VaeA,
etsi  Bestbornéalors infB<b<supB, VbeB.
Donc infA+infB<x<supA+supB, Ve A+ B.
Donc A+ B est borné.

4. (a) Soit x€ A+ Bdonc dae€ Aetdbe Btelque: z=a-+0.
D’apres 3)ona x <supA+supB, Vre A+ B.
Donc  sup A+ sup B est un majorant de A + B. Et puisque sup(A + B) est le plus
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petit des majorant, alors :
sup(A + B) < sup A + sup B. (1.1)
D’autre part : Ve =a+be€ A+ B,ona:

r=a+b<sup(A+B) = a<sup(A+B)—0b, Vac€A,

= sup(A+ B) —b estun majorantde A,
sup A < sup(A + B) — b,
b<sup(A+ B)—supA, Vbe B,
sup(A + B) —sup A est un majorant de B,
sup B < sup(A + B) — sup A.

Ll

Donc
sup A + sup B < sup(A + B). (1.2)
Finalement d’apres (I.1) et (1.2)), on obtient sup(A + B) = sup A + sup B.

(b) Montrons que : inf(A+ B) = inf A + inf B.
D’aprés 3) on a :
inf(A+ B) > inf A+ inf B. (1.3)

D’autre part; V(a,b) € Ax B,ona:

a+b>inf(A+B) = a>inf(A+B)—b, VaecA,

= inf(A+ B) —b estun minorantde A,
inf A > inf(A + B) — b,
b>inf(A+ B)—inf A, Vbe B,
inf(A+ B) —inf A est un minorant de B,
inf B > inf(A + B) — sup A.

I

Donc
inf A+ inf B > inf(A + B). (1.4)

Finalement; d’apres (I.3)) et (I.4), on obtient inf(A + B) = inf A + inf B.

Exercice 4

Déterminer les bornes supérieures et inférieures quand elles existent des ensembles sui-

vants :

2n —1 n?—1
— N}, B={——— N*
1 €N {5 nel}

A={
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1
C = {E + ()", neN}, D={e",neN}

Solution
Déterminer les bornes supérieures et inférieures quand elles existent de

1 A={2= neN}#£0.

on a —1<§Z—;}<1, Vn € N.
Donc A est borné, d’ou I’existence de sup A et inf A.
supA=1?

(1) 1 estun majorant de A.
(i) Ve >0, dny € Ntel que

2710—]_ 1 2710-1

l—-e< < — <
S g1 o+ 1

< €.
27’Lo+1

. 2 2 - 1 s et i 1
Puisque 5= < 5,1l suffit que 7> < e clest-a-dire = < ng

supA e A?

Sioui:supA=1= 22

2n+1
donc —1 = 1 ce qu’est impossible donc sup A ¢ A.

avecn € Nc’est-a-dire 2n +1 =2n — 1,

infA=-1:

(i) —1 est un minorant de A.
(i) Ve >0 d7ny € Ntel que

2710—1 1+2n0—1
2n0—|—1 2n0+1

o .
2”0—}-1 '

—14e>

<e,

Puisque 27%:11 < 4ny il suffit que 4ny < € c’est-a-dire ng < /4.

_ 2x0-1 . _ s N _
Ona—-1= 2§0+1 doncinfA=-1¢€¢ Adoumin A = —1.

ZBz{iﬁ nEW}#@
on a Oé%él, Vn € N*,
Donc B est borné, d’ou I’existence de sup B et inf B.

supB =17

(i) 1 est un majorant de B.
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(i) Ve > 0, d7ng € N* tel que

2 2
ng— 1 ng—1
l-e< - = 1--"—<g
Ny U
1
= —<e
Ny
1 2
— -~ <nd
£
1
= — < ng.
£

supB=1¢ B?
Sioui:supB =1=

n

2_ < -
1 avec n € N ¢’est-a-dire n? = n? — 1,

donc 0 = —1 ce qu’est impossible donc sup B ¢ B.
inf B=0

(i) 0 est un minorant de B.
(i) Ve >0 d?ny € N* tel que

2
ns—1
€>U

< n2€>n2—1
2 0 0 )
ngy

= nie—1)> -1,
— ni(l—¢)<1.
Si 1 < e alors ng est quelconque dans N*.

Sil>e > 0alors nj < = c’est-a-dire ng < /1.

2
ng—1

Sie =1 alors Vny € N*, < 1.

2
o

D’autre part 0 = 121;1 donc 0 € Bd’oumin B = 0.

3.C={l+(-1)", neN}=CUC,,
avecClz{ﬁqu, n}l}ethz{Tlﬂ—l, n}O},
onal< g +1<l+5=2et-1<55-1<0.
Donc les C;, (i = 1, 2) sont bornés et non vides.

Donc d’apres I’exercice 3, C; U Cs est bornés et on a
sup(Cy U Cy) = max(sup C1, sup Cy) et inf(Cy U Cy) = min(inf C1, inf Cy),
avec inf C; = let supCy = 3/2etinf Cy = —1 et supCy = 0.

4. D={e", neN}
D est non majoré car ngrfoo e" = +oo.
D’autre part Vn € N, e > 1, donc D est minoré, d’ou I’existence de inf D.
inf D=1

M. R. SiD1 AMMI (FST ERRACHIDIA)  Module M 111-MIP S1 Année 2014-2019 7



(1) 1 estun minorant de D.

(i) Ve >0 d7ny € Ntel que
l+e>e" <= ng<In(l+e).

1 =e"c’est-a-dire 1 € D d’out min D = 1.
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Chapitre 2

Suites Numeriques

Exercice 1

Etudier la convergence des suites suivantes, données par leurs termes généraux :

(=3)" po— (=)™ 3 —2" sinn + cosn
a/n = ? n = —,Cn = —7 n -
n n+ (=1)" 3n 4 2n n
1.1 2n + 3" !
T, = (sin =)n, gy =vVn2+n+1—vn2—n+1,z, = i wn:n—
n a” n"
Solution
1. OnaVn e N, aq, = (=3) )
n

32n eQn In3

o - 2nln3

agp, In3 — 400 donc (a,,) diverge.

e GV G V0 N e GV L)
2~0nivi;f“’ R e T R e ) A e e

n

Car — 0

3o 31— (2/3)") 1 (2/3)"
BT T B Y O R B O YT

3.0naVneN, ¢,

2 n
C - — 0
ar(g)
B sinn + cosn

4. OnaVn e N*, d, =
n

onaVn e N*, —1/n<d, <2/n

etona—1/n — 0et2/n — 0doncd, — 0.

5. OnaVn e N, z, = (sin(1/n))""

— 1.
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donc Vn € N* on a

T, = (sin(l/n))l/” _ e(l/n)ln|sin(1/n)|7

_ /mm([Em L

~—

)

Il
—

sin(1/n) 1 1
etona e/MB(TAD) Ly 01 _q o 2m(3) _, L0
Donc z,, — 1.

6. Onavn e N*, y,=vn24+n+1—-vn2—n+1

Multiplions par I’expression conjuguée, on obtient
2n 2

Vi tntltvii-ntl VI 1/n+1+/1/n2 = 1/n+1

2
Donc y,, — 5= 1.

Yn

7. OnaVneN, 2, =213
g0 gy
done 2, = - (1+ (2/3)") = (5) (1+(2/3)")

(a) Si|3/a| > 1alors: (z,) diverge.
(b) Si|3/al < 1 alors lim(3/a)™ = 0 donc lim z,, = 0.
(c) Si|3/a|l =1 alors |a| = 3.
i. Sia=3alors z, =1+ (2/3)" — 1.
ii. Sia = —3alors z, = (—1)" (14 (2/3)")
donc 25, — let 29,11 — —1.
Donc (z,) diverge.
|
8. OnaVne N, w,= o
nn
nx(n—-1)---2x1 nn—-1n-2 21
nxn--mxn  n on N nn

Donc w,, =

Etona — < 1, pour toutentier 2 < k < n
n
donc 0 < w, < 1/n. Donc w,, —> 0.

Exercice 2

Soit (u,,) une suite réelle. Montrer que si cette suite converge vers [ € R, alors la suite |(u,)]
converge vers |[|.
Que peut-on dire de la réciproque ?
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Solution

e Montrons que : |u,| — [I|.
Soit e > 0,
puisque u, — ldonc AN € N, Vn >N, |u,—1| <e.
Or [fun| = U] < fun = 1.
DoncVe >0, INeN, Vn>=N, ona ||u,|— [l <e,
donc |u,| — |I|.

e Laréciproque est en général fausse.
Pour u,, = (—1)",on a |u,| — 1,

mais (u, ) diverge.

Exercice 3

Soit (uy,) la suite réelle définie par

1 1 1
T + Tt
(nd4+1)s  (n®+2)3 (n3+mn)s

Up =

Montrer que cette suite est convergente et calculer sa limite.

Solution
- 1 1 1 1
Soit u, = = e
u kz:; (3 + B)B  (n® 1 1)/3 T (n3 + 2)1/3 Tt (03 + n)1/3
Ona:
1<k<n = n*4+1<nP+k<n®+n,
= (n3 + 1)1/3 < (n3 + k)1/3 < (n3 _'_n)l/37
N 1 < 1 < 1
(n®+n)1/3 = (3 + k)13 T (n3+1)1/3
N n e < n
T A N e XX un X 7 a2 |, aN1/2°
(n3 + n)i/3 (n3 + 1)1/3
n n
Etona ———«—~ — let ————- — 1
(n3 +n)l/3 (n®+1)1/3

donc u,, — 1.
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Exercice 4

On considere la suite de terme général u,, = 1 + % + % +...+ +% pour toutn > 1
(1) Montrer que & < -5, Vn > 1.

(2) En déduire que (u,) est majorée. Conclure.

Solution

"1
Soitunzl—i—zy.
k=1

1
S Vn > 1. (Par récurrence)

1
1. Montrons que : = <
n

2. 0na:Vi<k<n

1 1 1 "1
H<TT T X uSXaw
k=1 k=1
"1 1 1
= _gl _ _ —_—
;k! ot et T oo
1—(1/2)"
= u, <1+ ——17 —142(1—(1/2)"),
= u, < 3.

donc (u,),, est majorée.

De plus t, 11 — u, = m donc (u,,), est strictement croissante.

Par conséquent (u,,), est convergente.

Exercice 5

(1) Soit (uy,) la suite réelle définie par

1

Un =75t

N | —
S

Montrer que cette suite est divergente.

Solution

"1
SoitVn € N*,  w, = Z -
k=1

Montrons que (uy,),, est aivergente. (Par absurde)
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Si (uy,), converge vers [ on a aussi lim uy,, = [

alors lim(ug, — uy,) =1 —1=0.

3

1 1 1 1
D’autre part : ug, — U, = =
autre part : us U n—|—1+n+2+ +n+n k:1n+k
1<k<n = n+1<n+k<

N 1< 1 < 1
on “n+k n+l’
1 "1

= _g - n — Un,
2 Zn—l—k 2 Y

k=1

1

= 5 < < lim(ug, — uy,) = 0.

ce qui est absurde.

Exercice 6

Pour n > 2, on pose

Etudier la convergence de la suite(w,, ), puis calculer sa limite ?

Solution

Soit

VneN = {1}, w,=)» In(1-1/k*)=>"In ( e ) = [In(k—1) —2Ink + In(k + 1)]
k=2: In (1)—21n(2}+1n(3) ! !

k=3: In(2) — 21n(3) + In(4)

k=4: In(3) — 2In(4) + In(5)

k=n-—2: In(n —3) —2In(n —2) +In(n — 1)

k=n-—1: In(n —2) —2In(n — 1) + In(n)

k=mn: In(n —1) —2In(n) + In(n + 1)

Aprés sommationon a : u, = —In(2) —In(n) + In(n+ 1) = In (n ;Li_ 1) —1In(2).

Donc u,, — —In2.
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Exercice 7

Pour n > 1, on définit u,, comme la somme de n termes par la formule

1 1 1 1
n—Hnl+n+ln2+n—|—ln3+”'+n+lnn

Up =

Etudier la convergence de la suite (u,,).

Solution

-~ 1
SoitVn € N*,  w, = Z

4
N

<
n+In(n) =~ n+In(k)

n & 1 n
~ n + In(n) Z n + In(k) IS

k=1

et limL = 1donc limu,, = 1.
n+ In(n)

Exercice 8

Soit (u,) la suite définie par u; = 1, w11 = y/u2 + 5=
1) Montrer que la suite (u,) est croissante.
2) Montrer que pour toutn > 1ona u,+1 < u, + 2% En déduire un majorant de u,,.

3) Montrer que la suite (u,,) converge. Trouver sa limite.

Solution
Soit

u1=1

Uny1 = \/up +£1/20 20, Vn > 2
T on 241/ — 2 1/27
1. Onaun+1—un: u%+1/2n_un:un+ / Un_ /

= > 0, donc
Un+41 + Unp, Un+1 + Up,

(uy,) est croissante.
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1/2"
2. Onauyy; —uy, = /

Un+1 + un’
etunJrl + Uy 2 Unp, 2 Uy = 1,
1 .
donc Vn >1, <1 clesta-dire  wpq —u, < 1/27,
Un+1 + Unp,

donc  wuni1 <u,+1/2", VYn>=1l,etona

Uy < Uy + 12770,
< Upg +1/272 4 1/277
<
<
< up+1/24+1/2% 4 +1/2" 2+ 1/2" 7 (u; = 1)
- -1/ 1 )

1—-1/2 S1-1/2
Donc (u,,) est majoree par 2.

3. On a (u,) est strictement croissante et majorée, donc elle converge. Et on a

ui == U/?,L_l + 1/271—1’
= w ,+1/2" 24 1/2"

= Wi+ 124124+ 1212 (w=1)
1-1/2°

S e Y. 0
T 2

c’est-a-dire  lim ufl =2 ,donc limu, = V2 car Uy = 0.
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Chapitre 3

Continuité et Dérivabilité des Fonc-
tions

Exercice 1
En utilisant la définition, montrer que

1) lim, ,; £ “”1 24

2) hmx—ﬂ x2:'_11 =0
3) lim, ,; =1 =3
4) 11mx_>0(x +ar4+1)5=1

5) lim,,_ o 2% = +00.

Solution

onaz’+x—2=(z—1)(a*+z+2)

DoncVr € R — {1} f(x) =2+ z+2.Ve > 0,pourz € [0;2] — {1}
|f(x) —4| =]z -1z +2| <e desque |z—1|<e/4

Pour o = inf(1,e/4) onadonc |z — 1| < a = |f(z) — 4| < e.

. z—1
2 lim =0
|z — 1
Ve>0, VreR ona — < |z —1].
¢+ 1
Poura =¢,onalr — 1| <a= ‘ﬂjl‘ < £ = résultat
51
3. lim ~—— =3.
x—)ll‘—]_
-1
—3l=|lz—1 2|.
3| =l il
B
Pour z €]0;2[— {1}ona —3‘<4|x+2|.
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3

3 <
.
1

Posons a = inf(1;e/4)ona |z — 1| < a = ’

4. lim (> +o+1)Y3=1.

z—0
2+

2 1/3 2
1 1= <
(2" +z+1) (2 + 2+ 128+ (22 +2x+1)1/3+1 7]+ el

car > + z + 1 > 0. on peut prendre « € [0; 1] par exemple.
Donc (2° + z + 1)'? — 1 < |2%| + |=| < 2|z| dés que |z| < 1.
Pour a = inf(1,e/2) onadonc 7| < a = |(z?+ 2+ )3 - 1] <.

5. lim 2% =+400.

Tr——00
Soita > 0,onaz < —/a = z°>>a= lim f(x) =400
r—r—00
Exercice 2

Soit a et b deux réels. On définit la fonction f : R — R par:

ar+b siz <0
fey=4"

Tiz siz >0

1) Déterminer une condition sur b pour que f soit continue sur R.

2) Déterminer a et b tels que f soit dérivable sur R et calculer f(0).

Solution

Soit
f(z)=azx+b, si <0
flz)=+=, si x>0

1. f est continue si et seulement si f est continue en 0.
c’est-a-dire lim f(x) = lim f(z) < 1=0b= f(0).
z—0t z—0~

2.
fl(x)=a, si x<0
f’(a:):—ﬁ, sio x>0

fi(z) = lim J) = 10 _ lim T ! = lim —© =1, et f1(0) = a.

20+ z—0 z—0+ X =0T T

Donc f est dérivable ssi f/(0) = —1
dova=—letb=1.
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Exercice 3
Soit f : R — R une fonction telle que

Ve,y € R, |f(x) — f(y)| < |sin(x) — sin(y)|
1) Montrer que la fonction f est 2r— périodique.

2) Montrer que la fonction f est continue sur R.

3) Montrer que la fonction f est dérivable en 7 et calculer f'(7).

Solution

Soit f une fonction vérifiant V(z,y) € R*, |f(x) — f(y)| < |sinz — siny|.

1. Montrons que f est 2w-périodique
0< |f(x+2m) — f(x)] < |sin(z + 27) — sinz| = |sinx — sinz| =0
doncVx € R, f(xz+2m) = f(x).
2. On a (d’apres T.A.F)
|f(z) — f(xg)] < |sinz —sinxgl,
< |cosc||lr — xo| < |x — 0.
doncVe >0, Ja=c: |zv—z<a=|f(x)— f(zo)| <e.
Donc f est continue en z pour tout o de R, donc f est continue sur R.

> fl@) = f(x/2)| _|sinz — sin(m/2)
‘ x—7/2 ‘ x—7/2
Donc
i, |FEL L2 _ |y LS|y [sine =it
T—/2 iL'—7T/2 T—T/2 .CI]—7T/2 Tz—7/2 .I‘—7T/2
| 1im sinz — sin(7r/2)’ ‘
z—7/2 xr — 7T/2
o 5
et g;gr;l/z sz _s;n/(;r/ ) = |sin’(7/2) = cos(n/2) = 0| =0
donc f'(7/2) =0.
Exer01ce4

On définit la fonction f : R — R par:

_p2 .
=27 §ir<1

fo) =4 2

siz>1
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1) Montrer qu’il existe ¢ €]0, 2[ tel que f(2) — f(0) = (2 —0) f'(c).

2) Déterminer les valeurs possibles de c.

Solution

Soit

1. Montrons que [ est continue en 1.

lim f(x)=1= lim f(x)= f(1).

z—1- z—1t

Donc f est continue sur [0; 2].

— 1 37932 _ 1 1
g z—1- x—1 z—1- x —1 a—1- 2
— f(1 1_ 9 1
x_>1+ r—1 =1+ — 1 r—1+ €T

donc f est dérivableen 1 et f/(1) = —1.

Par suite f est continue sur [0; 2] et dérivable sur |0; 2],

d’aprés le TAF, 3c €]0;2[ telque f(2) — f(0) = (2—0)f'(¢).
2.0na f(2)=1/2, f(0)=3/2

donc1/2 —-3/2=2f'(¢)=—-1dou  f'(c)=—1/2,etona

fllx)=—z, si <1
fll)=—-%, si x>1

Sice€l0;1[donc —c=—-1/2=c=1/2.
Sice]l;2[donc —1/c2=—-1/2=F=2=c=+2.

Exercice 5
Soit f : [a; b] — R* une fonction continue sur [a

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que J;((Z)) =707

b] et dérivable sur |a, b].

Solution

Soit f : [a; b)) — R’ continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[.

Soit g(x) = In(f(z)) est continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b et ¢'(z) = ’}/((;”)).
D’apres le T.AF, il 3¢ €]a; b| tel que
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Exercice 6

Pour n > 2, on définit f,, : R — R par f,(z) = 2 — cos(%)

1) Montrer que f,, est strictement croissante ; en déduire qu’il existe un unique réel x,,
tel que z,, = cos(%*). Montrer que z,, €]0, 1[.

2) Montrer que Vx €]0,1[, on a cos() < cos(;57). En déduire que la suite (z,,) est

strictement croissante.

3) Montrer que (z,,) converge vers 1.

Solution

Pour n > 2, soit f,(x) = x — cos(z/n) .
l. fil(x)=1—(1/n)sin(z/n) 21—-1/n>0 car n=>2.
Donc f,, est strictement croissante,
fa(l)=1—cos(1/n) >0 et f,(0)=—cos(0)=—-1<0.
De plus f,, est continue et f,,(0) f,(1) < 0.
Donc d’apres le T.V.I 3z, €]0; 1]  tel que f,,(x,) =0 d’ou z,, = cos(x,/n).
x, est unique car f, est strictement croissante.

1 1 1
2. Ona <— e O<r<l=0< <£<—<1
n+ n n+ n on
et cos est strictement décroissante sur |0; 1[ donc  cos <—> < €os ( )
n n+1
Ona:

Cos (—) < cos = X, — COS (—) > I, — COS ,
n (n + 1) n n+1
= 0= folzn) = fn+1($n+1) > fn+1($n)a

= Tpil > T (fni1 eststrictement croissante).

3. On a (x,,) est strictement croissante et majoree donc elle converge (z,, €]0; 1)
lim z,, = lim cos(z,/n) cos (limx,,/n) = cos0 = 1

car (x,,) est bornee et 1/n — 0 donc x,,/n =z, X 1/n — 0

Donc lim z,, = 1.
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Exercice 7

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe
ce|0,3] tel que f(c) = f(c+ ).

Solution

Soit g(z) = f(x +1/2) — f(x) continue sur [0,1/2]

9(0) = F(1/2) — £(0) = F(1/2) — F(1) et g(1/2) = (1) — f(1/2) = —g(0) done
9(0)9(1/2) < 0.

D’apres le T.V.L, 3¢ € [0, 1/2] tel que g(c) = 0.

Donc f(c+1/2) = f(c).

Exercice 8
Déterminer la dérivée n—eme de la fonction réelle f définie par f(x) = x3¢?, et calculer

F(0).

Solution

Soit f(z) = x3e. Calculer f™(0)
Posons f(z) = h(x)g(x) avec h(x) = 23 et g(x) = €”

F™(z)(hg)™ (z ZC’k ) () (Formule de Leibnitz)

Or g™ M (z) = e, h'(z) = 322, h'(z) = 62, ¥ (z) = 6, et ¥ (x) = 0, donc
Vk >4, h¥(z)=0.
Donc

f(x) = ¢ (Coh(x) + Coh'(x) + Can"(x) + Cip (x))
= " (Chz® +3Cha” + 6Chx + 6C)) .

Exercice 9

En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que 1’on a :

1) Vx € R, |sinz| < |z
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2y Ve e R, 1+ <e”
3) Ve €] — 1,400, In(1+z) <z

4) Vo € R™, %5 < arctanx <z

Solution

1. sinx est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, x|,
d’apres le T.A.F, Jc €]0, z[ tel que sinz — sin 0 = z cos ¢
donc |sinz| = |z||cosc| < ||, Vo € R.

2. e” est continue sur [0, x] et dérivable sur |0, x|,
d’apres le T.AF, 3¢ €]0, z[ tel que e* — €° = ze°

donc e? —1=zxe“d’ ou er =1+ xet.

1+x<e” 1+ 2 <14 zes,

<
+— 1z < zet.

Siz>0:Mq 1< e“pourc€|0,z]
O<c=1<e

Sizr<0:Mq 12> e¢°pourc€z,0]
c<0=e<e'=1

Siz=0: 1+0<e"=1.

Donc Vr € R, 1+z<e”

3. est équivalente a 2)

VeeR 14+z<e® <= In(l14+2) <z Vre]—1,+o00]

4. arctanx — arctan 0 = x arctan’ ¢ =

donc Vo € RT*

o avece €0, z]
¢

1 1

< <1
14+22  1+4+¢2

O<c<r=0<<’=1<l+<1+22=>

xr
= <
14+22 14 ¢2

= arctanz < z,

Exercice 10

Montrer les relations suivantes :

1) tan(arcsine) = =, tan(arcscosz) = * 1;“’”2, arcsinz = arccosy/' 1 — z2.

2) Résoudre I’équation arccox — arcsinx = %’T.
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Solution

1. (a) tan(arcsinz) = sin(arcsin z) .

cos(arcsinx)  cos(arcsin)’
Or

cos?(arcsin x) + sin®(arcsinz) = 1

= cos’(arcsinz) = 1 — 2 = cos(arcsinz) = V1 — 12

(b) tan(arccosz) = sin(arccosz)  sin(arccos x)

cos(arccos ) x
Or cos?(arccos x) + sin®(arccos ) = 1 = sin(arccosz) = V1 — 22

©)

arcsin z = arccos(vV'1 — 22) <= sin(arcsinz) = sin(arccos v'1 — x?)

<= cos(arcsinz) = V1 — 22 (déja vu)

. 5%
2. Résoudre arccos x — arcsin z = 5
. . ™
on sait que arccos r + arcsinx = 5
donc
57w 47 21
2arccosr — — + — = — = arccos T — —
6 2 3 3

= cos(arccos ) = cos(27/3) = = = cos(27/3)
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Chapitre 4

Développement Limité

Exercice 1

Calculer es et In(2) 2 1072 pres.

Solution
1. Pour tout n € N, la formule de Mac-Laurin permet d’affirmer qu’il existe ¢ €]0, 1/6[
tel que :
1 1 1 e’
et —1———--. = = .

6 nl6”  (n+ 1)l60+1)

Et, comme €€ < ed < 2, donc
0ceb 11 L 2
es —1———--.— .
6 nl6”  (n+ 1)l60+1)
Il suffit de choisir n tel que
2

= < 1077,

(n + 1)!6(+D)
soit (n + 1)160+D > 2107,
Cette inégalité est satisfaite pour n > 3.
Pourn = 3,0n a

1 1 1 1 1531
=1+ = 2107 pre
=t e T3 126 ¢ PO

autrement dit

et = 1,181 210~ pres(par défaut)
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2. Posons f(z) =In(l +z),ona

(—1)"n!

Vn € N, f(n—i_l)(l’) = W

La formule de Mac-Laurin donne 1’existence d’un réel ¢ €]0, 1/3] tel que :

1_:1 1 — = - —- — _1”—1 ‘
r S < , donc il suffit de choisir n € N* tel que
3n.(n+1)(1+ )+t 3n.(n+1)
1
- - < 1073
3t (n + 1)

soit
(n+1)3" > 10°.

Cette inégalité est vérifiée pour n > 4.

Pourn = 4,o0na

14—1 1-I—1 1—93 21073 pres
"3 T3 73297383 314 324 p

autrement dit A
In 3= 0,287 1072 pres(par défaut)

Exercice 2

Donner les développements limités d’ordre 3, au voisinage de 0, des fonctions réelles
suivantes :

(@) f(z) = sinz(1+ coshx)

(b) g(z) = In(1 + sinx)

(©) h(z) = 22

1+sinhx*
Solution
1. Ona
3
sinx =z — 5 + o(z?),
et

2

(1+coshz) =2+ % + o(z?),
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donc

sinz(1 + coshx) = (x — %) (2 + %2> + o(x?)
3 3
:2x+%—%+0($3)
:2x—|—%+o($3)
2. Ona:
z? 28
expr =14z + =+ — +o(x?),
2 6
3
sinh:v:x+——|-0($3)7
et 1
1+u:1—u+u2—u3—|—0(u3);
donc
2 3 3 3\ 2 3\ 3
o= (e 5o 7) 1= (0 F) (5 ) - (5 5) oo
soit ) 5 5
g@) = (1+a+=+= ) (12— = +22—2%) +o(a?).
2 6 6
D’ou 5 3
o
=14+ = 3
g(x) t5 -3 + o(x”)

Exercice 3

Soit f la fonction réelle définie sur R par :

22nx  siz >0

0 siz=0

fz) =

(a) Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0.

(b) Montrer que f n’admet pas de développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0.

Solution

1. Ona:
lim f(z) = 0= f(0);

z—0t
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donc, f est continue a droite en 0. Et, puisque

lim M = lim zlnx =0,

z—0+ z—0 z—0+F

alors f est dérivable a droite en O et I’on a
fa(0) =0.
2. S’il existe a, b, c € R tel que :
f(x) = a+ bz + cx® + 2%c(w)

avec lim e(z) = 0, alors
z—0t

a+br + cx? = 2*(Inx — ().
Si I’on fait tendre x vers 0T, on obtient @ = 0; et, donc
b+ cx =z(lnz —e(x)).
Si, de nouveau, on fait tendre x vers 0T, on obtient b = 0; d’ ol
c=Inz —e(x).

Par conséquent,

= lim (Inx — = —
c mgﬁ(nx e(x)) 00,

ceci étant absurde ; donc, f n’admet pas de développement limité d’ordre 2 au voi-

sinage de 0.

Exercice 4

Calculer les les limites suivantes :
(1) lim,_, leosas).  p  R*,

In(cosbx)
In(1+sinz)—zv/1—x
( singcftanh:c
. In(z+1
(3) lim,o Vi

(2) limg—o

Solution

I. Ona:
In(cos(ax)) = In(1 + (cos(azx) — 1))

In(cos(bx)) = In(1 + (cos(bz) — 1));

M. R. SIDI AMMI (FST ERRACHIDIA) ~ Module M 111-MIP S1 Année 2014-2019  27[31]



et, puisque
2

In(l+4+u)=u— % + o(u?),

2.2
cos(ar) =1— a; + o(z?),
b2 2
cos(bxr) =1 — Tx + o(z?),
alors
2.2 b22
In(cos(ax)) = _a; +o(x?), et In(cos(bx)) = _Tx + o(z?),
d’ou ) s
. In(cos(az)) .. -5~ a?
lim ————2% = lim —525 = —.
b2 2
+=0 In(cos(br)) @m0 —L22 B2
2. Ona: ) X
In(l1+z)=xz— x—+$—+o(x3),
2 3
23
sin(z) =x — 5 + o(z?)
Lo 13 3
m\/l—x:x—ix s + o(x?)
1
tanhz = x — gxg + o(z?)
et
: z3 1 z3 2 1 x3 3 3
_ L, 3 3y.
=T -5 +6a: + o(z”);
donc
In(l +sinz) —ayvT—z  FHa’+ o(z?)
sinz — tanh a4 o(a?)

Par conséquent
i In(l+sinz) —zy/1—2 7
im = -

z—0 sinx — tanh z 4

Exercice 5

Faire I’étude locale au voisinage de O des fonctions réelles suivantes :

(1) f(z) =In(cosx) +Va?+1

2) 1
(14a2) 1422 1

—x 423 siz#0
0 six =0

M. R. SIDI AMMI (FST ERRACHIDIA) ~ Module M 111-MIP S1 Année 2014-2019  28f31]



Solution

1. Au voisinage de 0, on a

In(cosz) = In(1 + (cosz — 1));

et, puisque
W2oouwd 4 .
In(1 =u——4+ == —
n(l+u)=u 2+3 4+o(u)
et ) A
x x
=4 4
COS T 5 +24+0(x ),
alors
2?2 zt 1 T x4 2 4
In(cosx) = (—7 + 2—) -3 (—7 + ﬂ) + o(x*)
z? ! .
= 5 T + o(z")
De méme, on a
2?7t
v1+$2:1+5—§+0($4)7
par suite
5 4
In(cosz) + Va2 +1—-1= —2—:2 + o(x*)
et, comme
)
Vr € R, —ﬂﬁ <0,

donc f présente un maximum en 0.

2. Faisons le développement limité d’ordre 6, au voisinage de 0, de g. On a

1 In(1 2
(1+:p2)1+12 Zexp(n( +x ))

1+ 22
A 6
In(1+ 2%) = 2% - 5 T3 + o(z?),
et
1+1x2 =1-2"+2" — 2%+ o(2°)

Il en résulte que ’on a

1 1 2 4 6
%:(xQ—%—l—%)(1—x2+x4—x6)+0(a:6)
donc In1 2) 5 )
n(l+z7) 4 11 4 6
W—x —51' +E£If +0<£IZ’),
d’ou

1 1
(T+2%) 72 =142 — '+ Ja% + o(a");
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par suite

Et, puisque
1 1
Vo >0, §:c5>0 et Vo <O, §x5<0

alors g présente un point d’inflexion en O.

Exercice 6

Soit la fonction réelle f définie par

sinx — sinhx

fz) =

sinx — tanhx

(1) Montrer que f est prolongeable par continuité en une fonction réelle g dérivable en
0.
(2) Etudier la position du graphe de g par rapport a la tangente pour 2 = 0.

Solution

1. Déterminons le développement limité d’ordre 5, au voisinage de 0, de f. On a

1 2
tanhz =z — —2° + —2° + o(2”)

3 15
: : L 3 5
sinx — sinhx = —3% + o(x”)
et 1
sinz — tanhz = —a — —2° + o(2°);
6 8
donc
siny —sinhz —52° + o(2)
sinz — tanhaz 223 — a5 4 o(2?)
par suite
3
(&) = ~2— 2”4 o(a?);
d’ou
lim f(x) = —2.

z—0

On déduit que f est prolongeable par continuité en O en la fonction g définie sur R
par

g(x) = f(x), st x#0

glx)=-2, si =0
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Ona:

Vr € R*, 9(x) = 9(0) = —§m + o(z);
T 2
donc
o 251 =00) _

x—0 3:‘—0

ce qui montre que g est dérivable en 0 et que I’on a ¢’(0) = 0.

2. L’équation de la tangente au graphe de g, pour x = 0, est définie par y = —2.
Or 5
g(x)+2= —§x2 + o(x?),
donc ¢ présente un maximum en 0 d’une part, et d’autre part le graphe de g est situé

au dessous de la tangente, a ce graphe, au point (0, —2), au voisinage de 0.
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