Université Moulay Ismail Année universitaire 2018/19
Faculté des Sciences et Techniques - Errachidia LST MA - Module M 514
Département de Mathématiques Responsable : M. TILIOUA

Feuille d’exercices 1

Exercice 1

1. Soit T' = (tij)i<ij<n € R"; U = (uij)1<ij<n € R™ deux matrices triangulaires inférieures
(respectivement supérieures). Montrer que A = TU est triangulaire inférieure (respectivement
supérieure).

2. Soit A € R™P. On pose B = AA* et C = A*A. Montrer que les matrices B et C' admettent les
mémes valeurs propres non nulles. En déduire que p(B) = p(C).

Corrigé 1
1. Ona
tij:OSiz’<jetuij:Osiz'<j

Montrons que A = T'U est triangulaire inférieure : a;; = 0 si¢ < j. Soiti < j. Ona

n 7 7 n
aij = (TU)ij = Y tiwur; = ¥ b e+ > tiw ugj+ >t g =0
k=1 =1 =i+l k=j+1
k<i,j i<k k>j4+1>i

2. Ona AT = (TU)" = UTTT inférieure d’aprés 1. Alors A est supérieure.
3. Montrons que les matrices B et C' admettent les mémes valeurs propres non nulles. Remarquons
d’abord que les matrices B et C' sont hermitiennes.

Soit A # 0 une valeur propre de B = AA*. Il existe alors v € C" \ {0} tel que Bv = v, i.e.,

AA* Y = D. €))

D’ou
A*A(A™v) = AA™v
Or w = A*v # 0, car sinon Av = 0 d’apres (1) ce qui est impossible car A # 0 et v # 0. Par suite,
il existe w # 0, A* Aw = Aw donc A est une valeur propre de C' = A* A.
De méme, on montre que toute valeur propre non nulle de C' est une valeur propre de B.
Ainsi
{A\ # 0, A valeur propre de B} = {\ # 0, A valeur propre de C'}.
En déduire que p(B) = p(C). On a p(B) = sup |\;|, A; valeur propre de B.
i

Premier cas p(B) # 0. Alors il est clair, d’apres ce qui précede, que p(B) = p(C).

Deuxieme cas p(B) = 0. Alors nécessairement p(C') = 0, car sinon il existe A # 0 valeur propre
de C, qui serait aussi valeur propre de B. (p(B) = 0 implique que toutes les valeurs propres de
B sont nulles).



Exercice 2 Soit A = (a;j)1<ij<n € K™". Pour p tel que 1 < p < +o0, on notera ||A||, la norme

matricielle subordonnée a la norme vectorielle ||x||,. Montrer que

n
[1A]lr = max E aisl, [ Alloo = max Y ay]
‘ i=1,....,n < 1
j:

Corrigé 2
1. Casdelanorme | - ||;. Soitz = (zon...,z,)" € R".Ona
\Al‘Hl—ZlAw \—Z!Zaw%!
=1 j=1
n n
SZZW‘J’H%"—ZZWUH%‘—ZWHZ‘GM
i=1 j=1 j=1 i=1

Z’% max Z’aw’— HxHI nax Z‘aﬂ

Donc on obtient

Al = Azlly <
Il = sup |zl < sup fafl max Zlazgl

[zl =1 llzll=
Alors
n
All; € max aij
4l < 3 )
n n
Soit maintenant j, tel que Z laij,| = max Z |aij].
=1
On définit le vecteur 2° = (29, ... ,:c?, e n) € R" tel que
1sij=y
0_ J=Jo
0sij # jo
Alors on obtient
n n

2

1421 = ZI (A%)il =Y 1) aijaf| = Zlamo 25| = Z\aml < [mex Z\au\ < [|A[lx

i=1 j=1
(2) et (3) donnent
AL = max Z ag|
2. Cas de lanorme || - ||oo. Soit z = (0, ...,2,) € R".Ona
| Azfloc = max [(Az)| = max \Za”a:]\
j=1
n n n

1

20ty

<  max Z\aUHJ;ﬂ <  max Z \aw\ max |$]|):(Zmaxn2|aij])]nllax ||
=1

7j=1

3)



n
= (max "y ag|)||z]|o
i=1,....n P

Donc on obtient

[Alloo = sup [lAzflc < sup [laloc max Z!am\ )

llzlleo=1 llzlloo=1 "
Alors
n
[Alloo < max Y ag
i=1,....,n < 7
‘7:

n n

Soit maintenant i tel que max Z laij| = Z |-

] 1 7=1
On définit le vecteur 2° = (:n(l), Y 29T € R™ tel que
1si A5 > 0
20 =
] - .
—1sia;; <0
SiVj e {1,...,n},a;; = 0 c’est-a-dire si la matrice A est nulle alors ||A| = 0. Sinon on a

12%]loc = Tet

n n
|42l = max D agaf] > | Y ai]]
T =1 j=1
n n
=1 lail| = ifﬁlaxnz |aij]
j=1 T =1

Comme ||2% s = 1, 2° est I'un des vecteurs de la boule unité pour la norme || - ||« et de 1’équation
(5), on déduit que

&)

n
[l > 142%]lo0 > max 3" Jayg
PR le

On conclut que

n
[Alloo = max >~ .
ZZl?"'vn .

7j=1

Exercice 3

1. Soit D = (d;ij)1<i,j<n € R™" une matrice diagonale. Montrer que

DIl = 1Dl = IDll2 = max |d

2. Soit A € R™™ et soit U, V' € R™" deux matrices orthogonales. Montrer que

IVAU|2 = ||All2-

Corrigé 3

L e [|D[ls = ax Z |dij| = jmax. |d;j;] = p(D).



n

¢ [[Df|oc = IIE?%LZ |di;| = ||D"|]1 = ||D||1 puisque D est diagonale donc symétrique.

J=1

 [IDll2 = V/o(D*D) = v/p(D?) = p(D) = max |dil.

2. Soit A € R™" et soit U,V € R™" deux matrices orthogonales. Alors UU' = U'U = I et

VVT =V TV = I. Montrons que ||VAU||2 = ||A]|2.
On a

HVAUH2 — sup [|[VAUz||2 — sup (VAUz,VAUx)
2 x#0 HCUHQ z#0 HxH%

(AUz, VTV AUz)
= sup 5
z#0 H$”2
(AUz, AUz)
= S
w20 |7ll3
(Ay, Ay)

= sup—7 o
y=Uz yz0 [[UY|[5

car |[Uyll2 = [|U Tyl o lyllz

ar unitaire

y#0 Ill3

Ainsi HVAUHQ = HAHQ

Exercice 4 Soit ||.|| une norme vectorielle de R™ et |||.||| 1a norme matricielle subordonnée associée.

1. Soit A € R™™ inversible et soit A une valeur propre de A. Montrer que

1
AN = A 2 =
1A=
2. Montrer que pour tout z € R™ \ {0}, ona
1 || Az]|
i < < llAlll-
A~ =]
Corrigé 4
o vl . 11Avo]
v Vo
I[A[ll = sup >
v£0 |[vll T [lvoll

oll g est un vecteur propre associé a A : Avg = Avg. D’olt
Al = [Al-

Par ailleurs, comme A # 0 est une valeur propre de A alors % est une valeur propre de A~ : il
existe wo tel que A~ 1wy = %'LU(). Et par suite on a

At At 1
|HA_1H’ESUPH UH > H wOH -
vzo ||| |[wol| Al
d’ou 1
Al = ==
[[AH]]
Ainsi 1
A[l] > [Al >

1A=



2. Il est clair, par définition d’une norme matricielle subordonnée, que

|| Az]]
vz e R"\ {0}, E Al
Par ailleurs, on a
- 1A~y |||
IJA7H|] = sup = = sup
y#£0 HyH r=A"1y z#0 HA‘Z.H
D’ou
R [ VR
A= = Az "€ \ {0}
Finalement on a ) Az
x
vV € R™\ {0}; <
AZHIE ]l
Exercice 5 Soient A et A + 0A deux matrices d’ordre n inversibles et soit ||.|| une norme matricielle
subordonnée. Montrer que
I(A+04)~" — A7Y| oAl
< cond(A .
ia+aayT =W

Corrigé 50n a
(A+6A) " — A = (A+6A) T — (A+6A)A = (A+5A) 1 (—s4471)
d’ou
1(A+3A4)"" = A7H| < |I(A+64)H|[|6A][]| A"

et par suite

[(A+064)~" — A - [[5A]| -
WIS < [|BA||[[A7Y] = T LAlllA Y|
[[(A+0A)~H]| laj#o [|A]] ~———

cond(A)

Exercice 6 On considere les deux matrices suivantes

Q 0 —« é _ _x

« « «

0 0 A

A= , B= «Q «

0 : B

a —o - = -

a o« «

— —Q — —l —l 1

« a o«

1. Calculer v et 8 pour que B soit I’inverse de A.
2. Calculer le conditionnement K ,(A) en fonction de n et en calculer la limite pour n qui tend vers
I’infini.
Corrigé 6

1. Par définition, B est la matrice inverse de A si AB = BA = I. Comme

B+ 0 0

0
AB =

B+ 0
—B+(n—-1)yy ... —B4+n-1)y ny



11 faut que

B+y=1
—B+(n—-1)y=0
ny=1
ce qui donne
n—1 1
5: y Y= -
n n

2. On trouve immédiatement || A||oc = n|c/| tandis que

_ 1 2n —2 2
|A 1Hoo = mmaX{LT} =

On conclut que le conditionnement cond., (A) en fonction de n est

2

condeo(A) = n|al— = 2n.
|
La matrice est donc mal conditionnée pour n grand.
Exercice 7 Soit A € R™"™ la matrice donnée par
4 1 0 0
1 4 1
0o 1 4 1
A =

: . 1 4 1
o --- -~ 0 1 4

1. En écrivant A sous la forme A = 4(I,, — N) ou n est a déterminer, montrer que A est inversible et

1
que ||[A7Y |00 > 5 En déduire un majorant de conda.(A).

2. Soit A une valeur propre de A. Montrer que 2 < |\| < 6.

Corrigé 7 On rappelle d’abord le résultat suivant :

Théoreme 1 Soit |||.||| une norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle et A € K™" telle que
1
I||A||| < 1. Alors I, + A est inversible et |||(I, + A)~Y|| < oAl
1. A=4(I — N), ou
1
0 —= 0 - o 0
1 § 1
_ 0 —= "-.
4 1 4 1
0 —-> 0 -—-
N = 4 4
1 1
B
4 1 4
0 0 — ©0
4



1 1 1 ,
I NHoo_lrgaég Z] NZ]\ = 1 Z — < 1,d’ou I — N estinversible et par suite A est inversible.
De plus, on a
1 1 1 1 1 1
Ao ==|lI = N) Yoo < = = =5
H ||oo 4||( ) HOO— 41_||NH00 41_% 2
Alors 1
1Y < 5.

n
Par ailleurs, condoo(4) = [|A]|sol|A™ o < 3]|4]Joo- OF ||4]|0c = 1@%2% = 6. Ainsi
]:

condso(A4) < 3.

. Soit A une valeur propre de A. Montrons que 2 < |A| < 6.
I\Avolloo _

Soit v un vecteur propre associé a A : Avyg = Avg. On a alors : 6 = ||A|oc > ool Al

A étant inversible, alors % est une valeur propre de A~!. Soit v; un vecteur propre associé a % On

a
1 B [|A™ 01|00 1
5 2 147 oo > Tt = o
°° V1] 0o RY

\)

d’ou || > 2. Ainsi
2 < |\ <6.



