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AVANT DE COMMENCER

Ce document a été écrit pour accompagner le cours dispensé a partir de
2020.

Ce polycopié est long : il est congu pour étre un document de travail plu-
tot qu'une transcription du cours dispensé en amphi. Il n’a pas vocation a se
substituer a ce dernier : en particulier, il comporte des passages qui ne seront
pas traités en amphi (et ne seront pas au programme de ’examen). A I'inverse,
certains éléments ou exemples développés en cours ne figureront pas dans le
polycopié.

Une particularité de ce document, qui explique en partie sa longueur, est
la place qu’y occupent des exercices de manipulation. Leur but est de vous
permettre de travailler sur des situations proches des exemples détaillés dans
le polycopié, afin de consolider votre compréhension des notions du cours. Ils
ne sont donc pas congus pour étre traités en TD, mais pour vous accompagner
dans votre travail quotidien sur le cours.

Dans la version actuelle, il reste inévitablement des fautes de frappe et de
mathématiques. N’hésitez pas a me les signaler.
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1.1 Raisonnement

1.1.1 Implication

Définition 1.1.1 (Implication). Si P et () sont deux assertions, alors (NON P)
ou () se note P = (. Le connecteur = est appelé implication, et ’assertion
P = @ se lit alors P implique Q.

Remarque 1.1.2. Par définition du "ou”, il est alors immédiat que ’assertion
P = (@ est fausse lorsque P est vraie et () fausse, et uniquement dans ce cas;
donc :

— si P est fausse alors P = () est vraie;

— si P = (@ est vraie et si P est vraie, alors () est vraie.

Remarque 1.1.3. Soient P et @ deux assertions. Pour démontrer P = @ :
— si P est fausse, alors il n’y a rien a faire;
— si P est vraie, alors on est dans 1’obligation de prouver que @) est vraie.

Remarque 1.1.4. Soit P et () deux prédicats de la variable z. Pour démontrer
Passertion Vo € E, P(x) = Q(x)” qui commence par "V”, il suffit de prendre
un élément x quelconque de E puis de prouver U'implication P(z) = Q(x), ce
qui ameéne & supposer que P(x) est vraie. C’est pourquoi le début d’une telle
démonstration doit étre : Soit x € E tel que P(z).

1.1.2 Négation de ’implication

En utilisant la définition de I'implication et la regle de négation d’un "ou”,
on a immédiatement le résultat suivant, tres utile pour nier automatiquement
une implication.

Définition 1.1.5 (Négation d’une implication). Si P et @ sont deux assertions,
la négation de P = @ s’écrit :

P et (NONQ).

En utilisant la régle de négation d’une assertion commencant par un ”V” on
en déduit la proposition suivante.

Proposition 1.1.6. Soit P(x) et Q(x) deux prédicats de la variable x définis sur
un ensemble E. La négation de lassertion Vx € E, P(x) = Q(x)” est :

Jx € E,P(x) et (NONQ(x)).

J. SALHI page 7 FST Errachidia



CHAPITRE 1 : Eléments de logique-Ensembles-Applications

1.1.3 Equivalence

Définition 1.1.7 (Equivalence). Si P et @ sont deux assertions, l'assertion P < @

est ’abréviation de :
(P=Q)ET (Q=P).

Le connecteur "< est appelé équivalence, et ’assertion P < @ se lit 7P équivaut
a " ou encore P est équivalente a @Q”.

1.1.4 Contraposée, implication réciproque

Définition 1.1.8. — (NON @) = (NONP) est la contraposée de 'implica-
tion P = Q.
— @ = P est I'implication réciproque de I'implication P = Q.

Proposition 1.1.9. L’assertion P = @ est vraie si, et seulement si, sa contrapo-
sée est vraie.

Démonstration. Par définition, (NON @) = (NON P) s’écrit
(NON(NON@Q)) OU (NON P) ou encore @ OU (NON P),
ce qui est équivalent & (NON P) OU @, et donc a P = Q. O

1.2 Opérations sur les ensembles

1.2.1 Premiéres notions ensemblistes

Définition 1.2.1 (Définition en extension). Pour décrire un ensemble, on peut
donner la liste de ses éléments. Par exemple :

A={1,-8r}
est un ensemble comportant trois éléments.

Dans une telle description, 1'ordre d’écriture "ne compte pas” : on a aussi
A={nm-8,1}.

Définition 1.2.2 (Définition en compréhension). On peut aussi décrire un en-
semble en spécifiant quelles sont les propriétés qui distinguent les objets qui
appartiennent a E des objets qui n’y appartiennent pas. Par exemple, si nous
définissons

B={neN|IpecN:n=p?}

ona9e€ B, mais 3 ¢ B.

Explication : L’écriture E = {z € A | P(x)} signifie ” 'ensemble des = de A
vérifiant la propriété P(x)”.

Naturellement, un ensemble donné peut admettre plusieurs descriptions dif-
férentes : si

C={neN|n<5}

on a bien sur :
C=10,1,2,3,4}.

Ici, une description est en compréhension, ’autre en extension, mais elles défi-
nissent le méme ensemble.
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1.2.2 Inclusion

Définition 1.2.3 (Relation d’inclusion). Soient E et F' deux ensembles. L’asser-
tion
VeeFF ek

se lit ”F est inclus dans E” ou "F est une partie de E”, et se note F' C E.

Définition 1.2.4 (Ensemble vide). — On admet qu’il existe un unique en-
semble, appelé ensemble vide et noté (), qui ne contient aucun élément et
qui est donc tel que, pour tout prédicat P(x) de la variable z, I’assertion
"Jr € P(x)” est fausse.

— En appliquant 'item précédent a NON P, on déduit que, pour tout pré-
dicat P(z) de la variable x, 'assertion Vo € § P(z)” est vraie.

Proposition 1.2.5. Pour tout ensemble E, on a : ) C E.

Démonstration. D’apres le second item ci-dessus, ’assertion :
Vel zekFE

est vraie, ce qui entraine que ) C E. O

1.2.3 Egalité d’ensembles

Définition 1.2.6 (Egalité d’ensembles). Par convention, deux ensembles E et F
sont égaux si, et seulement si, tout élément de 'un est élément de l'autre, ou
encore :

(Ve E ze€F) ET (Vx€F =x€E).

En termes d’inclusion, cette équivalence devient :
E=F& (ECFETFCE).

Remarque 1.2.7. La principale méthode pour montrer que deux ensembles E et
F sont égaux est d’établir la double inclusion E C F' et F C F.

Ezercice 1.2.8. Ecrire une assertion permettant d’exprimer que E # F.

Solution. Pour exprimer F # F il suffit de nier la relation £ = F, qui s’écrit :
(Ve E ze€F) ET (VzeF z€k).

— La regle de négation du "ET” nous dit que la négation de ce qui précede
est :

(NON(Vz € E z€F)) OU (NON(Vz€F =z€E)).
— En appliquant la régle de négation du quantificateur "V”, cela devient :

(JzeFE z¢F) OU (Jze€F z¢E).

J. SALHI page 9 FST Errachidia
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1.2.4 Intersection, réunion

Définition 1.2.9 (Intersection, réunion). Soit E et F' deux ensembles.
— La réunion de E et F est I’ensemble, noté E U F' (lire ”E union F”), des
éléments qui sont dans E ou dans F'; on a donc :

reEUF s (xeE OU xzekF).

— L’intersection de E et F' est 'ensemble, noté E N F (lire ”E inter F”),
des éléments qui sont a la fois dans F et dans F'; on a donc :

r€ENF& (xeE ET zekF).

Définition 1.2.10 (Ensembles disjoints). Deux ensembles E et F' sont disjoints
st ENF =0.

Notation : Si F et F' sont disjoints, I'union E' U F' peut étre notée E U F.

1.2.5 Différence, complémentaire

Définition 1.2.11 (Différence, complémentaire). Soit E et F' deux ensembles.
— On appelle différence ensembliste £ moins F', 'ensemble, noté E'\ F' (lire
"E privé de F”), des éléments qui sont dans E mais pas dans F'; on a
donc :
re€E\Fs(xeE ET z¢F).
— Lorsque F' C E, 'ensemble E \ F s’appelle complémentaire de F' dans

E, et il se note alors CxF ou F€ ou encore F.

Ezercice 1.2.12. Pour A C E et B C E, on pose AAB = (A\ B)U (B\ A).
Montrer que
AAB =(AUB)\ (AN B).

1.2.6 Ensemble des parties d’un ensemble
Définition 1.2.13. Soit F un ensemble. L’ensemble des parties de E se note

P(E), et vérifie :
FeP(E)& FCE.

Ezercice 1.2.14. Soient F et F' deux ensembles. Montrer que :
PE)=P(F)< E=F.

Solution. Si E = F, alors P(E) = P(F).

Réciproquement, supposons que P(E) = P(F). F est un élément de P(F)
et donc F est un élément P(E). Mais alors F' C E. En échangeant les roles de
E et Fonaaussi EC F et finalement £ = F.

FEzercice 1.2.15 (Paradoxe de Russell). Le but de cette question est de montrer
que la notion d’ "ensemble de tous les ensembles” est problématique.

Supposons que cette notion ne soit pas problématique et notons F I’ensemble
de tous les ensembles. On définit alors ’ensemble

R={AcE|A¢A).

Montrer qu’on a a la fois R € R et R ¢ R. Conclure.
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Remarque 1.2.16. La théories des ensembles, oeuvre des mathématiciens alle-
mands Georg Cantor et Richard Dedekind, apparait a la fin du XIX¢ siecle.
Dans cette premiere approche, que I’'on qualifie maintenant de "naive”, on appelle
ensemble n’importe quelle collection d’objets, ce qui conduit a des paradoxes.
Pour remédier a de tels paradoxes, une théorie axiomatique a été élaborée. C’est
la théorie des ensembles Zermelo-Fraenkel, en abrégé ZF, congue par Ernst Zer-
melo en 1908 et modifiée par Abraham Fraenkel en 1921 et 1922. La théorie ZF
sert depuis cette époque de fondements aux mathématiques, dont elle permet
une construction rigoureuse, méme si sa consistance, c’est-a-dire 'absence des
paradoxes, ne pourra jamais étre prouvée, comme le montre Kurt Godel en 1931.
Les mathématiciens d’aujourd’hui font le pari de cette consistance et fondent
les mathématiques sur la théorie ZF.

Théoréme 1.2.17 (Théoréme de Knaster-Tarski). Soit E un ensemble, P(E)
Uensemble de ses parties et ¢ : P(E) — P(E) une application croissante,
c’est-a-dire telle que A C B = p(A) C ¢(B). Alors ¢ admet un point fize,
c’est-a-dire qu’il existe une partie M de E telle que (M) = M.

Démonstration. Voir TD. O

1.2.7 Couple, produit cartésien

Notations
— A partir de deux éléments x et y, on peut construire le couple (z,y) avec,
si x1,x2,y1 et yo sont des éléments, la propriété fondamentale :

(r1,91) = (x2,2) & (11 =22 ET 91 = y2).

— Soit E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de F et F,
Pensemble, noté E x F, des couples (z,y) avec x € E et y € F. On a
donc :

ExF={z|3ze€E3yecF z=(z,y)}.

Remarque 1.2.18. Avec ces notations, on écrit souvent :
ExF={(z,y);x€E ET yeF}.

Attention : Le couple (x,y) s’écrit avec des parentheéses, pas des accolades!
— Avec accolades, {z,y} désigne un ensemble et, si x = y, alors {z,y} =
— Siz 7& Y, alors (-'I»',y) 7é (y,ZL‘) mais {'T7y} = {y,m}

1.3 Grands types de démonstrations

1.3.1 Par contraposée

Pour prouver une implication du type P = @, il peut étre intéressant de
prouver sa contraposée, I'implication NON @ = NON P, qui lui est équivalente.
Cela n’est évidemment pertinent que si cette contraposée est plus facile a prou-
ver !
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Exemple 1.3.1. Fixons un entier naturel n. Supposons qu’on veuille démontrer
I’assertion suivante :

si n? est impair, alors n  est nécessairement impair.

On peut utiliser le fait que cette assertion est équivalente a sa contraposée, a
savoir :
Si n est pair, alors n? est pair.

Cette derniere est peut-étre plus facile & démontrer : si n est pair, alors on peut
écrire n = 2k avec k € N, et alors n? = (2k)? = 2(2k?), donc n? peut s’écrire
sous la forme 2m ot m = 2k? est entier, ainsi n? est pair.

Exercice 1.3.2. Soit a € R. Montrer que :
(Ve >0, |a|]<e)=a=0.
Solution. Raisonnons par contraposée et montrons que :
a#0= (Fe>0, |a|>e).

a
Supposons que a # 0. Posons ¢ = ‘—2| Alors € > 0 et on a bien |a| > e.

Exzercice 1.3.3. On rappelle que tout nombre rationnel non nul peut s’écrire sous

la forme B, ol p et ¢ sont des entiers relatifs premiers entre eux. Un nombre

réel est dit irrationnel s’il n’appartient pas a Q.

1. Soit n un entier naturel. Démontrer que si v/n n’est pas entier, alors il est
irrationnel.

2. En déduire que si p désingne un nombre premier, alors ,/p est irrationnel.

Solution. 1. V0 =0 et \/I = 1 sont entiers. Soit n un entier supérieur ou
égal & 2. Supposons que /n soit rationnel. Il existe deux entiers naturels

a2

a
non nuls a et b tels que /n = 7 ou encore tels que n = I Sib=1,
alors /n = a est un entier. Si b > 2, tout facteur premier de a? ou de b2

apparait & un exposant pair dans la décomposition primaire de a? ou de
2
~ . a Lo
b2. 11 en est de méme pour tout facteur premier de n = 7 ce qui signifie
que n est un carré parfait ou encore que \/n est un entier. On a montré que
si y/n est rationnel, alors \/n est entier. Par contraposition, si \/n n’est

pas entier, alors y/n est irrationnel.

2. Soit p un nombre premier. p est en particulier un entier supérieur ou égal
a 2. Montrons que ,/p n’est pas entier. Dans le cas contraire, il existe un
entier naturel n > 2 tel que \/p = n ou encore tel que n? = p. Cette
égalité est impossible par unicité de la décomposition en facteurs premier
car le nombre premier p apparait a un exposant dans le premier membre
de cette égalité et a un exposant impair dans le second. Donc /p n’est pas
entier puis /p est irrationnel d’apres la question précédente.

Ezercice 1.3.4. Soit n € N*. Montrer que si 'entier (n? — 1) n’est pas divisible
par 8, alors ’entier n est pair.
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CHAPITRE 1 : Eléments de logique-Ensembles-Applications

1.3.2 Par ’absurde

Pour commencer, on appelle contradiction toute proposition de la forme :
Q@ ET (NONQ@).

Le principe du raisonnement par I’absurde s’énonce alors ainsi : Si, en sup-

posant que NON P est vraie, on peut exhiber une assertion @ telle que @) ainsi
que NON @ soient vraies, alors on en déduit que P est vraie.

FEzercice 1.3.5 (Exemples de nombres irrationnels). Dans cet exercice, on se
propose de démontrer l'irrationalité de quelques nombres réels.

1. Montrer que v/2 ¢ Q.
2. Montrer que v/3 ¢ Q.

In2
3. Mont — .
ontrer que 3 — ¢Q

1
4. On rappelle que e = iﬁ% I On se propose de démontrer que le nombre

e est un nombre irrationnel. Pour cela, on fait Phypothese qu'il existe p
et g, entiers naturels non nuls, tels que e = b et on démontre que cette
q

hypotheése conduit a une contradiction.
Pour tout entier naturel n, on pose :

n 1 1
unzzg et Un:un+n><n!-
k=0

4.1. Démontrer que les suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes, puis
montrer que :
Ug < € < Vq.
4.2. Aboutir & une contradiction en multipliant les termes de cet encadre-
ment par ¢q! X q.

Solution. Les deux premiers points sont laissés au lecteur.

n2 , . .. .
3. 3 est un réel strictement positif. Raisonnons par ’absurde et supposons
n

n2
que —— soit un rationnel strictement positif. Alors, il existe deux entiers

In3
In2 a
naturels non nuls a et b tels que W3 =3 ou encore tels que bln2 =
n
aln3 ou encore e?2 = 23 oy enfin tels que 2° = 3%. Cette égalité est

impossible par unicité de la décomposition en facteurs premiers car 2 et 3

. n2 .
sont des nombres premiers et car ¢ > 0 et b > 0. Donc 3 est irrationnel.
n

4.1. Pour tout entier naturel non nul n, wp41 — up = ﬁ > 0. Donc la suite
(tn),cn- est strictement croissante.

De plus, pour tout entier naturel non nul n, on a :

1 1 1
n ) XD nxnl
nn+1)+n—(n+1)>2

nn+1) x (n+1)!

1

T T+ 1) x (n+ 1) <0

Un4+1 — Unp = (
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CHAPITRE 1 : Eléments de logique-Ensembles-Applications

Donc la suite (vy,) est strictement décroissante.

neN*»

Enfin, nkr-‘,r-loo (U — up) = lim = 0. Donc les suites (un),, oy €t

n—+oo n X n!
(Vn),,en sont adjacentes. La suite (u,),, oy tend vers e en croissant stricte-

ment et donc pour tout entier naturel non nul n, u, < e. La suite (v,), ¢y
a méme limite que la suite (u,),cy et donc la suite (v,), oy tend vers e
en décroissant strictement. On en déduit que pour tout entier naturel non
nul n, v, > e. On a montré que

Vn e N* u, <e<uv,

En particulier, u, < e < vy.

4.2. D’apres la question précédente,
@' X gxug<qg'xgxe<qlxgxug,

ce qui s’écrit encore

q q
Zq! Zq!
k=0 k=0

! !
Pour tout entier k € [0, ¢, % est un entier et donc ¢ > -1 _, % est un entier.
Ainsi, Pentier p x ¢! est strictement compris entre deux entiers consécutifs.
Ceci est une contradiction et il était donc absurde de supposer e rationnel.

On a donc montré que e est irrationnel.

FEzxercice 1.3.6. 1. Soit n € N* et soient py,---,p, des nombres premiers.
Soit N =1+ p;-pa---pn. Montrer que, pour tout k € [1,n], px ne divise
pas N.

2. Montrer que ’ensemble des nombres premiers est infini.

Solution. 1. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe k € [1, n] tel
que pi divise N. Alors, on aurait :
— px divise p1 - p2 - pn.
— pi divise 1 +py - p2 -+ py.
Ainsi py, divise 14+p1 -pa--pn —p1-p2 -+ Pn = 1 (On a utilisé le fait que
sid|aetd]|balorsd]| (a—0)). Donc pp =1ou — 1. Absurde car on
avait supposé py premier (donc supérieure ou égale & 2). On cnclut que :
Vk € [1,n], pr ne divise pas N.

2. On raisonne une autre fois par ’absurde. Supposons que ’ensemble des
nombres premiers soit fini. On pourrait alors tous les énumérer : p1,p2, -+ , Dn.
Considérons N = 1+ p;y - p2---p,. Comme N > 2 alors d’apres 'exer-
cice 1.3.20, N possede un diviseur premier p qui ne peut étre I'un des
pr. L’hypotheése que l’ensemble des nombres premiers soit fini est donc
contradictoire, ce qui prouve que cet ensemble est infini.

Ezercice 1.3.7. Soit n € N*. Soient x1,...,2,+1 des points de l'intervalle [0, 1].
Montrer qu'il existe (,5) € [1,n + 1]? tel que i # j et |z; — 2;] < L.
Solution. Deux pistes :
— Par ’absurde, en renumérotant les z; de sorte a ce qu’ils soient rangés
dans l'ordre croissant (pour une gestion plus facile des valeurs absolues).
Sommer les |z;41 — x|
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CHAPITRE 1 : Eléments de logique-Ensembles-Applications

— Découper l'intervalle [0, 1] en n intervalles de longueur %

Ezercice 1.3.8. Soit f : I — R une fonction, ou I est un intervalle de R,
continue et ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. Montrer que f est constante.

Solution. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe a < b dans I tel que
f(a) # f(b). Par le théoréme des valeurs intermédiaire, toute valeur [f(a), f(b)]
(ou [f(b), f(a)]) est prise par f dans [a,b]. Comme cet intervalle contient un
nombre infini de points, on aboutit & une contradiction. Donc, pour tous a,b € I,
ona: f(a) = f(b) et f est constante.

Ezercice 1.3.9. Montrer que :

VeeR, VyeR IneN nx>y.

1.3.3 Par analyse-synthese

Quand on veut déterminer ’ensemble des éléments d’un ensemble E qui sa-
tisfont une propriété P, on raisonne souvent par analyse-synthese de la maniere
suivante.

— Dans l'analyse, on part d’un élément quelconque de E et on montre que
s’il satisfait la propriété P, il a forcément telle ou telle téte et non telle
autre. En résumé, DANS I’ANALYSE, ON RESTREINT LE CHAMP
DES SOLUTIONS POSSIBLES.

— Dans la synthese, on vérifie que les possibilités obtenues dans ’analyse
sont plus que des possibilités, qu’elles sont bel et bien solutions du pro-
bleme étudié, i.e. des éléments de E qui satisfont la propriété P.

Ezemple 1.3.10. Montrer qu’il existe une unique fonction f : [—1,1] — R véri-
fiant :
Va € R, f(cos(x)) = cos(2x). (1.1)
— Analyse : Considérons une fonction f : [—1,1] — R vérifiant la contrainte
(1.1), et voyons si nous pouvons comprendre qui est f(a) lorsque a €
[-1,1].

Soit a un élément de [—1,1]. Compte tenu des propriétés de la fonction
cos, nous savons qu’il existe un réel z vérifiant a = cos(z). On a alors

fla) = f(cos(z)) = cos(2x).

On rappelle maintenant une formule de trigonométrie : cos(2z) = 1 —
2 cos?(z). On a donc nécessairement :

fla) =1—2a>
Mais alors, il n’y a qu’une possibilité pour f : c’est la fonction
R—-R
4 , (1.2)
a+—1—2a".

— Synthése : Montrons & présent que la fonction ¢ obtenue en (1.2) est
effectivement solution du probleme. Pour tout réel z, on a

2

o(cos(x)) =1 — 2cos(x)* = cos(2x)

la fonction ¢ vérifie donc bien la condition espérée.
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Exercice 1.3.11. Soit f une application de R dans R. Montrer qu’il existe un
unique couple (f1, f2) tel que 'on ait f = f1 + fa avec fi (resp. f2) fonction
impaire (resp. paire) de R dans R.

Solution. Soit f une application de R dans R.
— Analyse : Supposons qu'il existe f; : R — R, impaire, et fo : R — R,
paire, telles que f = f1 + fo c’est-a-dire

Ve € R, f(z) = fi(x) + fa(2).
On en déduit immédiatement :
Vo € Rmf(_x) = _fl(x) + f2(l’)7

ce qui donne :

flx) = f(=2)
2

f@)+ (=2)

et f1 (.Z‘) = 5

Ve €R, fi(z) =

Par suite il existe au plus un couple (fi, f2) répondant au probleme.
— Synthese : Pour tout z € R, posons :

fay = IO o gy = IOEIEE)

Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout z € R :
(@) = fi(z) + fa(z), fi(—2) = —fi(z) et fo(—z) = fa(2),

ce qui prouve que le couple (f1, f2) répond au probléme.

Ezercice 1.3.12. On cherche toutes les isométries de R, i.e. toutes les fonctions
f R — R telles que :

Vo,y €R, |f(x) = f(y)l = |z —yl

1. Analyse : Soit f une isométrie. On note ¢ la fonction x — f(z) — f(0)
sur R.

a) Montrer, en étudiant la quantité (f(x)— f(y))?, que pour tous x,y € R:
() (y) = zy.
b) En déduire la forme de f.
2. Synthese : Conclure.

1.3.4 Par récurrence

Le théoréme suivant permet de faire des raisonnements par récurrence.
Théoréme 1.3.13. Soit P un prédicat défini sur N. Si P(0) est vraie et si :
VYneN P(n)= P(n+1),
alors la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Remarque 1.3.14. Pour démontrer une propriété P(n) par récurrence, on doit
commencer par établir P(0) mais, ensuite
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— soit on suppose P(n) vraie pour un n € N et on démontre P(n +1);
— soit on suppose P(n — 1) vraie pour un n € N* et on démontre P(n).

Un bon choix permet parfois des économies d’écriture (voir exercice suivant).

Ezercice 1.3.15. Démontrer par récurrence l'identité :

ZkQ _ nn+1)(2n +1)

1)(2 1
Solution. Pour n € N, soit P(n) la relation : Y ;_, k* = n(n+1)(2n + )

— Initialisation : La propriété P(0) est vraie de facon évidente.
— Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n — 1) vraie. On a alors :

n n—1

Z k2 = Z k% +n?

k=0 k=0
(n—1)n(2n—1)

= 5 +n? daprés P(n—1)

%((n —1)(2n-1)+ 6n)
n(2n? +3n+1)
6
nn+1)2n+1)
6

Ainsi P(n) est vraie, ce qui termine la démonstration de la récurrence.

On peut aussi montrer par récurrence les identités classiques :

n(n+1) "L, n2(n+1)?
O USRI R SURIV
k=0 k=0

C’est un exercice facile laissé au lecteur.

Ezercice 1.3.16. Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur
n € N, que tout ensemble fini & n éléments vérifie card P(E) = 2™.

Solution. Raisonnons par récurrence sur n = card E.

— Initialisation : Pour n = 0, E = () et P(E) = {0}. Donc card P(E) =1 =
20,

— Hérédité : Soit n € N. Supposons le résultat acquis pour n et considérons
un ensemble E de cardinal n + 1. Soit z € F fixé. On peut distinguer
deux catégories de parties de E :

— celles qui contiennent = : C;, = {A C E;z € A}

— celles qui ne contiennent pas z : P(E)\ C, = P(E\ {z}).

Comme card E \ {z} = n, alors d’aprés 'hypothese de récurrence :
card P(E \ {z}) = 2™. Par ailleurs, I’application

a:Cy — PEN\A{z})
Ar— A\ {z}.
est bijective de réciproque

g:PEN\{z}) — Co
B+—— BU{z}.
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(On vérifie facilement que foa = Idc, et ao = Idp(p\{a}))-
D’ou card C, = 2™. Finalement, comme

PE)=C,UPE\{z}) (réunion disjointe)
alors :

card P(E) = card C, + card P(E \ {z})
= 2" 42" =2t

1.3.5 Récurrence double

Si P est un prédicat défini sur N, il arrive parfois que la justification de P(n)
nécessite 1'utilisation de P(n—1) et de P(n—2). On fait alors ce quel’on appelle
une récurrence d’ordre 2, ou encore récurrence a deux pas, qui est fondée sur le
résultat suivant.

Corollaire 1.3.17 (Récurrence double). Soit P une propriété définie sur N avec
P(0) et P(1) vraies ainsi que :

VneN (P(n) et P(n+1)) = P(n+2).
Alors, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

Ezercice 1.3.18. On note (uy,), oy la suite réelle définie par : ug =4, u; =5
et pour tout n € N:  wupy9 = 3upy1 — 2u,. Montrer que pour tout n € N :
u, = 2" + 3.

1.3.6 Récurrence forte

Si P est un prédicat défini sur N, il arrive parfois que la justification de P(n)
nécessite 'utilisation de tous les P(k) pour k € [0,n — 1]. On fait alors ce que
P'on appelle une récurrence forte qui est fondée sur le résultat suivant.

Corollaire 1.3.19 (Récurrence forte). Soit P une propriété définie sur N avec
P(0) vraie ainsi que :

Vn e N* (P(0) et P(1)--- et P(n—1)) = P(n).
Alors, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

Ezercice 1.3.20. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 2 est divisible
par au moins un nombre premier.

Solution. Montrons par récurrence que : Vn > 2, n est divisible par au moins
un nombre premier.
— Initialisation : 2 est divisible par 2 qui est un nombre premier. La pro-
priété a démontrer est donc vraie quand n = 2.
— Hérédité : Soit n € N, n > 2 et supposons que pour tout k € [2,n], il
existe au moins un nombre premier qui divise k. Montrons que le nombre
n + 1 admet au moins un diviseur premier. Il y a deux cas possibles :

1. Soit n + 1 est premier et donc (n+1) | (n+ 1) et n + 1 possede un
diviseur premier.
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2. Soit m + 1 n’est pas premier. Dans ce cas, il existe un diviseur d de
n+1,1<d<n+1. Ainsi d € [2,n]. Par hypotheése de récurrence,
il existe au moins un nombre premier p qui divise d. On a donc p | d
et d | (n+ 1). Par la propriété de transitivité de la divisibilité, on en
déduit que p | (n+ 1) et n + 1 posséde un diviseur premier.
— Conclusion : Grace au principe de récurrence forte, on peut conclure que
la propriété est vraie pour tout n > 2.

Ezercice 1.3.21. Soit (uy), oy une suite réelle. On suppose que ug > 0 et que
pour tout n € N : upqq < ZZ:O ug. Montrer que pour tout n € N : u,, < 2"uyg.

1.4 Applications

Dans toute cette section F, F, G et H désignent des ensembles quelconques.
De plus, on appelle graphe de E vers F' une partie quelconque du produit car-
tésien £ x F.

Définition 1.4.1 (Application). Une application, ou fonction, est un triplet u =
(E,F,T) ou I" est un graphe de E vers F tel que pour tout z € F, il existe un
unique y € F vérifiant (z,y) € T', ce qui s’écrit encore :

VeeE 3lyeF (z,y)el.
On dit aussi que u est une application de E dans F' ou de E vers F.

Avec les notations de la définition précédente :

— F est appelé 'ensemble de départ ou ensemble de définition de w;

— F est 'ensemble d’arrivée de u;

— pour z € E, I'unique élément y € F tel que (z,y) € I' s’appelle image de
x par u et se note u(x);

— quand on a y = u(z), on dit aussi que = est un antécédent de y ;

— l’ensemble :

{yeF|IxeE y=ur)}={ulx);z e E}

est ’ensemble image de u, c’est un sous-ensemble de F';

— T, le graphe de u, est égal & {(x,u(z));z € E};

Comme conséquence de la définition, on déduit que 1’égalité de deux appli-
cations u et v signifie :

— I’égalité des ensembles de départ de u et de v,

— D’égalité des ensembles d’arrivée de u et de v,

— Dégalité u(x) = v(x) pour tout = de ensemble de départ commun.

Notation L’ensemble des applications, ou des fonctions, de E' dans F' se note
F(E,F) ou encore F¥. Cette derniere notation est justifiée par le fait que, pour
E et F finis, on a card(FF) = (card )4 ¥,

Définition 1.4.2 (Restriction, prolongement, corestriction). Soit u une applica-
tion de E dans F.
— Si E’ est une partie de FE, la restriction de u & E’, notée u|gr, est l'ap-
plication de E’ dans F définie par

Ve e B up(z) =u(x).
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— On appelle prolongement de u toute application v définie sur un ensemble
FE1 contenant F, et vérifiant

Vee E v(z)=u(x).

— Si F' est une partie de F, la corestriction de u & F’, notée ulf’, est
Papplication de E dans F’ non définie en x tel que u(x) ¢ F’, et telle
que

W () = u(z) si u(z) e F.

1.4.1 Injectivité, surjectivité, bijectivité

Définition 1.4.3. Soit v € F(FE, F). On dit qu’elle est injective, ou que c’est une
injection, si elle vérifie 'une des trois propriétés équivalentes suivantes.

— Tout élément de F' a au plus un antécédent par u.

— Pour tout y € F, "équation u(x) = y posséde au plus une solution.

— Ona:Vaz; € E Voo € B u(zr) = u(xs) = 21 = xo.

Ezxemples 1.4.4. — L’identité de FE est évidemment injective.
— Si X est une partie quelconque de R et si u : X — R est strictement
croissante, alors elle est injective. En effet si x # y alors on a par exemple
x < y, et la stricte croissance de f nous donne u(z) < u(y) et donc
u(@) # uly):

Il en est de méme si f est strictement décroissante.

Remarque 1.4.5. — En général, c’est le 3 point que 'on utilise pour prouver
I’injectivité.
— Pour u : X — R, fonction réelle d’une variable réelle, I'injectivité se
justifie souvent en prouvant que wu est strictement monotone.
— Pour prouver que u n’est pas injective, il suffit d’exhiber 1 € Fet x5 € E
tels que x1 # zo et u(xy) = u(w2).

Ezercice 1.4.6. Soit A € P(E) et uy | Z(E) : ?((r?ll

Montrer que si A # FE, alors application u4 n’est pas injective.

Solution. Supposons A # E. Comme ua(A) = A = ua(FE), il est clair que uy
n’est pas injective.

Définition 1.4.7. Soit u € F(E, F). On dit qu’elle est surjective, ou que c’est
une surjection, si elle vérifie 'une des trois propriétés équivalentes suivantes.
— Tout élément de F' a au moins un antécédent par u.
— Pour tout y € F, "équation u(x) = y posséde au moins une solution.
— Ona:YyeF FxeFE y=ux).

Remarque 1.4.8. Pour prouver que u n’est pas surjective, on utilise, la néga-
tion des propriétés précédente : il suffit donc d’exhiber un y € F qui n’a pas
d’antécédent.

Ezxemple 1.4.9. La fonction sin : R — R n’est pas surjective car 2 n’a pas
d’antécédent.

P(E) — P(E)

X — XNA

Montrer que I'application u4 est surjective si, et seulement si, A = F.

Ezercice 1.4.10. Soit A € P(FE) et ua |
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Solution. — Supposons A = E. Alors uyu est lidentité de P(E); elle est
donc surjective.
— Supposons A # E. Alors, pour tout X € P(E), on a u(X) C A et donc
u(X) # E. Ainsi E n’a pas d’antécédent par ua, et cette application
n’est pas surjective.

Définition 1.4.11. Soit u € F(FE,F). On dit qu’elle est bijective, ou que c¢’est
une bijection, si elle vérifie 'une des quatre propriétés équivalentes suivantes.
— L’application u est injective et surjective.
— Tout élément de F' a un et un seul antécédent par u.
— Pour tout y € F, 'équation u(x) = y posséde une unique solution.
— Ona:VYyeF 3FzeFE y=ux).

Remarque 1.4.12. Pour prouver qu’une application est bijective, le plus élémen-
taire est de prouver qu’elle est injective et qu’elle est surjective.

1.4.2 Composition d’applications

Définition 1.4.13. Si u € F(E,F) et v € F(F,G), Papplication z — v(u(z)),
de F dans G est appelée composée des applications v et u; on la note v o u.

Proposition 1.4.14. Soit trois applications u € F(E,F), v € F(F,G) et w €
F(G,H). Alors les applications wo (vou) et (wowv)owu sont égales.

Remarque 1.4.15. On se réfere couramment a la propriété précédente en parlant
de l'associativité de la composition des applications.
Ezercice 1.4.16. Soit E un ensemble contenant au moins deux éléments. Construire
deux applications u € EF et v € EF tels que uov # v o .
Proposition 1.4.17. Soit uw € F(E,F) et v e F(F,G).
1. Siu et v sont injectives, alors v o u est injective.
2. Siu et v sont surjectives, alors v ou est surjective.
3. Siu et v sont bijectives, alors v o u est bijective.
Démonstration. 1. Supposons u et v injectives. Soit z, 2’ € E tel que v(u(z)) =
v(u(z’)). Grace a l'injectivité de v on a u(x) = u(z’) et injectivité de u
donne alors z = 2/, ce qui prouve l'injectivité de v o u.

2. Supposons u et v surjectives. Soit z € G. Grace a la surjectivité de v on sait
qu’il existe y € F' tel que z = v(y). Comme u est surjective, on peut aussi
considérer un z € F tel que y = u(z). On a alors z = v(u(z)) = (vou)(z),
ce qui prouve la surjectivité de v o u.

3. Conséquence immédiate des précédents.
O

Ezercice 1.4.18. Soient E, F, G trois ensembles ; on considere deux applications
fiE—Fetg: F—QG.

1. Montrer que si go f est injective et si f est surjective, alors g est injective.
2. Montrer que si go f est surjective et si g est injective, alors f est surjective.

Solution. 1. Soient y,y" dans F tels que g(y) = g (y'). Comme f est surjec-
tive, il existe x,2’ dans E tels que y = f(z) et ¢ = f (2'), ce qui donne
go f(z) =go f(z') et x =2’ puisque g o f est injective, donc y = y/'.
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2. Soit y € F. Comme g o f est surjective, il existe x € E tel que g(y) = (go
(@) = g(f(x)). Comme g est injective alors : y = f(x). En conséquence,
f est surjective.

Exercice 1.4.19. Soit E un ensemble quelconque. Soit f : E — E une applica-
tion telle que f o f o f = f. Montrer que f est injective si et seulement si f est
surjective.

Solution. — Supposons f est injective. Soit y € E. Posons w = f(y) et
z=fof(y).Ona: f(z)=fofof(y)= f(y). Or f est injective. Donc
z=yetdonc: fo f(y) =y. Ainsi : f(w) =y. Donc f est surjective.

— Supposons f est surjective. Soit x,y € E tel que f(x) = f(y). Puisque f
est surjective, il existe a’,y’ € E tel que x = f(a’) et y = f(y'). On a :
fof(@)=fofof(a)=f(a")=wzet fof(y)=fofof(y)=[f)=y.
Or puisque f(z) = f(y) alors fo f(x) = fo f(y) et donc z = y. D’ou f

est injective.

Ezercice 1.4.20. Soit E un ensemble, et p : E — FE telle que pop = p. Montrer
que si p est surjective ou injective, alors p = Idg.

Solution. — Supposons p injective. Soit « € E. Par hypothese, on a p(p(x)) =
p(x). Puisque p est injective, on en déduit que p(x) = z. Ainsi, pour tout
x € E, p(x) =x et donc p = Idg.
— Supposons p surjective. On se ramene au cas précédent en montrant que
p est injective. Soit = et =’ deux éléments de E tels que p(z) = p(z’).
Puisque p est surjective, il existe deux éléments y et 3y’ de E tels que
x = p(y) et ' = p(y’). Ainsi, pop(y) = pop(y’) et par définition de p, on
obtient p(y) = p(y’). Par suite x = y et p est injective. Donc : p = Idg.

1.4.3 Application réciproque

Définition 1.4.21. Soit u une application bijective de E dans F'. Alors 'applica-
tion de F dans E qui, & tout y € F, associe l'unique = € F tel que y = u(z),

s’appelle application réciproque de u et se note u™!.

Proposition 1.4.22. Si u est une application bijective de E dans F, alors on a :

wltou=Idg et uou'=Idp.

Démonstration. — 1l est clair que u~! ou est une application de E dans E.
De plus, pour tout = € E, on a u~*(u(z)) = x car u(x) possede, par u,
un unique antécédent qui est évidemment z. On en déduit u='ou = Idg.

— De méme uou~! € FF et, pour tout y € F, on a u(u"1(y)) = y car
u~1(y) est par définition 'antécédent de y. On a donc uou=! = Idp.

O

Proposition 1.4.23. Siu € FF et v € EY vérifient uov = Idp et vou = Idg,
alors elles sont toutes deux bijectives et réciproques l'une de l’autre.

Démonstration. — Supposons qu'il existe une application v € F(F, E) telle
que vou = Idg, et montrons que u est injective. Soit donc z, 2’ € E tels
que u(z) = u(z’); alors on a v(u(x)) = v(u(z')). Comme vou = Idg, on
en déduit z = x’, ce qui prouve 'injectivité de u.
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— L’existence d’une application v € F(F, E) telle que u o v = Idp entraine
que u est surjective. En effet, pour tout y € F, si I'on pose z = v(y),
alors on a u(x) = y car uov = Idp, ce qui prouve que u est surjective.

Par suite, 'application u est bijective. On peut alors écrire :

v=Idgov=utouov=utoldr=u"".

Par symétrie, on en déduit que v est bijective, et que v™! = w. [

Remarque 1.4.24 (Méthode pour montrer que u est bijective et donner u~1).
Soit u: E — F.
— Si 'on exhibe une application v : FF — F telle que uov = Idp et
vou = Idg, alors on prouve que u est bijective et que u~! = v.
— Souvent, la démonstration de la surjectivité de v mene a expliciter une
solution de I’équation u(x) = y, de la forme z = v(y). Une méthode
efficace de rédaction consiste alors a exhiber directement v puis a prouver

uov=Idpr etvou=Idg.
Exercice 1.4.25. Soit E un ensemble et A une partie de E. On pose B = [z A.
Montrer que u | P(E) — P(A)xP(B)
X — (XNAXnNDB)
P(A) x P(B) — P(E)
Y, Z) — Y U Z.
— Pour tout X € P(E), on a:

est bijective.

Solution. Considérons v :

v(u(X)) =v(XNA,XNB)=(XNA)UXNB) =XN(AUB) = X.

Comme v o u est une application de P(E) dans lui-méme, on a donc
vou = ldp(g).
— Montrons wov = Idpa)xp(p) ¢'est-a-dire :

V(Y,Z) e P(A) x P(B) u(v(Y,2))=(Y,Z).
Soit donc (Y, Z) € P(A) x P(B). On a alors :
v Y, Z)NA=(YUZ)NA=(YNAU(ZnNA).

* Comme Z C B,ona ZNAC(BNA)=ga.
* CommeY C A,onaYNA=Y.
Ainsi v(Y,Z) N A=Y. On prouve de méme v(Y,Z) N B = Z, ce qui donne :

u(w(Y,2)) = (u(Y, 2) N A,u(Y,Z) N B) = (Y, Z).

Comme u o v est une application de P(A) x P(B) dans lui-méme, on en déduit
uov = Idp4)xp(B)- Par suite u est bijective, et v est son application réciproque.

Corollaire 1.4.26. 1. Siu € FF est bijective, alorsu™! est bijective et (u=')~! =
u.

2. Siu € FF etv e GF sont deux applications bijectives, alors vou est une

application bijective et (vou) t =u"tov™t
Démonstration. 1. Conséquence de la proposition précédente puisque u et
u~! vérifient :
ultou=Idg et uwou!=Idp.
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2. L’associativité de la composition nous donne :

—1 1 -1 1

ov)ou=utoldpou=u"
1

(utov™Howou)=u"to(v ou=Idg,

(wou)o(u tov ™) =vo(uouNov ' =voldpov ™t =vouv™! = Idg.

La proposition précédente nous permet alors de conclure.
O

Remarque 1.4.27. — Soit u une application de E dans E. On dit qu’elle est
involutive, ou que c’est une d’involution si elle vérifie u o u = Idg.
— D’apres la proposition précédente, une application involutive est bijective,
et elle est sa propre réciproque.

P(E) — P(E)

s CpX est involutive et donc bi-

Ezxemple 1.4.28. L’application

jective.

1.4.4 Images directes, images réciproques

Définition 1.4.29. Soit u € F¥. Si A C E et B C F, on appelle :
— image (directe) de A par u, I'ensemble :

W)=y e FlIre A y=u@)} = {ul)z € A},
— image réciproque de B par u, I’ensemble :
u Y (B) ={x € E|u(z) € B}.
— L’application u € F(F, F') est surjective si et seulement si u(E) = F.

— L’application u € F(FE, F) est :

1. injective si, et seulement si, pour tout y € F, I'ensemble u~!({y}) a
au plus un élément ;

2. surjective si, et seulement si, pour touty € F, 'ensemble u = ({y}) a
au moins un élément ;

3. bijective si, et seulement si, pour tout y € F, I'ensemble u=*({y}) a
exactement un élément.
Proposition 1.4.30. Siu € F(E,F), BC F et B'C F, alors on a :
1. BC B =uY(B)cu}(B).
2. w " (BUB) =u"Y(B)uu1(B).
3. uwH(BNB)=uYB)nu1(B).
4. u~? ([:FB) = EEu*I(B)
Démonstration. 1. Supposons B C B’ et prouvons u~!(B) C u~! (B’). Soit

donc x € u=1(B). Alors, on a u(z) € B et donc u(z) € B, ce qui prouve
reut(B).
2. Etablissons «~! (BUB') = v~ (B) Uu~* (B’) par double inclusion.
— Supposons z € u~' (BU B’). On a donc u(z) € BUB'.
x Si u(z) € B, alors x € u=1(B) et donc z € u=*(B) Uu~! (B’).
x Siu(z) € B, alors z € u=! (B’) et donc x € u=}(B) Uu~! (B’).
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On en déduit € u=*(B)Uu! (B’) et donc = (BUB') Cu~}(B)U
u™ (B).

— Réciproquement, on a B C BU B’ et donc u~}(B) C u~!(BUB’)
d’aprés (1.);onade méme u=! (B') c u=t (BUB’), et donc: u=1(B)U
v (B)cut(BUB).

3. Démonstration par double inclusion de u=! (BN B’) = u=Y(B)Nu~! (B’

— Supposons # € v 1(B)Nu~t(B’). On a donc # € u 1(B) et @
u~!(B’), ce qui entraine u(xr) € B et u(x) € B’, et donc u(x)
BN B etz eu!(BNB). On a donc prouvé u~*(B) Nu~t (B’)
w1 (BNB).

— Réciproquement, on a BNB’ C B donc, d’apres (1.),onau™! (BN B') C
u1(B);onademémeu t (BNB')Cu!(B);doncut (BNB')C
uwY(B)Nnu~t (B).

4. Démonstration similaire par double inclusion pour u™* (CpB) = Cpu='(B).
O

)-
€
€
-

-1

Il existe des résultats analogues (mais pas identiques) pour les images di-
rectes. Ces résultats, font 'objet de I’exercice suivant.

Ezercice 1.4.31. Soit uw € F(E,F) ainsi que A C E et A’ C E.

1. Montrer que l'on a :
AcCc A =u(l)cu(A) et uw(AUA) =u(A)Uu(d).

2. Etablir u(AN A") C u(A) Nu(A’).
3. On prend ici

u: R—R

$’—>$2.

Exhiber A C R et A’ C R tels que u(AN A’) # u(A) Nu(A").

Solution. 1. Supposons A C A’ et montrons u(A4) C u(A’). Soit donc y €
u(A). On peut alors trouver x € A tel que y = u(z). Comme A C A/,
on en déduit x € A’ et donc y € u(A’). Ainsi : u(A) C u(A4’). Montrons
u(AUA) =u(A)Uu (4.

— Comme A C AU A’, la question précédente entraine que u(A) C
u(AUA’). On a de méme u(A") C u(AUA’); on en déduit u(A4) U
u(A) cu(AUA).

— Pour prouver u (AU A") C u(A) Uu(A"), prenons y € u (AU A’). On
peut alors trouver z € AU A’ tel que y = u(x).

* Six e A, alors y € u(A) C u(A) Uu(A).

* Siz e A alors y € u(A4') C u(A) Uu(A’). Par suite, on a y €
u(A) Uu(A’), ce qui prouve 'inclusion souhaitée.

On en déduit ’égalité par double inclusion.

2. Comme ANA"C Aet ANA’ C A’ la premiere question nous donne :
u(ANA) cu(A) e u(AnA)cu(d).

On en déduit u (AN A") C u(A) Nu(A").
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3. Posons A =R’ et A’ =R*. On a alors :
—u(ANnA) =u(v) =0,
— u(A) =R% =u(A4’) et donc u(A)Nu(A) =R: #u(ANA').
Ce contre-exemple montre que, dans le cas général, on ne peut pas amé-
liorer 'inclusion de la question précédente.

Ezercice 1.4.32. Soit f : X — Y une application, montrer que, pour tout A €

P(X), AC f~1(f(A)) et que, pour tout B € P(Y), f (f_l(B)) C B.

Solution. — Démontrons I'inclusion A C f~1(f(A)). Soit = € A, il s’agit de
vérifier que z € f~1(f(A)); or x appartient & A, donc son image f(x)
par f appartient a I'image f(A) de A et ceci signifie précisément que x
appartient & f~1(f(A)), ce qui prouve le résultat voulu.

— Vérifions de méme linclusion f (f~!(B)) C B. Soit y € f (f~'(B)), il
s’agit de vérifier que y € B. Il existe z € f~(B) tel que y = f(x); dire
que x appartient & f~1(B) signifie que f(z) appartient & B et ceci prouve
que y = f(z) € B.

Exercice 1.4.33. Soit f: X — Y une application, montrer que :

1. f est injective <= VA € P(X), f~1(f(4)) = A.

2. [ est surjective <= VB € P(Y), f (f~(B)) = B.

Solution. 1. Supposons f injective et soit A € P(X). D’apres V'exercice
1.4.32, on sait que A C f~(f(A)). Montrons que f~1(f(A)) C A. Soit
z € f7H(f(A)), cest-a-dire f(z) € f(A), il existe donc y € A tel que
f(x) = f(y); d’apreés linjectivité de f, on a nécessairement & = y, d’out
x € A et ceci prouve le résultat voulu.
Réciproquement, supposons, que pour tout A € P(X), A = f~1(f(A))
et montrons que f est injective. Soient xz,y € X tels que f(x) = f(y).
Prenons A = {z}, puis A = {y} ; on obtient

{z} =1 (f{ah) et {y} = F(F({y})
ou f({z}) = {f(x)} = {f(W)} = f{y}), dou {z} = {y}, cest-a-dire

x =y et f est donc injective.

2. Supposons [ surjective et soit B € P(Y). D’apres l'exercice 1.4.32, on a
f(f~(B)) C B. Montrons l'inclusion opposée B C f (f~(B)). Soit y €
B, f étant surjective il existe z € X tel que y = f(z); alors z € f~(B),
dotty = f(z) € f(f~(B)) et le résultat voulu.

Réciproquement, supposons que, pour tout B € P(Y), f (f_l(B)) = B;
soit y € Y, prenons B = {y}, alors f (f~'({y})) = {y} et ceci prouve que
F~t({y}) est non vide, donc f est surjective.

1.4.5 Fonction indicatrice (ou caractéristique)

Définition 1.4.34 (Relation binaire). Soit A C E. La fonction indicatrice de A,
ou encore fonction caractéristique de A, est la fonction de F dans {0, 1}, notée
14 et définie par :

la(z)=1 si z€A et 1lu(x)=0 si z¢A

Exercice 1.4.35. Soit F est un ensemble non vide et A une partie donnée de E.
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1. Préciser 14 quand A=0 ou A=FE.

2. Pour A € P(E), exprimer 1 en fonction de 14.

3. Pour (4, B) € P(E)?, exprimer 145 en fonction de 14 et 1p.

4. Pour (A, B) € P(E)?, exprimer 14up et Aa\p en fonction de 14 et 1p.

Solution. 1. 19 = 0 et 1g = 1. ol 0 désigne la fonction nulle, c’est-a-dire
la fonction qui, a tout élément de E associe le nombre 0 et 1 désigne la
fonction qui, a tout élément de E associe le nombre 1.

2. Pour tout élément z de E,ona: 14(z)+14(z) = 1. Parsuite, 1 ; = 1—14.
(ot 1 désigne toujours la fonction qui & tout élément associe 1).

3. Soit x € E. Sixz € Aet x € B, alors 14(x)lp(z) = 1 = 1lanp(z). Si
x ¢ Aoux ¢ B, 1a(z)lp(z) = 0 = 1lanp(z). Finalement, Vz € E,
lanp =14 X 15.

4. On a:
lasp=1l-lggp=1—-1405=1-(1—14)(1—=1p) =la+15—14lp.
D’autre part,

1A\B:XAQB:1AXlézlA(l_lB)zlA_lAlB~

Remarque 1.4.36. Si E ne possede quun nombre fini d’éléments, alors 5 1a(z)
est égal au nombre d’éléments de A, noté card(A) ou card A.

Proposition 1.4.37. L’application u : A — 14 est une bijection de P(FE) sur
l’ensemble f(E, {0, 1}})
Démonstration. Soit
v: F(E,{0,1}) — P(E)
fre fHLY.
— Par construction, ona: VA € P(E) (vou)(A) =v (14) = 1" ({1}) = A.

On en déduit v ou = Idp(g).
— Soit f € F(E,{0,1}). Posons A = v(f) = f~*({1}). Alors :

Vee E f(r)=1«<=x¢€ A

Comme f ne prend que deux valeurs, on en déduit u(A) = f, et donc
uov =ldzpoy).
Les deux relations v o u = Idpg) et uov = Idzg (0,1}), entrainent que u et
bijective. O

1.5 Relations binaires

Définition 1.5.1 (Relation binaire). On appelle relation binaire sur un ensemble
F toute partie de F x F.

Si R est une telle relation, la proposition : (z,y) € R sera notée de préfé-
rence : xRy pour tous x,y € E et lue : "z est en relation avec y par R”.

Ezxemples 1.5.2. Vous connaissez certaines relations binaires :
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— la relation d’égalité = sur F,

— les relations < et < sur R,

— la relation d’inclusion C sur P(E),

— pour tout a € R, la relation = [a] de congruence modulo « sur R, définie
pour tous z,y € R par :

r=yla)] <= 3FkeZ, z=y+ka

1.5.1 Relation d’équivalence

Définition 1.5.3 (Relation d’équivalence). Une relation binaire R sur F est une
relation d’équivalence sur F si elle est :

— réflexive : Vz € FE, xRx.

— symétrique : V(x,y) € E? 2Ry = yRx.

— transitive : V(z,y,2) € E?, (JJRy et sz) = rRz.

Ezxemples 1.5.4. 1. Sur tout ensemble FE, ’égalité est évidemment une rela-
tion d’équivalence.

2. Pour tout a € R, la relation = [a] de congruence modulo a sur R est une
relation d’équivalence.
De maniere analogue, pour tout n € N, la relation = [n| de congruence
modulo n sur Z est une relation d’équivalence.

Définition 1.5.5 (Classes d’équivalence, ensemble quotient). Soit R une relation
d’équivalence sur un ensemble F.
— Pour tout z € E, 'ensemble {y € F | xRy} est appelé classe d’équiva-
lence de x pour R ; cet ensemble est noté cl(x) voire T ou .
— Une partie X de E est une classe d’équivalence s’il existe un z € E tel
que X = cl(x); un tel x est alors appelé un représentant de X.
— L’ensemble des classes d’équivalences de F pour R est appelé ’ensemble
quotient de E par R et souvent noté E/R.

Remarque 1.5.6. Pour tout élément x de E, on a x € cl(x).

Proposition 1.5.7. Etant donné une relation d’équivalence R sur un ensemble E,
ainst que deux éléments x ety de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) zRy.

(ii) y € cl(x).

(iii) cl(z) = cl(y).

Démonstration. — Par définition des classes d’équivalence, les propriétés (4)
et (i) sont équivalentes.
— Supposons (i) et prouvons (#44).
* Soit z € cl(z); alors on a xRz et, comme xRy, par symétrie et tran-
sitivité, on en déduit zRy; par suite, on a ll(x) C cl(y).
* Comme z et y jouent des réles symétriques, on a aussi cl(y) C cl(x).
On en déduit cl(y) = cl(z).
— Réciproquement, supposons (iii) c’est-a-dire cl(x) = cl(y). Alors, comme
y € cl(y), on a y € cl(x), ce qui montre (i7).
O
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Définition 1.5.8 (Partition d’un ensemble). Une partition d’un ensemble E est
un ensemble de parties de F, toutes non vides, disjointes deux a deux, et dont
la réunion est égale & E ; autrement dit, ¢’est une partie U de P(F) telle que :

— VAel, A+#0.

— VAceUVBecU, A+B=ANB=0.

— UacyA =F.

Théoreéme 1.5.9. Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble E, alors
ses classes d’équivalence forment une partition de E.

Démonstration. Soit R une relation d’équivalence sur E. Pour tout x € FE,
notons cl(z) la classe d’équivalence de x pour R. Pour tout « € E:  aRx  par
réflexivité, donc z € cl(z), donc cl(z) est non vide. Rappelons & cette occasion
que cette condition différencie les partitions des recouvrements disjoints.

— Clairement : E =|J,cpcl(z) carz € cl(z) pour tout z € E.

— Soient x,y € E. Pour montrer que cl(z) et cl(y) sont égales ou disjointes,
supposons-les NON disjointes et montrons qu’elles sont égales. Par hypo-
these, nous pouvons nous donner un élément z commun & cl(z) et cl(y).
Par symétrie des roles de z et y, il nous suffit de montrer que cl(x) C cl(y).
Soit t € cl(x).

* D’abord : z € cl(y), donc yRz.
* Ensuite : 2z € cl(z), donc 2Rz, puis zRzx.
* Enfin: tecl(z), doncaRt.

Conclusion :  yRt  par transitivité.
Par suite, les classes d’équivalence forment une partition de E. O

Ezxercice 1.5.10. On définit sur R la relation suivante :
TRy 2> —yP=x—1.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Calculer la classe d’équivalence d'un élément = € R. Combien y-a-t-il
d’éléments dans cette classe?

Solution. 1. 11 suffit de remarquer que 2Ry & 2° —x = y*> —y & f(x) =
fly) avec f : x — 22 — x. II est alors aisé de vérifier en appliquant
la définition que R est une relation d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle est
réflexive, symétrique et transitive.

2. Soit x € R. On cherche les éléments y de R tels que yRx. On doit donc
résoudre équation (en y) y? — 22 = y — z. Elle se factorise en

(y—2)y+z)—(y—2)=0=(y—2)x (y+z—1)=0.

Ses solutions sont y = x et y = 1 — z. La classe de z est donc égale a
{z,1—z}. Elle est constituée de deux éléments, saufsiz =1—z < x =
1/2. Dans ce cas, elle est égale a {1/2}.

Ezercice 1.5.11. On définit sur R la relation suivante :
TRy < 2° —y® = 3(x —y).

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Pour tout x € R, déterminer le nombre d’éléments de la classe de x.
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1.5.2 Relation d’ordre

Définition 1.5.12 (Relation d’ordre). Une relation binaire R sur E est une rela-
tion d’ordre sur F si elle est :

— réflexive : Vo € F,zRx.

— antisymétrique : V(z,y) € E2, 2Ry et yRx =y =z.

— transitive : V(z,y, 2) € E3, (ny et sz) = 2Rz
Le couple (E,R) est alors appelé ensemble ordonné.

Exemple 1.5.13. Les relations < sur R et R® sont des relations d’ordre, ainsi
que la relation d’inclusion C sur P(E).

Ezxercice 1.5.14. Montrer que la relation de divisibilité définie dans N par :
z|ly<—=3JkeN y=kz

est une relation d’ordre.

Solution. — Réflexivité : Pour tout n e N:n|ncarn=1xn.

— Transitivité : Soient n,n',n” € N des entiers pour lesquels n | n’ et
n' | n'. Aussitdt n’ = kn et n” = k'n’ pour certains k, k" € N, donc :
n” =k'n’ = kk'n et kk’ € N donc n | n”.

— Antisymétrie : Soient n,n’ € N des entiers pour lesquels n | n’ et n’ | n.
Aussitot n’ = kn et n = k'n’ pour certains k, k' € N, donc n = k'n’ =
kk'n.

— Sin=0:n"=kn=0, donc n=n'.
— Sin#0:kk' =1, or k et ¥ sont des ENTIERS NATURELS, donc
k=K =1,doncn=FKn=n'

Soit (E, <) un ensemble ordonné. On dit que deux éléments = et y de E sont

comparables pour la relation < si 'onax <youy < z.

Ezxemple 1.5.15. — Dans R muni de son ordre usuel deux éléments quel-
conques sont comparables.
— Dans N muni de la divisibilité, les éléments 2 et 3 ne sont pas comparables.

Définition 1.5.16. La relation d’ordre < définit un ordre total sur EF si deux
éléments quelconques de E sont comparables pour <, c’est-a-dire si :

V(z,y) € E? (xgy ou y§:ﬂ>.

Dans le cas contraire on dit que c’est un ordre partiel.

Théoreme 1.5.17. Toute partie finie et non vide d’un ensemble totalement or-
donné admet un plus grand et un plus petit élément.

Théoréme 1.5.18 (Deux propriétés de N). 1. Toute partie non vide et majo-
rée de N admet un plus grand élément.
2. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

1.6 Ensembles finis

Définition 1.6.1. Un ensemble FE est fini s’il existe n € N et une bijection de
[1,n] sur E. Nous admettrons qu’un tel entier n est alors unique. Cet entier n
est appelé cardinal de E, ou encore nombre d’éléments de E. On le note le plus
souvent card(E), mais aussi |F| ou encore #E.
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Remarque 1.6.2. 1. Lorsque n = 0, 'intervalle [1, n] est vide, et il en est donc
de méme de E. Ainsi, I’ensemble vide est le seul ensemble de cardinal 0.

2. Si F est un ensemble fini de cardinal n > 1, alors une bijection i — a;
de [1,n] sur E permet de numéroter les éléments de F et d’écrire :

E:{alaaﬁa"' 7an}~

3. On appelle singleton, tout ensemble de cardinal 1.

4. Un ensemble est dit infini s’il n’est pas fini.

Proposition 1.6.3. Soient E et F' des ensembles finis non vides. Il existe une
bijection de E sur F' si et seulement si on a card E = card F'.

Démonstration. Posons n = card F et k = card F'. Par définition, il existe des
bijections g : E — {1,--- ,n} et h: F — {1,--- ,k}. Supposons qu’il existe
une bijection f : E — F. L’application h o f est alors une bijection de E sur
{1,--- ,k}. On en déduit que n = k. Réciproquement, si n = k, alors h=* o g est
une bijection de F sur F. O

Maintenant, on donne les propriétés essentielles du cardinal d’un ensemble
fini.

Proposition 1.6.4. 1. Si E, F sont deux ensembles finis disjoints, alors EUF
est fini et :
card(EU F) = card E + card F.

2. Si F est une partie d’un ensemble fini F, alors :

card(E'\ F) = card E — card F.

3. Toute partie F' d’un ensemble fini E est finie et card F' < card F : L’égalité
est réalisée si, et seulement si, F = F.

4. Si E,F sont deux ensembles finis, alors EUF est fini et :
card(FUF) = card E 4 card F' — card(E N F).

Démonstration. 1. On désigne par n le cardinal de £ et par m celui de F.
On dispose donc d’une bijection f de E sur E,, = {1,---,n} et d'une
bijection g de F sur E,, = {1,--- ,m}. L’application h définie sur E U F

par :
| flx)siz el
h(z) { n+glx)sizeF
réalise alors une bijection de EU F sur E, 4, = {1,--- ,n+ m}. En effet,

elle est bien définie puisque E et F sont disjoints et pour tout k € E, 4, il
existe un unique x € EUF tel que k = h(x), cet élément étant z = f~1(k)
sil<k<nouz=g l(k—n)sin+1<k<m. Lensemble EUF est
donc fini de cardinal n + m = card E + card F.

2. Avec la partition £ = (E \ F) U F, on déduit que card E = card F' +
card(E\ F).
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3. De T’égalité précédente, on déduit que card F' < card E. Supposons que
crad E =card F. Si F # E, il existe x € E\ F et de l'inclusion FU{z} C E
avec FN{x} =0, on déduit card F +1 < card F, ce qui contredit I’égalité
card ¥ = card F.. On a donc F' = E. La réciproque est évidente.

4. Des partitions :
EFEUF=(E\F)UFet E=(E\F)U(ENF)
on déduit que :
card(EUF) = card(E\ F) + card F’

et :
card E = card(E \ F) + card(E N F).

Ce qui donne
card(FUF) = card E 4 card F — card(E N F).
O

Remarque 1.6.5. Pour démontrer I’égalité entre deux ensembles finis, il suffit de
montrer une inclusion et 1’'égalité des cardinaux.

Exemple 1.6.6. On peut montrer par I'absurde que I’ensemble N est infini.
Supposons-le fini et appelons n son cardinal. Comme [1,n + 1] C N, d’apres
la proposition précédente, on a n + 1 < n, ce qui est impossible. Ainsi N est
infini.

Remarque 1.6.7. — Si F est un ensemble fini et si A est une partie de F
telle que A # FE, alors d’apres ce qui précéde on a card A < card E.
Puisque deux ensembles en bijection ont méme cardinal, on en déduit
qu’il n’existe pas de bijection de F sur A.

— Il n’en va pas de méme lorsque I’ensemble E est infini. N* est un sous-
ensemble strict de N. Pourtant, 'application f : N — N* qui & n associe
n + 1 est bijective.

1.6.1 Applications entre ensembles finis

Proposition 1.6.8. Soit E un ensemble fini non vide, F' un ensemble quelconque
etue FE.

1. L’ensemble u(E) est fini et cardu(E) < card(E).

2. On a cardu(E) = card(E) si, et seulement si, u est injective.

Démonstration. Commencons par prouver que si u est injective, alors card u(E) =
card(FE). Supposons u injective. Alors, 'application

u:F— u(E)
est bijective, car

— injective comme restriction d’une injection,
— surjective puisque 'on a restreint I’ensemble d’arrivée a I’image.
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Par suite, si u est injective, alors ’ensemble u(F) est fini et card u(E) = card(FE).

Montrons par récurrence sur n > 1 la propriété H,, : "si E' est un ensemble de
cardinal n et u une application définie sur F, alors u(F) est fini et card u(F) <
card E; et 8’1l y égalité, alors u est injective”.

— Initialisation : Si n = 1, alors il existe a tel que E = {a}. On alors
u(E) = {u(a)}, donc cardu(E) = 1 = card E et u est injective, ce qui
prouve que Hj est vraie.

— Hérédité : Soit n > 2 tel que H,,_1 soit vraie. Considérons un ensemble
FE de cardinal n.

(i) Si u est injective, alors d’apres le premier point, on a cardu(E) =
card E.

(if) Si w n’est pas injective, alors il existe deux éléments a et b de E
distincts tels que u(a) = w(b). Ainsi, on a u(E) = u(E \ {b}) avec
card(E \ {b}) = n — 1. D’apres 'hypothese de récurrence, u(E \ {b})
est fini et cardw(E \ {b}) <n — 1. Ainsi u(FE) est fini et cardu(F) <
n—1 < card E. On a donc cardu(E) < card F, avec égalité si, et
seulement si, u est injective. La propriété est vraie au rang n, ce qui
termine la démonstration par récurrence.

O

Remarque 1.6.9. De cette proposition, on déduit les résultats suivants.

1. S’il existe une application u surjective d’un ensemble fini £ dans un en-
semble fini F, alors on a card F' < card F puisqu’alors F' = u(FE).

2. S’il existe une application injective © d’un ensemble fini £ dans un en-
semble fini F', on a alors card F < card F. En effet, dans ce cas, card £ =
cardu(FE) < card F.

3. Il existe une bijection de E sur F' si et seulement si on a card £ = card F.

Théoréeme 1.6.10. Soit E et F' deuz ensembles finis non vides, de méme cardinal,
ainst que u une application de E dans F'. Il y équivalence entre :

(i) w est injective.
(il) w est surjective.
(iii) w est bijective.

Démonstration. 1l est clair que (ii1) = (i) et (ii1) = (i1).

— Montrons (i) = (4ii). Supposons u injective. D’apres la proposition
1.6.8, on a card(u(E)) = card(FE) et donc card(u(E)) = card(F'). Comme
u(F) C F, d’apres la proposition 1.6.4, on a u(FE) = F et Papplication u
est donc surjective.

— Montrons (i1) = (444). Supposons u surjective. Alors on a card(u(E)) =
card F' et donc card(u(E)) = card(E). D’apres la proposition 1.6.8, cela
implique que w est injective.

O

Corollaire 1.6.11. Si E est un ensemble fini et u une application de E dans E,
alors les trois propriétés : u est bijective, u est injective et u est surjective sont
équivalentes.
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1.7 Compléments

Définition 1.7.1 (Equipotence). On dit que F est équipotent & E s’il existe une
bijection de F sur F.

Explication : L’existence d’une bijection de E sur F' nous garantit qu’on
peut faire se correspondre parfaitement les éléments de E et les éléments de F,
associer a tout élément de E un et un seul élément de F' et vice versa. Dire que
F est équipotent a E revient ainsi & dire que F' a exactement le méme nombre
d’éléments que F.

Définition 1.7.2 (Notion d’ensemble dénombrable). Un ensemble E est dit dé-
nombrable 8’il est en bijection avec N (ou, ce qui revient au méme, s’il est
équipotent a N).

Passons a un résultat qui nous permettra de remplager si besoin I’hypothese
"l existe une injection de E dans F” par ”il existe une surjection de F' dans E”.

Proposition 1.7.3. Soient E et F' des ensembles non vides. 1l existe une injection
de E dans F' si et seulement s’il existe une surjection de F' sur E.

Démonstration. Supposons qu’il existe une injection f de E dans F. Chaque
élément de f(E) a donc exactement un antécédent par f. Soit zy € E. Soit
g : F — E Tapplication définie ainsi : si y € f(FE), alors g(y) est 'unique
antécédent de y par f;siy ¢ f(F), g(y) = xo. L’application g est bien définie.
Montrons qu’elle est surjective. Soit € E. Soit y son image par f. Par défi-
nition, y € f(F), donc g(y) est 'unique antécédent de y par f, donc g(y) = z.
Donc z a au moins un antécédent par g, donc g est surjective. Donc il existe
une surjection de F vers F.

Réciproquement, supposons qu’il existe une surjection g de F' sur E. Chaque
élément de F a donc au moins un antécédent par g. Pour chaque élément x de
E, choisissons un de ses antécédents par g (peu importe lequel), et appellons-le
f(z). Cela définit une application f : E — F. Montrons que cette application
est injective. Soit © € E. Par définition, f(z) est un antécédent de z par g, donc
g(f(x)) =z, donc go f = Idg, donc g o f est bijective, donc injective. Donc f
est injective. Donc il existe une injection de F dans F. O

Voici un théoreme qui va aider a prouver que deux ensembles sont équipo-
tents.

Théoréme 1.7.4 (Cantor-Bernstein). S’il existe une injection de E dans F et
une injection de F' dans E, E et F' sont équipotents.

Ce théoreme revét une grande importance en mathématiques. On 'utilise
par exemple pour prouver qu’il y a autant d’éléments dans N que dans Q.

Ezxercice 1.7.5. On souhaite démontrer le théoréeme de Théoréme de Cantor-
Bernstein. Soient F et F' deux ensembles. On suppose qu’il existe une application
f injective de E dans F, et une application g injective de F' dans F.

1. On définit ¢ : P(E) — P(FE) par :

p(A) = Ce (g (BFf(A))> )
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A T’aide du Théoreme de point fixe de Knaster-Tarski, montrer que ¢
admet un point fixe M € P(FE), quon se donne pour la suite de cet
exercice.

2. Montrer que f définit par restriction et corestriction une application f; :
M — f(M), et que f; est bijective.

3. Soit N = Cpf(M).
(a) Décrire g(N).
(b) Montrer que g définit par restriction et corestriction une application
g1: N — CgM, et que g; est une bijection.
4. Construire a l’aide de f; et g; une bijection h : E — F.

On donne ci-dessous des exemples d’équipotence dont certains sont vraiment
surprenants au premier abord. Nous allons notamment voir que deux ensembles
peuvent étre équipotents alors que 1'un d’entre eux est inclus STRICTEMENT
dans l'autre.

Ezemple 1.7.6. R et ]
longueur. Longueur et nombre de points n’ont donc aucun rapport! En effet,

T .. . .
— —, —[ sont équipotents alors qu’ils n’ont pas la méme

T T
tout simplement, la fonction tangente est bijective de | — 5 5[ sur R.

Ezxemple 1.7.7. N et Z sont équipotents. En effet, ’application f de N dans Z
définie par
si m est pair

f(n) = { n+l

—%3= si n est impair

I3

est bijective.

Exemple 1.7.8. N et N? sont équipotents. Pour cela, il suffit de montrer que
application g : (p, q) — 2P(2q + 1) est bijective de N2 sur N*. A condition de
composer ensuite par la bijection n — n — 1 de N* sur N, on aura bien obtenu
une bijection de N2 sur N.

Remarque 1.7.9. On peut aussi raisonner de la maniére suivante : L’application
n +— (n,0) est une injection de N dans N2 et, 2 et 3 étant des nombres premiers,
I'application (k, £) — 2#3¢ est une injection de N? dans N. Donc on déduit du
théoreme de Cantor-Bernstein que N et N? sont équipotents. Un raisonnement
analogue, utilisant n nombres premiers p1, - - - , p, deux a deux distincts, permet
de prouver que, pour tout entier n > 2, les ensembles N et N™ sont équipotents.

Exemple 1.7.10. N et Q sont équipotents. Nous conservons dans cet exemple les
notations f et g des deux exemples précédents. Comme 'application n — n
est injective de N dans Q, alors, en vertu du théoreme de Cantor-Bernstein, il
nous suffit des lors d’exhiber une injection de Q dans N pour montrer que N
et Q sont équipotents. Tout d’abord, on rappelle que tout rationnel r s’écrit
de fagon unique comme fraction réduite r = p/q ot ¢ > 1 et p A ¢ = 1. Ainsi,
I’application qui a r = % € Q associe (p, q) € Z x N* est bien définie et injective.
Nous disposons donc d’une injection h de Q dans Z x N*. De plus, 'application
n — n — 1 est trés clairement une bijection de N* sur N. Comme par ailleurs
f est bijective de N sur Z, application produit (m,n) — (f~t(m),n — 1) est
une bijection de Z x N* sur N2 que nous noterons i. Finalement, I'application
hoio g est injective de Q dans N par composition.
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Ezercice 1.7.11 (d’approfondissement). Montrer que R et @Q ne sont pas équi-
potents.

> Il y a donc infiniment plus d’éléments dans R que dans Q, donc a fortiori
infiniment plus d’irrationnels que de rationnels.

Solution. Parce que N et Q sont équipotents, montrer que R et Q ne le sont
pas revient a montrer que R et N ne le sont pas non plus. Et pour montrer qu’il
n’existe pas de bijection de N sur R, il suffit de prouver qu’aucune application
de N dans R ne peut étre surjective.

Nous terminerons ce chapitre par un résultat d’une portée épistémologique
et historique considérable.

Théoréme 1.7.12 (Cantor). Il n’existe pas de surjection de E sur P(E).

Dans la mesure ol 'application  — {z} est injective de E dans P(FE), le
théoreme de Cantor montre au fond que E est toujours strictement plus petit
que P(E) en termes d’équipotence. Il en découle un procédé de construction
simple d’infinis de tailles DIFFERENTES toujours plus grandes :

N,P(N),P(P(N)),P<7>(7>(N))> .

11 est d’ailleurs possible de prouver que P(N) et R sont équipotents.

— A la fin du XIXeme siecle, Cantor se demande s’il existe ou non entre
N et R (ou P(N)) un infini de taille intermédiaire mais n’obtient aucun
résultat ni dans un sens ni dans l'autre. L’énoncé selon lequel il N’y a
PAS de tel infini intermédiaire s’appelle depuis I’hypothése du continu.

— En 1963, Paul Cohen montre que 'hypothése du continu n’est pas démon-
trable dans la théorie usuelle dite ZFC (pour Zermelo-Frenkel 4+ axiome
du choix), qui est le cadre admis par la plupart des mathématiciens. L’hy-
pothése du continu est donc un de ces énoncés qu’on dit indécidables,
impossible a prouver, impossible a réfuter.
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2.1 Polynomes a une indéterminée sur le corps K = R

ou C

2.1.1 Construction des polynomes
Dans tout ce qui suit, K désigne le corps R ou C.

Définition 2.1.1 (Polynome & une indéterminée a coefficients dans K). On appelle
polynéme (& une indéterminée) & coefficients dans K toute suite presque nulle
d’éléments de K i.e. toute suite (ax)reny d’éléments de K dont tous les éléments
sont nuls a partir d'un certain rang. Pour k € N, le coefficient ay, est appelé le
coefficient de degré k du polynome.

L’ensemble des polynémes & coefficients dans K est noté K[X] si on choisit de
noter X l'indéterminée.

Un polynoéme est donc une suite de la forme (ag, ay, -+, an, -+ ) & coeflicients
dans K.
» Avec cette présentation des polynoémes, on peut immédiatement énoncer le
résultat suivant :

Théoréme 2.1.2. Deuz polynémes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes
coefficients.

Définition 2.1.3 (Polynéme constant, polynéme nul). On appelle polynéme constant
de K[X] tout polynéme (A,0,0,---) avec A € K. Un tel polynéme sera simple-
ment noté A.

Avec cette notation, le polynome 0 est le polynéme nul.

Définition 2.1.4 (Degré d’un polynome, coefficient dominant, polynéme unitaire).
Soit P = (ag)keny € K[X] un polynéme non nul. Le plus grand in-
dice k pour lequel : ap # 0 est appelé degré de P et noté deg(P), i.e.
deg(P) = max{k € Nlay # 0}.
Le coefficient de degré deg(P) de P est appelé son coefficient dominant
et est noté dom(P). S’il est égale a 1, on dit que P est unitaire.
— Par convention, le polynéme nul est de degré —oo : deg(0) = —oo.

Remarque 2.1.5. On définit aussi la valuation de P comme étant le degré mini-
mum dans P : val(P) = min{k € N|ay # 0}.
Par convention la valuation du polynéme nul est +oo.

Notation : L’ensemble des polynémes & coefficients dans K, de degré inférieur
ou égal a n, se note K, [X] :

n
Kn[X] = {Zakaa (Clo,- o aan) S Kn+1}-
k=0

Ainsi, Ry[X] = {aX? + bX + ¢, (a,b,c) € R3}. Un élément aX? + bX + ¢
de Ry[X] est de degré 2 si a # 0, de degré 1 si a = 0 et b # 0, de degré 0 si
a=b=0cetc#0etdedegré —ocosia=>b=c=0. Ko[X] est 'ensemble
des polynomes constants. Il est constitué des polynémes constants non nuls qui
sont les polynomes de degré 0 et du polyndme nul qui est de degré —oo.
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On définit maintenant dans K[X| deux lois internes d’addition et de produit.
Nous aimerons pouvoir écrire ceci :

(zn:akxk) + (zn:bkxk) - zn:(ak + b)) X"
k=0 k=0 k=0

et

(gaiXi>x(§ijj>_ Z aib; X

0<i,j<n
On regroupe les termes de méme degré k
2n
= E E Cliijk
k=0 0<4,j<n
i+j=k
On élimine j via la relation j=k—1
2n k
_ k
= aibk,iX
k=0 i=0

Définition 2.1.6. Soient P = (ax)ken, @ = (br)ren € K[X].
— On appelle somme de P et @ la suite (ay + bg)ken, notée P+ Q. 1l s’agit
bien d’un polynome.

k
— On appelle produit de P et @ la suite (Z aibk_i) , notée P x Q ou
=0 keN
PQ. 11 s’agit bien d’un polyndme.
En particulier, pour tout A € K, AP est le polynéme (Aay)ren-
Le triplet (K[X], 4+, x) est alors un anneau commutatif d’élément neutre le po-
lynéme nul 0 pour + et le polynéme constant 1 pour x.

Démonstration. Fixons une fois pour toutes P = (ax)ken, @ = (bg)ren, R =
(Ck)keN S K[X]

— Lois internes : Il s’agit de vérifier que la somme et le produit de deux po-

lynémes sont bien des polynomes, i.e. des suites presques nulles. Notons

N un rang a partir duquel : ay = by = 0. Alors : ay + by, = 0 pour k > N,

donc P + @ est bien un polynéme. D’autre part, pour tout k£ > 2N, on

a:
k N-1 k
E aiby—; = E a; br—i + E a; br_; = 0.
=0 =0 _gcark—isk—N>N =N —o

D’ou P@ est un polynome.

— Multiplication par un scalaire : Soit A € K. Pour tout k£ € N, le coefficient
de degré k de AP vaut : O.ag + --- + 0.ax_1 + A.ap = Aag, donc : AP =
(Mag)ken. En particulier : 1 x P = P.

— Propriétés de + : Il est facile de vérifier que (K[X], +) est groupe commu-
tatif d’élément neutre 0. L’inverse pour + d’un polynéme P = (ay)ren
est le polynéme (—ag)xen noté —P.

k j=k—i k
— Commutativité de x : Pour tout £k € N, on a : z a;br_; _— Z bjak—;
i=0 =0
et donc PQ = QP. ’
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— Associativité de x : Pour tout k € N, le coefficient de degré k de (PQ)R

est :

k i k k
Z ( E ajbi—j)ck—i = Z ajbi—jck—i = Zaj<zbi—jck—i)
i=0  §=0 0<j<i<k j=0 i=j

l=i—j k k—j

= ) b

= a; 1C(k—j5)—1 )
j=0 1=0

donc est égal au coeffcient de degré k de P(QR). Ainsi (PQ)R = P(QR).
— Distributivité de x sur + : Pour tout k& € N, le coefficient de degré k de
P(Q+ R) est :

k k k
Z a;(bg—; + cp—i) = Z a;ibr—; + Z a;Cr—i,
i=0 i=0

=0

donc est égal au coefficient de degré k de (PQ)+(PR). Ainsi: P(Q+R) =
(PQ) + (PR).
O

On va maintenant se diriger vers une notation définitive des polynémes (une
notation de la forme P = a, X" + ap,_1 X" 1 + -4+ a1 X +ag ) et abandonner
la notation P = (an)nen-

Théoréme 2.1.7 (Notation polynomiale). Dans K[X], on choisit de noter X le
polynéme (0,1,0,0,---).
— pour tout k € N : X* = (0,---,0,1,0,0,---), polynéme dans lequel le 1
est en position degré k.

1=(1,0,0,---), X =1(0,1,0,0,--)
X2:(030,1>0707"')7 XS:(OaO,Ov]-vOaO?"')"'

— Pour tout polynéme non nul P = (ay)ken de degré n : P =>"_, arX".
On peut aussi écrire que : P = Z;O:o ar X" et cette écriture est unique.
Une telle somme est finie contrairement aux apparences car la suite
(ar)ren est presque nulle. Cette notation "infinie” rend de précieux ser-
vices de rédaction.

Démonstration. Une récurrence simple permet de montrer que : Vk € N*, XF =
(07"'a0a17 0707) U
~—~

kE

Attention : I’indéterminée X n’est pas un nombre! Elle n’a pas de valeur.
Elle représente la suite presque nulle (0, 1,0,0,---).

» Dés que le contexte fait intervenir I'anneau K[X], la lettre majuscule X est
une notation réservée (au méme titre que la lettre ¢ des nombres complexes). On
n’écrira donc JAMALIS des phrases du type ”en posant X = ---” qui n’ont aucun
sens! Autrement dit, il ne faut pas confondre I'indéterminée X avec 'inconnue
T.

Explication : En fait, les polynémes ne sont pas des fonctions. Notons par
exemple P le polynome 3X? + 4X + 1. Calculer P(5) c’est transformer 5 en un
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autre nombre conformément a certaines opérations (puissances, multiplication
par un réel, et addition). Or il y a un tas de mondes mathématiques dans lesquels
on sait calculer les puissances, multiplier par un réel et additionner les objets :
— le corps R bien siir, d’ou la possibilité de calculer P(5)
— lanneau M,,(R), d’ou la possibilité de calculer P(A) pour tout A €
M, (R).
— Panneau R® des fonctions de R dans R, d’ott la possibilité de noter P(exp)
la fonction z + 3e2* + 4e® + 1.
Finalement, on ne sait toujours pas ce qu’est le polynéme P = 3X?2 +4X + 1,
mais ce n’est pas la gentille fonction x — 322 + 4z + 1 en tout cas.

2.1.2 Propriétés des degrés
Théoréme 2.1.8 (Degré d’une somme). Pour tous P,Q € K[X], on a :

deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)}.
De plus, si deg(P) # deg(Q), alors :

deg(P + Q) = max{deg(P), deg(Q)}.

Démonstration. — Le résultat est évident lorsque P ou () est nul. En effet,
si par exemple P = 0, alors deg(P) = —oo et donc

max{deg(P),deg(Q)} = deg(Q).
D’autre part, P+ Q = Q et donc deg(P + Q) = deg(Q). Ainsi :

deg(P + Q) = max{deg(P),deg(Q)} < max{deg(P), deg(Q)}.

— Supposons P # 0 et Q@ # 0 et notons m le degré de P et n celui de
@, ainsi que P = (ag)ken et @ = (bg)ren. Pour tout & > max{m,n} :
ar + b = 0, donc : deg(P + Q) < max{m,n} = max{deg(P), deg(Q)}.

O

Théoréme 2.1.9 (Degré d'un produit). Pour tous P,Q € K[X], on a :

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

En particulier, si X # 0 :
deg(AP) = deg(P).

Démonstration. C’est immédiat lorsque P ou @ est nul. Supposons-les donc tous
deux non nuls et notons m le degré de P et n celui de @, ainsi que P = (ag)ken,
Q = (bk)keN et PQ = (Ck)k€N~ OIl a .

m—+n

Cm+4n = E aibernfi

=0
=0carm+n—i>n _
m—1 m+n =0
_ Z 4 N Z ~ =~
— a; bm+n7i +ambn + a; bernfi
=0 i=m+1
= ambn.
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Comme, a,, # 0 et b,, # 0, alors ¢4, # 0 et donc : deg(PQ) > m + n.
Inversement, pour tout k > m +n :

=0cark—i>n

k m k =0
Cr = Zaibkﬂ‘ = Zai bp—i  + Z A by = 0,
i=0 i=0 i=m+1
donc deg(PQ) < m+ n. D’ou le résultat. O

2.1.3 Intégrité de K[X]
Théoréme 2.1.10. K[X] est intégre :

VP, Q € K[X], (PQ:O = PzOouQ:O).

Démonstration. Pout tous P, Q € K[X] tels que PQ = 0 : deg(P) + deg(Q) =
—00, donc nécessairement : deg(P) = —oo ou deg(Q)) = —o0, i.e. : P =0 ou
Q=0.

Autre méthode : Raisonnons par contraposition et montrons que
VP, Q € K[X], (P £0etQ#0 = PQ # o).

Soit P, @ € K[X]. Supposons que P # 0 et Q # 0. Alors : deg(P),deg(Q) € N.
Donc : deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) € N. En particulier, PQ # 0. D’ou le
résultat. [

Exemple 2.1.11. Soit n € N*. Déterminer le degré du polynome
[Tx —2k+1)"
k=1

» Le polyndme P = [];_, (X — 2k + 1)* se présente comme le produit des
n polynomes P, = (X — 2k + 1)*, avec 1 < k < n. Comme deg P, = k, alors :
1
acg P =y k=",
On déduit du théoreme précédent les polynéomes qui sont simplifiables pour
la multiplication : ce sont les polyndémes non nuls.

Théoréme 2.1.12.
Y(P,Q,R) € (KIX])*>, (PxQ=PxRetP#0=Q=R).

Démonstration. Soit (P,Q, R) € (K[X])? tel que P # 0. Par intégrité de 'an-
neau K[X] :

PQ=PR=PQ@-R)=0=Q—-R=0=Q=R.
[

Explication : Ainsi, par exemple, (X —1)P =0 = P =0, car X — 1 n’est
pas le polynéme nul (X n’est pas un nombre mais X est un polynome et le
polynéme X n’est pas le polynéme 1).
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2.1.4 Inversibles de ’anneau K[X]|

Théoréme 2.1.13. Les inversibles de l'anneau K[X]| sont les constantes non
nulles. Ainsi K[X]* = K*.

Démonstration. Soit P € K[X]. On suppose que P est inversible. Donc, il existe
un polynoéme @ € K[X] tel que P x @ = 1. Ceci impose déja P # 0 et Q # 0 et
donc P et Q ont des degrés qui sont des entiers naturels. Ensuite,

PQ =1= deg(PQ) = deg(1) = deg(P) + deg(Q) = 0.

Donc, nécessairement, deg(P) = 0 ou encore, P est une constante non nulle.
Réciproquement, si P = ag # 0, alors, en posant Q = — € K[X], on a

ao

P x @ =1 et donc P est inversible dans l’anneau K[X]. O

2.1.5 L’évaluation et les fonctions polynomiales

Définition 2.1.14 (Evaluation, fonction polynomiale). Soient P € K[X] et A € K.

n
Si P =0, on pose P(A\) =0.Si P # 0, en notant n son degré et P = Zaka,
k=0
n ~ ~
on pose P(\) = Z apAF. L’application P : K — K définie par P(z) = P(x) est
k=0
appelée fonction polynomiale associée au polynéme P. On la note P quand on
veut la distinguer proprement du polynéme P, mais aussi souvent P.

Remarque 2.1.15. Pour tout polynéme P = Z?j& arX* avec (ap)ren presque

nulle, on a clairement : P(\) = ;23 ap\¥, cette derniére somme étant finie.

» On dit également que le nombre P()) est la valeur de P en A. Evaluer P en
A signifie calculer le nombre P()).

2.1.6 Composition des polynomes

Définition 2.1.16 (Composition des polyndémes). Soient P et @ deux polyndémes
de K[X]. Si P =0, on pose Po@ = 0. Si P # 0, on note n > 0 son degré et
n n

I’on écrit P sous la forme P = Z axX"*. On pose alors PoQ = Z arQF, avec
k=0 k=0
la convention Q° = 1. Le polynéme P o @ est également noté P(Q).

La notation usuelle P=P(X) : Lorsque @ = X, on a P(Q) = PoQ =
n
Zaka = P et on peut donc écrire que P(X) = P.
k=0

Théoréme 2.1.17 (Degré d’une composée). Si Q n’est pas constant :

deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Démonstration. On suppose () non constant et on pose : m = deg(P). Par
produit, on a : deg(Q*) = kdeg(Q) pour tout k& € {0,--- ,m}. Donc, comme
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deg(Q) > 1, la suite (deg(Q*))o<r<m est strictement croissante. Finalement,
par somme :

am 70

deg(P o Q) = deg(D_ axQ*) =" deg(Q™) = mdeg(Q) = deg(P) x deg(Q).
k=0

O

2.1.7 Dérivation des polynomes

Définition 2.1.18 (Dérivation des polynoémes). Soit P € K[X]. On définit le
polynéme dérivé du polynéme P, noté P’, de la maniére suivante :
— Si deg(P) <0, on pose P’ = 0.

n
— Sin=deg(P)>1etsi P=3Y,_,axX", on pose P/ = Zkaka_l.
k=1
On définit ensuite pour tout n € N le n®™® polynéme dérivé de P, noté P(™).
Pour commencer : P(®) = P et pour tout n € N : Pt = (P(™) Pour n = 1
et n = 2, on préfere les notations P’ et P” aux notations P et P(2).

+o0

» Autrement dit, pour tout polynéme P = Zaka € K[X] avec (ag)ken
k=0
presque nulle, on a : P’ = 2—:; kapXFk1 = LOS(K + Va1 X

Théoréme 2.1.19. Soient P,Q € K[X] et n € N.
, [ deg(P™) =deg(P)—n si:n<deg(P)
1. Degré : { P =, sinon.

2. Somme : (P + Q)™ = P 1 Q).

3. Produit : (PQ) = P'Q+PQ’. Plus généralement : (PQ)("™) = Z ckp®Qn=h
k=0
(formule de Leibniz).

4. Composition : (PoQ) =Q' x P' o Q.

Démonstration. Introduisant les coefficients de P et @ :

+oo +oo
P=> aXfetQ=">Y b X"

k=0 k=0
— Degré : Posons : d = deg(P). Sid < 0: P’ =0. Si au contraire d > 1 :

+o0
P = Zkakafl avec dag # 0, donc : deg(P’) = d — 1. On généralise
k=0

par récurrence aux cas des dérivées successives.
— Somme : Evident.
— Produit : Montrons d’abord la formule : (PQ)" = P'Q + PQ’. D’apres la

+ o0 400
définition du produit sur K[X], on a : PQ = (Z aka) (Z kak) =
k=0 k=0

—+oo n

Z (Zakbn,k)X”. Ainsi : (PQ) = Z:{g n( > p_o kbn—r) X" et
done
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+oo +o0o 400
= Z naoan"_l + Z ( Z nakbn_kX"_l)
k=1 n=k
+oo
=aoQ + Zak > (0= k+ k)b, X"
n==k

+oo +o0 +o0
= aoQ’ + Zak > (n—k)bu_ kX" + Zkak( Z bk X"
R,
= aoQ’ +Zak ZfbéXe 1R +Zkak Zng“k o)
k=1
= aoQ' + Z aka(ZéngZ’l) - Z kap X1 ( Z beX)
k=1 (=1 k=1 =0

+oo +oo
=aQ + Y aX*Q +) ka,X*'Q=PQ + PQ.
k=1 k=1
La formule de Leibniz s’en déduit par récurrence sur n.
— Initialisation : Pour n = 0, rien & faire!
— Hérédité : Soit n € N. Faisons 'hypothese que la formule de Leibniz :
(PQ)™ = ... est vraie pour tous P,Q € K[X]. Alors pour tous P,Q €
K[X] :

(PQ)"™Y = ((PQ))™ = (P'Q+ PQ"™ = (P'Q)™ + (PQ")™
Zn: C«Tli (Pl)(k)Q(n—k) + Xn: Cfbp(@) (Q/)(n—f)
0 =0

k

Cﬁp(k—&—l)@(n—k) + Z Cﬁp(@)Q(n+l—()
£=0

Csflp( (n+1— k)+ZC€ TL+1 £)

Il
3 >
+\|M:
= O

=
=

En décomposant les sommes précédentes de la fagon suivante :

(PQ)(nJrl)
n n
PO L Z Ch-1pk) Qnti=h) 4 Z Ck pth) Qnt1=k)
k=1 k=1
+ PO+

— pr+1 QO 4 Z (0571 4 Cﬁ)P(k)Q(ank) + POty
k=1

et en utilisant la formule de Pascal C*~! + C¥ = Ck |, on obtient :

(PQ)("HD) = prtl)(0) 4 Z CSHP(k)Q(nH*k) + POQ+1)
k=1
n+1

_ Z CEHP(k)Q("H_k).
k=0
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D’ot le résultat.
— Composition : Tout d’abord, montrons par récurrence que VP € K[X],Vn €

N* - (Pn)/ — ’IZP/Pn_l.

— Initialisation : Pour n = 1, rien a faire!

— Hérédité : Soit n € N*. Supposons la propriété est vraie a l'ordre n et
montrons-1a & Pordre n + 1. On a : (P"*1) = (P" x P) = (P")'P +
P"P' = (nP'P" ') x P+ P"P' = nP'P" + P'P" = (n+ 1)P'P".
D’ou le résultat.

Passons maintenant & la preuve du fait que (Po Q) = Q’ x P’ o Q.

Par définition : Po Q = Zaka, donc : (PoQ@Q Za
k=0
(QF) = kQ'Q"*~! pour tout k € N*, donc :

+o0
(POQ)/ —_ Zaka/Qk_l _ Ql % P/ OQ-

k=0
O

Proposition 2.1.20 (Formule de Taylor pour les polynomes). Pour tous n € N,
PeK,[X]etAeK, ona:

n p(k)
P(X)=>" P k!(A) (X — Nk

n
Démonstration. Un polynéme P de K, [X] s’écrit P = ZaiXi. Par linéa-
=0

rité de la dérivation, pour tout k entre 0 et n, on a P*) = ZGZ (k) =

1=0
= il ,
i Xk,
; (i —k)!
n

Al )
D’ot1 aprés évaluation en X : PR)(\) = ZaiL/\“k et donc

prd (i —k)!
—~ PR ()) SRCS IS N ik k
D (XY _ZH(Z“(%)A )(X_A)
k=0 k=0 i=k
- : il i—k k
> ( TS T S )
=0 k=0
=Y a( N =) = D a(x - )\—H\)
i=0 k=0 i=0
=) ¢;X'=P(X),
=0
ou l'on a appliqué la formule du bindme a I’avant-derniere ligne. O
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2.1.8 Relation de divisibilité

Définition 2.1.21 (Divisibilité, diviseur, multiple). Soient A, B € K[X]. On dit
que A divise B, ou que A est un diviseur de B, ou que B est divisible par A, ou
que B est un multiple de A, 'l existe P € K[X] pour lequel : B = AP. Cette
relation se note A|B.

Ezemple 2.1.22. Pour tout n € N, X271 4 1 est divisible par X + 1.
» En effet,

2n
x2n+1 +1= x2nt+l (_1)2n+1 — (X + 1) Z(—l)szn_k.
k=0
Théoréme 2.1.23 (Propriétés de la relation de divisibilité). Soient A, B,C, D €

K[X].
— La relation de divisibilité | est réflexive et transitive dans K[X], c¢’est
méme une relation d’ordre sur ’ensemble des polynémes unitaires ou

nuls de K[X]. Elle est en revanche seulement réflexive et transitive sur
K[X] car pour tous A, B € K[X] :

AlBetB|A s 3N€K* | A=AB.

On dit alors que A et B sont associés (sur K).

— Si : D|A et D|B, alors : D|(AU + BV) pout tous U,V € K[X].

— Si: A|B et C|D, alors : AC|BD. En particulier, si : A|B, alors : A*|B¥
pour tout k € N.

Remarque : La relation de divisibilité restreinte a I’ensemble des polynémes
unitaires est une relation d’ordre. En effet, deux polynémes unitaires associés
sont égaux, ce qui prouve l'antisymétrie.

Démonstration. La relation de divisibilité est réflexive et transitive. En effet :

— Soit A € K[X].Ona: A=1x A avec 1 € K[X]. Donc, A|A.

— Soit (4, B,C) € (K[X])? tel que A|B et B|C. I existe (Q1, Q2) € (K[X])?
tel que B = Q14 et C = Q2B. Ainsi, C = Q2Q1 4 avec Q201 € K[X] et
donc A|C.

Par contre, la relation de divisibilité n’est pas anti-symétrique. En effet, si :
A= )AB avec A\ € K*, on a aussi : B = %A, donc A|B et B|A. Réciproquement,
supposouns que : A|B et B|A. 1l existe alors P, @ € K[X] pour lesquels : A = PB
et B=QA, donc : A= PQA. Deux cas se présentent :

— SiA=0: B=QA=0,donc A= AB pour A =1.

— Si au contraire A # 0 : PQ = 1 par intégrité de K[X]. Donc, les poly-
némes P et @ sont des inversibles de 'anneau K[X] et donc : P et Q
sont des constantes non nulles. Ainsi, il existe A € K* tel que A = AB.

O

Théoréme 2.1.24. Soient A et B deuzx polynomes non nuls tels que B|A. Alors,
deg(B) < deg(A).

Démonstration. Comme B|A, alors il existe Q € K[z] tel que A = @B. Puisque
A # 0, on a nécessairement @@ # 0. Ainsi, deg(A),deg(B),deg(Q) sont des
entiers naturels. Donc : deg(A) = deg(@QB) = deg(Q) + deg(B) > deg(B). D’ou
le résultat. O
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2.1.9 Division euclidienne

Théoréme 2.1.25 (Division euclidienne). Soient A, B € K[X] avec B # 0. Il
existe un et un seul couple de polynomes (Q, R) € (K[X])? pour lequel : A =
BQ+R et deg(R) < deg(B). On appelle A le dividende de la division euclidienne
de A par B, B son diviseur, Q son quotient et R son reste.

Remarque 2.1.26. L’unicité dans la division euclidienne sur K[X] permet d’af-
firmer qu'un polynéme B # 0 divise A si et seulement si le reste dans la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. Raisonnons en deux temps.

— Unicité de (Q,R) : soient (Q1,R;1) et (Q2,R2) deux couples de po-
lyndémes de K[X] tels que A = BQ1 + R et A = BQs + Ra, avec
deg (R1) < deg(B) et deg(R2) < deg(B). On a donc BQy + Ry =
BQs + Ry, d’ou égalité B (Q1 — Q2) = R2 — Ry avec deg (Re — R1) <
max (deg (Ry),deg (R2)) < deg(B). Raisonnons par labsurde et sup-
posons que Q1 # Q2. Alors deg(Q1 — Q2) = 0. Ce qui entraine que
deg (R — R1) = deg(B (Q1 — Q2)) = deg(B) +deg (@1 — Q2) > deg(B).
Contradiction. Ainsi Q1 = @2, puis Ry = A — BQ1 = A — BQ> = Rs.

— Existence de (Q, R) : Raisonnons par récurrence sur le degré de A. Notons
m =deg(B) > 0et B="0,X™+---+by avec b,, # 0. Soient n un entier
naturel et HR(n) la propriété suivante : pour tout polynéme A de degré
inférieur ou égal & n, il existe un couple (Q, R) de polynomes & coeflicients
dans K tels que A = BQ+ R et deg(R) < deg(B). L’hypothese HR(0) est
vraie : en effet, A =ap € K. Sim > 1,onpose @ =0et R= A;sim =0,
on pose QQ = ag/by et R = 0. On a bien dans tous les cas A = BQ + R
et deg(R) < deg(B). Soit n > 0 Supposons HR(n) vérifiée. Soit A un
polynéme de degré n+1: A = a, 1 X"+ +a; X +ag Sin+l<m=
deg(B), il suffit de poser R = A et @ = 0. Sin+1 > m = deg(B), posons
Ap = A—(aps1/bm) X"H1"™mB. On adeg (A1) < n, donc d’apres HR(n),
il existe un couple de polynémes (Q1, R1) tels que A1 = Q1B + Ry avec
deg (R;) < deg(B). Posons R = Ry et Q = Q1+ (an11/bp) X7 On
a bien A = BQ + R et deg(R) < deg(B). D’ou le résultat.

O

Parmi les exemples fondamentaux de division euclidienne, on retiendra I’exemple
de la division d’un polynéme P par X — A, ou A est un élément de K.

Théoréme 2.1.27 (Division par X — X). Soient A € K et P € K[X]. Le reste de
la division euclidienne de P par X — X\ est P(\).

Démonstration. La division euclidienne de P par X — A s’écrit :
P=(X-MNQ+R,

pour certains (Q, R) € K[X]? avec : deg(R) < 1, donc en fait R est un polynome
constant. Evaluons en A : P(A) = (A = A)Q(\) + R(\) = R. O

Ezemple 2.1.28. Pour tout n € N, le reste de division euclidienne de X™ par
X2 - 3X +2vaut: (2" —1)X — (2" - 2).

» En effet, soit n € N. La division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2 s’écrit :
X" = (X -1)(X —2)Q + aX + b pour certain @ € R[X] et a,b € R. Evaluons
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enl:1=a+b, puisen 2 : 2" = 2a + b. Aprés calcul, on obtient : a = 2" — 1
etb=2-2".

Cette méthode peut étre adaptée au calcul du reste dans la division eucli-
dienne d’un polynéme P par (X — a)?. Il faudra dans ce cadre faire appel & la
dérivation.

» Déterminons de deux manieres le reste R dans la division euclidienne d’un
polynéome P € K[X] par B= (X —a)? ol a € K.

— Tlexiste Q € K[X] et R = aX+3 € Ky [X] tels que P = (X —a)?Q+aX +

B. On en déduit, apres évaluation en a, que P(a) = ca+ 8. De plus, P’ =

2(X —a)Q + (X —a)?Q’ + a et donc, apreés évaluation en a, on obtient :

a = P'(a). Dot R = P'(a)X + P(a) —aP'(a) = P(a) + (X — a)P'(a).
— D’apres la formule de Taylor en a, pour n = deg(P) (on peut supposer

n>2carsinon Q=0et R=P)P=>]_, P(]:I(a) (X —a)* = P(a) +

/ 2—n  P®(a) k—2 L1 c e
P'(a)(X—a)+(X—a)* ), _y =5~ (X —a)"*. On en déduit, par unicité

dans la division euclidienne, que R = P(a) + P'(a)(X — a).

Ezercice 2.1.29. Pour n € N, on pose P, = X™ — 1. Effectuer la division eucli-
dienne de P, par P,,.

Solution. Soit (m,n) € N2. La division euclidienne de n par m s’écrit n = gm-+r
ot (¢,7) € N? et 0 <7 < m. On écrit X" — 1 = X9+ — 1 et donc

X1 = X0 X X7 1= X ((X) 1) + X7 -1
:X’"<1+X’"+(Xm)2+---+(Xm)q‘1)(X’"— )+ X" -1

Puisque deg(X"—1) <r <m (sir > 1 deg(X"—1) =retsir =0,deg(X"—1) =

—00), la division euclidienne est achevée. Le quotient est Q = X" (1 4+ X™ +

(Xm)2 + e+ (Xm)q_l) et le reste est R = X" — 1.

2.1.10 PGCD et PPCM
Définition 2.1.30 (Diviseur/multiple commun). Soient Ay, ---, A, € K[X].

— On appelle divieur commun de Aq,---, A, tout polynéme de K[X] qui
divise a la fois Aq,--- , A,.
— On appelle multiple commun de Ay, --- , A, tout polynéme de K[X] qui

divisible & la fois par Aq,--- , A,.

Théoréme 2.1.31 (PGCD de deux polynémes). — Soit A,B € K[X] avec
A #£ 0 et B # 0. On appelle plus grand commun diviseur ou (PGCD)
de A et B tout diviseur commun de A et B de degré maximal.

— On convient que 0 est le seul PGCD de 0 et 0.

Démonstration. Justifions l'existence d’'un PGCD dans le cas ou : A # 0. Or
Pensemble des degrés des diviseurs commun non nuls de A et B contient 0 (car
A et B sont divisibles par 1) et il est majoré par deg(A). Donc, cet ensemble
possede un plus grand élément car partie non vide et majorée de N. O

Ezemple 2.1.32. Pour tout A € K[X], les PGCD de A et 0 sont exactement les
associés de A.
» En effet, si A # 0, les diviseurs communs de A et 0 sont exactement les
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diviseurs de A et les diviseurs de A de degré maximal sont exactement ses
associés.

Théoréme 2.1.33 (Idée fondamentale de I’algorithme d’Euclide). Pour tous A, B, K €
K[X], A+ BK et B ont les mémes diviseurs communs que A et B, et donc aussi
les mémes PGCD.

Explication : En particulier, pour tous A, B € K[X] avec B # 0, en notant
R le reste de la division euclidienne de A par B, B et R ont les mémes diviseurs
communs que A et B.

Démonstration. Tout diviseur commun de A et B divise aussi A + BK et B,
et inversement, tout diviseur commun de A + BK et B divise aussi A = (A +
BK) — BK et B. O

Théoréme 2.1.34 (Unicité du PGCD de deux polynémes). Soient A, B € K[X].

— Les PGCD de A et B sont associés. Un seul d’entre eux est donc unitaire

(ou nul si A= B =0) et on l'appelle LE PGCD de A et B et on le note
ANB.

— Les diviseurs communs de A et B sont exactement les diviseurs de ANB.

Démonstration. Nous allons metre en oeuvre dans cette preuve un algorithme
de calcul du PGCD qu’on appelle ['algorithme d’Euclide. Soient A, B € K[X].
On peut supposer que : deg(B) < deg(A) sans perte de généralité. On définit
une suite de polynémes Ry, R, Ro, - de la maniére suivante :

— Au départ, on pose : Ry = A et Ry = B.

— Ensuite, pour k£ € N, TANT QUE : Ry, # 0, on note Ry2 le reste de la
division euclidienne de Ry, par Rj1, et en particulier, on a : deg(Ry12) <
deg(Rk+1)-

A Tlissue de cette construction : deg(Rg) > deg(R1) > deg(R2) > - - -, et comme
il n’existe qu'un nombre FINI d’entiers naturels entre 0 et deg(Ry), on obtient
forcément deg(Ry) = —oo pour un certain N € N* i.e. Ry = 0 et l’algorithme se
termine. Or, en vertu de I'idée fondamentale de 'algorithme d’Euclide, A = Ry
et B = Ry ont les mémes diviseurs communs et le mémes PGCD que R; et
R, puis que Ry et R3--- et enfin que Ry_1 et Ry = 0. Les PGCD de Ry _1
et 0 étant exactement les associés de Ry_1, les diviseurs communs de A et B
sont ainsi exactement les diviseurs de Ry _1 et leurs PGCD sont exactement les
associés de Ry_1. En particulier, les PGCD de A et B sont associés. O

Algorithme d’Euclide Comme on vient de le voir, l'algorithme d’Euclide
est un algorithme de calcul du PGCD de deux polynomes. Il a été montré en
particulier que : A A B est associé au dernier reste non nul dans ’algorithme
d’Euclide.

Exemple 2.1.35. Calculons (X° — X% + X3 - X2+ X —1) A (X2 - 1).
X5 - X4+ X3 -X2+X -1 X2 -1
- (X° - X9 X? - X?+2X -2
— X1 42X - X2+ X -1
(Cxtex?)
2X3-2X7+X -1
— (2X3 — QX)
—2X7+3X -1
—(—2X%+2)
3X -3
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Dot X5 - X4+ X3 - X2+ X -1=(X?-X?2+2X-2)(X?-1)+3X -3
puis, on a X2 -1 = %(3X —3)(X +1)+0. Le pged est le dernier reste non nul,
done (X° —X*+X° - X?4+X-DA(X2-1)=X—1.

Remarque 2.1.36. — A A B est un polynéme unitaire.
— SiA|Bet A#0, AAB = ﬁA ot dom(A) est le coefficient dominant
de A.

Théoréme 2.1.37 (Relations de Bézout pour deux polynémes). Soient A, B €
K[X]. Il existe des polynémes U,V € K[X] pour lesquels : ANB = AU + BV.
Une telle relation est appelé une relation de Bézout de A et B.

Attention : Les polynomes U et V ne sont pas uniques. En fait, Si A et B
sont non constants, on a de plus unicité des polyndémes U et V' lorsque l'on
impose la condition supplémentaire deg(U) < deg(B) et deg(V') < deg(A).

Démonstration. Si B divise A, un PGCD de A et B est B ou encore AA B =
mB =0x A+ mB. Dans ce cas, les polynomes U =0 et V = m
conviennent.

Sinon, avec les notations de ’algorithme d’Euclide exposé plus haut, on a AAB =
mRN,L A partir de I'égalité, Ry_3 = Qn_3Rny_2+ Rny_1, on obtient
une égalité de la forme : AA B = WRN 1 =RNn_3Un_3+ Rn_2VN_3,
ou Uy_3 = m et Vn_3 = m@]\]_g sont des polynomes. Puis
en remontant dans l’algorithme, par récurrence, on peut écrire A A B sous la
forme AN B = RipUy + Ry11Vj pour tout k € {0,--- , N — 3}, ou Uy, et V}, sont
des polynoémes. En particulier, pour k£ = 0, il existe deux polynomes U et V tels
que

ANB=RyU+ RV =AU + BV.

Ezercice 2.1.38. Déterminer deux polynomes U et V tels que
Ux(X?+X+1D)+Vx(X?-X+1)=1
Solution. On a :

X2 X +1=1x(X?-X+1)+2X

puis
XQ—X+1=(§—%)><(2X)+1.
Donc,
1:(X2—X+1)—(§ %) x (2X)
:(XQ—X+1)—(§ %)[(X2+X+1) (X2 -X+1)]
X

= (T AP X D+

Les polynomes U = —% + % et V = % + %
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Théoréme 2.1.39 (Factorisation par un diviseur commun). Soient A, B,C €
K[X]\ {0} avec C unitaire. Alors, (CA) A (CB) = C(A A B).

Démonstration. C divise CA et CB et donc C divise (CA) A (CB). 11 existe
un polynéme non nul @ tel que (CA) A (CB) = CQ. CQ divise CA et donc Q
divise A (CA = Q1CQ puis A = Q1Q car C # 0). De méme, @ divise B et donc
Q divise A A B.

Inversement, C(AAB) divise CA et CB puis C(AAB) divise (CA)A(CB) =
CQ et finalement A A B divise Q.

En résumé, @ divise A A B et A A B divise ). Donc, il existe A € K*
tel que @ = A(A A B). Enfin, CQ est unitaire car égal a (CA) A (CB) et C
est unitaire. Donc @ est unitaire puis A = 1 puis @ = A A B et finalement
(CA)A(CB)=C(ANB). O

Théoréme 2.1.40. Soient A, B € K[X] \ {0}. En posant D = A A B, il existe
Al,Bl € K[X} \ {0} tel que A=DA, et B=DB;y et Ay N\ By = 1.

Démonstration. Puisque D divise A et B, il existe deux polynémes A; et Bj tels
que A= DA; et B=DBy.Deplus, D = AAB = (DA;)AN(DB;) = D(A1ABy)
puis A; A By = 1 apres simplification par le polynéme non nul D. O

Définition 2.1.41 (PPCM de deux polynémes). Soient A, B € K[X]. On appelle
plus petit commun multiple (ou PPCM) de A et B tout polynéme M € K[X]
satisfaisant les deux assertions :

— M est multiple commun de A et B,

— M divise tout multiple commun de A et B.

Théoréme 2.1.42 (Existence et unicité du PPCM). Soient A, B € K[X]. Les
polynomes A et B possédent un unique PPCM UNITAIRE OU NUL appelé LE
PPCM de A et B et noté AV B, et les autres PPCM sont les associés de AV B,
i.e. les polynémes \(AV B), A décrivant K*.

Proposition 2.1.43. Soient A,B € K[X]. Si A = PA; et B = PB; avec
P, Ay, By € K[X] et P unitaire, alors : AV B = (A1 V By)P.

Démonstration. Soient M = AV B et M; = Ay V B;. Comme A;|M; et By|M,
ona A= PA|PM, et B= PBy|PM;. Donc, PM; est un multiple commun &
A et B, et par suite M|PM;.

Réciproquement, puisque M est un multiple de A = PA;, on peut écrire M =
PQ. On a alors PA;|PQ et PB1|PQ ce qui entraine, puisque P # 0, A;|Q et
B1|Q. Donc, M;|Q. Ce qui prouve que PM;|PQ = M.

En conclusion M = PMj, puisque ce sont deux polynémes unitaires (ou nuls)
associés.

O

2.1.11 Polynomes premiers entre eux

Définition 2.1.44 (Polyndmes premiers entre eux). Soient A, B € K[X]. On dit
que A et B sont premiers entre eux lorsque leurs seuls diviseurs communs sont
les constantes non nulles, autrement dit lorsque A A B = 1.
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Ezemple 2.1.45. Pour tous a et b dans K, (X —a) A (X —b) =1 si et seulement
sia #b.

» Prouvons (=) par contraposition : sia = b,on a (X —a)A(X—b) = X —a # 1.
Prouvons I'implication («<). Soit D un diviseur commun & X —a et X —b. Comme
D divise aussi (X —b) — (X —a) = a—b # 0, D est une constante non nulle.
Ainsi (X —a) A (X —b) = 1.

Théoréme 2.1.46 (Théoréme de Bezout). Soient A, B € K[X]. Alors ANB =1
si et seulement si U,V € K[X], AU + BV = 1.

Démonstration. Posons D = AN B.

Si D = 1, alors I'algorithme d’Euclide et plus spécialement de sa remontée,
assure 'existence de deux polynémes U et V tels que AU + BV = 1.
Réciproquement, supposons qu'’il existe deux polynomes U et V tels que AU +
BV = 1. Ainsi, un diviseur unitaire commun a A et B divise encore AU + BV =
1. Ceci montre que D = 1. O

» On précisera ce théoreme dans l’exercice suivant : on montrera que si
deg(A) > 1 et deg(B) > 1, on peut imposer au couple (U,V) la condition
supplémentaire deg(U) < deg(B) et deg(V') < deg(A) et qu'un tel couple (U, V)
est unique.

Ezercice 2.1.47. Etant donné des polynémes non constants A et B premiers
entre eux, montrer qu'il existe un unique couple de polynoémes (U, Vp) tel que :

AUy + BVp =1 avec deg(Up) < deg(B) et deg(Vy) < deg(A).
Solution. — Unicité : Si (U1, V1) et (Usz, V) sont deux tels couples, on a :
(Uy —Uz)A = (V, — V1)B.

Le polynéme A divise donc (Vo — V — 1)B, et comme A A B = 1, le
théoréme de Gauss entraine A | (Vo — V7). Or deg(Va — Vi) < deg A.
Donc Vo — V3 = 0. Ainsi Vi = V5 et par suite U; = Us puisque A # 0.

— Existence : Soit (U, V) un couple de coefficients de Bézout pour A et B.
Notons @ le quotient de la division euclidienne de U par B. L’égalité
AU + BV =1 nous donne A(U — QB) + B(V + QA) =1, donc

AUy+BVy=1 aveec Uy=U—-QB) et Vo =(V+QA).

Comme Uj est le reste de la division euclidienne de U par B, on a
deg Uy < deg B. D’autre part, puisque B n’est pas constant, le polynéme
Uy ne peut pas étre nul (sinon on aurait BV = 1) et donc deg(AUp) > 1.
Alors :

deg(BVy) = deg(1 — AUp) = deg(AUy),

ce qui donne deg Vy = deg A + deg Uy — deg B < deg A.
Théoréme 2.1.48 (Théoréme de Gauss). Soient A, B,C € K[X]. Alors :

(A/\le et A|BC):><A|C>.

Démonstration. Puisque A|BC, il existe A; € K[X] tel que BC' = AA;. Comme
AAB =1, il existe (U, V) € K[X]? tel que AU + BV = 1. On multiple les
deux membres de la derniere égalité par C et on obtient C' = ACU + BCV =
ACU + AAV = A(CU + A1V) et donc A|C. O
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Lemme 2.1.49. Soient Ay, Ao et B dans K[X] tels que Ay AN Ay = 1, A{|B et
AQ‘B Alors AlAg‘B

Démonstration. Comme A;|B, il existe @1 € K[X] tel que B = A1Q;. Puisque
Ay N As =1 et As|B, on déduit du théoréme de Gauss que A3|Q; et donc que
A1A2|B. |

On en déduit le résultat suivant par une récurrence évidente sur l’entier
m € N*.

Proposition 2.1.50. Soient Ay, As,--- , Ay, et B dans K[X] tels que, pour tout
i, €{1,---,m} vérifiant i # j, A; NA; =1 et A;|B. Alors A1 Ay --- A, |B.

Lemme 2.1.51. Si A et B sont deux polyndmes premiers entre euz, alors ANV B
et AB sont associés.

Démonstration. Posons P = AV B. Il est évident que P|AB.

Réciproquement, on a A|P et B|P. Il existe donc Q; € K[X] tel que P = BQ;.
Comme A|P et AA B = 1, on en déduit d’apres le théoréeme de Gauss que
A|Q1. 11 existe donc un polynéme Q2 € K[X] tel que Q1 = AQ2, ce qui donne
P = ABQ>. D’ou AB|P. Ce qui prouve que P et AB sont associés. O

Théoréme 2.1.52 (Lien entre PPCM et PGCD). Soient A, B € K[X]. Les poly-
nomes AB et (AN B)(AV B) sont associés.

Démonstration. Le résultat étant évident si AB = 0, on peut supposer A et B
non nuls, et unitaires quitte a les diviser par leurs coefficients dominants.

Soit D = AAB. Prenons A; et By telsque A = DA et B=DByet AyAB; = 1.
Comme A; et Bj sont unitaires et premiers entre eux, on a d’apres le lemme
pI‘éCéant : A1 V B1 = AlBl. 1AIOI‘S7 AV B = (DAl) \Y (DBl) = D(Al vV Bl) =
DA, By et par suite D(AV B) = AB. O

Théoréme 2.1.53. Soient A,B,C € K[X]. On a :
(A/\B:I et AACzl) & AN (BO) = 1.

Démonstration. (=) Supposons AAB = AANC = 1. 1l existe donc des polynémes
Uy, Vi,Us, Vs tels que : AU +BVy =1 et AUs;+CV, = 1. En multipliant ces
deux égalités, on obtient une relation de type AU + (BC)V = 1, ce qui prouve
que AA(BC) =1.

(<) La réciproque est évidente, puisque A A B et A A C sont des diviseurs
communs a A et BC. O

2.1.12 Racines d’un polynome

Définition 2.1.54 (Racine d’un polynéme). Soient P € K[X] et A € K. On dit
que A est une racine de P (dans K) lorsque P(\) = 0, autrement dit lorsque A
est un zéro de la fonction P : K — K.

Théoréme 2.1.55. Soient P € K[X] et A € K. X est une racine de P si et
seulement si X — M| P.
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Démonstration. Effectuons la division euclidienne de P par X — A # 0 : on a
vu quelle s’écrit P = (X — A\)Q 4+ P(X). Comme X — A|P si et seulement si le
reste R dans la division euclidienne de P par X — A est nul, on voit directement
que X — A|P si et seulement si P(\) = 0, c’est-a-dire A est racine de P. O

Le résultat précédent se généralise au cas de m > 1 racines par des arguments
d’arithmétique.

Proposition 2.1.56. Si aq,--- ,a,, sont des racines deux a deux distinctes de

P e K[X], alors (X —ay) - (X —am)|P.

Démonstration. Puisque a; # a; pour ¢ # j, les polynomes X — a; sont deux
a deux premiers entre eux et divisent P, on en déduit que : (X —aq)--- (X —
am)|P. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat central de ce para-
graphe : le degré d’un polynéme non nul P de K[X] est un majorant du nombre
de ses racines dans K.

Théoréme 2.1.57. Tout polynéme P non nul a coefficients dans K admet au plus
deg(P) racines dans K.

Démonstration. Si P n’admet aucune racine dans K, le résultat est clair. Dans
le cas contraire, notons ag, - - ,a,, les racines (deux a deux distinctes) dans K
du polynéme P. D’apres la proposition précédente, il existe @ € K[X] tel que
P=(X—-a1) (X —an)Q, ainsi deg(P) = m + deg(Q) et comme (P # 0) =
(Q #0), on a deg(Q) > 0, d’ott I'inégalité m < deg(P). O

» On en déduit immédiatement que le seul polynéme admettant une infinité
de racines dans K est le polynéme nul.

Remarque 2.1.58. On utilise souvent le théoréeme précédent pour démontrer
qu’un polynéme P est nul :

— soit en exhibant n 4 1 racines lorsque 'on sait que deg(P) < n,

— soit, plus radicalement, en exhibant une infinité de racines de P.

Ezemple 2.1.59. Déterminons les polynémes P de K[X] vérifiant P(X + 1) =
P(X).
» Raisonnons par analyse-syntheése. Soit P un tel polyndéme et posons QQ =
P—P(0). On prouve sans peine que Q(X+1) = Q(X) et Q(0) = 0. On en déduit
par une récurrence immédiate que Vn € N, Q(n) = 0. Le polyndéme @ admet
donc une infinité de racines : @ = 0 et donc P est constant. Réciproquement, il
est clair qu'un polynéme P constant vérifie P(X + 1) = P(X).

» Nous avons maintenant les outils pour mieux comprendre les liens entre

polyndmes et fonctions polynomiales dans le cas ou le corps de base est K =R
ou C.

Théoréme 2.1.60 (Identification polynome/fonction polynémiale). Pour tous
P,Q € K[X], si les fonctions polynémiales P et Q) sont égales, alors les po-
lynomes P et Q@ eur mémes le sont.

On rappelle que deux polynoémes sont égaux si et seulement si ils ont les
mémes coefficients.
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Démonstration. Si P = @, la fonction P — @ est nulle sur K, donc tout élément
de K est racine de P — Q. Comme K (= R ou C) est infini, P — Q possede ainsi
une infinité de racines, donc P — Q =0, i.e. : P = Q. O

Remarque 2.1.61. Autrement dit, deux polynémes a coefficients dans R ou C
sont égaux si et seulement si leurs fonctions polynomiales associées sont égales.
Le lecteur aura remarqué que le caractere infini du corps de base K joue un
role central dans cette démonstration. En effet, si 'on travaille par exemple sur
K = Z/27 = {0,1}, les polynomes P; = X3 + X et P, = X2 + X sont distincts
bien que ﬁl = ]32.

Définition 2.1.62 (Multiplicité d’une racine). Soient A € K et P € K[X] non
nul.

— L’ensemble {k € N|(X — \)* divise P} posséde un plus grand élément m
appelé la multiplicité de A dans P. On dit souvent pour résumer que m
est la plus grande puissance de X — A\ qui divise P. En particulier, dire
que A n’est pas racine de P, c’est dire que A a pour multiplicité 0 dans
P. Une racine est dite simple si elle est de multiplicité 1, double si elle
est de multiplicité 2.

— Plus concretement, m est caractérisé par les deux propositions suivantes,
équivalentes :

— P est divisible par (X — \)™ mais PAS par (X — \)™*1L.
— Il existe @ € K[X] pour lequel : P = (X — A)™Q et Q(X) # 0.

Démonstration. Pour montrer ge 1'ensemble M = {k € N|(X — \)* divise P}
possede un plus grand élément, nous allons montrer que c’est une partie non
vide majorée de N. Or déja, M contient 0. Montrons ensuite que deg(P) majore
M. Pour tout k € M : P = (X — A\)*Q pour un certain Q € K[X] avec Q # 0
car P # 0. En particulier : deg(Q) > 0, donc k < deg(Q) + k = deg(P). O

Théoréme 2.1.63 (Utilisation des dérivées successives pour le calcul d’une mul-
tiplicité). Soient P € K[X], A € K et m € N.

X est de multiplicité m dans P si et seulement si, P(X\) = 0 pour tout
i€{0,---,m—1} MAIS : P(™()\) £ 0.

Démonstration. = | Supposons A de multiplicité m dans P. Dans ce cas : P =
(X — A)™Q pour un certain @ € K[X] avec : Q(A) # 0 (premiere division
euclidienne de P par (X — \)™). Mais par ailleurs, Taylor donne (deuxieme
division euclidienne) :

+0o 1) _ 2 pl) = pe) :
-y F Zw(A) (x-2i = (x—nm Y L i.(k) ey ey
— ! i— : i=0

degré<m

Par unicité de la division euclidienne :

SISO (x —ni=0 ()
Q=1 PO (x —nyicm ()

_1 p®
Composons & a droite par X + \ : 22101 L Z.!()‘)

tion : P()(\) = 0 pour tout i € {0,--- ,m — 1}.
Evaluons # en A : Q(\) = %, donc : P () # 0, car Q(\) # 0.

X% =0 et donc par identifica-
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< | Supposons réciproquement que : P(A\) = P/(\) = = Pm=1(}) =
mais P(m)( ) # 0. D’apres la formule de Taylor, on a : P = Z+°° pC >(’\)(
V=S B (X -0 = (X ) S B (X - = (X - )",

=m 2! 7!

ot 'on a posé @ = Z+°° rt )O‘) (X —A)=™. Comme Q(\) = P(m)()‘ # 0 par
hypothese, A est bien de mult1p11c1te m dans P.

O

Les racines appartenant & C \ R d’un polynéme & coefficients réels vont
toujours par deux : on peut les regrouper par paires de racines conjugués. Ce
résultat repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.1.64. Pour tous Q € R[X] et A € C, Q(\) = Q(N).

Démonstration. Ecrivons Q = S o arXF® olt les ay sont réels. On a : Q) =
Sor_p @\ =30 ap = 30 ap A = Q()), car les aj sont réels. O

Théoréme 2.1.65 (Racines complexes d’un polyndme réel). Soient P € R[X],
n € N* et A € C. Le nombre \ est une racine de P de multiplicité n si et
seulement si le nombre \ est une racine de P de multiplicité n.

» Ce résultat va vous faire économiser la moitié de vos calculs. En effet, si
vous parvenez & trouver une racine complexe (et non réelle) d’un polynoéme réel,
alors, automatiquement et sans calcul, vous en avez une autre : sa conjugué.

Démonstration. On déduit du lemme précédent que, pour tout entier naturel &,
PFI(X) = P®(N). Ainsi, P®)(X) = 0 si et seulement si P*)(\) = 0. Dot le
résultat. O

Théoréme 2.1.66 (Factorisation "par les racines”). Soient P € K[X] NON NUL
et A1, , A\ des racines distinctes de P de multiplicité respectives my,--- ,m,..
Alors (X — A)™ -+ (X — \)™ divise P. En particulier :

ka < deg(P).
k=1

Démonstration. Puisque A\; # \; pour i # j, les polynomes X — \; sont deux a
deux premiers entre eux, et il en est donc de méme des polynomes (X — ;)™
qui divisent P. On en déduit que (X — )™ -+ (X — A,.)™"|P. O

» Lorsque I'on dénombre les racines d’un polynéme, on peut :
— soit compter le nombre de racines distinctes,
— so0it compter chaque racine avec (c¢’est-a-dire autant de fois que) son ordre
de multiplicité ; dans ce cas, une racine d’ordre r compte comme 7 racines.
Ezemple 2.1.67. Le polynome (X — 1)(X + 1)?(X — 2)3 possede :
— 3 racines distinctes : —1,1,2.
— 6 racines comptées avec leur ordre de multiplicité : —1,—1,1,2,2,2.

Conséquence : Il découle du théoreme précédent que : Un polynome NON NUL
de degré n possede au plus n racines comptées avec leur ordre de multiplicité.
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Exemple 2.1.68. Déterminer les racines du polynéme P = X6 + X5 + 3X4 4
2X3 4+ 3X2% 4+ X + 1 sachant que ¢ en est une racine multiple.

» On a P(i) = P'(i) = 0. mais P”’(i) = —8i # 0. Le nombre ¢ est donc
une racine de P de multiplicité deux. Puisque P est a coefficients réels, —i
est également une racine de P de multiplicité deux. P est donc divisible par
(X —i)%(X +14)? = (X? + 1)2. En posant la division euclidienne, on trouve
P=(X?2+1)*(X2+ X +1). Comme X2+ X +1 = (X —j)(X — j2), les racines
de P sont i, —i (racines d’ordre deux) et j,j? (racines simples).

Remarque 2.1.69. Pour montrer qu'un polynéome P est divisible par un poly-
noéme @, il suffit de montrer que toutes las racines de () dans C sont des racines
de P avec un ordre de multiplicité au moins égal.

Exercice 2.1.70. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n le polynome
X2 +1 divise-t-il X" + 17
Solution. Pour tout n € N :

X2 4+ 1divise X" + 1 < iet — isont racines de X™ + 1
& jest racine de X" +1 (car X" 4+ 1 € R[X])

Simtl=0ce% ="
@%EW[QTF]@HEQH].

Exercice 2.1.71. Soit n € N. Montrer que le polynéme
(X _ 1)n+2 + X2n+1

est divisible par X2 — X + 1.

Solution. Le polynome X2 — X + 1 admet deux racines simples distinctes —j et
—j2. Tl suffit donc de montrer que —j et —j2 sont racines de (X —1)"+2+ X2n+1,
Or, si a désigne 'une des racines de X2 — X 4+ 1, on a

(a _ 1)n+2 + Ck2n-§—l _ a2n+4 4 a2n+1 _ a2n+1(a3 4 1) _ O7

puisque a — 1 = 3. Ce qui montre que X2 — X + 1 divise (X —1)"+2 4 X2+,

Remarque 2.1.72. Pour montrer qu’un polynéme P est divisible par (X —a)™,
on montre que a est une racine d’ordre de multiplicité au moins m de P, et pour
cela il suffit de prouver que : P(a) = P'(a) = --- = P(m=D(a) = 0.

Exercice 2.1.73. Soit n € N, n > 2. On considere le polynéme P défini par
P =aX"! +bX" + 1. Déterminer les réels a et b pour que P soit divisible par
(X —1)=2

Solution.
Pest divisible par (X — 1)? < 1est une racine d’ordre au moins 2de P
< P(1)=P'(1)=0

a+b+1=0
@{ (n+1)a+nb=0

- a=n
b=-1—n.
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Exercice 2.1.74. 1. Quel est le reste de la division euclidienne du polynome
A=X"+X+bneN par B= (X —a)’oua,beR.
2. Trouver a et b réels tel que le polynéme P = X3 + aX + b admette le
nombre z = 1 + ¢ comme racine.

3. Montrer sans faire la division que A = 2X2+ X3 —6X2— X +4 est divisible
par B=X?—1.

4. Déterminer n € N pour que le polynome (X +1)27+1 + X2n+2 5oit divisible
par le polynéme X2 + X + 1.

5. Soient m,n et p € N. Montrer que le polynéome X3™ 4 X3n+l 4 x3p+2
divisible par X2 + X + 1.

2.1.13 Polynomes scindés et Théoreme de d’Alembert-Gauss

Nous admettrons le "théoréme fondamental de 1’algebre” :

Théoréme 2.1.75 (d’Alembert-Gauss). Tout polyndme non constant de C[X]
posséde au moins une racine dans C. On dit que C est un corps algébriquement
clos.

Corollaire 2.1.76. Soit P € C[X] non constant de degré n. Il existe des nombres
complexes M, , Ay, A tels que : P = AT[;_; (X — \g).

Démonstration. Prouvons la propriété par récurrence sur n > 1. Le résultat est
clair au rang 1. Supposons le résultat acquis au rang n > 1 et considérons un
polynoéme P de degré n+ 1. D’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, P admet
une racine A\,41 € C. Ainsi, il existe @ € C[X] tel que P = (X —\,,41)Q. Comme
deg(Q) = n, on déduit de I’hypothese au rang n 'existence de A\q,--- , A, et A
dans C tels que : Q = AT[}_,(X — \p). Dot : P = AT[}E (X — Ap).

L’hypothese est donc vraie au rang n + 1. On déduit du principe de récurrence
que la propriété est vraie pour tout entier naturel non nul n. O

Définition 2.1.77 (Polynéme scindé). Soit P € K[X]. On dit que P est scindé
(sur K) s’il N’est PAS CONSTANT et possede exactement deg(P) racines (dans
K) comptées avec multiplicité.

Dire que P est scindé sur K revient donc a dire que P est de la forme : P =
ATl (X = Xg)™F, ot Ay, -+, A, sont les racines distinctes de P dans K, de
multiplicité respectives my,--- ,m,., et ou A est son coefficient dominant.

» Autrement dit, un polynéme est scindé sur K si et seulement si il est le
produit de polynémes de K[X] de degré un. On peut donc reformuler ainsi le
théoréme de d’Alembert-Gauss : tout polyndme non constant de C[X] est scindé
sur C.

Remarque 2.1.78. Deux polynémes P et @ de K[X] scindés sur K sont premiers
entre eux si et seulement s’ils n’ont aucune racine commune.

2.2 Factorisation irréductible sur R ou C

L’objectif de cette partie est de définir une classe de polynémes qui joueraient
le méme réle que les nombres premiers sur Z, puis d’en déduire ’analogue po-
lynomial du théoreme fondamental de I’arithmétique des nombres entiers.
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Définition 2.2.1 (Polynéme irréductible). Un polynéme P € K[X] est dit irré-
ductible sur K si P n’est PAS CONSTANT et ses seuls diviseurs dans K[X] sont
les polynomes constants et ceux de la forme AP, ou A € K*.

Explication : Un polynéme P est irréductible s’il vérifie :
— les seuls diviseurs de P sont les éléments de K* et les associés de P,
c-a-d tel que P soit non constant et que pour tout A, B € K[X], on ait :

P=AB= <deg(A) = 0ou deg(B) = O).

Avant de décrire tous les irréductibles sur R et C, nous passerons en revue
quelques exemples.

Ezemple 2.2.2. Tout polynéme de degré un est irréductible sur K.
» Soit P un polynéme de degré 1 et @ un diviseur de P. Il existe Q; € K[X]
tel que P = QQ1. Donc deg(Q) < deg(P). Ainsi Q est de degré 0 ou 1.

— Si deg(Q) = 0, @ est constant non nul.

— Si deg(Q) =1, alors : deg(Q1) = 0, i.e. Q1 est constant non nul a. Donc

Q s’écrit : Q = éP.

P n’est pas constant et ses seuls diviseurs sont les constantes non nulles et les
polyndmes de la forme AP, avec A € K* : P est irréductible sur K.

Exemple 2.2.3. Un polynome de degré 2 est irréductible sur K si et seulement
si il n’a pas de racine dans K.

» Soit P € K[X]| de degré 2.

(=) Raisonnons par contraposée et supposons que P admet une racine a dans
K. Alors X — a|P et donc P n’est pas irréductible.

(<) Raisonnons par contraposée et supposons que P n’est pas irréductible. Il
admet donc un diviseur unitaire () qui est de degré 1. Ainsi, il existe a € K tel
que Q = X — a|P d’ou P(a) = 0. Le polynéme P admet donc une racine dans
K.

Remarque 2.2.4. Un polynome qui n’admet pas de racine dans K n’est pas
nécessairement irréductible dans K[X], comme le prouve I'exemple de (X2 +1)?2
dans R[X].

Proposition 2.2.5. Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polynémes de
degré 1.

Démonstration. On sait que tout polyndome de degré 1 est irréductible.
Réciproquement, soit P € C[X] irréductible. Etant NON CONSTANT,
d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, P possede une racine a € C et donc
X — a divise P. L’irréductibilité de P sur C montre alors que P et X — a sont
associés, donc que P est de degré 1. O

Proposition 2.2.6. Les polyndmes irréductibles de R[X] sont :
— les polynomes de degré 1,
— les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif, i.e. sans
racine réelle.

Démonstration. Soit P € R[X] irréductible. Etant NON CONSTANT, d’apres
le théoreme de d’Alembert-Gaus, P possede une racine a COMPLEXE. De plus,
P étant a coefficients réels, alors a est aussi une racine de P.
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— Sia € R, X —a divise P dans R[X]. Or, P est irréductible sur R, donc
P et X — a sont associés et P est de degré 1.

— Sia ¢ R, alors a # a, donc : P = (X —a)(X — a)Q pour un certain Q €
C[X]. En développant, on obtient : P = (X2 —2Re(a)X +|a|?)Q, donc en
réalité @ est a coefficients REELS par unicité de la division euclidienne
dans C[X]. De la, P étant irréductible sur R, P et X2 —2Re(a)X + |a|?
sont associés et P est de degré 2. De plus, P est bien sans racine réelle.

O

Lemme 2.2.7 (Euclide). Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Si P divise
un produit H2:1 Qr de r > 2 polynomes non nuls, alors il divise l'un des Q.

Démonstration. On procede par récurrence sur r > 2.

— Initialisation : Soit P irréductible dans K[X]. Supposons que P|Q1Q2, ou
Q1 et Q2 sont deux polynoémes non nuls. Quitte a diviser par le coefficient
dominant, on peut supposer que P est unitaire. Soit D = PAQ;. D étant
un diviseur de P, il est égal & 1 ou P, puisque P est irréductible. Si D = P
alors P|Qy. Si D = 1, alors 3U,V € K[X] tels que UP + V@, = 1 et
donc P|Q2 = UPQQ + VQlQQ.

— Hérédité : Supposons le résultat acquis pour r — 1 > 2 et soit P irréduc-
tible qui divise [[}_, Q. Si P|Q., c’est terminé, sinon il divise [[,_] Q&
(cas r = 2) et I'hypothese de récurrence permet de conclure.

O

Théoréme 2.2.8 (Existence et unicité de la factorisation irréductible). Tout poly-
néme non constant P € K[X] est produit de polynémes irréductibles et une telle
décomposition est unique a l'ordre prés des facteurs, ce qui signifie qu’il existe
une constante A € K*, un entier r > 1, des polynomes unitaires Py, --- , P, deuz
a deux distincts et irréductibles et des entiers naturels non nuls mq,--- ,m, tels
que P = AT[,_, P"*.

L’unicité signifie que si on a une autre décomposition de méme type P =
BHZZl QpF, on a alors B = A, s = r et il existe une permutation o € S,
telle que Qr = Py(r) €t ng, = mg () pour tout k compris entre 1 et r.

Démonstration. Existence : On procede par récurrence sur le degré n > 1 de P.
— Initialisation : Pour n = 1, on a vu que le polynéme P est irréductible.
— Hérédité : Supposons le résultat acquis pour tous les polynomes de degré
k compris entre 1 et n —1 > 1 et soit P € K[X] de degré n. Si P
est irréductible, c’est terminé. Sinon, P s’écrit P = RS avec R, S non
constants et degré compris entre 1 et n — 1. Il suffit d’utiliser ’hypothese
de récurrence pour R et S.
Unicité : On procede également par récurrence sur le degré n > 1 de P.
— Initialisation : Pour n =1, ona P = A(X — \) avec A € K* et X — A
irréductible uniquement déterminés.
— Hérédité : Supposons le résultat acquis pour tous les polynomes de degré
k compris entre 1 et n — 1 > 1. Soit P € K[X] de degré n ayant deux
décompositions P = A[[,_, Pi"™* = B[[;_, Q.
L’identification des coefficients dominants nous donne A = B. Comme ) est
irréductible et divise [];_; P"*, le lemme d’Euclide nous dit qu’il divise I'un
des P;, il est donc égal a ce P; puisque ces deux polynomes sont irréductibles.
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Supposons que n; < m;. En divisant par Q7*, on a Q"7 ™ H%Zl_ P =

[1;_, Qp* et nécessairement m; = ny (sinon le lemme d’Euclide nous dit Q4
est égal & 'un des Q) avec k > 2, ce qui n’est pas). On note j = o(1) et on a
H%;} = [Ti—, @3*. L'hypothese de récurrence permet alors de conclure. O

» La factorisation irréductible d’un polynéme non constant de C[X] coincide
avec sa forme scindée.

Le théoréme de décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] prend la
forme suivante :

Théoréme 2.2.9. Tout polynoéme non constant P € R[X] est produit de poly-
nomes irréductibles de degré 1 ou 2, c-a-d qu’il existe une constante A € R*,
deuz entiers naturels r et s, des réels a1, - -+ ,a, deur a deux distincts, des en-
tiers naturels non nuls ny,--- ,n,, des couples réels (by,c1),-- -, (bs,cs) deuz a
deux distincts tels que bi — 4cy, < 0 pour tout k et des entiers naturels non nuls
my, - ,my tels que P = AT _ (X —ag)™ [Ti_; (X% + b X + cx)™, une telle
décomposition est unique a l’ordre pres des facteurs.

En pratique : Pour factoriser un polynéme P dans R[X], on peut, si 'on ne
trouve pas de méthode plus simple, factoriser d’abord ce polynéme dans C[X].
On sait que si b est une racine de P dans C, alors b est aussi une racine de P
dans C.

Soit ay, - - ,a, les racines réelles de P, by, by, - - - , by, b les racines comlexes (non
réelles) de P, alors :

dans C[X] : P = A1 (X —ag) [Th—; (X — bi)(X — b), donc

dans RX] : P = A[[,_ (X —ag) [Tiey (X2 — 2Re(b) X + |bx|?).

» On peut retenir que :

— e et e’ sont des complexes conjugués < Ik € Z|t +t' = 2k

— (X = b)(X —b) = X% - 2Re(b) X + |]? € R[X].

Exemple 2.2.10. Décomposons en produit de facteurs irréductibles sur R et sur
C le polynéme P = X™ — 1.

» Dans C[X], le polynéme X™ — 1 est unitaire et admet n racines simples,
les nombres zp = e%,() < k <n-—1. Donc,

n—1

X”—1=H(X—e2i’f").

k=0

» Dans R[X], il y a deux cas.
— Sin =2p,p € N*, X" —1 = X% — 1 admet 2 racines réelles : 1 et —1.
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En regroupant les facteurs conjugués, on obtient :

ot 2ik
2p _ 1 — N ;b"
X 1 kHo(X e )
= ikm i ikm
=(X—1)><]£[1(X—6P)X(X+1)><k=1;[+1(X—ep>
X X pl X ik pd X i(2p—O)m
= (X -1 1 — ¥ —e T
- [L(x =) I (- 7)
p—1
_ . _ %} - _i?r
— (X 1)(X+1)k1:[1(x e )(X e )
p—1
=X -1)X+1) (X2 — 2Xcos(kl) + 1> .
k=1 p

— Sin=2p+1,pe N*, X" — 1= X2+l _ ] admet une seule racine réelle
a savoir 1. En regroupant les facteurs conjugués, on obtient

2p
X2p+1—1=Z(X—e§$T1)
k=0
P 2ik 2p 2ik
:(Xfl)xH<Xfeﬁ>>< I1 (Xfeﬁnﬂ)
k=1 k=p+1
p ) )
— (XD (x - e¥5) (x e 3)
k=1
(X 1)ﬁ(X2 2X <2k”>+1)
11 COS 2p—F1 .

Ezemple 2.2.11. Décomposons en produit de facteurs irréductibles sur C le po-
lynéme P = X" 1 4+ X" 2 ... 4 X + 1.
» Dans C[X], on a

n—1 n—1
xt-1= [ (x =) = (x - T (x - )
k=0 k=1
mais aussi
Xt—1=(X-1D)(X""+.. . +X+1).
Apres simplification par le polynéme non nul X — 1, on obtient :

n—1

X”—1+...+X+1=H(X—e‘“ff").
k=1

Ezercice 2.2.12. Déterminer la décomposition en produit de facteurs irréduc-
tibles sur R du polynéome P = (X + 1)” — X7 — 1 sachant que j est une racine
multiple de P.
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Solution. N’oublions pas la périodicité des puissances de j :
((jn)neN = (17ja.j2a 1aj7j27 T ))

ni la relation bien connue 1+ j + j2 = 0.

Ona P(j) = 0. De méme, on vérifie que P’(j) = 0. En revanche, P"(j) = 42 # 0.
Ainsi, le nombre complexe j est une racine de P de multiplicité 2. Les nombres
0 et —1 sont des racines évidentes de P. Puisque P € R[X], 7 = j2 en est
également une racine de multiplicité 2. Le polynéme P est donc divisible par () =
X(X+1)(X—5)*(X—j%)? = X(X+1)(X?+X+1)2. D’autre part, en appliquant
la formule du Binéme, on obtient : P = Z;zo ChxF—X7-1= ZZ=1 CrXk.
P est donc de degré 6, de coefficient dominant égal & C¢ = 7. Puisque Q est
unitaire de degré 6 et qu’il divisise P, on a P =7X(X + 1)(X? + X + 1)%

Ezercice 2.2.13. On considere le polynéme P = X° — 1.
1. Décomposer P dans C[X].
2. En déduire les racines de Q = X* + X3 + X2 4+ X + 1 dans C.
3. Décomoser @ dans R[X].
2 4

4. En déduire la valeur de 71 = cos(%") et ro = cos(%").

2.3 Fractions rationnelles

2.3.1 Construction

Soit K un corps commutatif. Nous savons que l’ensemble K[X] des polynémes
a une indéterminée a coefficients dans K est un anneau commutatif integre
dans lequel les seuls éléments inversibles sont les polynomes de degré 0. K[X]
n’ est donc pas un corps, mais on peut construire le corps des fractions de
K[X]. Ce corps s’appelle le corps des fractions rationnelles & une indéterminée
a coefficients dans K. On le note K(X).
On pose comme d’habitude K[X]* = K[X] \ {0}.
— K(X) est ensemble quotient de K[X] x K[X]* par la relation d’équiva-
lence R : (P,Q)R(P1,Q1) & PQ1 = P1Q. Une fraction rationnelle F de
K(X) est donc une classe d’équivalence représentée par un couple (P, Q)
d’élément de K[X]| dans lequel @ # 0; un autre couple (Py, Q) repré-
sente la méme fraction rationnelle F' si, et seulement si PQ, = P1Q.
Si (P, Q) est un représentant quelconque de F', on convient d’écrire F' =
g; on dit que P est le numérateur et que @) est le dénominateur de la
fraction rationnelle F'.
— Dans K[X] x K[X]* on définit I’addition et la multiplication en posant :
(P,Q)+(P1,Q1) = (PQ1+P1Q,QQ1) et (P, Q) (P1,Q1) = (PP1,QQ1).
Les deux lois de K(X) sont les lois quotients et on les note aussi, + et -;
alors le triplet (K(X), +, ) est un corps commutatif. L’élément neutre pour ’ad-
dition est la fraction rationnelle nulle 0 qui est la classe des couples (0, Q) tels
que @ # 0. L’élément neutre pour la multiplication, appelée fraction rationnelle
unité, et notée 1, est la classe des couples (@, Q) avec @ # 0. Pour la multi-
plication, l'inverse de la fraction rationnelle non nulle F, classe de (P, Q) avec
P #0 et @ # 0 est la fraction rationnelle notée %
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L’application qui, & P € K[X], associe la fraction rationnelle dont un repré-
sentant est le couple (P, 1), est un morphisme injectif de ’anneau K[X] dans
Panneau K(X). On peut donc identifier K[X] au sous-anneau de K(X) constitué
par les fractions rationnelles dont les représentants sont de la forme (P, 1).

2.3.2 Définition, regles de calcul

On a les reégles de calcul suivantes (dans lesquelles @, @1 et R sont des

polynémes non nuls) :

P B PtAQ

Q QQ1

QQ1"
% & PQ1 = PQ.
PR _ P
QR Q-

. P -1 Q

— Conjuguée d’une fraction rationnelle a coefficients complexes :

Si (P,Q) et (P1,Q1) sont deux représentants d’une fraction rationnelle

F a coeflicients dans C, alors % = % puisque l'on a :
1

P

-

Qv
I <

PQi=PQ&PQ1=PQ.

Cette fraction rationnelle est appelée conjuguée de F et notée F.
Les propriétés sur les polynémes nous donnent immédiatement, pour (F,G) €
C(X)?%:

F+G=F+G et FG=FG

2.3.3 Représentant irréductible

Définition 2.3.1. — On appelle représentant irréductible d’une fraction ra-
tionnelle F' tout représentant (P, Q) de F ou P et ) sont premiers entre
eux.

— On appelle représentant irréductible unitaire d’une fraction rationnelle
F tout représentant irréductible (P, Q) de F tel que @ soit un polynéme

unitaire.
Proposition 2.3.2. — Si g est une forme irréductible d’une fraction ration-
nelle F = Tt alors : 3R € K[X]: (Py = RP et Q1= RQ).
— Si g et % sont deuz formes irréductibles d’une fraction F, alors : I\ €

K*: (Pp=MP et @Q1=M)Q).
— Toute fraction rationnelle admet un représentant irréductible unitaire et
un seul.

Démonstration. — Omn a PQy = QP et donc Q divise PQ1. Comme P et
(@ sont premiers entre eux, on en déduit d’apres le théoreme de Gauss
que @ divise 1. On peut donc trouver un polynéme R € K[X] tel que
leRQ,etl’ona;a:%:RR

— Soient (P, Q) et (P,Q1) deux représentants irréductibles de F. Alors,
d’apres le point précédent, Q|Q1 et Q1]Q. Les polyndémes @ et Q1 sont
donc associés et par conséquent, le polynome R est une constante non
nulle.
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— L’unicité est évidente d’apres ce qui précede. Pour I'existence, il suffit de
prendre un représentant quelconque (P, Q), de diviser P et @ par leur
PGCD et de diviser le numérateur et le dénominateur par le coefficient
dominant de ce dernier (qui est non nul).

O

2.3.4 Degré d’une fraction rationnelle

Définition 2.3.3. Si F est une fraction rationnelle, la quantité deg(P)—deg(Q) €
Z U {—o0} ne dépend pas du représentant (P, Q) choisi pour la fraction F.
On l'appelle degré de F' et on le note deg(F') ou deg F'. En particulier, on a
deg 0 = —oo0.

» On peut bien définir ainsi le degré de F' car :

— la quantité deg(P) —deg(Q) est toujours définie puisque @ étant non nul,
on a deg(Q) # —oo.

— la quantité deg(P) — deg(Q) ne dépend pas du représentant (P, Q) choisi
pour la fraction rationnelle F', car si (P;,Q1) est un autre représentant,
ona PQ; = QP et donc : deg(P) +deg(Q1) = deg(PQ1) = deg(P1Q) =
deg(Py)+deg(Q) c’est-a-dire, puisque deg(Q) et deg(Q1) sont des entiers
naturels : deg(P) — deg(Q) = deg(Py) — deg(Q1).

Remarque 2.3.4. Un polynéme P est égal a la fraction % dont le degré est
deg(P). Donc la définition du degré sur K(X) prolonge celle du degré défini sur
K[X].

Proposition 2.3.5. Etant données deux fractions rationnelles Fy et Fy de K(X),
on a:

1. deg(Fy + Fy) < max(deg(F}), deg(F3)).
2. deg(F1F3) = deg(F1) + deg(F?2).

2.3.5 Racines, poles

Définition 2.3.6. Soit F' une fraction rationnelle de forme irréductible %.

— On appelle racine de F' toute racine de P.

— On appelle pole de F' toute racine de Q.

— Si a est une racine (respectivement un pole) de F' # 0, 'ordre de multipli-
cité de a est l'ordre de multiplicité de a en tant que racine du polynoéme
P (respectivement Q).

Remarque 2.3.7. Un élément a de K ne peut pas étre a la fois racine et pole

d’une fraction rationnelle F'. Sinon, en prenant une forme irréductible F' = g,
on aurait P(a) = Q(a) = 0, et donc les polynomes P et @) seraient divisibles

par X — a, ce qui contredirait le caractere irréductible de 5.

Attention : Les racines (respectivement les poles) d’une fraction rationnelle F
ne peuvent étre obtenues qu’a partir d’une forme irréductible de F'. Par exemple,

X2+ X+1

3_ . . . A~
F = 2£.=L n’admet 1 ni comme racine ni comme pdle, car F = <

X2-1

Définition 2.3.8. Soit F' une fraction rationnelle, de forme irréductible g, dont
on désigne par A I’ensemble des poles.

— Pour a € K\ A, on définit F (o) = %.
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— La fonction définie sur K\ A par  — F'(z) est appelée fonction rationnelle
associée a la fraction rationnelle F.

2.3.6 Composition

Si F = % est une fraction rationnelle et R un polyndme non constant,
alors le polynéme @Q o R est non nul, puisqu’il est de degré deg(Q) deg(R). De
plus, si (P, Q1) est un autre représentant de la fraction F', I'égalité PQ1 = P1Q
entraine (PoR)(Q10R) = (P1oR)(QoR). Le quotient ggg ne dépend donc pas
du représentant (P, Q) choisi pour la fraction rationnelle F. C’est une fraction
rationnelle dont le degré vaut deg(F') deg(R), que 1'on I'appelle composée de F

par R et que l'on note F(R).

2.3.7 Décomposition en éléments simples

Proposition 2.3.9 (Partie entiere). Toute fraction rationnelle F' s’écrit de fagon
unique comme la somme d’un polynome, appelé partie entiére de F, et d'une
fraction rationnelle de degré strictement négatif.

Démonstration. Unicité : Supposons : F = Ey + F} = Ey + Fy avec (Ey, Es) €
K[X]?, (F1,F2) € K(X)?, deg(F1) < 0 et deg(F») < 0. Alors E; — Ey est un
polyndme, et comme il est égal & Fy — Fp, son degré est strictement négatif.
Donc E; — E5 = 0 c’est-a-dire By = F» et par suite ] = F5.

Existence : Soit F = £ une fraction rationnelle, avec Q # 0. Si I'on appelle
E le quotient et R le reste de la division euclidienne de P par ), on obtient :
F=FE+ % avec deg(R) < deg(Q®), ce qui constitue I’écriture cherchée. O

Meéthode 2.3.10. D’apres la démonstration précédente, la partie entiere d’une
fraction rationnelle F' = £ est le quotient de la division euclidienne du numé-
rateur P par le dénominateur Q.
Ezxemple 2.3.11. — Si deg(F') < 0, alors sa partie entiere est nulle.

— Si F est de degré 0, alors sa partie entiere est le polynéme constant quo-

tient du coefficient dominant du numérateur par celui du dénominateur.
5
— La partie entiere de la fraction (ngw est X — 2.

Proposition 2.3.12 (Partie polaire). Si F' est une fraction rationnelle admettant
a pour pdle d’ordre n, il existe un unique n-uplet de scalaires (Ap)i<p<n €t une
unique fraction Fy n’admettant pas a pour péle tels que :

F =
P

F.

- L+
=1(X—a)P

La quantité ZZZI (X);i’;l)p s’appelle la partie polaire de F' relative au péle a.

Meéthode 2.3.13. Soit F' une fraction rationnelle admettant a pour pole.
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— Si a est pole d’ordre 1 de F, on peut écrire F' = ﬁ ou Q7 est un
polynome n’admettant pas a pour racine. On cherche le scalaire A\; tel

que : F = X)‘_la + Fy ou Fy est une fraction rationnelle qui n’admet pas
a pour pole. En multipliant cette égalité par X — a, on obtient : & =
A1+ (X —a)Fy ce qui, en substituant a & X, donne A\; = 51(((2). La partie
. . R A _ Pl _ P(a)
polaire relative au pole a est donc : 7= avec A = i@ = 0@ la

derniére égalité venant de la relation Q' = (X —a)Q} + Q1.

— Si a est pole d’ordre 2 de F, on peut écrire F' = ﬁ ou (Y2 est un
polynome n’admettant pas a pour racine. On cherche les scalaire A\; et
Ao tels que : F' = ()(');72(1)2 + X)‘i_la + Fp ou Fjy est une fraction rationnelle
qui n’admet pas a pour pole. En multipliant cette égalité par (X — a)?,
on obtient : £~ = Ao + A\ (X — a) + (X — a)?Fy ce qui, en substituant

Q
a & X, donne \y = 52(—(2). La partie polaire relative au pole a est donc :

A A _ P(a)
W + ¢, avec Ay = D@ Pour trouver Aq, on peut alors retran-

cher ()();72(1)2 pour obtenir une fraction dont a n’est pas pole, ou est pole
simple ce qui rameéne au cas précédent.
— Dans le cas général, si a est pole d’ordre n de F', alors F' = W avec

Qn(a) # 0 et la partie polaire relative au pole a est : ZZ:l (Xii%),, avec

An = %, comme on le voit en multipliant I’égalité : F' = 22:1 (Xiiz)zﬁ

Fy par (X —a)™ et en substituant a & X. Comme de plus, Q = (X —a)"Q.,

alorson a Q,(a) = Q("T)‘(a) (

ou la formule de Taylor).

par exemple en utilisant la formule de Leibniz

Exemple 2.3.14. 1. Soit F = X5

— La partie polaire associée au pole 0 est % avec A = 1.

— La partie polaire associée au pole 1 est ﬁ + ()(l_iLl)z avec (1 = 2.
Comme : F — (XE1)2 = X4+)§(3(Ti(;;rx_l on en déduit A = 3.

2. Soit F' = ﬁ Si w est un poéle de F, c’est-a-dire une racine cinquieme

de lunité, alors la partie polaire associée & w est —2— avec : A = -4 =
w w ’ X—w Sw

Bwd T 5"

Théoréme 2.3.15 (Décomposition en éléments simples sur C). Etant donnée une
fraction rationnelle F € C(X) dont les péles sont ay,as, - ,ay distincts deux
a deuz et d’ordres de multiplicité respectifs r1,79, -+ , Ty, il existe un unique

polynéme E € C[X] et une unique famille de scalaires (N ;j)1<i<n tels que :
1<j<r;

.
s o
F=E+", Zﬁ . Autrement dit, toute fraction

j=1

Partie polaire associé au pdlea;
rationnelle de C(X) est la somme de sa partie entiére et des parties polaires
associées a chacun de ses poles. Cette décomposition s’appelle la décomposition
en éléments simples dans C(X) de la fraction F.
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Méthode 2.3.16. Soit F = £ une fraction rationnelle & coefficients complexes
dont les poles sont a1, as, - - , a, d’ordres de multiplicité respectifs 1,79, -, ry.
Sa décomposition en éléments simples est de la forme :

F= E+Z Z _a)

— La détermination de la partie entiere E se fait a I'aide de la division
euclidienne de P par @, division limitée puisque seul le quotient nous
intéresse.

— Les coefficients A, ,, se calculent immédiatement a l'aide des formules :

P(a; ri!P(a; -
Ay = Qi((ai)) = @7)(((1)) avec Q = (X — a;)" Q;.

— Si tous les poles sont simples, on a ainsi la décomposition en éléments

simples de F'. Sinon, on peut retrancher a F' chaque fraction (XATT)T et
recommencer avec la fraction ainsi obtenue. Mais il est souvent beaucoup
plus rapide de déterminer les derniers coefficients en utilisant certaines
des méthodes qui suivent :
Si la fraction est a coefficients réels
Si F' est une fraction rationnelle a coefficients réels et si a est un podle non réel
de F d’ordre r, alors a est aussi un pole d’ordre r et les coefficients des parties
polaires associées a a et a sont conjugués deux a deux. En effet :
— Puisque le dénominateur ) de F' est réel, si a est une racine non réelle
de @), alors a est aussi racine de ) au méme ordre de multiplicité.
— SiF=%_, (X’iia), + I} ou a n’est pas pole de la fraction rationnelle Fi,

alors F=F = 22—1 ﬁ + I et la fraction rationnelle F; n’admet pas

a pour podle. Donc, la partie polaire associée au pole a est : ZZ 17 XA 2y
(unicité de la partie polaire).
Si la fraction est paire ou impaire
Si la fraction rationnelle F' est paire ou impaire et que a est un pole de F' d’ordre
n, alors —a est aussi pole de F' d’ordre n et la comparaison des décompositions
en éléments simples de F(X) et F(—X) = TF(X) donne des relations entre les
coeflicients.

Exemple : La fraction F' = ﬁ se décompose en éléments simples :
_ _a b _ a
F=x5 + X2 1)2+(X+1)2 Ona: F(X)=F(-X)= F5+—x7+

(_Xc_1)2 + = Xd+1)2. L’unicité de la décomposition en éléments simples nous

donne alors a = —bet c =d.

— On a immédiatement ¢ = ﬁ =1,doncc=d=1.

— Pour déterminer a et b, il suffit de substituer 0 & X, ce qui donne :

4=—-a+b+c+d=2—-2a,donca=—-1letb=1.

OnadonC:F:%+%ﬂ+ﬁ+ﬁ.

Si la fraction est de degré strictement négatif
Soit F une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Si f est la restriction
a R de sa fonction rationnelle associée, alors la fonction z — z f(z) a une limite
finie en l'infini : on peut ainsi trouver des relations entre les coefficients des

termes e

1
X—a 5
Exemple : Soit la fraction rationnelle F' = %. L’imparité de F' nous dit
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que sa décomposition en éléments simples est du type : F' = %5 + 557 +
ﬁ — ﬁ Alors b = 1 et puisque :,;ETOO zf(x) =4, on a 2a = 4. Donc :
_ 2 2 1 1
F= X1+ X+1 + (X—-1)2  (X+1)2°
S’il ne reste qu'un ou deux coefficients a calculer
Lorsqu’il ne reste plus qu'un ou deux coefficients a déterminer, on peut substi-
tuer & X une ou deux valeurs simples.
c

. Qi _ X441 _ b
EXemple.SOltF—m—l+ﬁ+m+ﬁfﬁ Ontrouve

d’abord:c:% = ﬁ z—% et a= % = 1. En substituant 0 a X,
on obtient de plus : 1 = 1+a+b— %5+ % =2+0bet donc b = —1. D’ou :

X441 1 1
F= (X+1)2(JS(2+1) =1+ (X+1)2 ~ X+1 2(X—i)  20X+4)°

Ezercice 2.3.17. Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions ra-
tionnelles F' suivantes :

X5
L a5
9 X
XX FD (X3
Solution. 1. — Recherche de la partie entiére : Commencons par chercher

la partie entiere de Xi{—il, ce qui revient a chercher le quotient de la
division euclidienne de X° par X% — 1. Cette division s’écrit : X° =
X(X%—1)+ X, donc X est la partie entiere cherchée.

— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme
de la DES de la fraction F' dans C(X), on commence par factoriser le
dénominateur X4 — 1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X].
Or, dans C[X], on a :

X' 1= (X -1)(X +1)(X —i)(X +1).

) - (14 . 5
Du coup, la décomposition en éléments simples de % est :

X5 X5
X—1 X-DX+ DX —i)(X +9)
a b c d
=X
Yyt xy i Tx i T x g *
ou a,b,c,d € C sont a déterminer.
— Prise en compte de I'imparité : On a :
a b c d
FX)y=-F(-X)=—|-X
(X) (=X) Pyt I T xS T Sy 1
a b c d
=X+ + + +

X+1 X—-1 X+i X-—i

Ceci est une "nouvelle” décomposition de F' en éléments simples. Une
telle décomposition étant unique, nous obtenons par identification des
coefficients : b =a et ¢ = d.

— Calcul de a : Multiplions % par X — 1 :

(X+1§i;(2+1)X(X1)+a+(X1) b_,_°© d

X +1 X—ﬁXﬂ' ’

puis évaluons en 1, pour obtenir : a = %.
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— Calcul de ¢ : Multiplions % par X — i :

bE a b d
= X(X -1 X —i },
P T AR Sl b ous Rl or il grw;
puis évaluons en ¢, pour obtenir : ¢ = —%.

— Conclusion : Finalement, on obtient :
x> x4 L [ 1 1 1 1 ]
X4—1 41X -1 X+1 X-—i X+l
2. — Recherche de la partie entiere : Comme deg F' < 0, la partie entiere

est nulle.

— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme
de la DES de la fraction F' dans C(X), on commence par factoriser le
dénominateur (X2+X +1)(X +1)? en produit de facteurs irréductibles
dans C[X]. Or, dans C[X], on a :

(X2 4 X +1)(X +1)° = (X —5)(X — ) (X +1)%
Du coup, la décomposition cherchée s’écrit donc :

X B X
(X2+ X+ )X +1)° (X —7)(X —j2)(X +1)3
a b c d e

X X X Xy txTU

*
ou a,b,c,d,e € C sont a déterminer.
— Utilisation de la conjugaison : Conjuguons % :
— a b ¢ d 3
FX)=F(X)=
A SIS Gy IR I TER

Ceci est une "nouvelle” décomposition de F' en éléments simples. Une
telle décomposition étant unique, nous obtenons par identification des
coefficients : b = a.

— Calcul de a : Multiplions % par X —j, puis évaluons en j pour obtenir :
o= GEGEE = Vs

— Calcul de ¢ : Multiplions % par (X + 1)3, puis évaluons en —1, pour
obtenir : ¢ = —1.

— Utilisation du comportement en co : Pour calculer d et e, nous ne
pouvons plus multiplier par (X + 1) et (X + 1) respectivement puis
évaluer en —1, car le membre de gauche aura alors un pole en —1. Pour
trouver des équations faisant intervenir d et e, une solution consiste &
multiplier par une puissance de X, a évaluer ensuite en z € R quel-
conque, puis a faire tendre x vers oo.

Ici, multiplions % par X :

X2 _aX+bX+cX+dX+eX
(X244 X+1) (X413 X—j7 X—72 (X+1)8 (X+1)2 X+1

puis évaluons en z € R\ {—1} :

z? _ax+ bx L cx . dx +em
(2 4+z+D(z+1)3 2—5 2—352 (x+1)3 (z+1)2 z+1’
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et enfin faisons tendre x vers +o0o pour obtenir : 0 = a + b + e. Par
conséquent : e = —a—b=—a—a=—-2Re(a) =1.
» Remarque : Il n’est pas correct de "faire tendre X vers co” car X
est un polynoéme et non un nombre.

— Calcul de d : Nous ne pouvons pas utiliser la technique précédente pour
calculer d, car nous devrions pour cela multiplier par X2, et certains
termes a droite auraient alors une limite infinie. Evaluons simplement

% en 0, pour obtenir : 0 = ——i— 2 + ¢ 4+ d + e. Ainsi, sachant que
a:%:d:(%—l—j%)—c—e:—c—e:&

— Conclusion : Finalement, on obtient :
-2

X :L( g )_ 1 n 1
(X2+X+1)(X+1)3 3B\X—-57 X—-j52/ (X413 X+1

Théoréme 2.3.18 (Décomposition en éléments simples sur R). Soit F' = g €
R(X) érréductible de partie entiére E. On introduit la factorisation irréductible
de Q : Q = BI[[_ (X —ai)™ [ (X? + b; X + ¢;)™. Il existe des familles

uniques (N k) 1<i<r , (Ujk) 1<j<s €t (Vjr) 1<j<s de réels telles que : F =
1§ <n1 1<k<m,; 1<k<m,

u]kX—i-ka
E+Zl 1 k 1 X al)k +Z] 1Zk 1 X2+b X+cJ)k

Définition 2.3.19. Dans la décomposition en éléments simples d’une fraction
rationnelle dans R(X), une fraction de la forme (X’\’i:)k s’appelle un élément

. o . . uj k X+v;
simple de premiére espece, une fraction de la forme m s’appelle un

élément simple de deuxiéme espeéce.

En pratique : Quand les poles non réels d’une fraction réelle sont simples,
on peut obtenir la décomposition en éléments simples sur R facilement a partir
de la décomposition en éléments simples sur C par simple regroupement des
parties polaires conjuguées.

E.’I:e'l"cice 2320 SOlt F = m
1. Montrer qu’il existe (a, 3) € C? tels que :
1 o« Q Jé] B

(X2+1)(X2+X+1)_Xfi+X+i+ij+ij2

2. Déterminer les valeurs de o et 5.

3. Donner alors la décomposition en éléments simples sur R de F'.

4. Retrouver directement cette décomposition sur R (sans passer par celle
sur C).
Indication : on pourra multiplier par X2 + 1 et substituer ¢ & X, puis
multiplier par X2 + X + 1 et substituer j = exp(2in/3) a X.

Solution. 1. Remarquons que F' € R[X], que la partie entiére vaut 0 et que
les poles sont : 3, —i,j et j2, tous d’ordre de multiplicité 1. On rappelle
que 14 j + 52 =10,5% =1 et 52 = j. En vertu de ce qui précede, il existe
alors des complexes « et [ tels que :

1 o« L a n 15} n B
(X2+1)(X24X+1) X—i X+i X-j X—j2
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2. On évalue (X —0)F(X) = m en X =i et on trouve a = —%.
Pour 3, on évalue (X — j)F(X) = 7()(2“)1()(7].2) en X = j. Le dénomina-

teur est alors :

(P+1) (G=7%) = (D1 —) = PG -1 =1- /%

1 1—j

On en déduit que § = e 3.

1—j 1—j°
3. On a donc F = 72(X1—i) — 2(X1+i) + 3257 t 3357y~ En regroupant les
termes deux a deux conjugués, on obtient :

X X+1

Fe— .
X211 X2rX+1

4. La décomposition en éléments simples sur R de F' s’écrit :

aX +b cX +d 4
F:X2+1+X2+X+1 avec  (a,b,c,d) € R*.

En multipliant par X2 + 1, on obtient :

1
X2+ X+1

cX +d

_ 2
=aX +b+ (X?+1) X1

ce qui, en remplacant X par ¢, donne at + b = % = —j et donc a = —1 et
b = 0 puisque a et b sont réels. De méme, en multipliant par X2 + X + 1,
on obtient :

aX +b

_ 2
=cX+d+ (X°+X +1) X1

X241
et en remplacant X par j, on obtient :

1 1
cj+d= —— =~ =2 =j+1.
j e i

Puisque j n’est pas réel, on en déduit c =1 et d = 1.

Ezercice 2.3.21. Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions ra-
tionnelles F' suivantes :
1 X+3

T(XHD)P(X+2)”
9 Xt
C XP3)(XZIX13)°
3 1
- (X-D2(X274)"

Solution. 1. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie
entiere est nulle, donc pour certains a,b,c € R :

X+3 - a n b n c
(X+1)2(X+2) (X412 X+4+1 X+2

*.

— Calcul de @ : On multiplie % par (X + 1)? puis on évalue en —1 pour
obtenir : a = 2.

— Calcul de ¢ : On recommence. On multiplie % par X + 2 puis on évalue
en —2 pour obtenir : ¢ = 1.
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— Calcul de b : On ne peut malheureusement pas reproduire le raisonne-
ment précédent pour calculer b. Multiplier % par X + 1 puis évaluer en

—1 nous conduirait en effet & diviser par 0 & cause du terme (X +1)2.

Cependant, plusieurs approches sont envisageables, AU CHOIX :

— On peut multiplier % par X puis passer a la limite en +oco pour
obtenir : 0 = 0+b+c¢, donc : b = —¢ = —1. On obtient généralement
ainsi une équation simple et agréable.

— On peut évaluer % en un point, par exemple en 0 pour obtenir : % =
a+b+ 5, ce qui donne aussi : b = —1. Les équations qu’on obtient
en évaluant en un point sont souvent un peu plus compliquées que
celles qu’on obtient en passant a la limite en +oo.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X+3 2 1 1

X+12(X+2) (X+1? X+1 X12

2. — Partie enti¢re : La division euclidienne de X* par (X +3)(X? + X +3)
s’écrit :

X' = (X +3)(X?+ X +3)(X —4) + 10X? + 15X + 36,

donc la partie entiere cherchée vaut X — 4.
— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour certains a, b, c €
R:
x4 a bX + ¢

=X -4 .
(X +3)(X2+X+3) +X+3+X2+X+3

En tenant compte de la division euclidienne calculée juste avant, on
peut aussi dire que :

10X2 4+ 15X + 36 a bX +¢

X132+ X138 X+3 x2yx+3 X

» Il est toujours plus facile de calculer les coefficients d’une décompo-
sition en éléments simples quand la partie entiere est nulle.

— Calcul de a : On multiplie % par X 4 3 puis on évalue en —3 pour
obtenir : a = 9.

— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe a la limite en +o0o
pour obtenir : 10 = a + b et donc b= 1.

— Calcul de ¢ : On peut évaluer % par exemple en 0 pour obtenir :
4=g+getdonc:c=12—-a=3.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X4 9 X+3
=X—-4+ + .
(X +3)(X2+X+3) X+3 X?2+X+3
3. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie entiere est

nulle, donc pour certains a,b,c € R :

1 B a n b +cX+d *
(X —1)2(X2+4) (X-12 X-1 X2+4
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— Calcul de a : On multiplie % par (X — 1)? puis on évalue en 1 pour
obtenir : a = %

— Calcul de c et d : Le polynome X2 + 4 admet 2i et —2i pour racines.
On multlphe * par X2 + 4 puis on évalue en 2i pour obtenir : 2ic +
d= G 1)2 = 5 = =34 Or c et d sont des REELS donc par

identification des parties reelles et imaginaires : ¢ = 5z et d = —%
— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe & la limite en 400
pour obtenir : 0 =b+cet donc b= —c = —=

25°
— Conclusion : Finalement, on obtient :

1 B 1 2 2X — 3
(X —1)2(X2+4) 5(X-1)2 25X —1) + 25(X2 4 4)
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CHAPITRE 3

Espaces vectoriels et applications linéaires
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3.1 Structure d’espace vectoriel

Dans ce chapitre, K est I'un des corps R ou C et I est un ensemble non vide
quelconque.

La notion d’espace vectoriel introduite dans ce chapitre est un nouvel exemple
fondamental de structure algébrique, apres les groupes, les anneaux et les corps.
Comme nous le verrons, la notion d’espace vectoriel généralise, comme son nom
I'indique, les notions de vecteurs du plan et de I'espace introduites au lycée.
La théorie mathématique des espaces vectoriels s’appelle 'algebre linéaire.
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3.1.1 Espace vectoriel et combinaisons linéaires

Définition 3.1.1 (Espace vectoriel). On appelle K-espace vectoriel ou espace
vectoriel sur K tout triplet (E, +, ) vérifiant les propriétés suivantes :
— (E,4) est un groupe commutatif dont ’élément neutre est noté Og ou 0
et appelé le vecteur nul de F,
— - est une application de K x E dans FE. A partir d’'un élément )\ de
K et d’un élément z de E, - fournit un élément de E noté X\ - x ou
plus simplement Az. Par définition, cette application - doit satisfaire les
propriétés suivantes :
— pour tout z € F: 1 -2 ==z,
— pourtous z,y € Eet A\e K: A-(z+y)=0A-2)+ (A y),
— pourtousz € Eet ,peK: A+p)-z=N2)+ (g-2),
— pourtousz € Eet A, p e K: X (p-z) = (M) - .

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, ceux de K des scalaires. La loi
-, qui n’est pas une loi de composition interne sur E puisqu’a travers elle des
éléments de K agissent sur des vecteurs, est qualifiée de loi externe. La loi + est
appelée addition et la loi - est appelée multiplication par un scalaire. Le corps
K est qualifié de corps de base pour E.

» Sachez que les mathématiciens ne mettent jamais de fleches au-dessus de
leurs vecteurs, sauf quand ils font de la géométrie dans le plan et dans I’espace
comme vous en avez fait jusqu’ici.

» Notons qu’un espace vectoriel contient toujours au moins le vecteur nul, il
ne peut étre vide. Si un ensemble ne contient pas de vecteur nul (élément neutre
pour la loi +), ce n’est pas un espace vectoriel.

Ezemples 3.1.2. Quelques exemples classiques d’espaces vectoriels (munis des
lois usuelles) :

1. R, C et plus généralement K" ;
K[X], 'ensemble des polynomes & coefficients dans K;
M., »(K) I'ensemble des matrices & coefficients dans K de taille n x p;

F(R,R) l'ensemble des fonctions définies sur R et & valeurs dans R;

Uk N

Pensemble des suites a valeurs réelles ou complexes (que 1’on pourrait noter
F(N,K) ou bien KN).

» Pour montrer que ces différents ensembles possedent une structure d’es-
pace vectoriel, on revient a la définition précédente. Il s’agit d’un résultat clas-
sique du cours qui peut étre réutilisé sans démonstration le jour d’examen.

Théoréme 3.1.3 (Regles de calcul dans un espace vectoriel). Soit E un K-espace
vectoriel.

1. Pourtousx e E et Ne K : A2 =0 A=0 ou z=0g.

2. Pour toutx € E : —xv = (—1) -z, ot —x est l'opposé de x dans E et —1
lopposé de 1 dans K.

Démonstration. 1. Trois étapes. Soient = € F et A € K.
— Comme : 0.z = (0+0)-2 =0-2+0-z, alors aprés simplification dans
le groupe (E,+) : 0.z =0g.
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CHAPITRE 3 : Espaces vectoriels et applications linéaires

— Comme : A\-0g = A (0g+0g) = \-0g+X\-0g, alors apres simplification :
A0 =0g.
— Si: A-x=0getsi:\A#0, alors :
1 1

x:1~x:(xx)\)~zzx~()\~x)

2. Powrtoutz e E:ax+(—1)-z=1-2+(-1) -z =(
donc : —z = (—1) - z.

=

=
I

=

E-

—1)~$=0~$=0E,

O

Définition 3.1.4 (Combinaisons linéaires d’un nombre fini de vecteurs). Soient
FE un K-espace vectoriel et x1,--- ,x, € E. On appelle combinaison linéaire de
r1,- -, Ty, tout vecteur de F de la forme : ZZ:I ALTk pour certains Ay, - , A, €
K.

Attention : Une égalité de la forme

n n
Z ATl = Z HETE
k=1 k=1
n’implique pas 1’égalité :
A = /Lk,Vk‘ S {1,-~- ,n}.

En d’autres termes, on ne peut pas pratiquer d’identification systématiquement
quand deux combinaisons linéaires d’'une méme famille de vecteurs sont égales.
Par exemple :

(1,1)+2(0,1) +2(1,0) = (3,3) = 2(1,1) + (0,1) + (1, 0).

Définition 3.1.5 (Famille presque nulle de scalaires). On dit qu'une famille X =
(w;)icr € K! est presque nulle (ou & support fini) si 'ensemble supp(X) = {i €
I|z; # 0} est de cardinal fini. Autrement dit, une famille d’éléments de K indexée
par I est presque nulle si tous ses éléments sont nuls SAUF UN NOMBRE FINI
D’ENTRE EUX.

» Dans le cas ou I est un ensemble FINI, la précision "presque nulle” est
évidemment sans intérét.

Définition 3.1.6 (c.]. d’'un nombre infini de vecteurs). Soient E un espace vec-
toriel et (x;);er une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire
de (z;)ier tout vecteur de E de la forme : Y. _; A;jx; ot (A;);er est une famille
PRESQUE NULLE d’éléments de K.

Attention : Pour un nombre FINI de vecteurs, pas besoin de familles PRESQUE
NULLES de scalaires!

iel

» Nous pourrons maintenant parler des combinaisons linéaires d’un nombre
INFINI de vecteurs, mais chacune de ces combinaisons linéaires reste fonda-
mentalement une somme FINIE. Les vraies sommes infinies n’ont aucun sens
sans une notion de passage a la limite adéquat.

Ezemple 3.1.7. K[X] est '’ensemble des combinaisons linéaires de la famille
(X*)ken-

» Rappelons a ce sujet que la notation ZZ:(; ar X" des polynomes, tres pratique,
désigne en fait une somme FINIE.
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3.1.2 Sous-espace vectoriel

Définition 3.1.8 (Sous-espace vectoriel). Soient E un espace vectoriel et F' une
partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de F si :
— F est stable par addition : Vz,y € F, x +y € F';
— F est stable par multiplication par un scalaire : VA € K,V € F, \-x € F';
— F' est un K-espace vectoriel pour les lois de F.

» Si F' un sous-espace vectoriel de F, I’ est un sous-groupe additif de E,
donc : Op =0 € F.

Ezemple 3.1.9. Si E est un K-espace vectoriel, {0g} et E sont deux sous-espaces
vectoriels de E.

» Pour montrer qu'un ensemble muni d’une addition et d’une multiplication
par un scalaire est un espace vectoriel, il suffit souvent de montrer qu’il est
SOUS-espace d'un autre espace vectoriel connu. On se rameénera notamment
aux exemples fondamentaux présentés précédemment.

Théoréme 3.1.10 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels). Soient E un K-
espace vectoriel et F' un sous-ensemble (ou partie) de E. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. F est un sous-espace vectoriel de E.

2 Og € F;
’ Ve,y € FFYAe K Az +y € F.

Démonstration. (=) Si F est un sous-espace vectoriel de E, on a vu que :
O0p = 0p € F. De plus, pour tous z,y € E et A € K, Az et y sont éléments de F'
car F' est stable par multiplication par un scalaire, et enfin : Az +y € F car F
est stable par addition.

(<) Si lassertion (2) est vraie, F' est stable par différence (pour A = —1) donc
est un sous-groupe additif de F. Les autres axiomes de la définition des espaces
vectoriels ne requiérent aucune vérification particuliére car une relation vraie
sur E tout entier l'est aussi sur F'. O

» C’est TOUJOURS le résultat précédent qu’il faut utiliser pour montrer
qu’une partie d’un espace vectoriel en est un sous-espace vectoriel. Si on utilisait
la DEFINITION des sous-espaces vectoriels, on serait obligé de vérifier beaucoup
d’axiomes dont la CARACTERISATION fait ’économie.

S’en suit toute une série d’exemples qu’il convient de maitriser parfaitement.

Ezemples 3.1.11. Pour tout n € N, I'ensemble des polynomes de degré INFE-
RIEUR OU EGAL & n, noté K,[X], est un sous-espace vectoriel de K[X].
» Soit n € N.

1. Pour commencer : K,,[X] € K[X]. Ensuite : 0 € K,[X] car : deg(0) =
—o0 < n.

2. Montrons enfin que K,[X] est stable par combinaison linéaire. Soient
P,Q € K,[X] et A € K. Nous savons qu’alors :

deg(AP + Q) < max(deg(P),deg(Q)) < n,

donc : AP + @ € K, [X].
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Attention : L’ensemble des polyndémes de degré EGAL & n N’est PAS un
sous-espace vectoriel de K[X], il ne contient méme pas le polynéme nul!
Exemple 3.1.12. L’ensemble des suites convergentes a valeurs réelles est un sous-
espace vectoriel de ’ensemble des suites a valeurs réelles :

— la suite nulle converge (vers 0) ;
— 81 (Un)nen €t (Un)nen sont deux suites qui convergent respectivement vers
£ et £/, X un réel, alors la suite (Auy, + vy )nen converge (vers A+ ¢'). 1l
y a bien stabilité par combinaison linéaire.
Ezemple 3.1.13. F = {(z,y,2) € R® |  + 2y — 3z = 0} est un sous-espace
vectoriel de R? :

— le vecteur nul appartient bien & F car 0+2-0—-3-0=0;
—siu = (z,9,2),v = (¢/,y,2') € F, A € R alors A\u+v € F. En effet,
M+v=Ar+2 Ay+y, Az +2") et:

Az +2')+ 20y + ') —3(A\z + 2')
=Nz +2y —32) + (' + 2y — 32)
=A-0+0=0.

Ezemple 3.1.14. Soient a,b,c € R tels que (a,b) # (0,0). Notons D ’ensemble
{(z,y) € R? | az + by + ¢ = 0}.
— Sic # 0, alors D n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il ne contient
pas le vecteur nul (0, 0).
— Si au contraire ¢ = 0, D est un sous-espace vectoriel de R?, en I'occurence
la droite d’équation azx 4+ by + ¢ = 0. En effet :
— Pour commencer, D est une partie de R? et il est clair que (0,0) € D.
— Soient (z,y), (2',y') € D et A € R. Nous devons montrer que A(z,y)+
(a',y), égal & (A\z + 2/, Ay + ¢/) par définition, est un élément de D.
Onaa(Az+2")+b(Ay+vy') = Max+by) + (ax’ +by') = A-0+0 = 0.
D’oti le résultat.

Théoréme 3.1.15 (Intersection de sous-espaces vectoriels). Soit E un K-espace
vectoriel. Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-
espace vectoriel de E.

Démonstration. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Nous
voulons montrer que F' = (),.; F; est un sous-espace vectoriel de E.

— Pour commencer : F' C E. Ensuite : 0g € F; pour tout ¢ € I puisque F;
est un sous-espace vectoriel de E, donc : O € F.

— Montrons enfin que F est stable par combinaison linéaire. Soient z,y € F
et A € K. Pour tout i € I : Ax+y € F; car F; est un sous-espace vectoriel
de Fet:x,y€ F;,donc: Az +yeF.

O

Attention : Ce théoréme est faux pour la réunion! Par exemple dans R?,

les ensembles F' et G définis par F = {( g ) |z € R} (Paxe des z) et G =
{ < 2 ) |z € R} (laxe des y) sont des sous-espaces vectoriels, mais pas FUG

. 1 0 f. . 1
puisque 0 et 1 sont dans cette réunion, mais pas leur somme 1)
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Exercice 3.1.16. Soient F' et G deux s.e.v d’un K-espace vectoriel E. Si F UG
est un s.e.v de E, montrer que ' C G ou G C F.

Solution. Raisonnons par 'absurde et supposons que F' ¢ G et G € F, de sorte
quiil existe x € F, z ¢ G, et il existe y € G, y ¢ F. Le vecteur x + y est dans le
s.ev FUG, donc x +y € F ou z +y € G. Supposons par exemple z +y € F.
Comme F est un s.e.vet que z € F,ona (x +y) —x € F, clest-a-dire y € F,
ce qui est absurde. D’ou le résultat.

Définition 3.1.17 (Sous-espace vectoriel engendré par une partie). Soient E un
K-espace vectoriel et X une partie de FE.

1. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X est
appelée le sous-espace vectoriel (de E) engendré par X et notée Vect(X).
A ce titre, Vect(X) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant

X. 11 est donné par la formule Vect(X) = ﬂ F.

XCFCE
FsevdeFE

En particulier, tout sous-espace vectoriel de E qui contient X contient
aussi Vect(X).

2. Si: X = {a;]i € I}, Vect(X) est aussi 'ensemble des combinaisons li-
néaires de (z;);cs et noté Vect(x;);cs. Autrement dit :

Vect(X) = {Z Nizi | (Mi)ier € KT presque nulle}.
icl

Démonstration. 1. En tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels de F
contenant X, Vect(X) est lui-méme un sous-espace vectoriel de E conte-
nant X, et il est inclus par définition dans tous les sous-espaces vectoriels
de F contenant X, ce qui montre que tout sous-espace vectoriel de F qui
contient X contient en réalité Vect(X) tout entier.

2. Notons V = {3",.; \iw; | (A\i)ier € K’ presque nulle} I'ensemble des com-
binaisons linéaires de (x;);cr. Nous voulons montrer que : V = Vect(X).
Or Vect(X) est stable par combinaison linéaire en tant que sous-espace
vectoriel de E et contient X, donc contient toute combinaison linéaire de
(z4)ier, autrement dit : V' C Vect(X). Pour I'inclusion réciproque, d’apres
le premier point, il nous suffit de montrer que V' est un sous-espace vec-
toriel de E' contenant X.

— Pour commencer : V C E. Ensuite, V contient O car : 0g = Y,

mais aussi X car pour tout j €l :2; =1 z; + Ziel,iq&j 0-x;.

— Pour la stabilité par combinaison linéaire, soient v,w € V et a € K.

Pour certaines familles presque nulles (\;);er et (u;)ier d’éléments de
K:v=>3;Nziet w=>,;pux; La famille (a); + p;)ics est alors
elle aussi presque nulle et : av+w = ), ;(aXi+p;)x;, donc : av+w € V.

ier 0 Ti

O
Remarque 3.1.18 (s.e.v engendré par une famille finie de vecteurs). Soient E un
K-espace vectoriel. Si (21, , ;) est une famille d’'un nombre fini de vecteurs
de E, on a :

Vect(z1,-+ ,Tpn) = {Z a;zi|(ag, - o) € K"}
i=1
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et Vect(z1, - -+ ,x,) est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant x1, za, -+ , Zp ;
en d’autres termes, tout sous-espace vectoriel de E contenant xq,xo, -, Xy
contient aussi Vect(zy,- - ,zy).

» Tout ensemble qui s’écrit sous la forme Vect(- - - ) est donc un espace vecto-
riel. C’est une nouvelle fagon de montrer qu’un ensemble possede une structure
d’espace vectoriel.

Ezemples 3.1.19. 1. Vect(0g) = {0g}.

2. Vect(u) est Pensemble des vecteurs qui s’écrivent sous la forme Au, c’est-
a-dire I’ensemble des vecteurs colinéaires a u. Si u est non nul, on dit alors
que Vect(u) est la droite vectorielle dirigée (ou engendrée) par w.

3. Vect(u,v) est 'ensemble des vecteurs qui s’écrivent sous la forme Au + pv.
Si u et v ne sont pas colinéaires, on dit alors que Vect(u,v) est le plan
vectoriel dirigé (ou engendré) par u et v.

Ezemples 3.1.20. 1. Soit (a,b) € R? non nul. Dans R?, le sous-espace vecto-

riel Vect ((a, b)) est la droite passant par (0,0) dirigée par (a,b).

2. K[X] = Vect (X’“)kGN et pour tout n € N : K, [X] = Vect(1, X,--- , X™).
3. Si le corps de base est R : Vect(1) = {a x 1 | a € R} =R et Vect(1,i) =

{a+ib]|a,beR}=C.

Si par contre le corps de base est C : Vect(1) = {a x 1ja € C} = C.
Théoréme 3.1.21 (Propriétés des Vect). Soient E un K-espace vectoriel, X et
Y deux parties de E et x,a,b € E.

1. Inclusion : Si: X CY, alors : Vect(X) C Vect(Y).
2. Oter un vecteur : Si : x € X est combinaison linéaire de X \ {x} :

Vect(X) = Vect (X \ {x})

3. Remplacer un vecteur : Si b est combinaison linéaire de X U {a} avec

un coefficient NON NUL sur a : Vect (X u {a}) = Vect (X U {b})

Démonstration. 1. Toute combinaison linéaire de X est bien sir une combi-
naison linéaire de Y'!

2. Soit & € X combinaison linéaire de X \{z}. D’apres (1) : Vect (X\{x}) C

Vect(X). Réciproquement, Vect (X \ {:c}) est un sous-espace vectoriel
contenant X \ {z}, or il contient aussi x par hypothese, donc X tout
entier, donc enfin Vect(X).

3. Dans un sens, Vect (XU {a}) contient X et a, donc aussi b par hypothese,

donc X U {b}, donc enfin Vect (X u {b}) Dans I’autre sens, remarquons

que par hypothese : b = Aa + x avec A € K NON NUL et ou = est une
combinaison linéaire de X. Ainsi : a = b*TI donc a est combinaison linéaire

de X U {b} avec un coefficient NON NUL sur b. Comme a et b jouent des
roles symétriques, on obtient alors : Vect (X U {a}) C Vect (X U {b})

Théoréme 3.1.22 (Opération sur les Vect). Soient E un K-espace vectoriel et
Z1,&o, &, € E. Le sous-espace vectoriel Vect(xy1,xa, - ,x,) nest pas mo-
difié
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1. lorsqu’on permute x1,Ts,- - , Ty ;
2. lorsqu’on retire tous les xy nuls, k € {1,--- ,n};

3. lorsqu’a k € {1,--- ,n} fixé, on remplace x, par une combinaison linéaire
de x1,Ta, -+ , Ty, & condition toutefois d’affecter xy, lui-méme d’un coef-
ficient non nul.

Démonstration. 1. Utiliser la commutativité de +; pour (2), le fait que Og
est neutre.
2. Evident.
3. Fixons donc Ay, Ag, -+ , A, € Kitels que Ag # 0 et posons V' = Vect(xq, xo, - -
et V' = Vect(z1, 22, , Tho1, 2 rq Nilis Tt 1, + » Tny).

— Montrons que V' C V’. Commengons par remarquer que g € V' car,
puisque A # 0 :

LY -y
T = — T — — ;.
k )\k ‘ 1 bg : )\k 1
=1 1=1
i£k
Or x1,22,"* ,Tp_1,Tps1, "+ ,Tn € V' également, donc V' contient
ZT1,T2,  ,T,. Enfin V/ contient V car V est le plus petit sous-espace

vectoriel de E contenant ces vecteurs.
— Montrons que V' C V. Bien siir :

n
T1,T2y 3 Tk—1, E )\ixivxk-‘rly"'axnev-
i=1

Par conséquent V' contient V' car V' est le plus petit sous-espace vec-

toriel de E contenant ces vecteurs.
O

3.1.3 Famille de vecteurs

Définition 3.1.23 (Partie/famille génératrice). Soient F un K-espace vectoriel
et X une partie de E. On note Vect(X) = Vect(z),ex. On dit que X est une
partie génératrice de E (ou (z),ex une famille génératrice de E) si tout élément
de E est combinaison linéaire de X, i.e. si: E = Vect(X).

Si: X = (x;)icr, on dit aussi que la famille (x;);e; est génératrice de E ou
engendre F.

Remarque 3.1.24. Soient E un K-espace vectoriel et z1,25,--- ,z, € E. On
dit que la famille (x1,x2, - ,z,) est une famille génératrice de E ou qu’elle
engendre F si tout élément de F est combinaison linéaire de xy,xo, -, Xy,
autrement dit si £ = Vect(x1,xa, -+ ,Ty).

Eremples 3.1.25. 1. (X*)zen engendre K[X] et (1,X,--- , X™) engendre K, [X]

pour tout n € N.
2. Pour tout (z,y) € R?: (z,y) = x(1,0)+y(0, 1), donc la famille ((1,0), (0, 1))

engendre R?.

Plus généralement, posons pour tout n € N* : e; = (1,0,---,0), eg =
(0,1,0,---,0),--, en, = (0,---,0,1). La famille (eq,--- ,ey) engendre K"
car pour tout (z1, -+ ,x,) E K™ : (z1, -+ ,2n) = > 0y Ti€;.
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3. La famille (1,¢) engendre le R-espace vectoriel C, mais (1) suffit & engen-
drer le C-espace vectoriel C.

Attention : Il peut exister plusieurs familles génératrices distinctes. Elles
peuvent méme ne pas avoir le méme cardinal !

En pratique : Trouver une partie génératrice d’'un sous-espace vectoriel, c’est
I’écrire comme un Vect.

Ezxemple 3.1.26. L’ensemble
E={(z,y,2,t) ER* |2 +2y — 2 =0etax —y +t =0}

est un sous-espace vectoriel de R* engendré par la famille ((1, 0,1,-1),(0,1,2, 1)) .

z =x+2y

» En effet, tout (z,y,2,t) € R* : (z,9,2,t) € B &
n effet, pour tout (z,y,z,t) (,y,2,t) {t = x4y,

donc :
E= {(x,y,erZy,—:chy) |$,y€R}
={2(1,0,1,-1) +y(0,1,2,1) | z,y € R}
— Vect ((1,07 1,-1),(0,1,2, 1)).
Ceci montre A LA FOIS que E est un sous-espace vectoriel de R* et que
((1,0, 1,-1),(0,1,2, 1)) engendre E.

Ezemple 3.1.27. L’ensemble F' = {P € R3[X] | 2P(X + 1) = X P’} est un sous-
espace vectoriel de R3[X] engendré par X2 — 4X + 3.
» En effet, pour tout P = aX?+bX? +cX +d € R3[X] :
PeF&2P(X+1)=XP
& 2a(X + 12 4+26(X +1)2 +2¢(X + 1) +2d = X (3aX? + 20X + c)

a =0
& c = —4b
d = 3b.
Conclusion :

F={bX*—-4bX +3b| beR}
={b(X?-4X+3)| beR}
= Vect (X*> —4X +3).

Ceci montre A LA FOIS que F' est un sous-espace vectoriel de R3[X] et que
(X% —4X 4 3) en est une famille génératrice.

Le résultat qui suit n’est qu’une simple reformulation du théoréeme "Opéra-
tion sur les Vect”.

Proposition 3.1.28 (Propriétés des familles génératrices). Soit x1,--- ,x, € E.
On pose F' = Vect(x1, -+ ,Zn)-
On ne change pas l’espace vectoriel engendré F si :

1. on permute plusieurs vecteurs dans la famille (x1,--- ,xy).
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2. on ajoute a la famille un vecteur combinaison linéaire des x1,--- ,x,.
3. on multiplie l'un des vecteurs par un scalaire non nul.

4. on retranche a la famille un vecteur combinaison linéaire des autres.

Démonstration. 1. Evident.
2. Notons ,1 le vecteur que l'on rajoute. Posons F' = Vect (x1,...,x,) et
G = Vect (21, ...,Zn, Tpt1). On chercher & prouver que F = G.
— F C @G car tout vecteur combinaison linéaire des x1, ..., z, est combi-
naison linéaire des x1,...,%pn, Tpi1 :

U=a12Z1 + -+ opTy =121 + -+ Ty + 0Tpy1.

— Réciproquement, montrons que G C F. Soit u € G. Il existe donc
Q14 .y Qpy Qpyt tels que u = ayxy + -+ - + &y + App12Zp41- Or, par
hypothese, 41 = > 1 ; \jz; donc :

U= 0171+ Ay + Qg Z)\m
i=1
= (a1 + appi M)z + -+ (ap + g1 An) Tn.

Donc u € F.

3. Evident.

4. Soient E un K-espace vectoriel et (z1, 22, ,x,) une famille génératrice
E. Si par exemple z,, est combinaison linéaire de z1,x2,-- ,2,—1, alors
on peut écrire aussitot, en vertu des opérations sur les Vect, que E =
VeCt(fL'l, T, 7xn) = VeCt(xlu T2,y Tn—1, OE) = VeCt(ml,fL'Q, U 7xn71) )
dans ce cas (21,2, -+ ,Tp_1) est une famille génératrice de E, comme
voulu.

O

» En d’autres termes, si on rajoute a une famille génératrice de E des vec-
teurs de E, cette nouvelle famille reste génératrice. Si une famille génératrice de
E contient des vecteurs combinaisons linéaires des autres, on peut les retirer,
la nouvelle famille reste génératrice. Si ’on retire des vecteurs qui ne sont pas
combinaisons linéaires des autres, la nouvelle famille ne sera en revanche plus
génératrice !

Définition 3.1.29 (famille libre d’un nombre fini de vecteurs). Soient E un K-

espace vectoriel et z1,--- ,x, € E. On dit que la famille (x1,--- ,z,) est libre
ou que les vecteurs xz1,--- ,x, sont linéairement indépendants si :
n
YO, ) € K™, (Zm —O0p= A==\, :0).
i=1

Quitte a remplacer \; par \; — p; dans la définition de la liberté, on peut aussi
dire que (1, - ,x,) est libre si et seulement si : V(Aq, -+, An), (01, , bn) €
K™,

(Z?Zl Nw; = >0 pwy = Vi€ {1,--- ,n}, \; = ui), ce qui n’est finalement
rien de plus qu'un PRINCIPE D’IDENTIFICATION.

En résumé :
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— FAMILLE GENERATRICE = EXISTENCE pour TOUT vecteur d’une
décomposition comme combinaison linéaire.

— FAMILLE LIBRE = UNICITE des coefficients dans les combinaisons
linéaires, donc possibilité de pratiquer des IDENTIFICATIONS.

Définition 3.1.30 (famille liée d’un nombre fini de vecteurs, couple de vecteurs

colinéaires). Soient F un K-espace vectoriel et 1, -+ ,x,,z,y € E.
— On dit que la famille (z1,- - ,x,) est liée ou que les vecteurs z1, -,z
sont linéairement dépendants si la famille (z1,--- ,z,) N’est PAS libre.

Cela revient & dire que L’UN AU MOINS des vecteurs xp,--- ,x, est
combinaison linéaire des autres.
— On dit que = et y sont colinéaires si la famille (z,y) est lide, i.e. si z ou
y est un multiple de 'autre.
Dire que (z1,---,2,) est liée, c’est dire que pour certains Ay,---, A\, €
K : (2?21 Xix; = 0 et Fig € {1,---,n}, Ay, # 0), auquel cas : z;, =
— /\10 Z Aixi, l.e. x;, est "combinaison linéaire des autres”.
1<i<n
iio

Proposition 3.1.31. 1. Une famille est liée dés qu’elle contient le vecteur nul.

2. Une famille composée d’un seul vecteur est libre si et seulement si ce vec-
teur n’est pas nul.

3. Une famille composée de deur vecteurs est libre si et seulement s’ils ne
sont pas colinéaires.

Démonstration. 1. La famille (21, ,x,,0g) est liée car 0-zy+---+0-2, +
1-0g =0g.
2. Si w est non nul, la famille (u) est libre car : Au = 0 = A = 0.

3. Si (u,v) est liée alors il existe o, € K tels que au + fv = 0 avec
(a, B) # (0,0). Si v est non nul, u = —gv. Si o = 0, B est nécessairement
non nul et alors v = —%u. Dans les deux cas, u et v sont colinéaires.
Réciproquement, si u et v sont colinéaires, on aura, par exemple, u = A\v
donc 1-u—+ (—A) v =0g, ce qui montre que la famille est liée.

O

Ezemple 3.1.32. La famille (sin,cos) du R-espace vectoriel RF est libre.
» Soient A\, € R tels que Asin+pucos =0, i.e. : Vo € Ry Asinz + pcosx = 0.
Alors en particulier, pour z = 0 : Asin0 + pcos0 = 0 et donc p = 0. De plus,

pour x = 3, on a: Asin 5 + pcos 5 = 0 et donc A = 0, comme voulu.

Définition 3.1.33 (famille libre/liée d’un nombre quelconque de vecteurs). Soient
E un K-espace vectoriel et (x;);c; une famille de vecteurs de E.
— On dit que la famille (z;);cs est libre ou que les vecteurs z;, ¢ décrivant
1, sont linéairement indépendants si :

Y(\)ier € K! presque nulle, (Z)‘m =0g=>Viel )\ = O).
iel
— On dit que la famille (z;);cr est liée ou que les vecteurs x;, i décrivant
1, sont linéairement dépendants si (z;);c; N’est PAS libre. Cela revient
a dire que L’UN AU MOINS d’entre eux est combinaison linéaire des
autres.
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» L’expression "presque nulle” nous ramene toujours a un nombre FINI de
vecteurs utiles, donc la liberté d’une famille INFINIE de vecteurs est équiva-
lente a la liberté de TOUTES ses sous-familles FINIES. Pour montrer qu’une
famille (z,)nen de vecteurs est libre, il suffit méme de montrer que la famille
(zo, - ,x,) est libre pour tout n € N.

Définition 3.1.34. On dit qu'une famille de polynémes non nuls (Py)ren est :
— étagée en degrés si on a deg(Py) < deg(Px1) pour tout k € N.
— échelonnée en degrés si on a deg(Py) = k pour tout k € N.

» Une famille de polynémes échelonnée en degrés est étagée en degrés.

Le théoreme suivant est TRES IMPORTANT !

Théoréme 3.1.35. Une famille (Py)ren de polynémes non nuls étagée en degrés
est libre dans K[X].

Conséquence : Une famille de polynomes NON NULS échelonnés en degrés
est libre.

Démonstration. Soit (Py)ren une famille de polyndmes étagée en degrés. On
vérifie par récurrence sur n > 0, que chaque famille (Py)o<g<n est libre.
— Initialisation : Pour n = 0, Py est non nul, donc (FPp) est libre.
— Hérédité : Supposons le résultat acquis pour n —1 > 0 et soit (Ax)o<k<n
des scalaires tels que >, _oA¢Pr = 0. Ona: A\, P, = — ZZ;& AP, Si
An # 0, alors : deg(P,) = deg( Z;é AxPi), ce qui est en contradiction
avec deg(Py) < deg(P,) pour tout k compris entre 0 et n — 1. On a
donc A\, = 0 et Zz;é AP = 0, ce qui impose A\p = 0 pour tout k
compris entre 0 et n — 1 puisque (Ax)o<k<n—1 est libre par hypothese de
récurrence.

O

Théoréme 3.1.36 (Propriétés des familles libres/liées). 1. Toute famille conte-
nant une famille liée est liée.

2. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

3. Si on ajoute a une famille libre un vecteur NON combinaison linéaire des
vecteurs de cette famille, alors la famille obtenue est encore libre.

» Dire qu'une famille est libre, ¢’est dire qu’aucun de ses vecteurs n’est com-
binaison linéaire des autres, donc si on veut que ’ajout d’un vecteur conserve la
liberté d’une famille libre, on doit faire attention de ne pas introduire de dépen-
dance entre ses vecteurs (on ne peut donc ajouter quun vecteur linéairement
indépendant des autres).

Démonstration. 1. Si une famille est liée, alors I’'un de ses vecteurs est combi-
naison linéaire des autres. Quand on ajoute de nouveaux vecteurs a cette
famille, ce fait ne s’en trouve pas modifié et donc la sur-famille obtenue
est toujours liée.

2. Soient FE un K-espace vectoriel, (1,2, - ,z,) une famille libre de F et
p < n. Montrons que la famille (x1, 2, - ,zp) est libre elle aussi. Soient
A1, A € Kitels que Y7y Mgz = 0p. Alors Ay + Xozo+- - -+ \pzp+
0-zpy1+---+0-2, = 0g. Or la famille (z1,29, - ,x,) est libre. Par
conséquent A\; = Ay = --- = A\, = 0 comme voulu.
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3. Soient E un K-espace vectoriel, (z1,2a,---,x,) une famille libre de E
et x,41 € E non combinaison linéaire de zi,z9,--- ,z,. Montrons que
(1,2, + Ty, Tpni1) est libre elle aussi.

Soient A1, Ao, -+, Ap, Ay tels que ZZI% Az = 0g. Si Ap41 était non nul,
on aurait T,y = _Tlﬂ ZZ:1 AxTk 5 le vecteur x,41 serait alors combinaison
linéaire de 1, x3,- - , xn, ce qui est faux par hypothese. Par conséquent A\, 1 =
0. Du coup, on récupere Pégalité Y )| Az = Op. Laliberté de (z1, 22, -+, y,)
montre aussitot que A\; = Ag = --- = A, = 0. Nous avons bien prouvé que
AM=X==X =31 =0. O

Définition 3.1.37 (Bases). Soient F un K-espace vectoriel et B = (e;);er une
famille de vecteurs de FE.
— On dit que B est une base de E si B est a la fois libre et génératrice de
FE, i.e. si et seulement si tout vecteur de F est D’UNE ET UNE SEULE
MANIERE combinaison linéaire de B.
— Dans ce cas, pour tout € F, 'unique famille presque nulle (z;);c; € K’
pour laquelle : @ = >, _; x;e; est appelée la famille des coordonnées de x
dans B.

icl

La définition suivante est une synthese des exemples précédents.

Définition 3.1.38 (Bases canoniques). — Familles de scalaires : Pour tout
n € N* s on pose : e; = (1,0,---,0), e = (0,1,0,---,0), ---, e, =
(0,---,0,1), la famille (e1,--- ,e,) est une base de K™ appelée sa base
canonique.

— Polynémes : La famille (X*);cy est une base de K[X] appelée sa base
canonique et pour tout n € N, la famille (1, X,--- , X™) est une base de
K, [X] appelée sa base canonique.

Remarque 3.1.39. — Que signifie "canonique”? Réponse : "le plus naturel”.
De fait, les bases exhibées ci-dessus sont les plus naturelles, les plus
simples, les plus faciles d’emploi auxquelles on peut penser dans K",
K[X] et K, [X].

— On convient que la famille vide ) est une base de I'espace nul E = {0g}.
Méthode 3.1.40. Pour trouver une base d’un espace vectoriel, on en cherche
d’abord une famille génératrice en 1’écrivant comme un Vect, puis on essaie de
montrer que la famille ainsi obtenue est libre.

Ezemple 3.1.41. L’ensemble F = {(x,y,2) € R? | # + y — 42 = 0} est un sous-
espace vectoriel de R? et la famille B = ((4, 0,1),(0,4, 1)) en est une base.

» Dans cet exemple, tachons de trouver nous-mémes une base de F', sans aide
extérieure.
— Commencons par chercher une famille génératrice de F. On a :

T+
F= {(xavay) | z,y € R}
1 1
= Vect ((17 Oa Z)a (Oa 13 Z))

— Vect ((4, 0,1), (0,4, 1)).

Ceci montre A LA FOIS que F est un sous-espace vectoriel de R? et que
la famille B est bien génératrice de F.
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— Montrons que la famille B est libre. Soient A, u € R tels que A(4,0,1) +
1(0,4,1) = (0,0,0). Alors : 4\ =4u = 0, donc A = = 0 comme voulu.
C’est fini.

Exercice 3.1.42. Montrer que pour tous n € N et A € K, la famille (l,X -
A (X =N)2 (X - )\)") est une base de K,[X] et que les coordonnées d'un
polynéme P € K,,[X] dans cette base sont (P()\),P’()\), PP L P(")'(/\))'

2 n!
Solution. — Pour la liberté, soient ag, - - - , a,, € K. Faisons '’hypothese que :
St o ai(X—A)" = 0. Par composition & droite par X+ : Y"1 ja; X" =0,
donc aussitot : ag = -+ = a, = 0.

@ ,
£ Z-,(/\) (X — \)* pour tout P €

K,[X], donc (1,X (X N2, (X - A)") engendre Ko[X] et la
formule donne aussi les coordonnées de P.

— D’apres la formule de Taylor : P =" |

3.1.4 Dimension finie

Définition 3.1.43 (Espace vectoriel de dimension finie). Soit E un K-espace vec-
toriel. On dit que FE est de dimension finie s’il possede une partie génératrice
FINIE, et de dimension infinie sinon.

Ezemples 3.1.44. 1. K" et K,[X] sont des espaces vectoriels de dimension
finie car ils possédent des familles génératrices finies (notamment les bases
canoniques).

2. K[X] est de dimension infinie. En effet, Pour toute famille FINIE (Py,--- , P,,)
de polynoémes non nuls, si nous posons :

d= Jnax deg(Pi),
alors : Vect(Py, -+, P,) C Ky4[X] # K[X], donc (Py,---, P,) n’engendre
pas K[X]. Conclusion : aucune famille FINIE de K[X] n’engendre K[X].

Passons maintenant a un théoreme qui est a la base de la théorie sur la
dimension des espaces vectoriels.

Théoréme 3.1.45 (Nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie engendré par n éléments. Alors
toute partie libre de E posséde au plus n éléments.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

Soit B = (€;);<;<, une famille génératrice de E. Si n = 1, alors pour tout
couple (z,y) de vecteurs non nuls de E on peut trouver deux réels non nuls \ et
u tels que z = Aej et y = pey et on a la combinaison linéaire nulle pux — Ay = 0.
avec p et —\ non nuls, ce qui signifie que le systeéme (z,y) est lié. Il ne peut donc
exister de famille libre & 2 éléments dans E et a fortiori il ne peut en exister a
plus de 2 éléments.

Supposons le résultat acquis au rang n—1 > 1, c’est-a-dire que dans tout es-
pace vectoriel F' admettant un systeme générateur de n — 1 vecteurs une famille
de plus de n vecteurs est liée. Supposons que E soit un espace vectoriel admet-
tant une famille génératrice a n éléments. Supposons qu’il existe une famille
libre ayant m > n + 1 éléments. On peut extraire de cette famille une famille
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libre & n + 1 éléments puisque toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Soit £ = (fi)1<j<niq une telle famille. Comme B = (e;),;,, est génératrice, il
existe des réels a;; tels que :

fi=auner+ - +ame,

fn+1 = Gni11€1 + - F Gnyinen.

Si tous les a; , sont nuls alors les f; sont dans ’espace vectoriel F' engendré par
les n— 1 vecteurs ey, - -+ ,e,_1 et en conséquence liés (hypothése de récurrence),
en contradiction avec L libre. Il existe donc un indice ¢ compris entre 1 et n+ 1
tel que a;, # 0 et en changeant au besoin la numérotation des éléments de £
on peut supposer que ¢ =n + 1. Les n vecteurs :

g1 = an+1,nf1 — @infnt1

In = an—i—l,nfl - annfny

sont dans l'espace vectoriel F' engendré par les n — 1 vecteurs ey, -+ ,e,_1 (ona
annulé les composantes en e,,) et en conséquence liés (hypotheése de récurrence),
c’est-a-dire qu’il existe des réels A1, --- , A, non tous nuls tels que :

)\191+"'+)\ngn:07
ce qui entraine :

Gn41,n ()\1,]01 + -+ )\nfn) - (Alaln + -+ )\nann) fn+1 =0

les réels anq1,nA 1, 5 Gnt1,nAn N'étant pas tous nuls. Ce qui nous dit encore
que les f; sont liés et est en contradiction avec L libre. Il est donc impossible de
trouver un tel systeme L libre. O

Théoréme 3.1.46 (Théoreme de la base extraite). Soit E un K-espace vectoriel
admettant une famille génératrice finie F. Alors F contient une sous-famille
qui est une base de E.

» Un espace de dimension finie admet donc une base finie.

Démonstration. Raisonnons par récurrence. Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie et Py la proposition "Toute famille génératrice de k vecteurs de
E contient une sous-famille qui est une base de E”.
— Initialisation : Si k = 0, E est engendré par 0 vecteur : E = {Og}. La
famille vide est une base de F.
— Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang k et considérons une fa-
mille génératrice F = (z1, - ,xr+1) de E. Si F est libre, c’est une base
de E.
Sinon F est liée et 'un des vecteurs de F est combinaison linéaire des
autres. Nous pouvons retirer ce vecteur et noter F’ la sous-famille obte-
nue. D’apres ce qui précede, celle-ci est toujours génératrice. Comme F’
contient k vecteurs, elle contient par hypothese de récurrence une sous-
famille 7" qui est une base de E. F” étant elle-méme une sous-famille
de F, la propriété est démontrée au rang k + 1.
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O

» Si on connait une famille génératrice de F, on peut toujours enlever des
vecteurs combinaisons linéaires des autres jusqu’a obtenir une famille libre donc
une base de F.

Remarque 3.1.47. — Intuitivement, on a bien envie de définir la dimension
d’un espace vectoriel comme le nombre de vecteurs qu’on trouve dans ses
bases, mais - - - qui nous dit que toutes les bases ont le méme nombre de

vecteurs ? Pourquoi un espace vectoriel ne pourrait-il pas étre a la fois de
dimension 2 et de dimension 37

— En principe, la notion de cardinal concerne les ensembles et les ensembles
seulement, mais par abus de langage, une famille (z1,-- - ,x,) de n objets
est souvent appelée une famille de cardinal n, c’est trés commode.

Définition 3.1.48 (Dimension). Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
— Si: E # {0g}, toutes les bases de E sont finies de méme cardinal. Ce
cardinal unique est appelé la dimension de E et notée dim F.
— Si: E ={0g}, on décrete par convention que : dim E = 0.
Si:dimE =1, on dit que E est une droite (vectorielle), et si : dim E = 2, que
E est un plan (vectoriel).

Démonstration. Supposons : E # {Og}. Comme E est de dimension finie, nous
avons vu plus haut que toutes les familles libres de E sont finies, donc en parti-
culier ses bases aussi. Soient alors B une base de E & n éléments et B’ une base
de E a n' éléments. Comme B engendre F et comme B’ est libre, nous avons
vu déja que : n’ < n. De plus, par symétrie des roles de B et B, on a aussi :
n < n’. Conclusion : n = n’. O

Théoréme 3.1.49. — Pour tout n € N* : dim K" = n.
— Pour tout n € N : dimK,[X] =n + 1.

» A retenir : pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie, il suffit d’exhiber une base de cet espace et de compter le nombre de
vecteurs obtenus.

Exercice 3.1.50. On note £ = R¥, f,g,h: R — R les applications définies par :
flz) =1,9(x) = e*,h(z) = e~ et F' = Vect(f, g, h). Déterminer dim F'.

Solution. Par définition de F', la famille (f,g,h) engendre F. Montrons que
(f,g9,h) est libre. Soit (a,b,c) € R? tel que af +bg+ch =0.On a :
Ve eR,a+be® +ce™™ =0.

Par le changement de variable ¢t = e®, on déduit :
1
Vt €]0, +ool,a + bt + s = 0,

c-a-d : Vt €]0, +oo, bt? + at + ¢ = 0.

Le polynéme bX? +aX + ¢ s’annule donc en une infinité de réels (les réels > 0),
donc c’est le polynéme nul, d’ott : a = b= ¢ = 0. Ainsi, (f,g,h) est libre. Enfin,
puisque (f, g, h) est libre et engendre F, (f, g, h) est une base de F' et on conclut
que : dim F' = 3.
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Théoréme 3.1.51 (Dimension et cardinal d’une famille génératrice). Soient E
un K-espace vectoriel de dimension finie n et F une famille génératrice de E.
Alors Card(F) > n, et si Card(F) = n, c’est une base de E.

Démonstration. Tout repose sur le théoreme de la base extraite.
— F possede une sous-famille F’ base de E qui comporte donc n vecteurs.
Ainsi, F contient plus de n vecteurs.
— Si F possede n vecteurs, F = F’, ce qui fait de F une base de E.
O

» Dans la pratique, ce résultat a une importance capitale : il suffit quune
famille soit génératrice et comporte autant de vecteurs que la dimension de F
pour que celle-ci soit une base de FE.

Voici maintenant ’équivalent du théoreme de la base extraite pour les fa-
milles libres :

Théoréme 3.1.52 (Théoreme de la base incomplete). Soient E un K-espace vec-
toriel de dimension finie n et L une famille libre de E. On peut compléter L en
une base de E.

Démonstration. Soient £ = (u1,--- ,ux) une famille libre et B = (eq, - ,ep)
une base de F.
— Si L est génératrice, c’est une base de E. Supposons désormais que L
n’est pas génératrice.
— 1l existe au moins un vecteur de B qui n’est pas une combinaison linéaire
des vecteurs u;. En effet, par 'absurde, si tous les vecteurs e; étaient
combinaisons linéaires des vecteurs u;, on aurait

E = Vect(ey, -+ ,en) C Vect(ug, - ,ug).

Et comme Vect(u,--- ,ux) C E (tous les vecteurs u; sont dans E), on
aurait E = Vect(uq, - ,ug), ce qui ferait de £ une famille génératrice
de F, absurde par hypothese.

— Soit ej, un vecteur non combinaison linéaire des vecteurs u;. On pose
L= (u,---,uk,ej,). Montrons que la famille £’ reste libre. Pour cela,
supposons que Ajuy + -+ + ApUr + Ag+1Uj, = Op. Si App1 # 0, e, =
fﬁ()\lul + -+ Agug) est une combinaison linéaire des vecteurs u;.
Absurde. Donc Agy1 = 0. Ainsi, Adjug + -+ + Agup = 0. Comme L est
libre, Ay = --- = A = 0. On a bien montré que A\ = -+ = Ay = A\py1 =
0.

— On peut poursuivre le raisonnement et ajouter & £’ des vecteurs non
combinaison linéaire jusqu’a obtenir une famille génératrice, qui restera
libre (comme £'). On aura ainsi construit une base de E contenant L.

O

Théoréme 3.1.53 (Dimension et cardinal d’une famille libre). Soient E un K-
espace vectoriel de dimension finie n et L une famille libre de E. Alors Card(L) <
n, et si Card(L) = n, c’est une base de E.

Démonstration. Tout repose sur le théoreme de la base incomplete.
— L possede une sur-famille £’ base de E qui comporte donc n vecteurs.
Ainsi, £ contient moins de n vecteurs.
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— Si £ posseéde n vecteurs, £ = L', ce qui fait de £ une base de E.
O

» Si on connait une famille libre d’un espace vectoriel £ qui contient n =
dim(E) vecteurs, c’est une base!

En résumé : Dans un K-espace vectoriel de dimension finie n, toute famille
libre possede au plus n éléments et toute famille génératrice en possede au moins
n.

Théoréme 3.1.54 (Dimension d’un s.e.v.). Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de dimension
finie et : dim F < dim E, avec égalité si et seulement si : F = FE.

» Pour montrer que deux espaces vectoriels E et I’ de dimension finie sont
égaux, il suffit donc de prouver que F' C E puis que dim F' = dim E. La double
inclusion ne sera alors pas nécessaire.

Démonstration. Si: F = {0g}, nous n’avons rien a démontrer. Si au contraire :
F # {0g}, l'ensemble A des nombres d’éléments des familles libres de F' est non
vide. Cet ensemble est par ailleurs majoré par dim E car toute famille libre de F'
est une famille libre de E, donc constituée d’au plus dim F vecteurs. Conclusion :
N posseéde un plus grand élément n inférieur ou égal & dim E.

Donnons-nous alors une famille libre £ de F' a n éléments. Pour tout = € F, la
famille £ augmentée de x est liée par maximalité de n dans A/, donc comme L est
libre, x est forcément combinaison linéaire de £. Conclusion : libre et génératrice,
L est une base de F', donc enfin F' est de dimension finie et : dim F' = n < dim FE.
Etsi:dim F = dim F = n 7 Dans ce cas L est une famille libre de E an = dim F
éléments, donc c’est déja une base de E et : E = Vect(L) = F. O

Ezemple 3.1.55. Dans R?, on note : u = (1,1,0), v = (1,0,1), z = (3,1,2) et
y = (1,3, —2). Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R3 suivants :

F = Vect(u,v) et G = Vect(z,y).

Montrons que F' = G.

» On remarque que : £ = u + 2v et y = 3u — 2v. Ainsi : x,y € F et par suite
G C F. De plus, il est clair que (u,v) est libre et que (x,y) est libre, donc :
dim G = dim F' = 2. On conclut que : G = F.

Théoréme 3.1.56 (Dimension d’un espace vectoriel produit). Soient E et F deux
K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E x F = {(z,y) |z € E,y € F}
est de dimension finie et : dim(F x F) = dim E + dim F.

Le résultat se généralise au cas d’un nombre fini quelconque d’espaces vectoriels.

Démonstration. Supposons F et F' de dimensions non nulles et donnons-nous
(e1, -+ ,em) une base de F et (f1, -+, fn) une base de F. Nous allons montrer
que la famille B = ((el,OF), o (em,0r), (0, f1),- - 7(OE,fn)) est une base

de E x F. Cela montrera bien que E X F est de dimension finie m + n =
dim F + dim F.
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— Montrons que B engendre E x F. Pour tout (x,y) € Ex F, si nous notons

(1, ,Zm) les coordonnées de x dans (e, ,em) et (y1,- -, yn) celles
de y dans (f1,---, fn), alors :

(z,y) = (ineiazyjfj) = wilen,00) + Y y;(0m, 7).
i=1 j=1 i=1 j=1

— Pour la liberté, soient A1, , A, tt1, -+ b € K pour lesquels :
Z Ai(ei, OF) + ZM;‘(OE, fi) = (0g,0F).
i=1 j=1
Alors :

(i Ai€i i Mjfj) = (0g,0r),
i=1 j=1

donc: Y 1" Ne; =0p et Z;-L:l jf; = Op. Ainsi, par liberté de (€;)1<i<m
et (filicjcn tAi=-=Ap=p1 =" =p, =0.
O

3.1.5 Somme de deux s.e.v

Définition 3.1.57 (Somme de deux s.e.v.). Soient E un K-espace vectoriel et F'
et G deux sous-espaces vectoriels de E.
— L’ensemble F + G = {1 + x2 | 1 € Fetaxy € G} est un sous-espace
vectoriel de E appelé la somme de F et G.
— Cette somme F + G est également le plus petit sous-espace vectoriel de
FE contenant F' et G. Cela signifie que tout sous-espace vectoriel de E
contenant F' et G contient aussi F' + G.

Attention : Ne confondez pas SOMME et REUNION! La somme est un
sous-espace vectoriel, mais pas la réunion en général.

Démonstration. Montrons d’abord que F 4 G est un sous-espace vectoriel de E.
— O0geF+Gcar0g = 0g + Og .
~—
er eG
— Soient z,y € F+ G et A € K. Il existe x1,y1 € F et z9,y2 € G tels que
T =x1+r3 et y =y +ya Donc: Az +y = A1 +22) + (y1 + 92) =
(Az1 4+ y1) + (Az2 + y2) car F et G sont des sous-espaces vectoriels, donc
—— N——
€F €q
stables par combinaison linéaire. Ainsi, on a bien Az +y € F + G.
F + G est donc un sous-espace vectoriel de F.
De plus, F C F + G car tout vecteur x € F peut s’écrire sous la forme x =

z + Og . Idem pour G. O
eF cG

On peut aussi définir F' 4+ G comme le sous-espace vectoriel de E engendré
par la réunion F'U G (qui en général n’est pas un espace vectoriel).

Théoreme 3.1.58. Si F, G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors la somme
F + G est le sous-espace vectoriel de E engendré par F UG.
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Démonstration. Dire que x € Vect(F U G) équivaut a dire qu’il s’écrit z =
22:1 Apxr ou les xy sont des éléments de F'UG et les A\ des réels. En séparant
les xj qui sont dans F' deux ceux qui sont dans (G, cette somme peut s’écrire
x=1y+zavecy € F et z € G, ce qui signifie que x € F + G.
Réciproquement x € F + G s’écrit © = y + z avec (y,2) € F X G et il est
bien dans Vect(F' U G).
O

Théoréme 3.1.59 (Parties génératrices d’une somme de deux s.e.v). Soient E un
K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si F' est engendré
par (f1, fo, -, fm) et si G est engendré par (91,92, -+ ,gn), alors F + G est
engendré par (f1, fa, 5 fm, 91,92, 5 gn)-

Démonstration. Soit x € F' + G. 1l existe alors f € F et g € G tels que z =
f+g. Or (f1,f2, -, fm) engendre F, donc il existe A1, Aa, -+, Ay € K tels
que f=Af1+Xafa+ -+ Anfm; de méme (g1, g2, -+, gn) engendre G, donc
il existe py, o, -+, un € K tels que g = p191 + p2g2 + - - - + pingn. Finalement
on obtient x = A1 f1 + Aafo + - + A frn + 101 + p2g2 + - + pngn. Clest le
résultat voulu. ]

Théoréme 3.1.60 (Formule de Grassmann). Soient E un K-espace vectoriel pas
nécessairement de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie de E. La somme F 4+ G est alors elle aussi de dimension finie,
et plus précisément : dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Démonstration. Pour ne pas alourdir la preuve par ’étude de cas particuliers
sans intérét, on peut supposer que F NG ={0g}, FNG# F et FNG # G.

Toute base (e1, - - - , e,) de FNG peut étre complétée en une base (e, - - , ep, f1,- -

de F et en une base (e1, -+ ,€p,01, - ,gr) de G. Par concaténation, la famille
(e1,- - ,ep, f1,--+, fg: 01, ,gr) est alors une famille génératrice de F + G,
donc en particulier, F'+ G est de dimension finie.

Nous allons montrer qu’en réalité la famille (e1, -+, ep, f1,- -+, fq. 91, Gr)
est aussi libre, et donc que c’est une base de F' + . La formule de Grassmann
en découlera aussitdt : dim(F +G) = p+q+r =p+q +p+r)—p =
dim F' + dim G — dim(F' N G).

Soient done A1, -+, Ap, pi1, -+, fg, V1, -+ vy € KPTIHT pour lesquels :

Mer+ o Apep i fi+ oo pigfg F g1+ + vege = O,

EFNG €F g€

— Pour commencer, on a v1g1 + -+ + Vg, appartient a F N G donc est

combinaison linéaire de ey, - - - , ep, ce qui n’est possible quesiv; =--- =
v, = 0 par liberté de (e1, -+ ,€p, 01, , Gr)-

— De méme, pif1 + -+ + pqfy appartient & F'N G donc est combinaison
linéaire de eq,--- ,ep,, ce qui n’est possible que si p; = -+ = pg = 0 par
liberté de (e1,--- ,ep, fi,- -+, fq)-

— Finalement : A\je; + -+ Ape, = 0pg, donc Ay = --- = A, = 0 par liberté
de (e, -+ ,ep).

O

Définition 3.1.61 (Somme directe de deux s.e.v). Soient E un K-espace vectoriel
et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont en somme
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directe si tout vecteur de F' + G s’écrit de maniére unique comme somme d’un
élément de F et d’un élément de G. On note alors souvent F' @ G la somme
F + G, pour indiquer qu’il y a somme directe.

» Le petit rond qu’on ajoute a la notation "F + G” pour indiquer que la
somme est directe ne fait pas de F' + G et F & G des ensembles différents, la
notation ”F' @ G” contient juste une INFORMATION d’unicité en plus.

Théoréme 3.1.62 (Caractérisation de la somme directe). Soient E un K-espace
vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de . Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. F et G sont en somme directe.
2. FNG ={0g}.

Dans ce cas, par ailleurs, si F' et G sont de dimension finie : dim(F + G) =
dim F' + dim G.

Démonstration. — (1 = 2) Supposons F et G en somme directe et montrons
que FNG = {0g}, ce qui revient & montrer que FNG C {0} puisque Og
appartient au sous-espace vectoriel F' NG de toute fagon. Soit z € FNG.

cF eqG eFr ca
Alors x = '/:v\+f0/; = fO,E\Jr’/x\, donc : x = O par définition de la
somme directe.

— (2 =1) Supposons que : FNG = {0g}. Soient 21,22 € F et y1,y2 € G
pour lesquels : ©1 +y; = x3 +y2. Comme : x1 —x3 =yo —y1 € FNG =
{OE}, alors r1 =9 €t Y1 = Ya2.

La formule : dim(F + G) = dim F' 4+ dim G n’est enfin qu’un cas particulier

de la formule de Grassmann. O

Evemple 3.1.63. F = {(z,y,2) €R® |z +y+2=0} et G = {(2,9,2) € R? |
x =y = z} sont en somme directe.

» Ona: F = {(z,y,—z —vy) | z,y € R} = Vect ((1,0,71),(0,1,71)) et

G = Vect ((1, 1, 1)) et donc F et G sont bien des s.e.v de R3. Il nous reste donc

de montrer que FNG = {Ogs }, et méme que FNG C {Ops }. Soit (x,y, z) € FNG.
Alorsz+y+z2z=0etx =y =2 Ducoup:x+ax+x=0,donc x =0 et enfin
r=y=2z=0,1ie. (z,y,2) = Ogs.

Théoréme 3.1.64 (Bases d’'une somme directe de deux s.e.v). Soient E un K-
espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe.
Si (f1, fa, -, fm) est une base de F et (g1,92, - ,gn) une base de G, alors
(f1, f2, fm, 01,92, " s gn) est une base de F & G.

Une telle base dont les premiers vecteurs forment une base de F' et les suivants
une base de G est dite adaptée a la somme directe F & G.

Attention : Ce résultat est faux si on ne suppose pas la somme directe. Pour
les sommes en général, on dispose seulement du résultat vu précédemment sur
les familles génératrices.

Démonstration. Nous avons déja vu que (f1, fo, -, fm, 91,92, ,gn) €St une
famille génératrice de F'®G. Il ne nous reste donc qu’a montrer que cette famille
est libre.
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Soient donc Ay, Ao, - -+, A, f1, o, - -+ i € Ktels que Y00 Mg fotD gy pege =
0. Cette somme est une décomposition de 0 comme somme d’un élément de
F et d'un élément de G. Or la somme est directe donc il y a unicité d’une
telle décomposition; bref 7" Apfi = >, g = Op. Enfin, les familles
(f1, fo, +, fm) et (91,92, -+ ,gn) étant libres, on en déduit comme voulu que
M=X==Ap =11 =po=-=pin =0. O

Définition 3.1.65 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires). Soient F un K-
espace vectoriel et I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Tout vecteur de E est d’une et une seule maniére la somme d’un élément
de F et d'un élément de G : Vz € E,3l(f,g) e F x G,x = f + g.

2. F est la somme directe de F et G : E = F ® (G, ce qui revient a dire que :
FE =F + G ET que F et G sont en somme directe.

On dit dans ces conditions que F et GG sont supplémentaires dans E. On dit aussi
que F' est UN supplémentaire de G dans E et que G est UN supplémentaire de
F dans FE.

Démonstration. — Supposons que, pour tout x € E, il existe un unique
couple (f,g) € F x G tel que z = f + g et montrons que £ = F & G. 1l
est clair que E = F'+G. Soit x € FFNG. On peut alors écrire x = x +0p
avec ¢ € F et O € G, mais également x = Og +x avec Og € F et z € G.
L’unicité de la décomposition impose que £ = 0g. Donc £ = F & G.

— Réciproquement, supposons £ = FF ® G. Soit ¢ € E. Comme F = F +
G, il existe f € F et g € G tels que x = f 4+ g. Montrons que cette
décomposition est unique. Soient f/ € F et ¢’ € G tels que v = f' + ¢'.
Onaalors f+¢g=f +¢', cest-a-dire f— f'=¢g' —g. Or f — f' € F et
g — g € G. On en déduit que f— f' € FNG = {0g}. Donc f = f’ et, de
méme, g = g¢'.

O

Théoréme 3.1.66 (Base adaptée). Soient E un K-espace vectoriel et F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E de bases respectives (f1,-+-, fm) et (g1, ,gn)-
Alors, E = F®G si et seulement si la famille (f1, fo, -+, fm, 91,92, ,gn) €st
une base de E. Dans ce cas, la famille (f1, fa, -+, fm, 91,92, , gn) est qualifiée
de base adaptée.

Démonstration. Nous avons déja vu que si F' et G sont en somme directe alors
la famille (f1, fo, -, fm, 91,92, - ,gn) est une base de F' @& G = E. Récipro-
quement, supposons que (f1, fa,* -+, fm, 91,92, * , gn) est une base de E. Alors
tout x € F s’écrit d’'une maniere unique :

r=Mfr+ A fm Fp1g1 o+ ngn

eFr €eq

c’est-a-dire tout z € E s’écrit d’une maniere unique x = x1 + x5 avec x1 € F et
r9 € G;donc FE=F®G. O

» Nous observerons I'importance des bases adaptées dans la prochaine partie
mais remarquons déja que ce théoreme nous fournit une nouvelle méthode pour
justifier que deux espaces sont supplémentaires : il suffit de montrer que la
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concaténation de deux bases de F' et GG constitue une base de E pour que ceux-
ci soient supplémentaires dans F.

Théoréme 3.1.67 (Existence de supplémentaires en dimension finie). Soient E
un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F' posséde un supplémentaire dans E.

Le supplémentaire de F n’est pas unique, mais, les supplémentaires de F dans
E ont tous pour dimension : dim E — dim F'.

Démonstration. Soit (f1,---, fm) une base de F' et soit n = dim E. D’apres le
théoreme de la base incomplete, il existe fp, 41, -, fn vecteurs de E tels que
(f1,- s fm, fm+1s 5 fn) est une base de E. En posant G = Vect(frna1, -+, fn)
on obtient, d’apres le théoreme précédent, un supplémentaire de F' dans F.

Puisque le choix de fy,41,- -, fn n’est pas unique, le supplémentaire de F' n’est
pas unique ; cependant, tous les supplémentaires de F' sont de dimension n —m,
m étant la dimension de F'. O

M¢éthode 3.1.68. Pour montrer que deux s.e.v F, G d’'un e.v E de dimension finie
sont supplémentaires dans E, on peut essayer de montrer qu’il existe une base
F de F et une base G de G telles que F U G, obtenue par concaténation des
deux bases F et G, soit une base de F.

Ezercice 3.1.69. Soit : ' = {P € R3[X] | P(X +1) = P(1 — X)}. Montrer que
Vect(X, X?) est un supplémentaire de F' dans R3[X].

Solution. — Nous avons besoin d’abord d’une base de F. Soit P = a X3 +

bX? +cX +deR3[X]. Ona:

PeFeaX+1)P2+bX+1)?+c(X+1)+d
=a(l1-XP+b(1-X) 2 +c(1-X)+d

a - _q
3a+b :3a+b - B
< 3a+24+¢c =-3a—2b—c < a=0et20+c=0.

a+b+c+d =a+b+c+d

Ce calcul montre que (1, X% —2X) engendre F. Cette famille étant libre,
c’est une base de F.

— Complétons-la en une base (1, X? — 2X, X, X3) de R3[X]. Conclusion :
Vect(X, X3) est UN supplémentaire de F' dans R3[X].

Le résultat suivant est aussi d’un usage fréquent :
Théoréme 3.1.70 (Caractérisation de la supplémentarité en dimension finie).
Soient E un espace de dimension finie et F', G deuzr sous-espaces vectoriels de

E. F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si l'une des propositions
suivantes est vérifiée :

1. E=F+GetFNG={0g}.

2. E=F+G et dim(FE) = dim(F) + dim(G).

3. FNG ={0g} et dim(E) = dim(F) + dim(G).

» On a souvent recours a la derniere caractérisation. On commence par

montrer que l'intersection des deux espaces est réduite a {Og} puis on prouve
I’égalité des dimensions.
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Démonstration. Le point (1) correspond & la définition.
— Montrons que (1) < (2). On suppose que E = F +G. On a :

FNG={0g}edm(FNG)=0<dim(F+G)=dimF + dimG
& dim F = dim F + dim G.

— Montrons que (2) < (3). On suppose que dim F = dim F + dim G. Re-
marquons que F'+ G C F donc pour avoir F 4+ G = E, il faut et il suffit
que dim(F + G) = dim(E). On a :

FNG={0g} o dim(FNG) =0 din(F+G) =dim F + dim G
& dim(F+ G) =dim E.

O
Ezercice 3.1.71. On considere les deux ensembles suivants :
A= {(a:+y,1: _y72y) | (l‘,y) € RQ}?
B = {(z,y,2) € R®| 2z = yety = 32}.
1. Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que R? = A @ B.
Solution. 1. On a:
— A = Vect ((17 1,0),(1, -1, 2)) est un plan vectoriel.
— B = Vect ((%, 1, %)) = Vect ((3, 6, 2)) est une droite vectorielle.
2. Montrons maintenant que A et B sont supplémentaires :
— AN B ={0gs} car si on considere u € AN B, alors,
ueAsIr,y) ER?u=(z+yx—y,2y)
20z +y) =z-y, z+3y =0, L
ueB@{xy — 6y & v—Ty =0 sr=y=0

Donc u = (0,0, 0).
— dimA+dimB=2+1=3=dimR>.
Nous avons ainsi démontré que R* = A @ B.
Exercice 3.1.72. E=Ry[X] et F ={P € E| P(0) = P'(0) = P'(1) = 0}.

1. Montrer que F' est un espace vectoriel, déterminer une base de F' et préciser
sa dimension.

2. Montrer que G = Vect(1, X, 1+ X + X?2) est un supplémentaire de F' dans
E.

Ezercice 3.1.73. Soit E = F(R,R) 'espace vectoriel des fonctions de R dans R.
On note F' le sous-espace vectoriel des fonctions paires (i.e. f(—x) = f(z) pour
tout x € R) et G le sous-espace vectoriel des fonctions impaires (i.e. f(—x) =
—f(x) pour tout « € R). Montrer que F et G sont supplémentaires.
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3.2 Applications linéaires

La structure d’espace vectoriel ne devient vraiment intéressante que si 'on
introduit la notion d’application linéaire. Il s’agit des applications entre espaces
vectoriels qui, dans un sens que nous allons préciser, "conservent la structure
d’espace vectoriel”.

Dans cette partie, nous allons donner essentiellement les définitions et les
résultats élémentaires de base.

3.2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 3.2.1 (Application linéaire). Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
On appelle application linéaire de E' dans F' toute application f : E — F' qui
préserve les combinaisons linéaires :

Vr,y € B,V p € K, fO\x + py) = M (2) + uf(y).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L(F, F).
— Cas particulier ot £ = F' : Une application linéaire de E dans F est
aussi appelée un endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes
de E est noté L(E).
— Cas particulier o1 ' = K : Une application linéaire de E dans K est
aussi appelée une forme linéaire de FE.

Explication : Une application linéaire n’est rien d’autre qu’un "morphisme
d’espaces vectoriels”, a ceci prés qu'on n’emploie jamais cette expression. Bref,
c’est une application qui conserve les combinaisons linéaires.

Remarque 3.2.2. — Clairement : f(0g) = f(0g + 0g) = f(0g) + f(0R),
donc apres simplification : f(0g) = 0p.

— Ensuite, si A est un sous-espace vectoriel de F, alors f|4 est aussi linéaire
(mais sur A). En effet, s’il est vrai pour tous z,y € E et A\, € K que :
FOx+ py) = Mf(z) + uf(y), c’est a fortiori vrai pour tous z,y € A.

— Enfin, pour vérifier que f est linéaire, il est suffisant de vérifier que :
fz +y) = Af(z) + f(y) pour tous z,y € E et A € K avec UN SEUL
SCALAIRE. Dans ce cas, pour tous z,y € F et \,u € K: f(Azx) =
fAz +0g) = Mf(z) + f(0g) = Af(x) + 0p = Af(z), puis de méme :
F(uy) = f (), done enfin : f(Az + py) = A (z) + uf(3).

Définition 3.2.3 (Homothétie). Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On
E —FE

T = A
Cette application est un endomorphisme de E. En particulier : Idg € L(E).

appelle homothétie de E de rapport A I'application A\ldg, i.e. :

Démonstration. Pour tous x,y € Fet a € K :
(Mdp)(azx +y) = Mazx +y) = a(Mdg)(z) + (Mdg)(y).
O

Ezemple 3.2.4. L’application (z,y) EN (v,2 +y,z — 2y) est linéaire de R? dans
R3.
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» Pour tous (z,y), (2/,y') e R? et A€ R :

f(z,y) + (2, y") = fOx + 2",y +¢)
= ()\:U +2', e +2)+ My +vy), M+ 2') — 20y + y'))

= A(I,IE + Yy, r — 2y) + (x/7xl + y/71,/ - 2y/)
= M(z,y) + f(2',y).

Ezxemple 3.2.5. — Soit £ = FE1 ® E5; alors tout vecteur x € E s’écrit d'une
manieére unique x = x1 + T2 ou x1 € Fq et x5 € Fs.
L’application :

pry: F—F
X1+ To —> T1

est une application linéaire dite projecteur sur F; parallelement a Fs.
— Soit vy # 0 un vecteur de E ; 'application translation définie par

tr: EF—F

V>V + g
n’est pas linéaire (noter, par exemple, que : ¢r(0) = vg # 0).

Théoréme 3.2.6 (Opérations sur les applications linéaires). 1. Soient E et F

deuzr K-espaces vectoriels. Alors L(E, F') est un sous-espace vectoriel de
F¥, donc un K-espace vectoriel.

2. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Pour tous f € L(E,F) et
g€ L(F,G) :gofeL(EG).

3. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels et f, f' € L(E,F) et g,g' €
L(F,G). Alors : go(f+f') = (9o f)+(gof') et (9+g")of = (gof)+(g'of).

4. Soit E un K-espace vectoriel. Alors (L(E),+,0) est un anneau, non com-
mutatif en général, avec 1o gy = ldE.

Démonstration. 1. Pour commencer, on a L(E,F) C FF et 'application
nulle z — Op de E dans F est linéaire. Soient f,g € L(E,F) et A € K.
Alors, pour tous z,y € E et a € K :

A +g)(ax +y) = Af(ax +y) + glaz +y)
= Maf(z) + f(y) +ag(z) + g(y)
=a(Mf(x)+g(®@) +Af(y) +9(y) = a(Af+9) (@) + (A +9) ().

2. Pour tous z,y € Eet A€ K: (go f)(Az+y) = g(f(Az+y)) = g(Af(2) +
FW) = Ag(£(@)) +9(F W) = Mgo (=) + (90 f)®)-
3. Facile.

4. L’assertion (1) montre en particulier que (E(E),—i—) est un groupe com-
mutatif. On sait par ailleurs que la composition est une loi de composition
interne sur L£(FE) via (2), qu'elle est associative, que Idg € L(E) en est
I’élément neutre, et enfin que la composition est distributive sur I'addition
via (3).

O
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Deux formules & connaitre : Soient £ un K-espace vectoriel, f,g € L(E) et
n € N. On suppose que f et g commutent. Alors :

(F+9)"=> Caffog™™"
k=0

et

n—1

[P=gt=(f—g)od fFogitt
k=0

(attention, les puissances désignent des compositions).

» Ces deux formules se démontrent ici exactement comme elles se démontrent
dans C.
Attention : Dans ces formules, il est essentiel que f et g commutent.

Théoréme 3.2.7 (Images directe et réciproque d’un s.e.v par une application
linéaire). Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € L(E,F), A un sous-
espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de F'.

1. L’image (directe) f(A) de A par f est un sous-espace vectoriel de F.

2. L’image réciproque f~1(B) de B par f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 1. Montrons que f(A) est un sous-espace vectoriel de F.
Déja, on a f(A) C F et de plus Op = f(0g) € f(A). Soient y,y’ € f(A)
et A € K. Puisque y,y" € f(A), il existe a,a’ € A tels que y = f(a) et
y' = f(a'). Par linéarité de f : A\y + ¢’ = Af(a) + f(d') = f(Aa+ a), et
par ailleurs : Aa + a’ € A car A est un sous-espace vectoriel de F, donc
comme voulu : Ay +y’ € f(A).

2. Montrons que f~1(B) est un sous-espace vectoriel de E. Déja, ona f~(B) C
E et de plus 0g € f~1(B) car f(0g) = O € B. Soient z,2' € f~(B)
et A € K. Par linéarité de f, on a : f(Ax + ') = Af(z) + f(2'). Or par
définition de = et z’, f(x), f(z') € B et B est un sous-espace vectoriel de
E. Donc f(Az + ') € B, ce qui montre que \r + 2’ € f~1(B).

O

3.2.2 Noyau et image d’une application linéaire
Définition 3.2.8 (Noyau et image d’une application linéaire). Soient E et F deux
K-espaces vectoriels et f € L(E, F).

— On appelle noyau de f, noté Ker f, I’ensemble f~! ({OF}> ={zeF|

f(z) =0p}.
— On appelle image de f, noté Im f, 'ensemble f(F)={ye F |3z € E:

y=f(2)} ={f(z),z € E}.

Ezercice 3.2.9. Soit E' un K-espace vectoriel, et f et g deux applications linéaires
de E vers K, telles que :

Vee E f(x)g(z) =0.

Montrer que f =0 ou g = 0.
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Solution. Supposons les applications linéaires f et g non nulles. Soit (z,y) € E?
tels que f(x) # 0 et g(y) # 0. Puisque f(z)g(z) = f(y)g(y) =0, on a f(y) =0
et g(x) = 0. Or, f(z+y) = f(x) + f(y) donc f(z +y) = f(x) # 0. De méme,
gz +y) #0. Ainsi f(z +y)g(z + y) # 0, contradiction.

Exercice 3.2.10. Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

Montrer que :
Ker f2 = Ker f <= Im f NKer f = 0.
Solution. Remarquons que I’on a toujours Ker f C Ker f2. En effet, si z € Ker f,
alors f(x) = 0, donc, par linéarité de f, on a f(f(x)) = 0 et donc = € Ker f2.
— Supposons Ker f2 C Ker f, et montrons Im f N Ker f = {0}. Soit y €
Im f NKer f : il existe alors « € E tel que y = f(x). Ainsi :

f2(x) = f(y) =0,

puisque y € Ker f; donc = € Ker f2. Or, par hypothese, Ker f? C Ker f,
donc x € Ker f. Finalement :

y=f(x)=0.

Par conséquent, on a Im f NKer f = {0}.

— Supposons Im f N Ker f = {0} et montrons Ker f2 C Ker f. Soit = €
Ker f2. Alors, puisque f(f(x)) =0, on a f(x) € Ker f. De plus, on a par
définition f(x) € Im f. On a donc :

f(z) € Im f N Ker f.
D’ou f(x) = 0. Ainsi z € Ker f.

Théoréme 3.2.11. Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f € L(E,F).
Alors, Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. — Tout d’abord on a : 0 € Ker f, car f(0g) = Op.

— Soient z,y € Ker f et A€ K. On a: f(Azx +y) fesm AM(x)+ fly) =
ANg 4+ 0p =0 donc Ax +y € Ker f.
O

Théoréme 3.2.12. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F).
L’application linéaire [ est injective si et seulement si Ker f = {0g}.

» Pour montrer qu’une application linéaire f : E — F est injective, il suffit
de montrer que Ker f = {Og} ou plus simplement (puisque {Og} C Ker f) :

Yz € E, (f(x):O:>x=OE).

Démonstration. Démontrons ce résultat par double implication.

— (=) Supposons f injective, c’est-a-dire que : V(z,y) € E?, f(x) = f(y) =
x =y et montrons qu’alors : Ker f = {Og} ou encore : Ker f C {Og}. Or
pour tout 2 € Ker f : f(z) = 0r = f(0g), donc comme f est injective :

— (<) Supposons maintenant que Ker f = {Og} et montrons que f est
injective. Soient z, 2’ € E tels que : f(z) = f(z). Alors : f(x —2’) =
f(z) = f(2') = 0p par linéarité, donc : ¢ — 2’ € Ker f = {0g}, donc :
z—2' =0g,ie :z=2a".
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O

Ezemple 3.2.13. Soit f I'endomorphisme de R? défini par f(z,y,2) = (22 —
Y,y + 2,z — x). Etudions 'injectivité de f.
» Déterminons pour cela son noyau. Soit (z,y,z) € R3. On a :

(m,y,z) EKerf(:)f(a:,y,z) = Ogs @(Qx—y7y+z,z—x) = Ogs.

Ce qui conduit a la résolution suivante :

20 —y =0
y+z =0&z=y=2=0.
z—x =0

Ainsi : Ker f = Ogs et f est injective.

Ezercice 3.2.14. Soit n € N* ainsi que z1,--- ,2, des éléments deux a deux
distincts de K. On pose

v: K[X]— K"
P+—— (P(z1), P(x2),..., P(z,)).

1. Vérifier que ¢ est une application linéaire.

2. Montrer que sa restriction ¢, a K, _1[X] est injective.

3. Préciser le noyau de ¢.

Solution. 1. La linéarité de ¢ est immédiate, puisque pour P € K[X],Q €
KX],aeK,feKet a€K, ona (aP + pQ)(a) =aP(a)+ SQ(a).

2. La restriction ¢,, de ¢ & K, _1[X] reste une application linéaire. Soit P €
K,,—1[X] un élément de Ker ¢,. Chacun des z; est donc racine de P ; ces
nombres étant deux a deux distincts, le polynéme P possede n racines.
Comme degP < n —1,on a P =0 et donc Kery,, = {0}. Ainsi ¢,, est
injective.

3. Un polynéme P appartient au noyau de ¢ si, et seulement s’il admet
chaque x; pour racine. Comme ce sont des scalaires distincts deux a deux,
cela revient & dire que P est divisible par A = [[;_, (X —z;). Ainsi
Kerg = {AQ; Q € K[X]}.

Théoréme 3.2.15. Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f € L(E,F).
Alors, Im f est un sous-espace vectoriel de F.
Démonstration. — Comme O = f(0g), on a bien : O € Im f.
— De plus, si z,y € Im f et A € K, il existe 2’,y’ € E tels que z = f(2') et
N €L(E,F
y=fy). Do, \e +y = Af(a") + f(v) JeLBE) fO2' +y') €eImf.
O

Théoréme 3.2.16 (Familles génératrices de l'image d’une application linéaire).
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). On suppose que E pos-

séde une famille génératrice (x1,xa, -+ ,xp). Alors (f(xl), flxza), - 7f(Jcn))
est une famille génératrice de Im f. En résumé :

Im f = Vect (f(acl),f(m), e af(‘rn)>
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Démonstration. Soit y € Im f. Alors il existe z € E tel que y = f(x). Or
(z1,22, -+ ,x,) engendre E par hypothese, donc = Y ;_; A\gz pour certains

A1, A2, 5, Ap € K. Par suite : y = f(z) = f(ZZ=1 /\k:ck) => 1 Aef(zp), ce

qui montre bien que la famille (f(xl), f(za), - ,f(xn)) engendre Im f. O

Ezxercice 3.2.17. Soit E un K-espaces vectoriel. Montrer qu’'une forme linéaire
@ sur E non identiquement nulle est surjective.

Solution. Dire que ¢ # 0 signifie qu’il existe un vecteur zg € E tel que A\ =
w(xg) # 0. Pour tout réel y, on peut alors écrire :

) Yy Yy
y= X)\ = Xsﬂ(ffo) = @(Xm0)~

Ainsi y = p(x) avec = on € E, ce qui signifie que ¢ est surjective.

A
Exercice 3.2.18. Montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle sur F, alors
il existe un vecteur non nul a dans FE tel que :

E = ker(p) @ Ra.

Solution. La forme linéaire ¢ étant non nulle, on peut trouver un vecteur a dans
E tel que ¢(a) # 0. Ce vecteur a est nécessairement non nul. Pour tout vecteur

x dans E, le vecteur h = x — igzga est dans le noyau de ¢ et en écrivant que
x=h+ Zgzga on déduit que F = ker(y) + Ra. Si z est dans ker(¢) NRa on a

alors © = Aa et Ap(a) = p(x) = 0 avec p(a) # 0 ce qui entraine A =0 et z = 0.
On a donc ker(¢) NRa = {0} et E = ker(¢) @ Ra.

3.2.3 Isomorphisme et e. v. isomorphes

Définition 3.2.19 (Isomorphisme, espaces vectoriels isomorphes). Soient E et F'
deux K-espaces vectoriels.
— On appelle isomorphisme de F sur F' toute application linéaire bijective
de E sur F.
Cas particulier ou £ = F' : Un isomorphisme de F sur F est aussi appelée
un automorphisme de F. L’ensemble des automorphismes de F est noté
GL(FE) et appelé le groupe linéaire de E.
— On dit que F est isomorphe a F s’il existe un isomorphisme de E sur F'.

» Le fait que deux espaces vectoriels soient isomorphes signifie intuitivement
que ces deux espaces sont “identiques” d’un strict point de vue vectoriel.

Théoréme 3.2.20 (Composition d’isomorphismes, réciproque d’un isomorphisme).
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.

1. Si f est un isomorphisme de E sur F' et g un isomorphisme de F sur G,
go [ est un isomorphisme de E sur G.

2. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f~1 est un isomorphisme de
F sur E.

» En d’autres termes, la relation d’isomorphisme entre espaces vectoriels est
une relation d’équivalence (pour la réflexivité, remarquer simplement que Idg
est un isomorphisme de E pour tout K-espace vectoriel E).
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Démonstration. 1. La composée de deux applications bijectives (resp. linéaires)
est bijective (resp. linéaire).
2. Nous savons que f~ ' est bijective de F sur E. Montrons que f~' est
linéaire. Soient 2’,y’ € F et A € K. Posons alors x = f~1(2/) et y =

f71%'). On a alors 2’ = f(z) et y = f(y) et,
700+ ) = £ (M@ + 1)

= f‘l(f(/\ery))
=Xz +vy, car f

O

Le théoréme qui suit montre que les K-espaces vectoriels de dimension finie
sont tous "identiques” a un K”.

Théoréme 3.2.21 (Effet d’un isomorphisme sur la dimension). — Soient E et
F deux K-espaces vectoriels. Si E est de dimension finie et si F' est iso-
morphe a E, alors F est de dimension finie et : dim E = dim F'.

— Réciproquement, deux K-espaces vectoriels de MEMES dimensions fi-
nies sont isomorphes. En particulier, tout K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n # 0 est isomorphe a K™.

Démonstration. — On peut supposer E # {Og} et noter f un isomorphisme
de E sur F. De dimension finie n # 0, E posséde une base (eq, - ,ep).
En particulier, par surjectivité de f :

F =1Im f = Vect (f(el),~-' ,f(en))a

donc F est engendré par la famille (f(el), RN f(en)) donc est de dimen-

sion finie. Nous allons en fait montrer que cette famille est libre. Il en dé-
coulera que c’est une base de F, et donc que : dim F = n = dim E. Soient
A, A € Ktelsque: >0 A f(e;) = 0p. Alors f(EZL:l )\iei) =0p,
donc: )" | Nje; € Ker f. Or f est injective et donc: Y- | \je; = Op. Fi-
nalement comme voulu, la famille (eq, - - - , e,) étant libre : Ay = -+ = A,,.

— Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n. On
peut supposer n # 0. Nous allons montrer que E est isomorphe a K™ et
FE et F seront alors isomorphes tout court.

Comme n # 0, FE possede une base (e1, - , e, ). Soit alors ¢ application
(1, ,xn) € K" = 3"  x;e; de K" dans E. On a, ¢ est linéaire. En
effet, pour tous z = (z1,-- ,zp),x = (2}, - ,2,) EK" et A e K :

n

oAz +12') = Z()\xi +zh)e; = A Z Tie; + Zxéei = \p(z) + p(z').
i=1 i=1 i=1

De plus, ¢ est bijective de K" sur E, car (e1,---,e,) étant une base de
E alors : Vo € E, (1, -+ ,x,) € K" x = Y0 wie; = o1, ,2p).
D’ol ¢ est un isomorphisme de K" sur F.
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O

Remarque 3.2.22. L’application ¢ de la preuve précédente mérite qu’on s’y at-
tarde un instant. Soient E un K-espace vectoriel et (e,---,e,) une famille
QUELCONQUE de E (plus forcément une base de E). L’application (z1, -+ ,zp) €
K™ +% 327 | ie; est toujours linéaire de K™ dans E.

— (surjective si et seulement si: Vo € E,3(zy, - ,z,) € K® 2 =Y 1" | 246,
i.e. si et seulement si la famille (eq,--- ,e,) engendre E.

—  est injective si et seulement si : Ker ¢ = {Og}, i.e. si et seulement si :
V(zg, - ,xn) € K'Y 0 26, =0 = 21 = -+ = 2, = 0, Le. si et
seulement si la famille (eq,--- ,e;,) est libre.

Le théoréme qui suit caractérise l'injectivité/surjectivité d’une application

linéaire par 'image d’une base.

Théoréme 3.2.23. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). On
suppose que E posséde une base (e;)icy-

1. f est surjective de E sur F' si et seulement si (f(el)> engendre F.
il

2. f est injective sur E si seulement si (f(el)) , est libre.
ic
3. f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si (f(el)> est une

i€l
base de F'.
Démonstration. 1 On sait que : Im f = Vect (f(eﬁ) . Ainsi : Im f = F si et

iel
seulement si ( f (ei)> engendre F'.
I

ie
2 Supposons f injective et montrons que (f(ez)> est libre. Soit (\;)ier € K!
iel

presque nulle telle que : Y. ; A f(e;) = Op. Alors : f(ZieI )\iei) =0p
et donc : ), ; Aie; € Ker f. Comme f est injective, alors ;. ; Aie; = 0p
et donc : A\; = 0 pour tout ¢ € I.

Réciproquement, supposons ( f (ei)) est libre et montrons que f est
il

injective, i.e. que : Ker f C {0g}. Soient = € Ker f de coordonnées (x;);cr

dans (e;)ier. Alors : O = f(z) = f(ziel )\iei) = > ;erif(eq), donc par
hypothese pour tout i € I : x; = 0, et donc a fortiori : x = 0p.

O

3.2.4 Notion de rang

Définition 3.2.24 (Application linéaire de rang fini, rang). Soient E et F deux
K-espaces vectoriels pas nécessairement de dimension finie et f € L(E, F).
— On dit que f est de rang fini si Im f est de dimension finie, et de rang
infini sinon.
— Si f est de rang fini, on appelle rang de f , noté rg(f), la dimension de
Im f.

Théoréme 3.2.25 (Inégalités sur le rang et cas d’égalité). Soient E et F deux
K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
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1. Si F est de dimension finie, f est de rang fini et : rg(f) < dim F', avec
égalité si et seulement si [ est surjective.

2. Si E est de dimension finie, f est de rang fini et : rg(f) < dim E, avec
égalité si et seulement si f est injective.

Démonstration. 1. Comme : Im f C F, alors Im f est de dimension finie et :
rg(f) = dimIm f < dim F, avec égalité si et seulement si : Im f = F, i.e.
si et seulement si f est surjective.

2. Supposons E # {0g} et donnons-nous une base (e1, -+ ,e,) de E. Par
suite : Im f = Vect (f(el), e 7f(en))7 donc Tm f est de dimension fi-
nie et : rg(f) = dimIm f < n = dim F, avec égalité si et seulement si

fler), -+ 7f(en)) est libre, i.e. si et seulement si f est injective.
O

Théoréme 3.2.26 (Applications linéaires entre e. v. de mémes dimensions finies).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies EGALES et f €
L(E,F).

[ est bijective <& f  est injective < f est surjective.

Attention : Le théoreme ne dit pas que : bijectif = surjectif = injectif en al-
gebre linéaire ! Elle affirme seulement que c’est vrai lorsque les espaces vectoriels
de départ et d’arrivée ont MEME DIMENSION FINIE.

Démonstration. Par hypothese : dim £ = dim F'. Du coup, f est injective si et
seulement si : rg(f) = dim FE, i.e. si et seulement si : rg(f) = dim F, i.e. si et
seulement si f est surjective. O

Remarque 3.2.27. Ce résultat est faux en dimension infinie. En voici un contre-
exemple d’un endomorphisme surjectif qui n’est pas injectif :

D: R[X] — R[X]
P—D(P) =P

En effet :
— Le polynéme X° = 1 appartient & Ker(D) et il n’est pas nul, donc l'en-
domorphisme D n’est pas injectif.
— Soit @ € R[X]. Ilexisten € N, ag, -+ ,a, € Rtelsque: Q = > 1_, apX*.
En notant P =7} 725 X**! ona P € R[X] et D(P) = P' = Q. Ceci
montre que D est surjectif.

Ezemple 3.2.28. En voici un autre contre-exemple d’un endomorphisme injectif
qui n’est pas surjectif. :

f: RIX] — R[X]
P f(P)=XP.

En effet :
— Soit P € R[X] tel que f(P) = 0. Alors : XP = 0. Or, comme 'anneau
R[X] est integre et X # 0, alors : P = 0. D’ott Ker f = {Og[x]} et donc
I’endomorphisme f est injectif.
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— Ona:Imf = {f(P),P € RX]} ={XP,P € RX]} ={Q € R[X] |
Q(0) = 0}. Donc par exemple X" = 1 ¢ Im f, ce qui montre que Im f C
E. 1l en résulte que 'endomorphisme f n’est pas une surjection de E sur
E.

Ezercice 3.2.29. Soit n € N*. On note E = R,,[X] et

f: E—E
P f(P)=XP +P.

Vérifier que f € L(FE) et montrer que f est bijectif.
Solution. — Pour tout P € FE, on a deg P < n, donc :

deg P’ <n —let deg(XP') <n.

Ainsi: deg(X P'+P) < netdonc f(P) € E. D’autre part, soient P,Q € E
et A\€R. On a:

FOP+Q) =XOAP+Q)+(\P+Q)=\XP +P)+(XQ +Q)
= A(P) + f(Q)-

Donc f est linéaire. D’otlt : f € L(E).

— Puisque F est de dimension finie (dim(E) = n + 1), pour montrer que
f est bijectif, il suffit de montrer que, par exemple, que f est injectif.
Soit P € Ker f. Supposons P # 0 et notons d = deg P < n. Il existe
ag, -+ ,aq € R avec aqg # 0, tels que P = ZZ:O arX¥. Le coefficient du
terme de degré d de f(P) est dag+aq = (d+1)ag # 0. Ce qui contredit le
fait que f(P) = 0. Ceci montre que Ker f = {0g} et donc f est injectif.
On conclut que f est bijectif.

3.2.5 Le théoréme du rang

Théoréme 3.2.30 (Forme géométrique du théoreme du rang). Soient E et F' deux
K-espaces vectoriels pas nécessairement de dimension finie et f € L(E, F).

Si Ker f posséde un supplémentaire I dans E, alors f|; est un isomorphisme de
I surlmf.

Explication : Dans ’égalité : E = I®&Ker f, Ker f est ’ensemble des éléments
de E que f ne voit pas, donc f ne voit passer que I, et comme I ne touche Ker f
que du bout de son zéro, f est injective sur I, donc envoie bijectivement I sur

-1
Im f. De maniere moins imagée, ( T I) est 'application qui, a tout élément

de Im f, associe son unique antécédent dans I.

Démonstration. Par restriction, f; est linéaire de I dans Im f.
— Pour I'injectivité, sachant que I et Ker f sont en somme directe : Ker f; =
INnKerf={0g}
— Pour la surjectivité, soit y € Im f, disons : y = f(z) pour un certain
x € E. Comme F =1+ Ker f, alors : z = i 4+ k pour certains ¢ € I et
k€ Ker f, donc : y = f(z) = f(i) + f(k) = f(i) + 0p = fi7(3).
O
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Théoréme 3.2.31 (Théoreme du rang). Soient E et F' deux K-espaces vectoriels
et fe L(E,F).
Si E est de dimension finie : dim E = dim Ker f + rg(f).

Morale de I'histoire : Si on connait le noyau, on connait un peu 'image (et
vice versa).
» L’hypothese selon laquelle E' est de dimension finie garantit en particulier que
Ker f et Im f le sont aussi.

Démonstration. Comme E est de dimension finie, Ker f possede un supplémen-
taire I dans E. Or, d’apres la forme géométrique du théoréme du rang, f|; est un
isomorphisme de I sur Im f et donc : dim I = dim Im f. Par supplémentarité de I
et Ker f dans E, on obtient : rg(f) = dimIm f = dim I = dim F—dimKer f. O

Ezemple 3.2.32. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
Si: f3 =0z, alors : rg(f) +1rg(f?) < dim E.

» En effet, I'égalité : f3 = 0. (E) montre que pour tout x € £ : f<f2(x)) =0g,

ie. que : Im(f?) C Kerf et donc en particulier que : rg(f?) < dimKer f.
Appliquons alors le théoréeme du rang a f, ce qui est possible car E est de
dimension finie pour obtenir : dim E = dim Ker f +rg(f) > rg(f) + rg(f?).

FEzercice 3.2.33. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et u € L(E).
1. Montrer que :
Im(u) = Im (u*) < ker(u) = ker (u?)
ot u? = uou.

2. Montrer que :
Im(u) = Im (u?) & E = ker(u) @ Im(u) < ker(u) = ker (u?) .
Solution. 1. On a toujours :
Im (u?) CIm(u) et ker(u) C ker (u?).

Donc :
Im(u) = Im (v?) & rg(u) = rg (u?)

et :
ker(u) = ker (u?) < dim(ker(u)) = dim (ker (u?))

D’autre part, d’apres le théoréeme du rang on a :
dim(E) = dim(ker(u)) + rg(u) = dim (ker (v?)) + rg (u?),
ce qui permet de déduire que :
Im(u) = Im (u?) < ker(u) = ker (u?).
2. Il suffit de montrer que :

Im(u) = Im (u?) & E = ker(u) & Im(u).
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Si Im(u) = Im (u2), alors pour tout = dans FE, il existe y dans E tel
que u(z) = u?(y), donc x — u(y) € ker(u) et x = (z — u(y)) + u(y) €
ker(u)+Im(u). On a donc E = ker(u)+Im(u) et avec le théoreme du rang,
on déduit que F = ker(u)®Im(u). Réciproquement, si F = ker(u)@®Im(u)
alors tout @ € ker (u?) s'écrit @ = 1 + u(22) avec u(z1) = 0 et 0 =
u?(z) = u? (z2) entraine que u? (z3) € ker(u) NIm(u) = {0}, doncu (z2) €
ker(u)N Im(u) = {0} et z =z € ker(u). On a donc ker (u?) C ker(u) et

ker(u) = ker (u?), ce qui équivaut & Im(u) = Im (u?).

3.2.6 Existence d’applications linéaires

Pour connaitre une application en général, on n’a pas trop d’autre choix
que de connaitre ’ensemble de ses valeurs point par point. En revanche, pour
une application linéaire, ce lot considérable d’informations peut étre résumé par
un nombre restreint de valeurs stratégiques. On connailt par exemple parfaite-
ment 'application (z,y,2) — (2x + y + 2,3z — z) de R3 dans R? SI ON SAIT
QU’ELLE EST LINEAIRE et si on sait que : f(1,0,0) = (2,3), £(0,1,0) = (1,0)
et £(0,0,1) = (1,-1).

» En effet, pour tout (z,y,z) € R3 :

fla,y,2) = f(x(L 0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0, 1))

MR 1 £(1,0,0) + 4 £(0,1,0) + 2£(0,0,1)
=2(2,3)+y(1,0) +2(1,-1) = 2z +y + 2,3z — 2).

Le théoréeme qui suit, fondamental, généralise ce principe. Il signifie que, pour
se donner une application linéaire completement, on peut se contenter de donner
les valeurs qu’elle prend sur une base quelconque fixée de ’espace vectoriel de
départ.

Théoréme 3.2.34 (Détermination d’une application linéaire par I'image d’une
base). Soient E et F' deuz K-espaces vectoriels. On suppose que E posséde une
base (e1,ea,--- ,en). Pour toute famille (fi, fo, -+, fn) de vecteurs de F, il
existe une et une seule application linéaire f de E dans F telle que : Vk €

{17"' 7n}7f(ek) = fk-

Explication : Pour connaitre/définir une application linéaire complétement,
il suffit de connaitre/définir les valeurs qu’elle prend sur une base de I’espace de
départ.

Démonstration. Soit (f1, fa, -, fn) une famille fixée de vecteurs de F'.
— Unicité : Soient f,g € L(E,F) telles que : Yk € {1,--- ,n}, f(ex) =
g(ex) = fr. Montrons que f = g. Pour tout + € E de coordonnées
(1,22, -+ ,x,) dans (e1, e, -+ ,e,), on a :

f(z) = f(kz_:lfckek) = kz::lxkf(@k) = kz::lﬂﬁkg(ek)

(5 )=t

et donc f = g.
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— Existence : Soit f I'application de E dans F' qui associe, a tout vecteur
x de E de coordonnées (x1,xa, - ,x,) dans (e1,eq, - ,ey), le vecteur
f(z) =>")_; zifr de F. Montrons que f est linéaire. Soient z,y € E et
A € K. Si (xr)1<k<n €t (Yr)1<k<n sont les coordonnées respectives de
et y dans (e, e2,- -, ey), les coordonnées de Ax+y sont (Axk+Yk)1<k<n-
Du coup : fAz+y) = 301 Aze +up) fe = A2 pq Trfe+ 2 ey Unfr =
Af(x) + f(y), donc f est bien linéaire. Enfin, soit k € {1,--- ,n}. Alors
les coordonnées de e, sont la famille (0,---,0,1,0,..,0) dans laquelle le
1 est placé en k*™ position, donc aussitot f(ex) = fr.

O

3.2.7 Espace vectoriel d’applications linéaires

Théoréme 3.2.35 (Dimension d’un espace vectoriel d’applications linéaires). Soient
E et F deuz K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors L(E,F') est de di-
mension finie et : dim L(F, F) = dim E x dim F.

Démonstration. — Si: dim F = 0, la seule application linéaire de F dans F’
est I"application nulle qui envoie O sur O, donc : L(E, F) = {Oz(g,r)}
et dimL(FE,F)=0=dimF x dim F.
— Si : dim F # 0, nous pouvons nous donner une base (e1,--- ,e,) de E.
Il n’est pas trop dur de vérifier que Papplication u s (u(el), e ,U(en))

est linéaire de L(E, F) dans F", et d’apres le théoréme précédent :

v(fla"' ’fn) GFn,HIUE,C(E,F),gO(U) = (fla"' 7fn)

Conclusion : linéaire bijective, ¢ est un isomorphisme de L(E, F') sur F™.
Or F est de dimension finie, donc F™ aussi par produit, puis L(E, F') par
isomorphisme. Finalement :

dim L(E, F) =dim F" = n x dim F = dim E x dim F.
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Matrices et systemes linéaires
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4.1 Systemes linéaires

4.1.1 Définitions et vocabulaire

Définition 4.1.1 (Equation linéaire). On appelle équation linéaire & p inconnues
une équation de la forme a;21 + asxe + - - + apx, = b ol ay,az, -+, ap, b sont
p+ 1 éléments de K donnés.
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— a1, ,ap sont appelés coefficients de I’équation, b est appelé second
membre de I'équation; z1,--- ,z, sont les inconnues de I'équation.

— Tout p-uplet (z1,---,z,) € KP vérifiant cette équation est appelé solu-
tion de ’équation.

Définition 4.1.2 (Systeme d’équations linéaires). On appelle systeme d’équations
linéaires a n équations et a p inconnues la donnée de n équations de la forme :

1171 + a12T2 + ... + A1pTp = by
(%) aiT1 + a2 + ...+ QipTp = b;

An1T1 + apa®a + ...+ appTp = by

— Les scalaires a;;(i € [1,n],j € [1, p]) sont les coefficients du systeme.

— Les scalaires by, - - - , b, forment le second membre du systeme.

— Les scalaires x1,- -+ , x;, sont les inconnues que 1’on cherche a déterminer.

— On note généralement L; la i¢ équation.

» Une solution de (X) est un p-uplet (z1,--- ,x,) € KP vérifiant les équation

Ly, ,Ly.

Vocabulaire :

— Un systeme qui admet au moins une solution est dit compatible. S’il ne
I’est pas, il est dit incompatible.

— Le systéme est dit homogeéne (ou sans second membre) si by = by = -+ - =
b, = 0.
On appelle systeme homogene associé & (X) le systeme (X) dans lequel
on remplace les b; par 0.
Un systéme homogene admet toujours (0,--- ,0) comme solution.

— Un systeme est dit carré si n = p, c’est-a-dire s’il admet autant d’équa-
tions que d’inconnues.

— Un systeme carré est dit triangulaire supérieur si a;; = 0 pour ¢ > j.

4.1.2 Opérations élémentaires sur les lignes

Définition 4.1.3 (Opérations élémentaires sur les lignes). On appelle opération
élémentaire (de base) sur les lignes d’un systéme linéaire (X) de la forme :

a11x1 +aiexs + ...+ A1pTp = b1
(%)

121 + Ap2T2 + ...+ AppTp = by

les opérations suivantes :
— Echange de la ligne L; et de la ligne L;, noté L; <+ L;.
— Multiplication d'une ligne par un scalaire non nul, notée L; <= ALj;.
— Ajout d’une ligne & une autre ligne multipliée par un scalaire, noté L; <
L; + \L;.
Cette derniere notation se lit "L; regoit L; + AL;”.

Remarque 4.1.4. Les opérations élémentaires préservent les équivalences, donc
ne modifient pas I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire, car on peut
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toujours les défaire. L’opération : L; <+ L; se défait elle-méme par exemple,
Popération : L; < AL; est défaite par 'opération : L; + %Li et 'opération :
L; < L; + \L; par opération : L; <— L; — AL;.

» Transformer un systeme linéaire donné par des opérations élémentaires
SUR LES LIGNES ne modifie pas ’ensemble de ses solutions.
» On peut définir d’autres opérations élémentaires comme composées des opé-
rations élémentaires de base : changer 1'ordre des lignes, additionner des lignes,
ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, etc.

Définition 4.1.5. Deux systemes (X) et (X') sont dits équivalents si 'un se déduit
de l'autre par une succession d’opérations élémentaires.

» Les opérations élémentaires étant inversibles, on peut bien passer d’un
systeme a ’autre et vice-versa.

Théoréeme 4.1.6. Deux systemes équivalents ont méme ensemble de solutions.

> Si deux systeémes (X) et (¥) sont équivalents, on pourra écrire :

(Z) & (2.

4.1.3 La méthode de Gauss

Dans cette section nous expliquons la méthode du pivot (ou méthode d’éli-
mination de Gauss) qui fournit un algorithme simple et pratique pour résoudre
les systémes d’équations linéaires. Pour cela, nous aurons besoin de la définition
suivante :

Définition 4.1.7 (systémes échelonnés). Un systéme est dit échelonné si les lignes
commencent par un nombre de zéros strictement croissant & mesure que l'indice
augmente (c’est-a-dire, par exemple, la ligne L3 commence par un nombre de
zéros strictement plus grand que la ligne Ly et celle-ci par un nombre de zéros
strictement plus grand que la ligne Ly).

Idée fondamentale : L’idée essentielle est de résoudre un systéme d’équations
linéaires en se ramenant a un systeme échelonné équivalent par une succession
d’opérations élémentaires.

Quelques exemples suffiront pour comprendre comment exploiter cette idée,
avant d’expliquer d’une maniére plus précise la technique.

Etape 1 On sélectionne dans la premiere colonne un coefficient non nul appelé
pivot et on échange la premiere ligne et la ligne correspondante :

y+2z+t=1 T—y+2z—t=3
) 20 4+4y+62=2 .51, y+2z+t=1
r—y+2z2—t=3 2 +4y + 62 =2

5r+y+ 92— 3t =4 Sr4y+9z—3t=4

Etape 2 A l'aide de ce premier pivot, on annule les coefficients de la premiere
inconnue dans les autres équations :

r—y+2z—t=3 r—y+2z2—t=3
3y+2z4+t=1 ii:j:iiiii 3y+2z+t=1

20 +4y+ 62 =2 6y +2z+2t = —4
Sr+y+9z2—-3t=4 6y —z+2t =-9
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Etape 3 On fixe ensuite la premiere ligne et on réitere avec la seconde incon-
nue, puis avec la troisieéme, et ainsi de suite. On aboutit de proche en proche a
un systeme échelonné.

rT—y+2z—t=3 r—y+2z—t=3
3y4+2z+t=1  icrilar’ 3y+2z4+t=1
6y +22+2t=—-4 —2z=—6
6y —z+ 2t =-9 —bz =—-11
r—y+2z2—t=3
Ly+L4—3 L3 3y+2z+t=1
—2z=—6
0=4

Conclusion Le systéme est donc incompatible. L’échelonnement du systéme
a été mené a terme mais on aurait pu s’arréter a I’étape précédente car les deux
dernitres équations du systéme précédent donnent z = 3 et z = L. (X) n’admet
donc pas de solution.

En-voici un autre exemple :

r+2y—z=1 Lo« Ly—2L; r+2y—z=1
20+ 3y +2=2 hegtash —y+32=0
x+4y — 62 =2 2y —5z=1
. r+2y—z=1
s deg?le —y+32=0
z=1
On a donc z = 1. En reportant dans 1’équation L, on obtient la valeur de

y :y = 3. En remontant maintenant dans 1’équation L; on trouve z : z =
—2y+z+1=—-6+1+1=4.
Le systeme admet donc la solution unique (z,vy, z) = (—4,3,1).

» Comme on le voit, la méthode consiste a mettre le systeme ”“sous forme
échelonnée” de maniere & pouvoir, en partant de la solution de la derniere équa-
tion et en remontant, résoudre toutes les équations.

Un dernier exemple :

r—3y+4z—2w=>5 Ly«—Lg—L; r—3y+4z—-2w=>5
r—y+9z—w=7 TExn 20+ 5z2+w=2

rT—2y+7z—-2w=9 y+3z=4

r—3y+4z—-2w=>5

20+ 5z+w=2

z—w=2~6

Le systeme est sous forme échelonnée. En donnant a w une valeur arbitraire A,
ontrouve : w=X\z=064+\y=—-14 -3\, x = —61 —11\.
Le systeme admet donc une infinité & un parametre de solutions.

> Les exemples que nous venons de traiter illustrent suffisamment la méthode
pour résoudre un systeme d’équations linéaires.

L3<+2L3—Lo

Remarque 4.1.8. Trois cas de figure se présentent :
— Si tous les coefficients d’une ligne sont nuls et que le second membre
b; correspondant est non nul, le systeme n’admet pas de solution, il est
incompatible.
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— Si lors de la remontée, il reste des inconnues dont la valeur n’est pas
imposée, le systeme admet une infinité de solutions.
— Sinon, le systéme admet une unique solution.

On peut ainsi montrer que :
Théoréme 4.1.9. 1. Tout systeme linéaire est équivalent a un systéme éche-
lonné.
2. Tout systéme linéaire admet 0, 1 ou une infinité de solutions.
» On peut démontrer que quelles que soient les opérations effectuées, le

nombre de pivots dans le systeme échelonné obtenu est constant. Ce théoreme
fondamental dont on admet la démonstration conduit a la définition suivante :

Définition 4.1.10 (Rang d’un systéme). On appelle rang d’un systéme le nombre
de pivots obtenus apres échelonnement.

Ezemple 4.1.11. Le rang du systeme

3y+2z+t=1

20 + 4y + 62 =2
r—y+2z2—t=3
Sr+y+9z—-3t=4

(x)

vaut 3 car d’apres les calculs précédents, il est équivalent au systeme échelonné :

lr—y+22—-1t=3

y+2z+t=1
15— 3 (4.1)
0=4.

Un systeme carré est dit de Cramer s’il admet une unique solution.

Théoréme 4.1.12. Un systéme carré a n équations et a n inconnues est de Cra-
mer si et seulement si son rang est égal a n.

Ezercice 4.1.13. On considere le systeme suivant :

rT+y+mz=m
(S)sz+my—z=1 (meR)
r+y—z=1
Préciser pour quelle(s) valeur(s) du réel m le systeme précédent est de Cramer.

Déterminer alors son unique solution en fonction de m. On pourra utiliser les
formules de Cramer.

Solution. Procédons tout d’abord sans utiliser les formules de Cramer.

rT+y+mz=m r+y+mz=m
x4+my—z=1 (m—1Dy—(m+1)z=1-m

r+y—z=1 —(m+1)z=1-—m

Lo+Lg—Lj
L3+L3—Lj
—

Le dernier systeme étant échelonné, on peut facilement discuter son nombre de
solutions.
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* Si m = —1, la derniére ligne montre que (S) n’admet pas de solution.

* Sim=#—1,onaz= % et (m — 1)y = 0. Il faut donc distinguer deux cas.

— Sim#1lL,y=0puisz=m(l—2z2) =

2m

- Le systeme est de Cramer

et admet pour unique solution le triplet ("%—Tl, 0, %)
— Sim =1, on trouve z = 1 —y et z = 0. Le systéme admet une infinité

de solutions de la forme (1 — y,y,0).

Revenons & la méthode avec les formules de Cramer. Le systéme (S) est de
Cramer si et seulement si sont déterminant est non nul,

1 m
m —1 |#0<=1-—m?#0<=m#=£l.
1 -1

—

Pour m # 41, on peut donc utiliser les formules de Cramer :

m 1 m
1 m -1
- 1 1 -1 _ 2m(l1-m) _ 2m
€T = 1—m?2 —  1—-m?2 1+m>?
1 m m 1 1 m
1 1 -1 1 m 1
1 1 -1 1 1 1 7(m71)2 1
Yy='—apr—— =0 et =" — =50 =1,
4.2 Matrices
4.2.1 Opérations sur les matrices
Définition 4.2.1 (Matrice, coefficients, lignes, colonnes). — On appelle ma-
trice de taille n x p & coefficients dans K toute famille A de np éléments de
ailr a2 A1p
, i a1 a22 a2p
K présentée sous la forme d’un tableau : . . . ,
an1  Qp2 " Anp

noté aussi :  (ai;)i<i<n , OU a;; € K pour tout (4,5) € [1,n] x [1,p].
1<j<p

— Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté

M, p(K).
— Pour n = p, on parle de matrices carrées de taille n et la notation
simplifiée M., (K) est alors préférée. La famille (a11, a2z, ..., any) est

alors appelée diagonale de A.
— Pour p = 1, on parle de matrices colonnes de taille n, et pour n =1,
de matrices lignes de taille p.

Remarque 4.2.2. A vrai dire, une matrice M de taille n x p & coefficients dans K
n’est jamais qu'un élément de KIL7IxI1r] e une famille (mij)(i,j)e[[lﬁ]]x[[l,p]]
d’éléments de K indexée par [1,n] x [1,p], c’est-a-dire encore une application
(,7) — my; de [1,n] x [1,p] dans K.
En résumé : M, ,(K) = KItrIx[17]
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Définition 4.2.3 (Matrice nulle). La matrice de taille n x p dont tous les coef-
ficients sont nuls est appelée la matrice nulle de M,, ,(K) et notée 0 ou 0, ,
quand on veut étre précis.

Définition 4.2.4 (Addition matricielle et multiplication par un scalaire). Pour
tous A, B € M,, ,(K) et A\, u € K, on note AA + pB la matrice :

Aarir +pbin -0 Aary + pbiy

)\anl + ,Ufbnl e )\anp + ,U/bnp
appelée une combinaison linéaire de A et B.

Ezxercice 4.2.5. Montrer que

E = {M(a,b) = < ) 2 ) | (a,0) € R?}

est une R-espace vectoriel et en déterminer une base et la dimension.

Solution. Ona:E:{a<(1) ?)4—1)(_01 (1)) | a,b € R} et donc E =

notée I notée J

Vect(I,J). De plus :

(07

o¢I+ﬂJ=0<:><_aB ﬁ):<8 8)<:>a:ﬂ:0.

Donc (I, J) est libre.
On conclut que : F est un R — ev, (I, J) est une base de F et dim(FE) = 2.

4.2.2 Produit matriciel

Définition 4.2.6 (Produit matriciel). Pour tous A € My, ,(K) et B € M, ,(K),

on note A x B la matrice (ZZ:1 aikbkj> < de taille p x r.

1<
1<5<
Attention :

— Le produit de deux matrices n’est pas défini en général s’il n’y a pas,
comme on dit, compatibilité des formats :

Matrice de taille Matrice de taille Matrice de taille

pXq X qgxr = pXT

— Le produit matriciel n’est pas commutatif! Par exemple :

Con)()=Cia)# ()=o) (o 1)

— Un produit de matrices peut étre nul sans qu’aucune d’entre elles le soit.
Exemple :
0 1 11\ (00
(60)(s0)=(50)

J. SALHI page 119 FST Errachidia




CHAPITRE 4 : Matrices et systémes linéaires

Théoréme 4.2.7 (Propriétés du produit matriciel, matrice identité). On a les
propriétés suivantes :
— Associativité : Pour tous A € M, 4(K), B € My,(K), C € M, (K) :
(AB)C = A(BC).
— Bilinéarité : Pour tous A,B € M, ((K), C,D € M, (K) et \,p €K :

(M + uB)C = AAC + uBC et B(AC + uD) = ABC + uBD.

— Elément neutre : On appelle matrice identité (de taille n) la matrice
carrée de taille n :

1
I, =
1
Pour toute matrice A € M, ,(K) : I,A = Al, = A.
Ezercice 4.2.8. On note A = ( g _01 > € My(R).

Résoudre I'équation : M? = A, d’inconnue M € Ms(R), en remarquant que, si

M3 = A, alors AM = MA.

Solution. Raisonnons par analyse-syntheése. Soit M € Moy (R) telle que M3 =

A. On a alors : AM = M3M = M* = MM? = MA. En notant M =
r y

z,y,z,t) € R* ona:
Z t 7(7y77 )

wveane (5 5) (1) =(1 ) (8 4)

x
z

8r 8y \ [ 8 —y o

<:><—z —t>_(82 _t><:>y—z—0.

o))

> A présent, pour une simple raison de compatibilité des formats, une ma-
trice ne peut étre multipliée avec elle-méme que si elle est carrée. Pour une telle
matrice A € M,,(K), on peut ainsi parler des puissances de A :

k fois
’_/\_\
AP =AxAx---x A pourtoutk e N* et A =1,.

Définition 4.2.9 (Matrice nilpotente). Soit A € M,,(K). On dit que A est nilpo-
tente si pour un certain p € N* : AP = (.

Le plus petit entier p pour laquelle cette identité est vraie est appelé I'indice de
nilpotence de A.

Théoréme 4.2.10 (Deux formules & connaitre). Soient A, B € M,,(K). On sup-
pose que A et B COMMUTENT, i.e. que : AB = BA. Alors :

(A+ Bk =% [ CiA'B*  formule du binéme

et AF — B¥ = (A— B) Y\ AiBh-i-1
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Attention : L’hypothése selon laquelle A et B commutent est essentielle, c’est
déja tres clair pour k=2 :

p2 AB=BA

(A+B)>=(A+B)(A+B)=A*>+ AB+ BA+ A? +2AB + B?

_ g2 AB=BA

et (A—B)(A+B) =A%+ AB - BA A% - B2,

. Pour tout k € N : A% =

—= O N

11
Exemple 4.2.11. On pose : A = 0 1
0 0

2k
0
1

o O
O =

. Les matrices

o O N

0 1
» En effet, écrivons: A=I34+ N avec: N=| 0 0
0 0

I3 et N commutent car I3 commute avec toute matrice carrée de taille 3. En
outre, N est nilpotente car : N2 = 0, donc : N* = 0 pour tout ¢ > 2. Finalement,

1k 2k
pour tout k e N: Ak =% Cif~iNi—4+kN=| 0 1 0
00 1

FExercice 4.2.12.

4.2.3 Transposition

Définition 4.2.13 (Transposée). Soit A € M,, ,(K). On appelle transposée de A
la matrice (aj;)1<j<r de M, ,(K), notée AT ou ' A.
1<i<n

Exemple 4.2.14. On a :

M\
et pour tous Aq,..., A\, € C: :()\1 )\n)
An
Théoréme 4.2.15 (Propriétés de la transposition). — Linéarité : Pour tous

A,B e M, ,(K) et \,p €K : (AMA+ uB)T = AT + uBT.

— Involutivité : Pour tous A € M, ,(K) : (AT)T = A.

— Effet sur un produit : Pour tous A € My 4(K) et B € Mg, (K) :
(AB)T = BT AT.

Démonstration. Seule 'assertion sur le produit mérite une preuve. Pour tout
(i,5) € [L,r]x[1,p),ona: ((AB)"),. = (AB);i = i _; ajubri = Yoj_; briaji =
ket (BT)ik (AT)kj = (BTAT)ij' H

Définition 4.2.16 (Matrice symétrique/antisymétrique). Soit A € M,,(K). On
dit que A est symétrique si : AT = A, et antisymétrique si : AT = —A.
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— Une matrice symétrique est donc de la forme :

a1 ai12 . A1n
aiz2 @22
S =
. Ap—1n
A1n cee Ap—1n Ann

On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefhi-
cients dans K. Il s’agit d’un espace vectoriel.
— Une matrice antisymétrique est de la forme :

0 ar a1n
—a 0
A= 12
An—1n
—Q1n e —An—1n 0

On note A, (K) Pensemble des matrices antisymétriques d’ordre n & co-
efficients dans K. Il s’agit d’un espace vectoriel.

Ezercice 4.2.17. Montrer que ’ensemble S, (K) des matrices symétriques et I’en-
semble A, (K) des matrices antisymétriques de M,,(K) sont supplémentaires

dans M, (K).

Solution. 11 est d’abord clair que ces deux ensembles sont des sous-espaces vec-
toriels. Soit M € M,,(K). Nous voulons montrer ceci :

(S, A) € Sn(K) x Ap(K), M =S+ A.

Pour cela nous raisonnons par analyse-synthese.
— Analyse : Soient S € S,,(K) et A € A, (K). On suppose que : M = S+ A.

Alors: M T = ST+AT = S— A, donc par demi-somme et demi-différence :
_ M4MT _ M-MT
S =5 et A=,

— Synthese : Posons : §' = % et A= M_QMT .Alors: M = S+A, et

T
At : . QT _ (M+MT _ M"4+M _
S est symétrique et A antisymétrique car : S’ = ( 5 ) =55 =

SetAT:<M‘TMT)T:MT27‘M:—A.

4.2.4 Matrices diagonales et triangulaires

Définition 4.2.18 (Matrice diagonale, matrice scalaire, matrice triangulaire).
Une matrice carrée est dite diagonale si tous ses coefficients non diago-
naux sont nuls.

En particulier, les matrices AI,,, A décrivant K, sont appelées matrices
scalaires.

— Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si ses
coefficients situés strictement au-dessous (resp. strictement au-dessus) de
la diagonale sont nuls.
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Explication :
. air aiz2 -+ Qin
Matrice Q9o - aop
triangulaire
supérieure
Apn
ari )
as1 s Matrice
. triangulaire
inférieure
apl1  Ap2 - Gpn

Remarque 4.2.19. Les matrices diagonales sont exactement les matrices A LA
FOIS triangulaires supérieures ET triangulaires inférieures.

Notation : Pour tous ay, ..., a, € K, on note généralement diag (aq, ..., a,)
aq
la matrice diagonale : . Par exemple : I, = diag(1,...,1).
an
Avec cette notation, pour tous aq,...,an, 81, .., 0, A € K, on a :

Adiag (aq, ..., an) +diag (51, ..., Bn) = diag (Aa1 + B1, ..., Aay, + Bn)
et diag(aq,...,an) x diag (61,...,0n) = diag (@181, ..., @nfn) -

Théoréme 4.2.20 (Combinaisons linéaires et produit de matrices triangulaires).
Soient A, B € M, (K) triangulaires supérieures (resp. inférieures) et A\, €
K. Les matrices AA + uB et AB sont alors triangulaires supérieures (resp.
inférieures). En outre, pour tout i € [1,n], ona : (AB)i; = ai;bi;.

Démonstration. Supposons A et B triangulaires supérieures (le cas inférieur
s’en déduit par transposition). Les matrices AA + uB et AB sont triangulaires
supérieures car pour tous i, j € [1,n], si : i > j, alors :
(/\A—FMB),‘J' = i +p bij =0 et
~— ~—

=0 =0
n i—1 n
AB);; = kb = ik Okj ik bg; = 0.
(AB);; Zak kj Zak k]+Zak kj
k=1 k=1 _g k=i -0

Enfin, pour tout ¢ € [1,n], d’apreés le méme calcul :  (AB);; = 22;11 a;r bri+
——

-0
n
@iibii + Y i1 @ik bri = aiibi;. O

=0

4.2.5 Trace d’une matrice carrée

Définition 4.2.21 (Trace d’une matrice carrée). Soit A € M,,(K). On appelle
trace de A et on note tr(A) ou Tr(A) la somme des éléments diagonaux de A.

Théoréme 4.2.22. 1. Linéarité : Pour tous A, B € M, (K) et \,u € K, on
a:tr(AA + pB) = ATr(A) + p Tre(B).
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2. Effet sur un produit : Pour tous A € M,,(K) et B € Mp,(K) :
tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. 1.

tr(AA + uB) = Z (Aagk + pbrr) = A Z agk + Z b
k=1 k=1 k=1
= Atr(A) + ptr(B).

2. La matrice AB est carrée de taille n alors que BA est carrée de taille
p, mais ces matrices ont méme trace car :  tr(AB) = Y, (AB)g; =

ZZ:1 25:1 apebe = 25:1 ZZ:1 berake = 25:1(314)@2 = tr(BA).
O

Ezemple 4.2.23. 1’équation matricielle : AB — BA = I,, d’inconnue (4, B) €
M,,(K)? n’a pas de solution car pour toutes matrices A, B € M,,(K) : tr(AB —
BA) =tr(AB) — tr(BA) =0 # n = tr (I,,).

4.2.6 Matrice inversible

Définition 4.2.24 (Matrice inversible, inverse, groupe linéaire). Soit A € M, (K).
On dit que A est inversible §’il existe une matrice B € M,,(K) pour laquelle :

AB =BA=1,.

SI ELLE EXISTE, une telle matrice B est unique, notée A~! et appelée Iinverse
de A.

L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) est noté GL,(K) et appelé le
groupe linéaire de degré n sur K.

Démonstration. Si B et B’ sont deux inverses de A : B = BI, = B(AB') =
(BA)B' = I,B' = B'. O

Remarque 4.2.25. GL,(K) n’est pas un espace vectoriel! En effet, la matrice
nulle n’est pas inversible. Si c’était le cas, il existerait B telle que 0, x B =
B x 0, = I, absurde!

Remarque 4.2.26. Pourquoi oblige-t-on par définition les matrices inversibles a
étre carrées? Qu’est-ce qui empéche une matrice A € M,, ,(K) avec : n # p
de posséder un inverse, i.e. une matrice B € M, ,(K) pour laquelle : AB = I,,
et BA = I,7 Nous y reviendrons plus tard, mais une premiere réponse simple
peut étre donnée tout de suite : n = tr(l,) = tr(AB) = tr(BA) = tr(I,) = p.

Théoréme 4.2.27 (Opérations sur les matrices inversibles). Soient A, B € GL,(K),
donc INVERSIBLES.
1. Inversibilité de inverse : A=1 est inversible et : (A=1)~1 = A.
2. Inversibilité d’un produit : AB est inversible et : (AB)~! = B71A~1.
3. Inversibilité d’une puissance : Pour tout k € Z, A* est inversible et :
(AK)—l — (A—l)k.

4. Inversibilité de la transposée : AT est inversible et : (AT)™1 = (A=HT,
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Démonstration. 1.Ona: Ax A~ ' = A7 x A = I,,, donc par définition de
linversibilité, A~! est inversible d’inverse A.
2.0na:ABxB 'A 1=AXxBB ' x A '=AxI,x A ' =441 =1,
et B~1A™1 x AB = I,,, donc AB est inversible d’inverse B~1 A1,

3. Par récurrence & partir de lassertion (2).
4 Ona: AT (A7) =(4714) =1] =T, et (A71)" AT =1, donc AT

est inversible d’inverse (A_l)
O

Remarque 4.2.28. 11 suffit en fait que AB = I,, pour avoir BA =1, :

Théoréme 4.2.29. Si deux matrices A, B € M, (K) vérifient AB = I, alors
BA=1,.

Démonstration. Nous aurons, pour cette démonstration, recours aux applica-
tions linéaires et a leurs propriétés générales.

Soient A, B € M,,(K) vérifiant AB = I,,. On considere alors I’application ¢
définie sur l'espace vectoriel M,,(K) par ¢ : M — MA.

— ( est une application linéaire car pour tout My, My € M, (K) et A € K,

— p: My(K) - M, (K) donc ¢ € .Z (M, (K)).
— ¢ est injective car Ker(y) = {0,} :

M € Ker(p) = MA=0, = MAB=0, = MI, =0, = M =0,.

— M, (K) étant de dimension finie, ’endomorphisme ¢ est surjectif.

— Comme I,, € Im(y), il existe C' € M,,(K) telle que p(C) = I, c’est-a-
dire, telle que CA = I,,.

— Il ne reste plus qu’a montrer que B = C, ce qui est bien le cas car on peut
multiplier I’égalité C A = I, a droite par B pour obtenir CAB = C' = B.
On a donc bien BA = I,,.

O

Théoréme 4.2.30 (Une condition suffisante de non-inversibilité). Soit A € M,,(K).
Si lune des colonnes (resp. lignes) de A est combinaison linéaire de ses autres
colonnes (resp. lignes), alors A N’est PAS inversible.

Démonstration. Notons Ly, --- , L, les lignes de A et faisons par exemple 1’hy-
pothese, pour y voir plus clair, que L; est combinaison linéaire des lignes
Lo,---, L, :Li=MXLo+---4+ \,L,. Dans ces conditions :

( 1 =X 0 =X, )A:L17A2L27~~7)\nLn:0:( 0O --- 0 )
Or si A est inversible, on peut multiplier cette égalité par A~! & droite :
(1 =X -+ =Xy ) = (0 -+ 0), mais il en découle que : 1 = 0.
Conclusion : A n’est pas inversible. O
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1 10
Ezemple 4.2.31. Lamatrice | 2 1 0 | possede une colonne nulle, donc n’est
3 20

011

1 4 3 n’est pas inversible car sa deuxieme
1 3 2

ligne est égale a la somme des deux autres.

pas inversible. La matrice

Attention! Dans R et C, 0 est le seul objet par lequel la division est impos-
sible. Dans M,,(K) au contraire, ’exemple qui précéde montre qu'une matrice
non nulle peut ne pas étre inversible.

Théoréme 4.2.32 (Caractérisations diverses de I'inversibilité). Soit A € M,,(K).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.

2. A est inversible & droite : 3B € M, (K),AB = 1I,,.
3. A est inversible ¢ gauche : 3B € M, (K), BA =1I,,.
4

. Pour tout second membre Y € K™, le systéeme linéaire : Y = AX d’incon-
nue X € K" possede AU MOINS UNE solution.

. Le systeme linéaire homogéne : AX =0 d’inconnue X € K" admet 0 pour
UNIQUE solution :

O

VX € K", AX =0 = X = 0.

Démonstration. Notons C1,--- ,C), les colonnes de A. La matrice A étant CAR-
REE, la famille (Cy,--- ,C,,) est une base de K" si et seulement si elle est libre
(ou génératrice).

— Les implications (1) = (2) et (1) = (3) sont triviales.

— Supposons (2) est vraie. Alors pour tout Y € K* : A(BY) = (AB)Y =
L,Y =Y, donc le systeme : Y = AX d’inconnue X € K" possede au
moins une solution. Ainsi : (2) = (4).

— Supposons (3) vraie. Pour tout X € K", si: AX =0, alors: X =1,X =
(BA)X = B(AX) = B x 0 =0, donc 0 est la seule solution du systeme
homogene : AX = 0 d’inconnue X € K”. Ainsi : (3) = (5).

— Ensuite, on a :

4) <= VYeK", 3IXeK" Y=AX
VY eK", d(x1,...,z,) € K", YZZZ:P'E;{;C;C
<~ (C4,...,C,) engendre K™
< (C4,...,Cy) est une base de K» <= (1).

— De méme, on a :

(5) <= V(x1,...,z,) € K",

(ZZZIZEkaZO — xlz...:xn:())
— (C1,...,C,) est libre
<~ (Ci,...,Cp) est une base de K" <= (1).
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4.2.7 Matrices diagonales inversibles

Théoréme 4.2.33. Soient ay,--- ,a, € K. diag(aq, -+ ,a,) est inversible si et
seulement si : o, # O pour tout k € [1,n], et dans ce cas : diag(aq, -+ ,a,) "t =
diag(ay?t, -, a;h).

Démonstration. Si aq,--- , ay, sont tous non nuls, alors :

diag(ala e 7an) X diag(al_la T 7047:1) = dlag(L o 51) = ITL

et

diag(ag?t, -, a;t) x diag(ag, - -+, o) = I,
donc diag(asy,- -+, ay) est inversible d’inverse diag(a;®, -+, a;'). Réciproque-
ment, si 'un des nombres a1, -+, ay, est nul, la matrice diag(ay, -+, a;,) n’est
pas inversible car 'une de ses colonnes est nulle. O

4.2.8 Matrices triangulaires inversibles

Théoréme 4.2.34. Une matrice triangulaire A est inversible si et seulement si ses
coefficients diagonauz sont tous non nuls. Dans ce cas, A~ est elle aussi trian-
gulaire de méme type et ses coefficients diagonauzr sont eractement les inverses
des coefficients diagonaux de A.

Démonstration. Laissé au lecteur. O

4.2.9 Rang d’une matrice

Définition 4.2.35 (Rang d’une matrice). On appelle rang d’une matrice A le
rang du systeme AX = 0 associé.

En pratique : Pour calculer le rang d’une matrice, on pourra donc mettre
sous forme échelonnée le systéme correspondant puis compter le nombre de
pivots obtenus non nuls. Noter que ’on peut pratiquer directement la méthode
du pivot de Gauss sur la matrice étudiée.

1 4 3
Exemple 4.2.36. Déterminer lerangde A= 2 5 3
3 6 3
» On effectue pour cela une succession d’opérations élémentaires sur les lignes :

1 4 3 Lo+ Lg—2L, 1 4 3

gl 2 5 3 | @2 0 -3 -3

3 6 3 0 -6 -6

T 1 4 3

stla2lae 0 -3 -3 | =2
0 0 0

Ezxercice 4.2.37. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 1
A:(g i’)ﬁ:(g ‘51 g),cz 1201
121
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) o 0 3\ LieL, 2 1\
Solution. — rg(A) —rg< 9 1 ) g( 0 3 ) =2
2 4 6
rg(B)—rg<3 5 8)
L1<:%L1 1 2 3
- {3 5 8
Lat-La=3L1 1 2 3 .
- ®Blo -1 1)~
1 2 1 Lot Lo—Lq 1 2 1
—rg(C)=1g| 1 2 1 |22l 000|=1
1 2 1 0 0 O

4.2.10 Inversion de matrices et systemes d’équations linéaires

Lemme 4.2.38. Soient A, B € M,,(K) telles que pour toute matrice colonne X
de My 1(K) on ait AX = BX. Alors A= B.

Remarque 4.2.39. 1l ne s’agit en aucun cas d’une "simplification par X”. En
termes d’applications linéaires, ’analogie est la suivante :

VeeE [f(z)=g(x) = [=g

0
Démonstration. Soient j € [1,n] et X la colonne | 1 + j, Cest-a-dire
0
que X = { (1) :i Z fﬁ Comme AX = BX (égalité entre deux vecteurs
colonnes),

Vi e [[l,nﬂ (AX)i)l = (BX)i}l c’est-a-dire ZAi’ka’l = ZBi?ka’l'
k=1 k=1

Les coefficients du vecteur X étant nuls sauf pour k = j, on obtient :
Vi € ﬂl,nﬂ Ai,j = Bi,j-
L’égalité étant valable pour j quelconque, on a 1’égalité des matrices. O

Théoréme 4.2.40. Soit A € M,,(K). La matrice A est inversible si et seulement
si le systeme associé a l'égalité AX =Y avec Y quelconque est un systéme de
Cramer.

Démonstration. = | On suppose A inversible. AX =Y donc X = A71Y. Ainsi,
pour tout Y, I’équation AX = Y admet une unique solution X = A=Y, Le
systeme est donc de Cramer.
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< | On suppose que AX =Y est un systeme de Cramer. A Paide de la mé-
thode du pivot, on peut exprimer les inconnues z; comme combinaisons linéaires
des parametres y;, c’est-a-dire :

21 =buiyr +bi2y2 + ... + binyn
T = biy1 +bioye + ... + binyn

Tn = bnlyl + bn2y2 +...+ bnnyn
Notons alors B la matrice (b;;) 1<i<n associée. Ona X = BY . D'ouY = AX =

1<j<n
ABY, c’est-a-dire (AB)Y = I,Y. Y étant quelconque, d’apres le lemme précé-
dent, AB = I,,. La matrice A est donc inversible. O

4.2.11 Détermination pratique de I'inverse d’une matrice

La démonstration du théoréeme précédent nous fournit une méthode pratique
pour inverser une matrice! En effet, la matrice B qui apparait lors de la réso-
lution du systeme AX = Y n’est rien d’autre que l'inverse de A. Ainsi, pour
inverser une matrice A € GL,,(K), on pourra poser X,Y € M,, 1(K) et résoudre
le systeme AX =Y a l'aide de la méthode du pivot de Gauss.

11
1 2

AX =Y avec X(xl) et Y<y1>:
T2 Y2

T1+ X2 =Y1 LotsLo—Ly | T1+ T2 =11 N T1=2y1 + Y2
1+ 229 = Y2 T2 =Y2 — Y1 Ty = —Y1+ Y2

Ona 1) = 2 1 Y1 ). Aest donc inversible et A~1 = 2 1 .
T2 -1 2 Y2 -1 2

On n’oubliera pas, lors de la derniere étape, de bien ordonner les termes y; et
Y2 pour ne pas inverser les coefficients de la matrice A~1.

Ezemple 4.2.41. Inversons la matrice A = ( ) On résout pour cela

Evidemment, toute matrice n’est pas inversible. L’équivalence du théoreme
précédent montre que la résolution du systeme AX =Y avec A ¢ GL,(K)
conduira a ’apparition d’un systeme échelonné incompatible.
1 1
2 2
d’avance que c’est peine perdue car les deux colonnes sont identiques donc pro-
portionnelles.

Ezxemple 4.2.42. Essayons d’inverser la matrice B = ) Nous savons

T1+To =Y1 LecLo—2L; | T1+22 =1
—
{ 21+ 222 =1yYo { 0 =y2— 2y

Le systeme obtenu est bien incompatible : il admet 0 solution ou une infinité
(selon la valeur de yo — 2y ). La matrice B n’est donc pas inversible.

En pratique, si on s’intéresse seulement a l'inversibilité d’une matrice, on
calculera son déterminant. Si I’énoncé demande de calculer I'inverse, on pourra
se lancer dans la résolution d’un systéme. Il ne s’agit pas de la seule méthode!
On peut aussi recourir & ’approche suivante, présentée sur un exemple :
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Ezxemple 4.2.43. Soit A = ; :23 ) Montrer que A2 —4A—1I, = 04, en déduire
que A est inversible.
>Ona:
s (5 8
AT = < 8 13
donc :

) (5 8\ (4 8Y (10
A_4A_12_<8 13> <8 12) <01
Ainsi, A2 —4A = I, donc : A(A —4I3) = I5. Ainsi, A est inversible, d’inverse

Al = A4l = ( 32 )

Exercice 4.2.44. Pour a € R, soient A = et

S O
o O
Q OO
2
Il
o OO
O O =
o = O

B=A+N.
1. Vérifier que AN = NA et N3 = 0.
2. Calculer B™ pour tout entier n > 2.

3. Pour quelles valeurs de a la matrice B est-elle inversible ? Calculer B!
pour ces valeurs de a.

0
Solution. 1. AN =NA= 0
0

o o2

0
a et N3 =0.
0

2. Comme les matrices A et N commutent, on peut utiliser la formule du
binome de Newton et on obtient :

B":(A—i—N)":Zn:( " >NkAn—k

k=0

_ n n n n—1 n 2 gn—2
_<O>A+(1>NA —|—<2>NA

puisque n > 2 (sinon, il y aurait moins de termes dans la somme). Comme
a 0 0 0 0 1
AF = 0 d* 0 et N2=1| 0 0 0 |, on trouve pour n > 2,
0 0 d* 00 0
a* 0 0 0 a* ! 0 (n—1) 0 0
B = 0 an +n| 0 0 ant mr 0 0
0 0 a 0 0 0 2 00
a2 na Mool
_ . n—2 2 S
=a 0 a na
0 O a®

3. La matrice B est triangulaire supérieure, elle est inversible si et seulement
si tous ses coefficients diagonaux sont nont nuls (le déterminant est ici le
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produit des coefficients diagonaux), ¢’est-a-dire si et seulement si a est non
nul. Pour inverser B, on proceéde par pivot de Gauss :

a 1 0 T Y1 ar; + T2 = Y1
BX =Y & 0 a 1 To = Y2 <= aro + T3 = Y2

0 0 T3 Y3 ars3 = ys3
x1 = %y1 - (Tizy2 + ,7133/3

<~ T2 = §y2 — a2Y3
T3 = Y3
7y ¢ @ o i

sl |=(0 I % y» | <= X=B"'Y.
3 0 0 1 Y3

FExercice 4.2.45. Soient les matrices

L (6 8 6 0 0 0
M=5|3 43 et D=0 4 0
30 3 0 0 1

1. a) Trouver 'unique vecteur colonne X; dont la premiére coordonnée vaut
1 tel que M X; =0.

b) Trouver I'unique vecteur colonne Xs dont la deuxiéme coordonnée vaut
1 tel que MX2 = T12X2

c) Trouver l'unique vecteur colonne X3 dont la derniére coordonnée vaut
2 tel que MX3 = X3.

2. On note P la matrice dont les vecteurs colonnes sont (dans l'ordre) Xj,
X5 et X3. Montrer que la matrice P est inversible et calculer sa matrice
inverse.

3. Montrer que la matrice P~ M P est diagonale et égale & D. Déterminer
D™ pour tout entier n > 1.

4. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1: M™ = PD"P~!,

5. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n :

L[ 6-6x(%)" 6+16x($2" 6-6x ()"
M" = = 3—3><(%)Z B4+8x (g5) 3—3><(%)Z
24+9x(35)" 2-24x(55)" 2+9x%(55)
1 2 6
Solution. 1. On trouve X; = 0 , Xo = 1 et X3 = 3
-1 -3 2

2. On pourrait calculer le déterminant de P mais le fait qu’on puisse inverser
P alaide de la méthode du pivot suffit a justifier 'inversibilité. On trouve

1 =22 0
pt=L| -3 8 -3
1 1 1
0 0 O
3. On abien D=P 'MPet D"= | 0 12% 0 | pourn>1.
0 0 1
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4. Classique, c’est du cours!

5. 11 suffit de calculer explicitement PD"P~! avec les expressions de P! et
D" données précédemment.

Ezercice 4.2.46. Soit A = < L. > .

-1 1
1. Déterminer A™ pour tout n € N*. On pourra commencer par calculer
AZ A3, ...
zo,yo € R
2. Soient (x,),,cy €t (Yn), ey les suites définies par : § Tpni1 = Tn — Yn

Yn+1 = —Tn + Yn

In

a) On pose X, = ( > Etablir une relation entre Xnt1,Aet X,

b) Montrer alors que X,, = A" Xj.

¢) En déduire une expression de z,, et y,, en fonction de xg,yo et n pour
tout n € N*.

Solution. 1. On s’apercoit que A = ( _11 _11 > VA% = ( _22 _22 ) AP =

4 -4 4 8 -8 R . )
( 4 4 ) et A* = ( 8 8 ) . On peut des lors conjecturer que :

Démontrons ce résultat par récurrence, sachant qu’il est évidemment vrai
pour n = 1.
AL — An A = 9n7 1A x A =271 4% = 2" AL
D’apres le principe de récurrence, le résultat est vrai quel que soit n > 1.
2. a) Ona X, = AX,.
b) Par récurrence, X,, = AX,, 1 = AxAX, o= A2X""2= ... = A"X,.

c) Ainsi,

Xn=<“’"):A”X0

Yn
_ 1 -1 i)
:2n1
()G

B 2n711.0 _ 2n71y0
T\ 2l +2n Ty )

Par identification, pour tout n > 1,

Tp=2""1zg —2""tyy et oy, = —2""log 4+ 27 Ly,

4.2.12 Déterminant d’une matrice carrée

Pour les matrices carrées de taille 2, il est facile de trouver une condition
nécessaire et suffisante simple d’inversibilité ainsi qu'une formule pour le calcul
de l'inverse le cas échéant.
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Définition 4.2.47 (Déterminant, inversibilité et inverse d’une matrice carrée de

taille 2). Soient a,b,c,d € K. On appelle déterminant de ( Z ; ), noté :

det(Z §>ou

si et seulement si :

a c¢ a
b d b

-1
a c¢ [ @ ¢ _ 1 (d -c
b d’;«éO.Danscecas.<b d) —adbc(b a )

Démonstration. Par un simple calcul :

(5904 7)=(4 )5 5) -

, le scalaire ad—bc. La matrice ( 2 ) est inversible

— Si: ad—bec#0, ( Z 2 ) est inversible par définition de l'inversi-
bilité d’inverse —Lr ( _db o

— Pour la réciproque, supposons par I’absurde que : ad —bc =0 ET
que ( Z Sl > est inversible. Alors :

7 N
S
QO
~~
L
7N
S
QO
~~_
N
|
w&
.
o

(5 0 )=m (5 )=

S
o

Il
S8
U

X

=

IS

|

o>

S

S—
o

I
oo
oo

N—

. a ¢ 0 0 ..
donc.a-b-c-d—O.Lamatrlce(b d>_(0 O>esta1n51

NON inversible. contradiction.
O

> Pour une matrice d’ordre 3, on a :

fl b ¢ b ) s
: d noa | Tal . (dév./ premiere colonne)

— 0

+c

Q Q.

/]
7

’ (dév./ premiere ligne) .

> o

e
SR
Ezercice 4.2.48. Soient a1, s, az des réels. Calculer le déterminant de la ma-

trice :
1 1 1

Vo, ag,a3) = a1 o o3

2 2 2
a; Gy Q3

Une telle matrice est dite de Vandermonde.
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Solution. On a :

Qo Q3 1 2 1 1
det (V (a1, a0, 3)) = —« +a
(V (a1, 02, 03)) a3 ol Y a3 oF Hoas as

= aaj — ajas —ay (af — a2) + al (s — an)

= azas (a3 — az) — a1 (a3 — a2) (a3 + az) + of (« 3 — ap)
= (a3 — az) (aas — oy (a3 + az) + of)

= (a3 — az) (a2 (a3 — 1) — a1 (a3 — o))

= (a3 — a2) (a3 — 1) (a2 — a1).

Définition 4.2.49 (Mineurs, cofacteurs, comatrice). Soient A € M,,(K) et i,j €
[1,n].

— On appelle mineur de A de position ( ¢,7 ) le déterminant de la matrice
extraite de A par suppression de la °™¢ hgne et de la j*™¢ colonne. Nous
le noterons A;;(A) dans ce cours mais la notation n’est pas universelle.

— On appelle cofacteur de A de position (i, j) le scalaire :  (—1)"T7A;;(A).

— On appelle comatrice de A, notée com(A), la matrice des cofacteurs de
A: com(A) = ((_l)z+]Aij(A))1<i,j<n'

Théoréme 4.2.50 (Développement par rapport a une ligne ou une colonne). Soit
A e M, (K).

— Développement par rapport a une ligne : Pour touti € [1,n] :  det(A) =
Do (C1)agAgi(A).

— Développement par rapport ¢ une colonne : Pour tout j € [1,n] :  det(A)
Y (=) aiAgi (A).

En pratique : Le développement par rapport & une ligne/colonne est souvent
utile, mais dans la mesure du possible, il faut choisir de développer par rapport
& une ligne/colonne contenant beaucoup de zéros. En régle générale, je vous
conseille de privilégier la méthode du pivot, qui fournit davantage des résultats
sous forme factorisée (car apres tout, ce que 'on veut savoir d’un déterminant,
c’est souvent s'il est nul ou non).

Le déterminant d’une matrice sert de critere d’inversibilité.

Théoréme 4.2.51. A € M,,(K) est inversible si et seulement sidet(A) # 0. Dans

ce cas, det (A™!) = ..

Démonstration. Montrons seulement I’implication. Si A est inversible, AA~! =
I, donc : det(A)det (A~1) = det (I,) = 1. Le produit étant égal & 1,det(A) # 0

et on a : det (A_l) = detl(A). O

Théoréme 4.2.52 (Formule d’inversion). Soit A € M,,(K). Alors : Acom(A)T =
com(A)T A = det(A)I,,. En particulier, si A est inversible :

Al = com(A)".

det(A)

4.2.13 Calcul de déterminant par la méthode du pivot

Théoréme 4.2.53 (Déterminant d’une matrice et opérations élémentaires). Soient
1,7 € [1,n] aveci # j et X € K.
— Les opérations élémentaires de la forme L; < Ly +AL; et Cj <+
C; 4+ AC;  ne modifient pas les déterminants.
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— Les opérations élémentaires L; <= AL; et Cj< AC;  multiplient
les déterminants par .

— Les opérations élémentaires L; <+ L; et C; <+ C;  multiplient les déter-
manants par —1.

FEzxercice 4.2.54. Calculer le déterminant de la matrice :

) 4 2 1
2 3 1 -2
-5 -7 =3 9
1 -2 -1 4

A=

en effectuant des opérations élémentaires.

Solution. Les opérations Lo <— LQ*%Ll, L3 < L3+Lq, L4 < L47%L1 donnent :

0 £ 5 - ER Y
detd=lo 25 21 g9 |75 2 1001
0 -4 _7 19 -5 5 5
5 5
7 1 -12 1 7 1 -12

:%1 =3 -1 10 |=5] -3 -1 10
14 -7 19 —14 -7 19

Puis les opérations Lo < Lo + %Lh L3+ L3+ 1—74L1 = L3 + 2L donnent :

7 1 -12

1 4 34 | 1 2 -2 17
0 -5 -5
=2-19 = 38.
Ezercice 4.2.55. Soient n > 2 un entier et ay,as, - -+, a, des réels.
1. Calculer le déterminant A (aq, -+, ay,) de la matrice :
1 1 1
a1 (6] Ay
V(alv"'aan): .
a?fl Oé371 a;nl—l

Une telle matrice est dite de Vandermonde.
2. A quelle condition une telle matrice est-elle inversible 7

Solution. Pour n = 2, on a A (a1,a3) = ag — ay et pour n = 3, on a fait le
calcul avec 'exercice 4.2.48.

1. Le calcul de A (aq, -+ ,«ap,) se fait par récurrence sur n > 2. En retran-
chant, pour i =n,n—1,--- ,2 ala ligne 7 la ligne 4 — 1 multipliée par aq,
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on obtient :
1 1 .. 1
0 ay — o an — Qg
A (aq, , Q) =
0 0/21—2 (g —ay) - a2 (a, —ay)
Qo — (1 a3 — (1 ayp — O
as (ag — ay) ag (a3 —a1) - ap(ap —aq)
ag—2 (a2 — 1) a;}—2 (a3 —a1) - " ?(a, —a1)
soit :
1 1
n Qg (079
A(ala 70511): (H (OékOél)> . :
k=2 : :
agf2 an—?2
n
- (H (o — a1)> INCIR.
k=2

et par récurrence :

i
B
Q)
|
R
—
&
R

A(alv"’ aan)

Il
\
—
&
8

1<i<j<n

2. Cette matrice est inversible si, et seulement si, les o; sont deux a deux
distincts.
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Conclusion

Le lecteur curieux et courageux est renvoyé aux ouvrages suivant [AF87,
DM18, Grill, ML07, LMO03, Tau05] qui contiennent des précisions sur les notions
abordées.
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