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Module Analyse 1
Série 1

Exercice 1 : Soient z,y deux réels, montrer que Ve >0 |z —y| <e<=z =y

Exercice 2 : Soient A et B deux ensembles non vides bornés de nombres réels.
Montrer que si A C B alors inf B <inf A <sup A <sup B.

Exercice 3 : Soient A et B deux ensembles non vides bornés de nombres réels.
1- Montrer que A U B est borné et que

sup(A U B) = sup(sup A, sup B) et inf(A U B) = inf(inf A, inf B)
2- Montrer que si AN B # () alors AN B est une partie bornée et que

sup(inf A, inf B) < inf(AN B) < sup(A N B) < inf(sup A4, sup B).

Exercice 4 : 1- Montrer que pour tout réel x et tout entier naturel non nul n on a
0< E(nz)—nE(x)<n-—1
2- Montrer que Vz,y € R, E(z)+ E(y) < E(x+y) < E(x) + E(y) +1
Exercice 5 : Calculer la borne supérieure et la borne inférieure des parties suivantes :
A:{l—l; n € N}
n

B={(-1)'(1 - ) neN}

C={(1- Tll) sin(n%); n € N*}

Exercice 6 : Soit A la partie des rationnels définies par A = {z € Q" /2% < 2}

1- Montrer que v/2 n’est pas un rationnel.

2- Soit M € Q un majorant de A. Montrer que le rationnel M — h est aussi un majorant de
Aavec 0 < h < M=2 h e Q.

3- En déduire que A n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Exercice 7 : Montrer que R\ Q est dense dans R
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Module Analyse 1

Corrigé série d’exercices N°1

Exercice 1. Soient z,y deux réels, montrer que Ve >0 |z —y| <e <=z =y

Correction d’exercice N° 1. Le sens direct. Supposons que Ve > 0 |z —y| < £ et montrons

que z = y. Faisons un raisonnement par I’absurde, alors supposons que Ve > 0 |z —y| < ¢ et

_ |z—y

5 > 0 donc ]a:—y\<|x%y|etcomme |z —y| # 0 doul < icequiest

x # y. Posons ¢
absurde.

Réciproquement, il est clair que si x = y on a alors |z — y| = 0 < € pour tout £ > 0.

Finalement Ve >0 |z —y| <e <=2 =y

Exercice 2. Soient A et B deux ensembles non vides bornés de nombres réels.

Montrer que si A C B alors inf B < inf A < sup A < sup B.

Correction d’exercice N° 2. Soient A et B deux ensembles non vides bornés de R et sup-

posons que A C B. On a A et B sont des parties non vides, majorées et minorées de R alors
A et B admettent des bornes inférieures et supérieures. Par suite inf A, inf B, sup A et sup B
sont des réels.

Montrons d’abord que inf B < inf A. Soit a € A donc a € B car A C B. d’ou inf B < a.

Alors Va € A inf B < a. Donc inf B est un minorant de A et comme inf A est le plus grand

Correction série N°1 MIPC 2020-2021 1 A. Ellabib



cours en ligne
Sites.google.com/site/saborpcmath/
par whatsapp: 0638148874
FACEBOOK: SABOR PC

de tous les minorants de A alors inf B < inf A.

Montrons ensuite que sup A < sup B. Soit a € A donca € B car A C B. d’ott a < sup B.
Alors Va € A a < sup B. Donc sup B est un majorant de A et comme sup A est le plus petit
de tous les majorants de A alors sup A < sup B.

Comme inf A < sup A par définition de la borne supérieure et la borne inférieure. On obtient

alors que inf B < inf A < sup A < sup B.

Exercice 3. Soient A et B deux ensembles non vides bornés de nombres réels.

1- Montrer que A U B est borné et que

sup(A U B) = max(sup A,sup B) et inf(A U B) = min(inf A, inf B)

2- Montrer que si AN B # () alors AN B est une partie bornée et que

max(inf A, inf B) <inf(A N B) < sup(A N B) < min(sup A, sup B).

Correction d’exercice N° 3. Soient A et B deux ensembles non vides bornés de nombres

réels. Alors A et B sont des parties non vides, majorées et minorées de R donc A et B ad-
mettent des bornes inférieures et supérieures. Par suite inf A, inf B, sup A et sup B sont des
réels.

DouVae A infA<a<supAetVbe B inf B<b<supB.

1- Montrons que A U B est borné. Soit x € AU B doncx € Aouzx € B.

D’ouinf A < z < sup Aouinf B <z < sup B. Alors min(inf A, inf B) < 2 < max(sup A, sup B).
Donc Vo € AU B min(inf A, inf B) < z < max(sup A, sup B).

Par suite A U B est une partie bornée de R.

Montrons que sup(A U B) = max(sup 4, sup B).

On a d’aprés ce qui préceéde que Vo € AU B © < max(sup 4, sup B).
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Donc max(sup A, sup B) est un majorant de AU B.

Alors sup(A U B) < max(sup A, sup B) car la borne supérieure est le plus petit de tous les
majorants de I'’ensemble.

D’autre part, soit a € A donc a € AUB alors a < sup(AUB) d’ott sup(AU B) est un majorant
de A et par suite sup A < sup(AUB) et de la méme fagon, on montre que sup B < sup(AUB).
Alors max(sup A, sup B) < sup(A U B). Finalement sup(A U B) = max(sup A, sup B).
Montrons que inf(A U B) = min(inf A, inf B).

On a d’aprés ce qui précéde que Vo € AU B min(inf A, inf B) < z.

Donc min(inf A, inf B) est minorant de AU B d’ott min(inf A, inf B) < inf(AU B) car la borne
inférieure est le plus grand de tous les minorants de 1’ensemble.

D’autre part, soit a € A donc a € AU B alors inf(AU B) < a d’out inf(AU B) est un minorant
de A. D’ou inf(A U B) < inf A et de la méme fagon, on montre que inf(A U B) < inf B. Par
conséquent inf(A U B) = min(inf A, inf B).

2- Supposons que AN B # (. Soit x € AN B donc v € A dou inf A < a < supA. Alors
Vee ANB inf A <a <supA. Donc AN B est une partie bornée.

Soit x € AN B donc z € B d’ot inf B < a < sup B.

Par suite max(inf A, inf B) < 2 < min(sup A, sup B). Alors max(inf A, inf B) est un minorant
de AN B et min(sup A, sup B) est un majorant de AN B. D’ot max(inf A, inf B) < inf(ANB)

et sup(A N B) < min(sup A, sup B). Comme inf(A N B) < sup(A N B), on obtient

max(inf A, inf B) < inf(A N B) < sup(A N B) < min(sup A, sup B).

Exercice 4. 1- Montrer que pour tout réel x et tout entier naturel non nul n on a

0< E(nz) —nE(x)<n-1
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2- Montrer que Vz,y € R, E(z)+ E(y) < E(zx+y) < E(z)+ E(y) +1

Correction d’exercice N° 4. 1- On sait que
VeeR z—-1< E(x) <ux. (1)

Soit z € R, soit n € N* donc d’apreés (1)

nz — 1< E(nz) < na 2)
et
n(z — 1) < nE(x) < nx (3)
Donc
—na < —nE(z) < —nz+n (4)

Par suite, en additionnant membre & membre les inégalités (2) et (4), on obtient

—1< E(nz) —nE(x) <n (5)
D'oit
0< E(nz) —nE(z) <n-—1 (6)
2- Soient z,y € R, on a
E(r) <z < E(x)+1et BE(y) <y < E(y)+1 (7)
D’ou
E(x)+ E(y) <z +y < E(z) + E(y) + 2 (8)

Comme la partie entiére, F(w), d’un réel w est le plus grand entier plus petit que le réel w,
alors

E(x) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) +2 (9)
Donc

E(r)+E(y) < E(r+y) < E(x) + E(y) +1 (10)
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Module Analyse 1
Corrigé de la série d’exercices N°1
2¢Mme partie

Corrigé Exercices N°5, N°6 et N°7

Exercice 1.

Correction d’exercice N° 1. Voir correction 1°7¢ partie

Exercice 2.

Correction d’exercice N° 2. Voir correction 1¢7¢ partie

Exercice 3.

Correction d’exercice N° 3. Voir correction 1°7¢ partie

Exercice 4.

Correction d’exercice N° 4. Voir correction 1°7¢ partie
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Exercice 5. Calculer la borne supérieure et la borne inférieure des parties suivantes :

Correction d’exercice N° 5. 1.

A:{l—l;nEN*}
n

1
-OnaVneN' 1——<1let0e€ A Donc A est une partie non vide majorée de R
n

alors A admet une borne supérieure dans R. Montrons que supA = 1. On a 1 est un
majorant de A.

1 1 1 1
Soit€>0;posonsn:E(—)+1d’011n>—alorss>—d’of11—5<1——<1et
€ € n n

1 — — € A. Finalement , d’aprés la caractérisation de la borne supérieure, sup A = 1.
n

1
-OnaVneN* 0<1——et0e€ A Donc A est une partie non vide minorée de R
n

alors A admet une borne inférieure dans R. Montrons que inf A = 0.

Premiére méthode : On a 0 est un minorant de A et 0 € A alors 0 est le plus petit

élément de A d'ouinf A =0

1
—¢€

alors

1
Deuxiéme méthode : Soit ¢ > 0; posons n = E( ) —1doun < 1

— &

1
l—e<—dounl0<1——<ceetl—— € A Finalement , d’aprés la caractérisation de
n n n

la borne inférieure, inf A = 0.

1
B:{(—l)”(l——);neN*}
n
= 1—1- eN > UL -1+ ! :peN
- o P w+1 P
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=B UDBy

avec

1
Blz{l——;pEN*}
2p

et

1
By=d-1+—peN
2 { Ty ? }

Calculons la borne supérieure et la borne inférieure de B; et Bs.

1 1 1 1
<1—— <1, comme - € By et 3 est un minorant de B alors 3 est

OnaVpeN —
navpe 5 2 5

1
le plus petit élément de B; donc inf B; = —.

2
, 1 . 1 1 1
Soite >0;posonsp=FE|—|+1doup>—alorse> —doul—ec<l——<1
2e 2e 2p 2p
et 1 — % € By. Alors, d’aprés la caractérisation de la borne supérieure, sup B; = 1.
p

Pour B, onaVpe N —1< -1+

< 0, comme 0 € Bs et 0 est un majorant de
2p+1

By donc 0 est le plus grand élément de B, et alors sup By = 0.

1—¢ 1—¢

1
Soite > 0;posonsp = F +1dou < palors 2p+1 > — d’ou —1+ <
2e € € 2p+1

—1+ecet -1+

1 € Bs,. Alors, d’aprés la caractérisation de la borne inférieure,
p

iIlfBQ =—1.

Par suite sup B = max(sup By,sup By) = 1 et inf B = min(inf By, inf By) = —1

3.
L\ . /nmy N
C{(1—5>81H<7>,REN}
—udi- L pentulais L en
- pr1? pr3 b
=C1UCyU (5
avec
Cy = {0}
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1
—{1- . peN
G { 4p+1’pE }

1
Ci=4d-1+—  peN
3 { Ty Pe }

1
OnaVvVpeN 0<1-—
. P - 4dp +

le plus petit élément de Cy et alors inf Cy = 0.

1—¢
alors ¢ >

Soit ¢ > 0; posons p = E(
4e

)+1d’01‘1p>

<letl-—
dp +1 4dp +

supérieure, sup Cy = 1.

e<1—

OnaVvVpeN —1< -1+

dp+3 — 3 3

2 2
donc -3 est le plus grand élément de C5 et alors sup C3 = -3

1-—3¢
€

Soit5>0;posonsp:E( )—l—ld’oﬁ

—14

< -1 t —1
dp + 3 tee +4p+3

inférieure, inf C'y = —1.

] < 1 comme 0 € (5 et 0 est un minorant de C5 donc 0 est

dou 1 —

p+1

T € (5. Alors, d’apreés la caractérisation de la borne
2 2 .
< —= comme —— € (3 et -3 est un majorant de C

€ 1
< p alors 4p + 3 > z d’ou

€ (5. Alors, d’aprés la caractérisation de la borne

Par suite sup C' = max(sup C, sup Cy, sup C3) = 1 et inf C' = min(inf C1, inf Cy, inf C3) =

-1

Exercice 6. Soit A la partie des rationnels définies par A = {z € Q*, 22 <2}

1- Montrer que v/2 n’est pas un rationnel.

2- Soit M € Q un majorant de A. Montrer que le rationnel M — h est aussi un majorant de

M? -2

A 0< h<
avec 2 M

, heqQ.

3- En déduire que A n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Correction d’exercice N° 6. Soit A= {r € QT, 2? <2}

1. Supposons que vV2 € Q, donc Ja € Z, b e N* tel que a Ab=1 et \/5:%
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2

donc 2 = % c-a-d  20% = a?

d’otl a? est pair ce qui implique que a est aussi pair
donc a = 2k avec k € Z, puis a®> = 4k* ainsi on aura 2b® = 4k? donc b? = 2k? c-a-d b? est
pair ce qui implique que b est aussi pair donc b = 2k’ avec k' € Z donc aAb = 2(kAE") > 2

ce qui absurde car a A b = 1.

M? -2
2M
On a alors, 2hM < M? — 2 d’ott 2hM < M?* — 2 + h? donc 2 < (M — h)?

2. Soit M € Q un majorant de A, et h € Q tel que 0 < h <

par suite Vo € A 2?2 <2 < (M — h)% Dot & < M — h ce qui implique que M — h est

un majorant de A.

3. Supposons que A admet une borne supérieure dans Q, et posons M = supg(A).
On remarque que M # 0 car 1 € A, et M # /2 car V23 Q et M € Q.
Montrons que M? > 2. Par absurde, on suppose que M? < 2, donc d’aprés la densité de
Q dans R il existe r € Q tel que M < r < /2 donc 7% < 2
alors 7 € A et M < r ce qui est impossible car M est la borne supérieure de A, d’ou

M? > 2.

M? -2 M? -2
Wi > 0, alors il existe h € Q tel que 0 < h < Wi

Puis on aura
d’aprés la question 2, on tire que M — h est un majorant de A et M —h < M ce qui est
absurde, car M = supQ(A) est le plus petit de tous les majorants de A.

Conclusion, A n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Exercice 7. Montrer que R \ Q est dense dans R

Correction d’exercice N° 7. Soient x,y € R, d’aprés la densit’e de Q dans R, il existe
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r € Q tel que

sc—\/igrgy—\/i, car x—\/i,y—\/ﬁE]R

dou z<r++v2< Yy, comme r + V2 € R alors on en déduit que entre deux réels il existe

au moins un irrationnel. D’ot R \ Q est dense dans R.
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