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Module Analyse 1
Série 2

Exercice 1 :

. : - o n—1 T
1. Soit (u,) une suite numérique de terme général u, = T3’ montrer a laide de la
n
L 7
définition que (u,,) tend vers 3"
: : o ‘o 8n —3 NETIY
2. Soit (u,) une suite numérique de terme général wu, = A’ montrer a 'aide de la
n

8
définition que (u,) tend vers 3

Exercice 2 : Etudier la convergence des suites de terme général wu,, défini par :

1. unc?sg)(j—i-;)W) 2. un:n—m 3. un:m

15 i 5. up, =/n— E(/n) 6. u, = (5 sin (7;[2) + ;cos(n))n.

Exercice 3 : Soit (u,) une suite réelle. Montrer que si les suites extraites (uay,), (u2n41) €t
(us,) convergent alors la suite (u,) converge.

4. u, =

n
1
Exercice 4 : 1. Pour tout entier n > 1, posons u, = Z T Montrer que pour tout

n>1onau, > +/n. En déduire la limite de la suite (u,).

n

2. Encadrer la suite (u,) définie par ¥n € N* Up =
k=1

n
n?+k

. En déduire que la suite

(uy) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 5 : Montrer que les suites (u,) et (v,) définies par
n 1 n

1
1. u, = —etv,=u,+— 2. u, =

— et v, =u, + sont adjacentes.

k! n!

LI |
Exercice 6 : Soit (u,) la suite définie par u, = » 7

1. Montrer que Vp > g € N |up — ugl > p\;_q 2. (uy) est-elle de Cauchy ?
p

Exercice 7 : Soit (v,,) une suite réelle décroissante, de limite 0. Soit (u,) la suite définie
n

par Vn € N u, = > (—1)*vz. Montrer que (u,) est une suite convergente.

k=1
Exercice 8 : Soit (1), 1y une suite d’intervalles fermés, bornés, emboités avec I, = [ay, b,]
et a,, b, sont deux suites réelles avec a,, < b,. Montrer que N,eNIn ().
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Corrigé de la série d’exercices N°2
1¢7¢ partie

Corrigé Exercices N°1, N°2, N°3 et N°4

n—1
Exercice 1. 1. Soit (u,,) une suite numérique de terme général u,, = m T3 montrer a l’aide
n
7
de la définition que (u,) tend vers ok
. . L. L 8n — 3 e o
2. Soit (u,) une suite numérique de terme général u,, = A’ montrer & ’aide de la défini-
n

8
tion que (u,) tend vers 3

23 -6
Correction d’exercice N° 1. 1. Soit € > 0, posons N = F ( 6) + 1.

4e
23 -6
Soitn >N donc mn > c
4e
23 Tm—-—1 7
1 4n > — — 6, d’on < it — = <e.
alors n g , d’ou 6 € par suite T3 2‘ 15

DoncVe>0 dNeN Vn>N

7 7
Un = 5| < alors (u,) converge vers 7

41 — 12
2. Soit € > 0, posons N = F (—8> + 1.

e
41 — 12 41
Soit n > N, donc n > 9—8, alors  9n > — — 12,
I3 €
alors 41 < g, par suite Sn—3 8 <eg
1 — = )
o412 P 3n+4 3

8

DoncVe >0 INeN Vn>N < ¢, alors (u,) converge vers 3

Up — =
3
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Exercice 2. Etudier la convergence des suites de terme général u,, défini par :

2
1. u,, = cos TL+1 0 2. Uy, =n—VnZ—n S.UnZLSmW)
n (—=2)"(n3 + 6)

4. up = 1<_1)n 5. up =/n—E(vn) 6. u,= (5 sin (%) + 1cos,(n))n.

3

1
Correction d’exercice N° 2. 1. u, = cos ((n + —) 7r>.
n

Alors usg,, = cos <2n7r + 1) = coS (1) d’out lim ws, = 1.
2n 2n

n—-+oo

T 7
D’autre part ug, 1 = 2n+1 -
autre part ug,11 = COs (( n+1)m+ 2n+1) cos (F—i— 2n+1)

d’ott lim wg,y; = —1. Alors on obtient que lim w9, 11 # lim usg,.
n—-+0o n—-+o0o n——+0o

Par conséquent (u,) n’est pas une suite convergente.
2

V i ~ Vo R n’> —n®+n
2. Up =N — n2—n, on a lim Uy = im n—+vn2—n= lim
n—+00 n—+o0o n—+oo 1, 4 /ng _n

Alors lim wu, = lim
n—+00 n—+oo 1 + /
. 1
Finalement (u,) converge vers 5
2 2 2
n“cos(nm n n
3. Soit u, = () ,ona |u,| < —————=,or lim ———— =0.

(—2)"(n3+6)’

Dou lim u, =0
n—-4oo

~27(n34+6)"  notoo 27(n3 4 6)

Par suite (u,) converge vers 0.

1)
4. Soit u,, = 1(+ \)/ﬁ On a
1

li = i
n—1>I—&1—’loo Uzn = n—1>I—&I—100 1 —+ 4 /2n

et lim w9, 1 = lim

n——+o0o n——+o0 1 +2n +1

donc lim wg, = lim w9, = 0.
n—-+00 n—-+00

Alors (u,,) converge vers 0.

5. Considérons u, = \/n — E(y/n).

On a (u,2) est une sous-suite de (uy,,) et u,2 = 0 alors lim wu,2 = 0.
n—-+o0o
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D’autre part, on an®? <n?+2n <n?+2n+1=(n+1)%
Donc n < vn?+2n < (n+1), dott E(vVn?+2n)=n

(Un219,) est une suite extraite de (uy,,), et on a alors

lim wu,2,9, = lim (\/ n?+2n — E(Vn? + 271))

n—-+4oo n—-4oo
= lim (\/n2 + 2n — n)
n—-+0oo
) n? + 2n — n?
= lim ———
n—+oo \/n2 4+ 2n 4+ n
. 2n
= lim

=1.

Dot lim w,2 # lim w,2,9,.
n—-+o0o n—-+o0o

Alors (u,,) n’est pas une suite convergente.
: (1 1 " .. (1
6. Soit u, = (Hsin| — | +-cos(n)] .Ona lim sin|{— ) =0
n? 5 n—r-+00 n?
1 1
doudNeN Vn>N |sin|— || <=
n? 25

2 n
dotdNeN Vn>N |u,| < <g> , car |cos(n)| < 1.

2\" 2
Comme (g) converge vers 0 car 0 < 5 <1

d’ou (u,) converge vers 0.

Exercice 3. Soit (u,) une suite réelle. Montrer que si les suites extraites (ug,), (to,41) €t

(usy,) convergent alors la suite (u,) converge.

Correction d’exercice N° 3. Supposons que (us,) converge vers ly, (ug,+1) converge vers

lo et (usy,) converge vers [3. Montrons que [; = ls.
On a (ugy,) est une suite extraite de (ug,), car 6n = 3(2n) donc (ug,) converge vers ;.

D’autre part (ug,) est une suite extraite de (ug,), car 6n = 2(3n) donc(ug,) converge vers l3.
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Alors

lim wug, =10; et lim wug, =13
n——+0o n——+00

par suite I; = I3.

Maintenant (ug,3) est une suite extraite de (ug,41), car 6n + 3 = 3(2n + 1) donc (ug,+3)
converge vers [s.
De plus (ug,+3) est une suite extraite de (ug,), car 6n = 3(2n + 1) donc (ug,,3) converge vers
5.

Alors

lim Uen+3 = lg et lim Uen+3 = l3
n—-+oo n——+o0o

par suite Iy = I3, il s’en suit que [} = 5.

Finalement (u,,) est une suite convergente.

n
Exercice 4. Pour tout entier n > 1, posons u,, = Z Montrer que pour tout n > 1 on a
k=1

1
= vk

Up > /n. En déduire la limite de la suite (u,,).

2. Encadrer la suite (u,) définie par Vn € N*  w, = Z 271 Pz En déduire que la suite
n

(u,) est convergente et calculer sa limite.

~ 1
Correction d’exercice N° 4. 1. Soit n > 1, posons u, = —.
2 Vi
Soit k € {1,...,n} donc

1<Vk<vn

alors

IN

4~
-
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d’ou
"1 "1
- S -
k=1 Vi k=1 vk
alors
n "1
- S -
vn T =k
donc

—
QIES| =

k=

comme lim /n = +o0 alors lim w, = +00
n—+o0o n—+o0o

. SoitnEN*,un:Z
k=1
alors Vke{l,...,n} 1<k<n

n
n?4+k

donc Vke{l,....n} n*+1<n’+k<n’+n
1 < 1 < 1
. n2+n_7}12+k_n2+1

done Zn;ingzn;j—k SZ:7127:—1

k=1 k=1 k=1
2

dou Vke{l,...,n}

<u, <
n24+n - "7

alors
n?+1
n

. n
Posons maintenant v, = ——— et w, = ———,
n®+1

n24+n

onaalors v, <u, <w,et lim v, = lim w, =1, donc (v,) et (w,) sont convergentes.
n—+o0o n—+4o00

Par suite (u,) est une suite convergente, de plus on a

lim u, = lim v, = lim w, =1.
n—-+o0o n—-+0o n——+o00
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