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Module Analyse 1
Série 3

Exercice 1 : Déterminer les limites des expressions suivantes

1. x — Va2 — x pour x — +0o0;

o

E(z) — \/x pour x — +00.

1 1
3. xF () pour x — 400; 4. xF Q) pour x — 0;
x x
5. 1+3zFE(x) — (2E(z))? pour z — 2; 6. m pour z — T;
tan(z) — sin(x) et — e’
7. pour z — 0; 8. ——— pour z — +00;
3 (z — 2
Sin (5) r—
(2 .
9. sin(2z) pour z — 0; 10. cos(z) + sin(z) pour r — —7;

sin(3x) dr + 7

Exercice 2 : Soit f(z) = 2®sin(z) avec « un réel

a. Trouver deux suites réelles (z,) et (y,) qui tendent vers +oo telles que f(x,) = z% et
flyn) = —yS Vn € N. En déduire que pour o > 0, f(z) ne peut avoir de limite quand x
tend vers +o0.

b. Calculer, dans le cas ot @ < 0, la limite de f(x) quand z tend vers +occ.

Exercice 3 : Etudier la continuité des fonctions définies par

r? +x 22—z
our x # 0 —_—_— our x # 1
L. f(a:): 2|ZE| P 7 ;2 f(m): Vi —2x+1 P 7 ;
0 pour z = 0 1 pour x = 1

3. flz) =z — E(x)— (x — E(x))* 4. f(z) = E(z) +/r — E(z).

Exercice 4 : Soit f la fonction définie par f(z) = (E(x))’+(2E(z) + 1) (z — E(z)). Montrer
que f est paire et continue sur R.
Exercice 5 : Soit n € N*, on considere f définie par

1
zE(-) pour = < 0
T
_ —F
fx) = w pour x > 0
NG
0 pour z =0
1. f est elle continue en 0 7 2. f est elle continue en n ?
, 1 1
3. Montrer que f est continue sur |n —1,n[. 4. Etudier la continuité de f sur } “w T {
n.on

5. Montrer que f est continue sur | — oo, —1].

Exercice 6 :
]z pour z € Q
f<x>—{1—$ pour z € R\ Q
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1 1
1. f est elle continue en 3 ? 2. Montrer que, pour tout x # 2 f n’est pas continue en .

Exercice 7 : Etudier le prolongement par continuité au point 0 des fonctions suivantes.

1. f(z)=2zF <;>, 2. f(z) =sinzsin (i),
3. f(x)zcosxcos(l); 4. f(a:):E(1>+ 1—E(1>.

x x x x
Exercice 8 : 1. Soit f : [0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe un ¢ € [0, 1] tel que
fle)+ f(1—¢) =2c

2. Soit f : [0,1] — R continue. Montrer qu’il existe un ¢ €]0, 1] tel que f(c) = i + 0_11
3. Soient f et g deux applications définies et continues sur l'intervalle [a, b] telles que g(a) =
f(b) et g(b) = f(a). Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = f(c).

4. Soient f,g : [a,b] — R continues telles que sup f(x) = sup g(x). Montrer qu’il existe
z€[a,b] xz€la,b]

un ¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).
Exercice 9 : Soit k un réel de U'intervalle ]0, 1[ et f une application de R dans R qui vérifie

VeeR VyeR [f(z) - fy)| <klz—yl.

—_

. Montrer que f est continue sur R.
. Soit (uy,) la suite définie par récurrence par

[\]

u ERet Vvn € N upyg = fuy).

a. Montrer que Vn € N |up 1 — up| < E"|uy — ug.
b. En déduire que la suite (u,) est de Cauchy et converge vers un réel que 1'on va noter /.
. Montrer que f(I) =1 et que [ est I'unique point fixe de f.

o
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Exercice 5. Soit n € N*, on considére f définie par

(

1
zFE (—) pour z < 0
x

fx=<x_—E(m)
(z) 7

0 pour x =0

pour x > 0

1. f est elle continue en 07
2. f est elle continue en n ?

3. Montrer que f est continue sur |n — 1, n/.

. 1 1
4. Etudier la continuité de f sur ] - = [
n n+1l

5. Montrer que f est continue sur | — oo, —1].

Correction d’exercice N° 5.

1. Soit z < 0 donc

d’ou

1
1§xE(—)<1—xcarx<0
x

alors

lim 2. (i) — 14 f(0)

z—0

par suite f n’est pas continue en 0.

2. Soit n € N* on a

lim E(z)=n—1et f(n)=0

r—n—

donc

- _ _ 1
Jm f(z) = — 7= N

Correction série N°3 MIPC 2020-2021 2

A. Ellabib



d’out

lim f(z) # f(n)

T—n—

par suite f n’est pas continue en n.

r—n+1
Voo

Alors f est continue en x comme rapport de deux fonctions continues en x car \/x # 0.

3. Soit n € N* et x €ln — 1,n[ donc E(x) =n — 1 et alors f(z) =

Par suite f est continue sur |n — 1, n|.

1
4. Soit x e]——,—

[donc
n n+1

1
—-n—1<—-—<-n
X

()

f(z) = =(n+ 1z

Alors

D’ou

. : 1 1 . 1
Par suite f est continue sur | ——, — car r — —(n—I—l):U est continue sur | ——, —
n o n+ n n+1
1
5. Soit x €] — oo, —1] donc —1 < — < 0. Alors
T
1
T
D’ou f(x) = —x. Par suite f est continue sur | — oo, —1] car  +— —x est continue sur

] — o0, —1].

Exercice 6. On considére f définie par

x pour z € Q
fx) =
l1—x pourzeR\Q

1
1. f est elle continue en 5 ?
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1
2. Montrer que, pour tout x # 3 f n’est pas continue en .

Correction d’exercice N° 6.

1. Soit x € R;

. 1 1
Sizx e Q; donc f(a:)—§‘: 1:—5‘
Si € R\ Q; done [f(a) — 2| = [1—w | =|o—
ix  done | f(z) — 5| = =gl = -5

1 1 1
Dot R —Sl=ll—z—|=|z—5|
ouVuz e ’f(a:) 2‘ x 2‘ T =3
Alors

1 . 1
iy e - 3| = i =5 =

1 1
Donc lilr} flz)=f (§> . Par suite f est continue en 7

T3

1
Premier Cas : z € R\ Q

Comme @ est dense dans R ; il existe alors une suite (x,,) d’éléments de Q telle que (x,,)
converge vers . OrVn € N f(x,) =z, carzx, € Q.
Donc

li = li =
S S on) = it on =

1
etf(m)zl—x#xcarx;éi.
D’ou

lim f(zn) # f(x)

n—-+o0o

Alors f n’est pas continue en .

Deuxiéme Cas : z € Q\ {%}

2
Considérons la suite (z,) donnée par z, = z + —. Donc z, € R\ Q et(x,) converge
n

vers z. Alors Vn € N f(z,) =1 — x,.
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Donc

LS m) = B 1 =1

1
etf@)zx#l—xcarx#i
D’ou

lim f(zn) # f(x)

n——+00

Alors f n’est pas continue en .

Par conséquent Vo € R\ {%} f n’est pas continue en x.

Exercice 7. Etudier le prolongement par continuité au point 0 des fonctions suivantes.

I f(z) = 2E (i) . 2. f(z) =sinsin (1) ;

Zz

SN Jp— G) L f(z):Ee)ﬂ/i—E(%).

Correction d’exercice N° 7.

1. f(x)sz(l).OnanER* l—1<E<l) gl
x

T T T

1
Donc Vo > 0 1—x<xE<—>§1
T

1
alors lim zF (—) =lcar llm1—-—2=1

z—0t xT z—0t

1
Aussi Vo < 0 1§xE<—) <l—2x
x

1
alors lim zF (—) =lcar lm1—2=1

z—0~ xr r—0~
1
Donc lim o F (—) =1.
x—0 x

Par suite f posséde un prolongement par continuité, noté f ,en 0 :

[ ) e

1 siz=0
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2. f(z) = sin(z) sin <1>

X

On aVe e R* |f(z)| =

sin(z) sin (i) ’ < |sin(z)| car

alors ylﬂ% |f(z)] =0 car ilir(l) |sin(x)| =0

sin<l>'§1 Vr € R*
z

Donc hH(l) f(z) = 0. Par suite f posséde un prolongement par continuité, noté f ,en 0 :
Tr—r

~ sin(z) sin <l> six #0

fx) = v
0 stz =10
1
3. f(x) = cos(z) cos (—)
x
Considérons les deux suites (x,,) et (y,,) définies par
1 ; 1
"L'n = — n =
onm Y nm + 5

n—+00 n 2nm

1
Alors lim z, = lirf Yn =0 et f(x,) = cos (—) ; fyn) = 0.
—+00
Alors lim f(z,)=1et lim f(y,)=0.
n—-+o00 n—-+o0o

Dou lim f(z,)# lm f(y,).
n—+oo n—+00

On a construit deux suites (x,,) et (y,) telles que

W = B e =0 Hin flan) # B Flon)

D’ou f ne posséde pas de limite en 0.

Par conséquent f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

4. f(x):E(é) + é—EG)
1

On a Vx € R* ——1<E<l)§1
T T T
D’ou Vz € R* OSE—E(E) <1
T z
1
DouVr e R* ——1< f(z)<—+1
z

1
Comme lim — — 1= +oo alors lim f(z) = +o0.

z—0t X x—07t
1 .
Comme lim — + 1= —o0 alors lim f(z) = —oc.
=0~ X z—0~
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Alors lim f(x) # lim f(z)
x—0~ x—0t
Donc f n’admet pas de limite en 0. Par conséquent f ne posséde pas un prolongement

par continuité en 0.

Exercice 8. 1. Soit f : [0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe un ¢ € [0, 1] tel que

Q)+ f(1—¢) =2

1 1
2. Soit f : [0,1] — R continue. Montrer qu'’il existe un ¢ €0, 1] tel que f(c) = — + =
c c—

3. Soient f et g deux applications définies et continues sur 'intervalle [a, b] telles que g(a) =
f(b) et g(b) = f(a). Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = f(c).
4. Soient f, g : [a,b] — R continues telles que sup f(z) = sup g(x). Montrer qu'il existe un

z€[a,b] z€[a,b]

¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).

Correction d’exercice N° 8.

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] une application continue.
Considérons la fonction ¢ sur [0, 1] définie par g(x) = f(x) + f(1 —z) — 2x.
Soit x € [0,1]; donc 1 — 2 € [0,1];
d’ou g(0) = f(0) + f(1) = 0 et g(1) = f(1) + f(0) =2 < 0 car f(0) < Tet f(1) <1,
Aussi g est continue sur [0,1] car f; x — 1 — x et x — 2z sont continues sur [0, 1].
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0.
D’on il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c¢) + f(1 —¢) = 2c.

2. Soit f:]0,1] — [0, 1] une application continue.
Considérons la fonction g sur [0, 1] définie par g(x) = x(z —1)f(z) =22+ 1 V2 € [0,1].
L’application ¢ est continue sur [0,1] car f; 2 — 1 —2; x +— z et z — —2zx + 1 sont

continues sur [0, 1].

Correction série N°3 MIPC 2020-2021 7 A. Ellabib



Onag(0)=1>0et g(1) = —1 < 0. Alors d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0.

Comme ¢(0) # 0 et g(1) # 0, alors il existe ¢ €]0, 1] tel que g(c) = 0.

D’ou il existe ¢ €]0, 1] tel que ¢(c — 1) f(¢) —2c+1=0.

Comme ¢ # 0 et ¢ # 1; Alors f(c) :1—1— L

c c—1

3. Soient f et g deux applications définies et continues sur U'intervalle fermé borné [a, d]

telles que g(a) = f(b) et g(b) = f(a). Considérons la fonction h définie sur [a,b] par

Donc h est continue sur l'intervalle fermé borné [a, b] comme différence de deux fonctions

continues sur [a, b] et

D’on, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que h(c) = 0.

Donc il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

4. Soient f,g : [a,b] — R continues telles que sup f(z) = sup g(x). On f et g sont
z€[a,b] z€[a,b]

continues sur l'intervalle fermé borné [a, b], donc les bornes de f et g sont atteintes sur

la,b]. Alors il existe ¢y, 2 € [a,b] tels que f(c;) = sup f(z) et g(c2) = sup g(z). Donc
x€[a,b] z€[a,b]

fler) = g(ea).

1" Cas:cl =2 :

Alors c =cl = c2 € [a,b] et f(c) = g(c).

2¢me Cas : ¢; # ¢

Supposons que ¢; < ¢z et considérons la fonction h définie sur [ci, o] par h(z) =

f(x) = g(x).

Correction série N°3 MIPC 2020-2021 8 A. Ellabib
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Donc h est continue sur l'intervalle fermé borné [c;, ¢p] comme différence de deux fonc-

tions continues sur [c1, co] et

her) = fle) = gle)

= g(ca) —g(c1) car f(c1) = g(ca)

v
o

car g(cg) = sup g()
z€la,b]

Aussi

h(c2) = flea) — g(c2)
= fle2) = flcr) car f(c1) = g(ca)

IN
o

car f(c1) = sup f(z)

z€[a,b]
D’or, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [cy, ¢o] tel que h(c) = 0.
Donc il existe ¢ € [c1, ¢2] tel que f(c) = g(c).

Comme [cq, ¢3] C [a, b], finalement il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 9. Soit k un réel de l'intervalle |0, 1[ et f une application de R dans R qui vérifie

VieR VyeR [f(z)— f(y)| < klz—yl.

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Soit (u,) la suite définie par récurrence par

u € Ret Vn e N wpiy = f(uy).

a. Montrer que Vn € N |uyq1 — up| < E™ug — uol.
b. En déduire que la suite (u,) est de Cauchy et converge vers un réel que 1'on va noter .

c. Montrer que f(I) =1 et que [ est 'unique point fixe de f.

Correction série N°3 MIPC 2020-2021 9 A. Ellabib



Correction d’exercice N° 9.

Soit k un réel de l'intervalle ]0, 1[ et f une application de R dans R vérifiant
Ve eR WyeR |f(z)— fy)l <kl —yl.

1. Montrer que f est continue sur R.

£ €
Soit x € R; soit € > 0; soit a € R. Posons n = z et suposons que |z —a| < T

Or |f(z) — f(a)| < k|x —a|. Alors |f(z) — f(a)] < k‘% Donc
Ve>0 In>0 |z —a| <n=|f(z)— fla)] <e.

Par suite f est continue en a.

Finalement f est continue sur R.

2. Soit (uy,) la suite définie par récurrence par
u € Ret Vn e N uypy = f(uy).

(a) Montrons que Vn € N |uyq1 — up| < E"|uy — wg).
Nous allons utiliser un raisonnemenr par récurrence.

Base de récurrence :

Pour n = 0, il est clair que |u; — uo| < k°fuy — ug.

Hypothése de récurrence :

Supposons que la propriété est vraie jusqu’a ’ordre n et montrons que elle est vraie
pour n + 1. Supposons que VI < n  |uj1 — w| < k'|u; — ug| et montrons que
[Un o — Uny1| < kn+1|u1 — .

On a alors
[unto — Unt1| = |f(uns1) — fun)]
S klun—‘rl - un’

< kk"|u; — ug| d’aprés I'hypothése de récurrence

Correction série N°3 MIPC 2020-2021 10 A. Ellabib



D’oU |tpya — Unpr| < K" ug — gl
Finalement Vn € N |u,1 — up| < k™ug — .
(b) En déduire que la suite (u,) est une suite de Cauchy.

Soit € > 0; soient p,q € N avec p > q. Alors

|“p_uq| = |“p_up71+“pfl_Up72+"'+uq+l_uq|
< Jup = upa| + upr = upa| A gy — ug
S kpfl\ul—uo\+/€p72]u1—u0]+...+k’q\u1—uo\
< (KPR R ug — ol
< KIERPT 4 kP2 k4 D|ug — g
1— kPa
k4
< |uy —up| car 1 — kP79 < 1

1—k

Or lim k% =0 car k €]0,1[. D’on

gto+-oo

1—k
ANeN Vg>N |k < —=
[ur — ol

Alors Vp> N Vg> N |u, —uy| <e.

Finalement Ve >0 IN e N Vp> N V¢ > N |u, —u,| <e.
Donc (u,,) est une suite de Cauchy.

Montrons que n1—1>I—iI-100 u, =1 avec [ € R

On a (u,) est une suite de Cauchy dans R. Alors (u,) est une suite convergente

dans R. Par conséquent il existe [ € R tel que lim wu, = 1.

n——+0o

(c) Montrons que f(l) = .
Onal= nl_l)I_POO Uy = n1—1>I—iI-100 Upt1 = ngrfoof(un) = f(l) car f est continue sur R.

Montrons que [ est 'unique point fixe de f.

Supposons qu’il existe deux réels Iy, Iy tels que f(l1) =11 et f(ly) = Iy avec Iy # Is.
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On a alors |f(l1) — f(la)| = |l1 — o] et dautre part | f(l1) — f(l2)] < k|ly — lo].

Donc |l; — ls|| < klly — I3|. Alors 1 < k ce qui est absurde k < 1
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