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Introduction

Ce recueil rassemble tous les exercices proposés dans le cours de premiere
année d’algebre 1 pour la filiere MIP.

Deux écueils sont a éviter. D’une part, il n’est pas nécessairement souhaitable
de faire énormément d’exercices au détriment de I’étude approfondie du cours.
Souvenez-vous que le cours n’est pas un prétexte pour faire des exercices et
passer des examens : au contraire, ce sont les exercices qui sont faits pour tester
et améliorer votre compréhension du cours. D’autre part, il est probablement
nuisible de se contenter de lire les corrections d’exercices que 1’on n’a pas cherché
soi-méme : 'impression, en lisant et en comprenant le corrigé, qu’on « aurait su
faire I’exercice » est en général mauvaise conseillere.

Malgré la vigilance de 'auteur, ce manuscrit comporte sans aucun doute (en-
core) de multiples erreurs de tout ordre. De nombreux exercices mériteraient un
traitement plus élégant autant d’un point de vue mathématique que stylistique.
J'invite d’ailleurs tout lecteur a participer a son amélioration. Vous pouvez me
signaler toute erreur en envoyant un mail a I’adresse : sj.salhi@gmail.com

Je serais également heureux de recevoir de nouvelles solutions aux exercices
proposés ou toutes autres suggestions. Bon courage !



CHAPITRE 1

Rudiments de logique-Ensembles-Applications

Exercice 1 (Raisonnement par contraposée)

1. Soit @ € R. Montrer que :
(Ve >0, la]<e)=a=0.
2. Soit a,b € R. Montrer que :
(Ve>0, a<b+e)= (a<b).
3. Soit n € N*. Montrer que

(n2 — 1 n’est pas divisible par 8) = (n est pair).
Solution :

1. Raisonnons par contraposée et montrons que :
a#0= (3e>0, laf>e).

a
Supposons que a # 0. Posons € = |7| Alors € > 0 et on a bien |a] > €.

2. Raisonnons par contraposition. Supposons a > b et montrons qu’il existe
e > 0 vérifiant a > b+ . Ce que nous devons montrer maintenant, c’est

. . L. .. a—>b
qu’il existe un € > 0 vérifiant ¢ < a — b. Choisissons ¢ = —5 On a alors

2b —-b b b
b+e = ta :a—l— ,etcommea>b,0nabiena2%.Avec

ce choix de €, on a donc bien a > b+ ¢.

3. Raisonnons par contraposition. Supposons n est impair. Alors, 3k € N :
n = 2k+1. Donc, n? — 1 = 4k(k+1). Or k(k +1) est pair et donc Ik’ € N
tel que k(k + 1) = 2k’. Ainsi : n? — 1 = 8kk’ et donc 8 divise n? — 1. D’olt
le résultat.



CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

Exercice 2 (Raisonnement par 1’absurde)
Soit n € N*. On se donne n + 1 réels xg, z1,- - ,z, de [0,1] vérifiant :

0<zo<o < <x, <1

Montrer que :

ke l,n], o —wzp1 <

3=

Solution :
Raisonnons par ’absurde et supposons que :

1
Vk e [1,n], xr—ap—1> -
On écrit :
Tp =20 = (Tpn —Tp_1) + (Tno1 — Tn_2) + -+ (x2 — x1) + (21 — 20)
n
= Z((tk — xk,l).
k=1
Ainsi :
Sy 1
xn—x0>zﬁznxﬁzl.
k=1
Contradiction !

Exercice 3 (Raisonnement par 1’absurde)

1. Soit n € N* et soient py,--- ,p, des nombres premiers. Soit N =1+ p; -
P2 -+ Pn. Montrer que, pour tout k € [1,n], px ne divise pas N.

2. Montrer que ’ensemble des nombres premiers est infini.

Solution :

1. Raisonnons par 'absurde et supposons qu'il existe k € [1,n] tel que pg
divise N. Alors, on aurait :
— px divise p1 - p2 - pn.
— pi divise 1 +p1 - pa -+ pp.
Ainsi py divise 1 +p1 -pa -+ pp —p1 P2+ Pn = 1 (On a utilisé le fait que
sid|aetd]|balorsd]| (a—0)). Donc pp =1 ou — 1. Absurde car on
avait supposé py premier (donc supérieure ou égale & 2). On cnclut que :
VEk € [1,n], px ne divise pas N.

2. On raisonne une autre fois par ’absurde. Supposons que ’ensemble des

nombres premiers soit fini. On pourrait alors tous les énumérer : p1,p2, -+ , Dn.

Considérons N = 1+ py - p2---pp. Comme N > 2, on sait que N pos-
sede un diviseur premier p qui ne peut étre 'un des pi. L’hypothese que
I’ensemble des nombres premiers soit fini est donc contradictoire, ce qui
prouve que cet ensemble est infini.
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

Exercice 4 (Raisonnement par analyse-synthése)

Soit f une application de R dans R. Montrer qu’il existe un unique couple (f1, f2)
tel que lon ait f = fi; + fo avec f1 (resp. fo) fonction impaire (resp. paire) de
R dans R.

Solution :
Soit f une application de R dans R.
— Analyse : Supposons qu’il existe f; : R — R, impaire, et fo : R — R,
paire, telles que f = f; + fo c’est-a-dire

V€ R, f(z) = fi(z) + fa(2).
On en déduit immédiatement :
Vz e R, f(—z) = —fi(z) + fa(2),
ce qui donne :

f(x) = f(=2)
2

[(@) + f(=2)

Vo e R, fi(z) = 5

et fi(z) =

Par suite il existe au plus un couple (fi, f2) répondant au probleme.
— Synthese : Pour tout z € R, posons :

f@)+ (=)

et fi(x) = 5

Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout « € R :
f(@) = fi(z) + fa2(2), fr(—2) = =f1(2) et fo(—2) = fa(2),
ce qui prouve que le couple (f1, f2) répond au probleme.

Exercice 5 (Raisonnement par analyse-synthése)
Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables et telles que, pour tout
(z,y) € R?,

f@+y) = f(z)+ fy).

Solution :

— Analyse : Soit f une telle fonction. Alors, en prenant x = y = 0, on trouve
f(0) = 0. Ensuite, en dérivant la relation par rapport & z, on obtient :

fz+y) = f(z), Vz,yeR.
En pranant = 0, on trouve
f'(y) = 1'(0), VyeR,
Comme f’ est constante, on en déduit alors qu’il existe a,b € R tel que
Ve e R, f(x) =ax +b.

Or f(0) = 0 et donc f est linéaire de la forme z — ax ol a € R.

J. SALHI page 6 FST Errachidia



CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

— Syntheése : Pour tout € R, posons : f(z) = ax, ou a € R. Alors, il est
alors immédiat de vérifier que f est dérivable et, pour tout z,y € R :

flx+y) =a(z+y) =ar +ay = f(z) + f(y),

ce qui prouve que f vérifie bien ’équation fonctionnelle.
— Conclusion : On en déduit que ’ensemble des fonctions solution de I’équa-
tion est constitué par les fonctions linéaires.

Exercice 6 (Raisonnement par analyse-synthése)
Soit E un ensemble et soit A, B € P(E). Résoudre les équations

1. AnX = B.
2. AuUX =B.

Solution :

1. Si B ¢ A, I'’équation n’a pas de solution. En effet, I'existence de X € P(A)
tel que AN X = B implique que B C A.
Supposons B C A et raisonnons par Analyse-Synthese.
— Analyse : Soit X une solution de I’équation. On peut écrire

X=(ANnX)U(ANX)=BUCavecC=ANX C A.
— Synthese : Soit X = BUC avec C C A alors :
ANX =(ANB)U(ANC)=B.
— Conclusion :
S={X=BUC|CCcA}={XeP(E)|BcCXcCBUA}.
2. Laissé au lecteur.

Exercice 7 (Raisonnement par analyse-synthése)
Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que :

L Ve,yeR, |f(z) = f(y)| =z =yl
2. Vo,y €R, [f(2) + f(y) = |z +yl.

Exercice 8 (Raisonnement par récurrence)
Soit 6 € R. Etablir que :

Vn e N, |[sin(nf)| < n|sin(d)|.
Solution :
On sait la formule
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).
On en déduit

|sin(a + b)| < |sin(a)|]|cos(b)|+]sin(b)| | cos(a)| < |sin(a)| + | sin(b)|.

<1 <1

On montre alors I'inégalité en raisonnant par récurrence sur n € N.
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

— Initialisation : Pour n = 0, la propriété est immédiate car sin(0 - §) = 0.
— Hérédité : Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n. Au rang
suivant, on a :

sin((n + 1)0) = sin(nfd + 6)

donc
[sin((n+1)0)| < |sin(nd)|+|sin(0)| < n|sin(0)|+]|sin(f)| = (n+1)] sin(9)|
La récurrence est établie.

Exercice 9 (Raisonnement par récurrence)
Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur n € N, que tout
ensemble fini & n éléments vérifie card P(E) = 2™.

Solution :
Raisonnons par récurrence sur n = card E.

— Initialisation : Pour n = 0, E = () et P(E) = {0}. Donc card P(E) =1 =
20,
Hérédité : Soit n € N. Supposons le résultat acquis pour n et considérons
un ensemble E de cardinal n + 1. Soit # € F fixé. On peut distinguer
deux catégories de parties de E :
— celles qui contiennent = : C, = {A C E;z € A}
— celles qui ne contiennent pas z : P(E)\ Cy = P(E \ {z}).
Comme card E \ {z} = n, alors d’aprés 'hypotheése de récurrence :
card P(E'\ {z}) = 2™. Par ailleurs, 'application

a:Cp, — PEN\{z})
A—s A\ {x}.

est bijective de réciproque

B:PE\{r}) — o
B+— BU{z}.

(On vérifie facilement que S oa = Idc, et ao = Idp(p\(2}))-
D’ou card C,, = 2™. Finalement, comme

P(E)=C,UP(E\{z}) (réunion disjointe)
alors :

card P(E) = card Cy, + card P(E \ {z})
=2" 42" = 2"

Exercice 10 (Raisonnement par récurrence)
Soit x,y € R. Montrer que :

VneN, (z+y)"= Z Cryhyn=k ( Formule du bindéme de Newton )
k=0
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

Exercice 11 (Raisonnement par récurrence forte)
Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 2 est divisible par au moins
un nombre premier.

Solution :
Montrons par récurrence que : Vn > 2, n est divisible par au moins un nombre
premier.
— Initialisation : 2 est divisible par 2 qui est un nombre premier. La pro-
priété a démontrer est donc vraie quand n = 2.
— Hérédité : Soit n € N, n > 2 et supposons que pour tout k € [2,n], il
existe au moins un nombre premier qui divise k. Montrons que le nombre
n + 1 admet au moins un diviseur premier. Il y a deux cas possibles :

1. Soit m 4 1 est premier et donc (n+1) | (n+ 1) et n + 1 posséde un
diviseur premier.

2. Soit m + 1 n’est pas premier. Dans ce cas, il existe un diviseur d de
n+1,1<d<n+1. Alnsi d € [2,n]. Par hypothese de récurrence,
il existe au moins un nombre premier p qui divise d. On a donc p | d
et d | (n+ 1). Par la propriété de transitivité de la divisibilité, on en
déduit que p | (n + 1) et n + 1 posseéde un diviseur premier.

— Conclusion : Grace au principe de récurrence forte, on peut conclure que
la propriété est vraie pour tout n > 2.

Exercice 12 (Injectivité, surjectivité)
Soient E, F et G trois ensembles et soient f : E — F et g : F — G deux
applications.

1. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.
2. Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
3. Montrer que si go f est injective et si f est surjective, alors g est injective.

4. Montrer que si go f est surjective et si g est injective, alors f est surjective.

Solution :

1. Soient z,2" dans E tels que f(x) = f(2’). Alors, en composant avec la
fonction g, on obtient : go f(x) = go f (z'). Or go f est injective et donc
z =2x'. D’ou f est injective.

2. Soit z € G. Il s’agit de montrer qu’il existe y € F tel que z = g(y). Comme
z € G et go f est surjective, alors il existe 2 € E tel que z = go f(x) =
g(f(z)). Ainsi, en posant y = f(x) € F, on a bien z = g(y). D’ou g est
surjective.

3. Soient y,y’ dans F tels que g(y) = g (v'). Comme f est surjective, il existe
z,2’ dans E tels que y = f(z) et y' = f(a'), ce qui donne go f(x) =
go f(2') et z =2’ puisque g o f est injective, donc y = y/.

4. Soit y € F. Comme go f est surjective, il existe € E tel que g(y) = (go
() = g(f(x)). Comme g est injective alors : y = f(x). En conséquence,
f est surjective.

Exercice 13 (Image directe, image réciproque d’une partie)
Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'. Pour A, B C F et
C,D C F, montrer que :
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

1. Si A C B alors f(A) C f(B). En déduire que f(AN B) C f(A) N f(B),
puis trouver un contre-exemple & Uinclusion : f(A) N f(B) C f(AN B).

2. f est injective si et seulement si pour toutes parties A, Bde F: f(ANB) =
fLA)Nf(B).

f(AUB) = f(A) U f(B).

FHCUD) = fHC)U D) et f71(C A D) = f~1(C) N fH(D),

A C f7Y(f(A)) avec égalité quand f est injective.

f(f~HC)) C C avec égalité quand f est surjective.

S G W

Exercice 14 (Injectivité, surjectivité)
Soient E un ensemble et f : E — E une application. On suppose que fo fof =
f. Montrer que f est injective si et seulement si elle est surjective.

Solution :

— Supposons | est injective. Soit y € E. Posons w = f(y) et z = f o f(y).
Ona: f(z) = fofof(y) = f(y). Or f est injective. Donc z = y et donc :
fof(y) =y. Ainsi : f(w) =y. Donc f est surjective.

— Supposons f est surjective. Soit z,y € E tel que f(z) = f(y). Puisque f
est surjective, il existe a’,y" € E tel que z = f(2') et y = f(¢y'). On a :
fof(@)=fofof(a')=f(a')=wet fof(y)=fofof(y)=[f(¥)=uy.
Or puisque f(x) = f(y) alors fo f(z) = fo f(y) et donc z = y. D’ou f
est injective.

Exercice 15 (Injectivité, surjectivité)
Soit F un ensemble, et p : E — FE telle que p o p = p. Montrer que si p est
surjective ou injective, alors p = Idg.

Solution :

— Supposons p injective. Soit « € E. Par hypothese, on a p(p(z)) = p(x).
Puisque p est injective, on en déduit que p(x) = z. Ainsi, pour tout
xz € E, p(x) =z et donc p = Idg.

— Supposons p surjective. On se ramene au cas précédent en montrant que
p est injective. Soit = et z’ deux éléments de FE tels que p(x) = p(z').
Puisque p est surjective, il existe deux éléments y et ' de FE tels que
x =p(y) et ' = p(y’). Ainsi, pop(y) = pop(y’) et par définition de p, on
obtient p(y) = p(y’). Par suite z = y et p est injective. Donc : p = Idg.

Exercice 16 (Injectivité, surjectivité, bijectivité)
Soient E un ensemble et A une partie de F.
(E) — P(E)

— X NA

(a) Montrer que si A # E, alors 'application u4 n’est pas injective.

1. Soit w4 | Z

(b) Montrer que I'application u 4 est surjective si, et seulement si, A = E.

P(E) — P(A) x P(B)

X s (XnA,xnB) *

2. On pose B = CgA. Montrer que u |

bijective.
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

Solution :
1. (a) Supposons A # E. Comme uy(A) = A = ua(FE), il est clair que ugy
n’est pas injective.
(b) — Supposons A = E. Alors uy est U'identité de P(E); elle est donc
surjective.

— Supposons A # E. Alors, pour tout X € P(FE), on a u(X) C A
et donc u(X) # E. Ainsi E n’a pas d’antécédent par w4, et cette
application n’est pas surjective.

P(A) x P(B) — P(E)
Y, Z)— Y UZ.
— Pour tout X € P(E), on a:

2. Considérons v :

v(uw(X))=v(XNAXNB)=(XNAUXNB)=XN(AUB) =X.

Comme v o u est une application de P(F) dans lui-méme, on a donc
vou=Idpg.
— Montrons u o v = Idp(4)xp(B) ¢'est-a-dire :

Y(Y,2) € P(4) x P(B) u(u(Y, ) = (Y, ).
Soit donc (Y, Z) € P(A) x P(B). On a alors :
WY, Z)NA=Y UZ)NA=(YNAU(ZNA).

* Comme Z C B,ona ZNAC (BNA)=0.
* CommeY C A,onaYNA=Y.
Ainsi v(Y, Z)NA =Y. On prouve de méme v(Y, Z)NB = Z, ce qui donne :

u(v(Y, 2)) = (u(Y, 2) N A,v(Y, 2) 0 B) = (Y, Z).

Comme u o v est une application de P(A) x P(B) dans lui-méme, on en
déduit uov = Idp(4)xp(p)- Par suite u est bijective, et v est son application
réciproque.

Exercice 17 (Relations d’équivalence)

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pout tout € F, notons
cl(z) ={y € E | 2Ry} la classe d’équivalence de x pour R.

Montrer que I'ensemble des classes d’équivalences de E forme une partition de
E (ie. E= | | cl(z)).

zeE
L’ensemble des classes d’équivalences de E pour R est appelé I’ensemble quotient

de E par R et souvent noté E/R.

Solution :
Soit R une relation d’équivalence sur E. Pour tout x € E, notons cl(x) la classe
d’équivalence de = pour R. Pour tout z € £ : xRz  par réflexivité, donc

x € cl(x), donc cl(z) est non vide. Rappelons & cette occasion que cette condition
différencie les partitions des recouvrements disjoints.
— Clairement : FE = U cl(z) carz € cl(z) pour tout z € E.
z€E
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

— Soient x,y € E. Pour montrer que cl(x) et cl(y) sont égales ou disjointes,
supposons-les NON disjointes et montrons qu’elles sont égales. Par hypo-
theése, nous pouvons nous donner un élément z commun & cl(x) et cl(y).
Par symétrie des roles de z et y, il nous suffit de montrer que cl(x) C cl(y).
Soit ¢ € cl(x).

* D’abord : z € cl(y), donc yRz.
* Ensuite : 2z € cl(z), donc 2Rz, puis zRx.
* Enfin :  tecl(z), donc xRt

Conclusion :  yRt par transitivité.
Par suite, les classes d’équivalence forment une partition de E.

Exercice 18 (Relations d’équivalence)
On définit sur R la relation suivante :

TRy > —y=x—1.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Calculer la classe d’équivalence d'un élément = € R. Combien y-a-t-il
d’éléments dans cette classe ?

Solution :

1. 1l suffit de remarquer que 2Ry < 22 —x = y> —y < f(x) = f(y) avec
f x> 2?2 —2. I est alors aisé de vérifier en appliquant la définition que R
est une relation d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle est réflexive, symétrique
et transitive.

2. Soit € R. On cherche les éléments y de R tels que yRz. On doit donc
résoudre I'équation (en y) y? — 22 = y — x. Elle se factorise en

(y—2)y+z)—(y—2)=0+=(y—2)x (y+z—1)=0.

Ses solutions sont y = x et y = 1 — x. La classe de x est donc égale a
{z,1—z}. Elle est constituée de deux éléments, saufsiz =1—z < o =
1/2. Dans ce cas, elle est égale & {1/2}.

Exercice 19 (Théoréme de Cantor)

1. Montrer qu’il existe une injection de E dans P(E).

2. Montrer qu'il n’existe pas de surjection ¢ de E sur P(E).
Indication : Considérer la partie A ={x € E |z ¢ p(z)}.

Solution :

1. L’application z — {x} est évidemment injective de E dans P(FE).

Il s’agit de montrer qu’il n’existe pas d’élément a € E tel que p(a) = A
Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe a € E tel que ¢(a) = A.
Alors on a deux possibilité :

—sia€ A:a¢ pla) =A, ce qui est absurde;

2. Soit ¢ : E — P(E) une application. On pose A = {x € E | z ¢ ¢(z)}.
)
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

—sia¢ A:a€pla)=A, ce qui est absurde aussi.
Alinsi, on a montré par absurde que : Vo € E : ¢(x) # A, donc A n’a pas
d’antécédent par ¢. A fortiori, ¢ n’est pas surjective de E sur P(E).

Exercice 20 (Théoréme de Knaster-Tarski)
Soit E un ensemble, P(E) l'ensemble de ses parties et ¢ : P(E) — P(E) une
application croissante, c’est-a-dire telle que A C B = ¢(A4) C ¢(B).

On pose S le sous-ensemble de P(FE) défini par :

S={AeP(E)|p(4)C A},

et on définit M par : M = ﬂ A.
AeS

1. Justifier que S est non vide.

2. Montrer que ¢(M) C M.

3. Montrer que ¢(M) € S et en déduire que p(M) = M.
Ainsi, toute application ¢ : P(E) — P(FE) croissante admet un point fixe
M e P(E).
Solution :

1. De toute évidence, E € S, donc S # @.

2. Par croissance de ¢, pour tout A de S, M C A, donc ¢(M) C ¢(A). Ainsi,

p(M) C [ #(A)

Aes

Or, pour tout A de S, par définition de S, on a p(A) C A. Ainsi,

p(M)c [V A=M
AeS

3. Puisque ¢ est croissante, on a alors ¢(¢(M)) C p(M). Comme par défini-
tion de ¢, (M) € P(E), on en déduit, par définition de S, que p(M) € S.
Par principe de double inclusion, on a bien ¢(M) = M.

Exercice 21 (Recollement de bijections)

Soit E et F' deux ensembles, et {E;, E2} une partition de E et {F;, F»} une
partition de F. Ainsi, E = Ey U Ey et F = F; U F5. On suppose qu’il existe
deux bijections f1 : B — Fy et fo : Fo — Fb. A Taide de f1 et fo, construire
une bijection f: E — F (on ne se contentera pas de décrire la construction,
on s’appliquera également & prouver que la fonction f est bien bijective).

Exercice 22 (Théoréme de Cantor-Bernstein)

Le but de cet exercice est de démontrer un célebre théoreme de Cantor et Bern-
stein : "Si F et F' sont des ensembles tel qu’il existe une injection de E dans F'
et une injection de F' dans F, alors il existe une bijection de E sur F”. On se
donne donc deux ensembles E et F' et deux applications injectives f : B — F
etg: FF— FE.

1. On définit ¢ : P(E) — P(E) par :

#(4) = Cu(9(Crf(A)),

Montrer que ¢ admet un point fixe M € P(E), qu’on se donne pour la
suite de cet exercice.
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CHAPITRE 1 : Rudiments de logique-Ensembles-Applications

2. Montrer que f définit par restriction et corestriction une application f; :
M — f(M), et que f; est bijective.

3. Soit N = Cpf(M).
(a) Décrire g(N).
(b) Montrer que g définit par restriction et corestriction une application
g1: N — CgM, et que g est une bijection.
4. Construire a 'aide de f1 et g7 une bijection h : £ — F.
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CHAPITRE 2

Polynomes et fractions rationnelles

Exercice 1 (Equations a inconnue polynomiale)
1. Déterminer les polynomes P de K[X] vérifiant : P(X?) = (X2 + 1) x
P ().
2. Déterminer les polynémes P de K[X] vérifiant : Po P =P (xx).

Solution :

1. Raisonnons par analyse-synthese.

— Analyse : Tout d’abord, remarquons que le polynéme nul verifie bien
(%). Supposons qu’il existe un polynéme non nul vérifiant (x). Alors, en
calculant le degré de chaque membre, on trouve : 2deg P = 2+ deg P.
D’ou : deg P = 2. Ainsi, s'il existe un polynéme non nul vérifant (%),
alors deg P = 2.

— Syntheése : Soit P = aX? +bX + ¢, avec a,b,c € K et a # 0 (seuls
ces polynomes peuvent étre solutions de (x)). Alors, P(X?) = aX* +
bX?+cet (1+ X?%) x P=aX*+bX?+ (c+a)X?+bX +c. Ainsi,

P vérifie (%) & aX*+bX*+c=aX* + X3+ (c+a)X? +bX +c

o b =0 - b =0
c+a =b c =-a
& P=aX?—-a avec a#0.

Conclusion : Les polynéme qui vérifient (x) sont les polynomes P = aX%—a

avec a € K. (Il ne faut pas oublier que le polynéme nul est solution de

(%))

2. Raisonnons par analyse-synthese.

— Analyse : Tout d’abord, remarquons que le polynéme nul verifie bien
(%*). Supposons qu’il existe un polynéme non nul vérifiant (**). Alors,
en calculant le degré de chaque membre, on trouve : deg(P)? = deg P.
D’ott : deg P =1 ou 0.
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CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

— Synthése : Il est clair que les polynoémes constants vérifient bien ().
Soit P = aX + b alors,

P vérifie (sx) < a*X +ab+b=aX +b
N a? =a N a =1ou0
ab =0 ab =0

Sia=1,alors b=0 et si a = 0, alors b peut étre quelconque dans K.
Finalement, on trouve que les solutions sont les polynémes constants et le
polynéme P = X.

Exercice 2 (Division euclidienne)
Soient P € K[X] et a,b € K avec a # b.

1. Déterminer le reste R de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b)
en fonction de P(a) et de P(b).

2. Déterminer de deux manieres le reste R de la division euclidienne de P
par (X — a)? en fonction de P(a) et de P’(a).

Solution :
1. La division euclidienne de P par (X — a)(X — b) s’écrit :

P=(X-a)(X -b)Q+R

pour certains (Q, R) € K[X]? avec : deg(R) < 2 et s’écrit donc R(X) =
aX + 6. Evaluons la relation

PX)=(X-a)(X-0QX)+aX+p

en a et en b. On trouve le systeme

aa+ 8 = P(a)
ab+ = P(b).
On en déduit alors facilement que
P(a)-P P(b) —bP
_ Pla)=Pb) 5 aPO)~bP(a)
a—>b a—1>b
2. — Premieére méthode : En effectuant la division euclidienne de P par

(X —a)?, il existe Q € K[X] et R = aX + 8 € K;[X] tels que P =
(X —a)?Q+ aX + 3. On en déduit, apres évaluation en a, que P(a) =
aa + . De plus,
P =2(X —a)Q+ (X —a)’Q +a
et donc, apres évaluation en a, on obtient : « = P’(a). Dot :
R=P'(a)X + P(a) —aP'(a) = P(a) + (X — a)P'(a).

— Deuxiéme méthode : D’apres la formule de Taylor en a, pour n =
deg(P) (on peut supposer n > 2 car sinon Q =0 et R=P) :

Pk (a)

i (X—a)k—2.

- P(k)(a) k / 2 -
P=>" o (X=a)* = P(a)+P'(a)(X —a)+(X —a) >
k=0 ’ k=2

Par unicité dans la division euclidienne, on en déduit que R = P(a) +
P'(a)(X —a).
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CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

Exercice 3 (Division euclidienne)
Pour n € N, on pose P, = X™ — 1. Effectuer la division euclidienne de P, par
P,.

Solution :
Soit (m,n) € N2. La division euclidienne de n par m s’écrit n = gm + r ou
(g,7) EN2 et 0 <7 < m. Ainsi : X" —1 = X9*" — 1 et donc

X"l = X0 X X 1= X ((X) 1) X7 -1
:Xr(1+Xm,+(Xm)2+.”_~_(Xm)q—1)(Xm_1)+Xr_1-

Puisque deg(X"—1) <r <m (sir > 1deg(X"—1) =retsir =0,deg(X"—1) =

—00), la division euclidienne est achevée. Le quotient est Q = X" (1 + X™M +
(X™)2+ .+ (Xm)q’l) et le reste est R = X" — 1.

Exercice 4 (Arithmétique des polyndmes) Etant donné des polynémes non
constants A et B premiers entre eux, montrer qu’il existe un unique couple de
polynomes (Up, Vp) tel que :

AUy + BVy =1 avec deg(Up) < deg(B) et deg(Vy) < deg(A).

Solution :
— Unicité : Si (U, V1) et (Us, V) sont deux tels couples, on a :

(Uh ~ Ua)A = (Va— TA)B.

Le polynéme A divise donc (Vo — V1) B, et comme AA B = 1, le théoréme
de Gauss entraine A | (Va—V7). Or deg(Vo—V;) < deg A. Donc Vo=V =
0. Ainsi V7 = V4 et par suite U; = Us puisque A # 0.

— Existence : Soit (U, V') un couple de coefficients de Bézout pour A et B.
Notons @ le quotient de la division euclidienne de U par B. L’égalité
AU + BV =1 nous donne A(U — QB) + B(V + QA) =1, donc

AUy +BVy=1 avec Uy=(U—-QB) et Vo= (V+QA).

Comme Uj est le reste de la division euclidienne de U par B, on a
deg Uy < deg B. D’autre part, puisque B n’est pas constant, le polynome
Uy ne peut pas étre nul (sinon on aurait BV = 1) et donc deg(AUp) > 1.
Alors :

deg(BVy) = deg(1 — AUy) = deg(AUp),

ce qui donne deg V) = deg A + deg Uy — deg B < deg A.

Exercice 5 (Arithmétique des polynémes) Soient A, B € K[X] non nuls. Mon-
trer que A et B sont premiers entre eux si, et seulement si, A + B et AB le
sont.

Solution : Si AA B =1 alors il existe U,V € K[X] tels que AU+ BV =1.On a
alors A(U—-V)+(A+B)V =1donc AN(A+B) = 1. De méme, BA(A+B) =1
et, par produit, ABA (A+ B) = 1.

Réciproquement, si AB A (A + B) = 1 alors, puisque pged(A4, B) | AB et
pged(A,B) | A+ B, on a pged(A,B) | 1 puis AAB = 1.

Exercice 6 (Polynémes d’interpolation de Lagrange)
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CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

1. Soit n € N*. Soit x1,xa,...,x, des éléments de K distincts deux a deux.
Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], il existe un unique polynéme L; € K[X]
tel que :

. : : lsii=j
R Axs) = &7 J =
degL,=n—1 et Vje[l,n] L;(z;)=¢ avec { 0siit]
2. Soit f une fonction d’une partie de Z de K a valeurs dans K. Soit n €
N*. Etant donné z1,xs,...,x, des éléments de 7 distincts deux a deux,
montrer qu’il existe un et un seul polynéme P € K,,_;[X] tel que :

Vi € [[1,n]] P(l‘l) = f(xl)

P est appelé polynoéme d’interpolation de Lagrange de f associé a la famille

(wi)1<i<n'

Solution :

1. Soit n € N*. Le cas n = 1 est immédiat et on obtient alors le polynome
constant égal & 1. On suppose donc maintenant n > 2. Soit ¢ € [1,n].
Raisonnons par analyse-synthése.

— Analyse : Supposons qu’il existe un polynéme L; € K[X] de degré n—1
vérifiant : ‘

Alors, pour tout j € [1,n] tel que j # 4, x; est une racine de L;. Ainsi
L; s’écrit sous la forme

Li=x [ X -2
1<j<n
i
ol A est une constante déterminée par la valeur prise par L; en x;. En
effet, de la relation

Li(m) =X [[ @i-=),
1<j<n
i

1
on tire A = —————. On en déduit que

I @i-=)

1<i<n
i

X —z;
L= 2o
1< YT

i
Par suite il existe au plus un polynoéme L; répondant au probleme.

X _ 2
— Syntheése : Le polynéome L; défini par L; = H 270 ot tel que
1< YTy
i
Li(z;) =1 et L; (z;) = 0si j # i. Par ailleurs, il est de degré n — 1
comme produit de n — 1 polynémes de degré 1. Donc, le polynéme L;

ainsi défini répond au probleme.

J. SALHI page 18 FST Errachidia



CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

2. — Unicité : Supposons qu’il existe P et Q de K,,_1[X] tels que :
Vie[Lin] P(zi)=f(z:) et Q(x)=f(wi)

Alors le polynéme P — @ est un polynéme de degré au plus n — 1 qui
admet pour racines les n éléments x1,xs,...,x, de K. Le polynome
P — @ est donc nul. D’ou "unicité.

— Existence : Notons P le polynome de K[X] défini par P = 327, f(x;)L;.
Alors P en tant que somme de polyndémes de K, _1[X] appartient &
K,,—1[X]. Soit ¢ € [1,n]. On a :

n n

P(z;) = Z f(z;)Lj (z;) = Z f(:vj)5f = f(=s).

=1 j=1
Donc, P convient.

Exercice 7 (Racines et arithmétique)

1. Quel est le reste de la division euclidienne du polynéme A = X™ + X + b,
n € N* par B= (X —a)? ot a,b € R.

2. Trouver a et b réels tel que le polynéme P = X3 + aX + b admette le
nombre z = 1 + ¢ comme racine.

3. Soit n € N, n > 2. On considere le polynéme P défini par P = a X" 4
BX™+1. Déterminer les réels a et 3 pour que P soit divisible par (X —1)2.

4. Déterminer n € N pour que le polynome (X +1)27+1 + X2n+2 5oit divisible
par le polynéme X2 + X + 1.

5. Soient m,n et p € N. Montrer que le polynome X3™ 4 X37+1 4 X342 egt
divisible par X2 + X + 1.

Exercice 8 (Factorisation)
Onpose: P=(X+1)"—- X" -1.
1. Déterminer le degré de P.
2. Montrer que P est divisible par (X — j)2, olt j est le nombre complexe

2im

e 3 .

3. Déterminer deux racines évidentes entieres de P, en précisant leurs mul-
tiplicité.
4. En déduire la factorisation irréductible de P dans R[X].

Solution :

1. En appliquant la formule du Binéme, on obtient : P = ZZ:O Ckxk —
X'—1= 22:1 CEXP*. P est donc de degré 6, de coefficient dominant égal
ace=r.

2. On a P(j) = 0. De méme, on vérifie que P’'(j) = 0. Donc j est une racine
d’ordre au moins 2 de P. On en déduit que P est divisible par (X — j)2.
Par ailleurs, P (j) = 42 # 0. Ainsi, le nombre complexe j est une racine
de P de multiplicité 2.

3. Les nombres 0 et —1 sont des racines simples évidentes de P.
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4.

Puisque P € R[X], j = j2 en est également une racine de multiplicité 2.
Le polynome P est donc divisible par Q = X (X + 1)(X — 7)3(X —j?)? =
X(X 4+1)(X?4 X +1)2. Puisque Q est unitaire de degré 6 et qu’il divisise
P, alors, dans R[X],ona: P=7X(X +1)(X? + X +1)°.

Exercice 9 (Factorisation)
On considére le polynome P = X° — 1.

1. Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X].

2. En déduire les racines de Q = X* + X3 + X2 4+ X + 1 dans C.
3.
4

. En déduire la valeur de 1y = cos(2X) et ro = cos(4E

Décomposer @ en facteurs irréductibles dans R[X].
4m )
5

Solution :

1.

Cherchons les racines de P dans C, c-a-d les nombres complexes z tels que
2°—~1=0.0na:

P—-1=0a2=1
@z:ei%i, ke{0,---,4}.

4
D’ot, dans C[X] : P = H(X —e 2'5").
k=0

.Ona:X%—1= (X —1)Q. De plus, d’aprés la question 1, on a :

XP—1=(X -1 J](x - )

k=1

Ainsi, apres simplification :

4
Q=J]x ).
k=1

D’ou, les racines de @ dans C sont :

4}

Dans C[X], ona: Q [Tie (X — e*57). Or €% et ¢! sont conjugués
ainsi que ¢'5 et €5 . Donc, dans IR{[ |, ona:
Q=(X = F)(X = F)(X = F)(X = e'F)

=(X? —2cos(25 )X + 1) (X3 —2cos(45 )X +1).

» En général, pour trouver la factorisation d’un polynéme dans R[X] en
produit de polynomes irréductibles sur R a partir de sa factorisation en
produit de polynomes irréductibles sur C, on regroupe les racines non
réelles du polynéme par paires de conjugués (a, a) afin d’obtenir un poly-
nome & coefficients réels (X — a)(X —a) = X? — 2Re(a)X + |a|*.

J. SALHI page 20 FST Errachidia



CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

4. Posons r1 = cos(
a:

27 _ 47 ) \ . 4 4
%) et rp = cos(F). D’apres la question précédente, on

Q= (X?-2rX +1)(X?-2rX +1)
= X4+ (=2r1 — 2r0) X + (2 + drire) X2 + (=211 — 2r9) X + L.

Deux polynomes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients

et donc :
727’1 — 27‘2 =1 o 1 —+ T2 = 7% (*)
2+47’17"2 =1 r1ro :—i (‘)
(&%) donne : o = —% — r1. Ensuite, en injectant 'expression de ro dans
(M), on trouve :
r? 4 lr L 0
1ty
Donc :
“1+v5 -1-+5
rHN=——— ou 7 =—-—.
4 4
Comme 0 < 2* < 7 alors r; = cos(2F) > 0. Donc ry = _11"/5 et par
suite 1o = _1%‘/5.

Exercice 10 (Décomposition en éléments simples)
Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles F' sui-
vantes :

X5
1 &5
9 X
T XX D) (XT3
Solution :
1. — Recherche de la partie entiere : Commencons par chercher la partie

entiere de %’ ce qui revient a chercher le quotient de la division
euclidienne de X® par X* — 1. Cette division s’écrit : X° = X (X* —
1) + X, donc X est la partie entiere cherchée.

— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme
de la DES de la fraction F' dans C(X), on commence par factoriser le
dénominateur X* — 1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X].
Or, dans C[X], on a :

X' —1=(X - DX +1)(X —i)(X +1).
Du coup, la décomposition en éléments simples de Xf—; est :

Xb X5 a b c

X1-1 (X-DX+1)(X —)(X +9) =X

ou a,b,c,d € C sont a déterminer.
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CHAPITRE 2 : Polynémes et fractions rationnelles

— Prise en compte de 'imparité : On a :

a n b n c L d
-X-1 —-X+41 —-X-i —-X+41
b c d

X4+ -2 4 + +
X+1 X-1 X+i X-—i

=
s’
I
|
e
|
ks’
I

—|-Xx+

Ceci est une "nouvelle” décomposition de F' en éléments simples. Une
telle décomposition étant unique, nous obtenons par identification des
coefficients : b =a et ¢ = d.

— Calcul de o : Multiplions % par X — 1 :

X5
(X +1)(X2+1)

b c d
:X(X—1)+a+(X—1)[X+1+X_Z.+X+J,

puis évaluons en 1, pour obtenir : a = %.
— Calcul de ¢ : Multiplions % par X — i :

X5® a b d
— = X(X —i X —i { },
P T A Sl b ou il or il grw
puis évaluons en ¢, pour obtenir : ¢ = f%.

— Conclusion : Finalement, on obtient :
x> xrl [ 1,1 1 1 ]
X4—1 41X -1 X+1 X-—i X+ib
2. — Recherche de la partie entiére : Comme deg F' < 0, la partie entiere

est nulle.

— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme
de la DES de la fraction F' dans C(X), on commence par factoriser le
dénominateur (X2?+ X +1)(X +1)3 en produit de facteurs irréductibles
dans C[X]. Or, dans C[X], on a :

(X’ +X+1)(X+1)° = (X —j)(X - ) (X +1)%

Du coup, la décomposition cherchée s’écrit donc :

X X
(X2 4+ X+ 1) (X +1)3 (X —5)(X —52)(X +1)3
_a n b n c n d n e *
CX - X—j2 (X+1P (X412 X+1

ou a,b,c,d,e € C sont a déterminer.
— Utilisation de la conjugaison : Conjuguons % :

—_ a b C d e

FX) =FO=5mtx 5 mryp T @eE T X1

Ceci est une "nouvelle” décomposition de F' en éléments simples. Une
telle décomposition étant unique, nous obtenons par identification des
coefficients : b = a.
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— Calcul de a : Multiplions % par X —j, puis évaluons en j pour obtenir :
0= GG = V5

— Calcul de c : Multiplions % par (X + 1)3, puis évaluons en —1, pour
obtenir : ¢ = —1.

— Utilisation du comportement en oo : Pour calculer d et e, nous ne
pouvons plus multiplier par (X + 1)? et (X + 1) respectivement puis
évaluer en —1, car le membre de gauche aura alors un péle en —1. Pour
trouver des équations faisant intervenir d et e, une solution consiste a
multiplier par une puissance de X, a évaluer ensuite en z € R quel-
conque, puis a faire tendre = vers oo.

Ici, multiplions % par X :

X? _aX bX X dX X
(X2 4+ X +1)(X+1)3 X—7 X—752 (X+1)8 (X+1)2 X+1’

puis évaluons en x € R\ {—1} :

22 7a:c+ bx A cr n dx Jrex
(24+z+D(x+1)3 z2-7 z—352 (2+1)3 (z+1)2 z+1’

et enfin faisons tendre x vers 4+oc pour obtenir : 0 = a + b + e. Par
conséquent : e = —a — b= —a —a = —2Re(a) = 1.
» Remarque : Il n’est pas correct de "faire tendre X vers co” car X
est un polynéme et non un nombre.

— Calcul de d : Nous ne pouvons pas utiliser la technique précédente pour
calculer d, car nous devrions pour cela multiplier par X2, et certains
termes a droite auraient alors une limite infinie. Evaluons simplement

% en 0, pour obtenir : 0 = _ij + _sz + ¢+ d + e. Ainsi, sachant que

a=L:d=(4+%)—c—e=—-c—e=0.

V3 Jj g
— Conclusion : Finalement, on obtient :
X o ( j 52 ) 1 N 1
(X2 4+ X +1)(X+1)3  3\X -5 X—3j2/ (X+1)3 X+1

Exercice 11 (Décomposition en éléments simples)
Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles F sui-
vantes :

1 X+3
CO(X+1)2(X+2)”

9 X
- X (XFXE)
1

3. oD

Solution :

1. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie entiere est
nulle, donc pour certains a,b,c € R :
X +3 a b c

XT12X+2 (X112 X41 x32 X

— Calcul de @ : On multiplie % par (X + 1)? puis on évalue en —1 pour
obtenir : a = 2.
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— Calcul de ¢ : On recommence. On multiplie % par X + 2 puis on évalue

en —2 pour obtenir : ¢ = 1.

— Calcul de b : On ne peut malheureusement pas reproduire le raisonne-
ment précédent pour calculer b. Multiplier % par X + 1 puis évaluer en

—1 nous conduirait en effet & diviser par 0 & cause du terme (X +1)2.

Cependant, plusieurs approches sont envisageables, AU CHOIX :

— On peut multiplier % par X puis passer a la limite en 400 pour
obtenir : 0 = 0+b+c¢, donc : b = —¢ = —1. On obtient généralement
ainsi une équation simple et agréable.

— On peut évaluer % en un point, par exemple en 0 pour obtenir : % =
a+b+ 3, ce qui donne aussi : b = —1. Les équations qu’on obtient
en évaluant en un point sont souvent un peu plus compliquées que
celles qu’on obtient en passant a la limite en +oo.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X+3 2 1 1

X+12(X12) (X+1? X1l X712

2. — Partie entiere : La division euclidienne de X% par (X +3)(X2+ X +3)
s’écrit :

X4 = (X +3)(X?+ X +3)(X —4) + 10X? + 15X + 36,

donc la partie entiere cherchée vaut X — 4.
— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour certains a, b, c €
R:
x? a bX + ¢

=X —4 .
X+3)(X21X13) X3 T X rx 13

En tenant compte de la division euclidienne calculée juste avant, on
peut aussi dire que :

10X2+15X+36  a N bX +c
(X +3)(X2+X+3) X+3 X2+X+3

*.

» Il est toujours plus facile de calculer les coefficients d’une décompo-
sition en éléments simples quand la partie entiere est nulle.

— Calcul de a : On multiplie % par X 4 3 puis on évalue en —3 pour
obtenir : a = 9.

— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe a la limite en +oo
pour obtenir : 10 =a + b et donc b = 1.

— Calcul de ¢ : On peut évaluer % par exemple en 0 pour obtenir :
4=g5+getdonc:c=12—-a=3.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X* _x_a4_ 9 L X+3
(X +3)(X2+X+3) X+3 X24+X+3
3. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie entiere est
nulle, donc pour certains a,b,c € R :
1 a b cX +d
= + + *.

(X —12(X2+4) (X-12 X-1 X2+4
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— Calcul de a : On multiplie % par (X — 1)? puis on évalue en 1 pour
obtenir : a = %

— Calcul de c et d : Le polynome X2 + 4 admet 2i et —2i pour racines.
On multlphe * par X2 + 4 puis on évalue en 2i pour obtenir : 2ic +
d= G 1)2 = 5 = =34 Or c et d sont des REELS donc par

identification des parties reelles et imaginaires : ¢ = 5z et d = —%
— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe & la limite en 400
pour obtenir : 0 = b+ c et donc b= —c = —22—5.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

1 B 1 2 2X — 3
(X —1)2(X2+4) 5(X-1)2 25(X—1) + 25(X2 4 4)

Exercice 12 (Décomposition en éléments simples)
(X2+D)(X2+X+1)

1. Montrer qu’il existe (o, 3) € C? tels que :

1 o« n «a n I6] n B
(X2¥1)(X2+X+1) X—i X+i X—j X-—j2

2. Déterminer les valeurs de « et 5.
3. Donner alors la décomposition en éléments simples sur R de F'.

4. Retrouver directement cette décomposition sur R (sans passer par celle
sur C).
Indication : on pourra multiplier par X2 + 1 et substituer ¢ & X, puis
multiplier par X2 + X + 1 et substituer j = exp(2in/3) & X.

Solution :

1. Remarquons que F' € R[X], que la partie entiére vaut 0 et que les pdles
sont : i, —i,j et j2, tous d’ordre de multiplicité 1. On rappelle que 1+ j +
i2 = 0,52 = 1et j2 = j. En vertu de ce qui précede, il existe alors des
complexes « et [ tels que :

1 o« L « n I} n B
(X2+1D)(X24+4X+1) X—i X+i X-j X—j2

en i et on trouve a@ = —i.

2. On éVah,le (X — ’L)F(X) = Wll)(m B}
Pour 3, on évalue (X — j)F(X) = m en j. Le dénominateur

est alors :

(P+1) (G -5°) =(Nit—j)=42G-1)=1-j%

On en déduit que § = 1_1]-2 = 1%]

_ 1 s
3. On a donc F = —3X=) ~ 2(X+Z) + 3(X j) + 3( 77y En regroupant les
termes deux a deux conjugués, on obtient :

X X+1

Fe_ .
X2+l X2t X+l
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4. La décomposition en éléments simples sur R de F' s’écrit :

F_aX+b cX +d

4
_X2+1+X2+X+1 avec  (a,b,c,d) € R*.

En multipliant par X2 4 1, on obtient :

1 cX +d
—— =aX + b+ (X2 +1)
rers on il AR CEREl cany o
ce qui, en évaluant en i, donne ai+b:%:—i etdonca=—-1letb=0
puisque a et b sont réels. De méme, en multipliant par X2 + X + 1, on
obtient : X +b
a
=X +d+ (X + X +1) 55—
Yz - X (O X )
et en évaluant en j, on obtient :
1 1
] s i

Puisque j n’est pas réel, on en déduit c=1et d = 1.

Exercice 13 (Décomposition en éléments simples)
Soit P = X% + X6 +2X° +2X3 + X2 + 1.
1. Vérifier que —1 et —j sont des racines de P. Déterminer leur ordre de
multiplicité.
2. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] et R[X].

3. Soit G = M. Décomposer G en éléments simples dans R(X).

Solution :

1. On vérifie que P(—1) = P'(—=1) =0 et P"(—1) = 20 # 0. Donc, —1 est une
racine de P de multiplicité égale & 2. De plus, on a: P(—j) = P'(—j) =0
et P"(—j) = 2+ 185 # 0. Done, —j est une racine de P de multiplicité
égale a 2.

2. D’aprés la question 1, on a P est divisible par (X +1)2(X +4)2. Or, comme
P € R[X] et —j est une racine de P de multiplicité 2, alors —j? est aussi
racine de P de multiplicité 2. Ainsi, P est divisible par

Q= (X+1)X(X+)2(X+52)? = (X+1)}(X2 =X +1)2 = XS 42X3 4 1.
En effectuant la division euclidienne de P par @, on obtient :
P=(X?+1)(X®+2Xx%4+1).
D’ot, dans R[X] :
P=(X*’+1)(X+1)*X*-X+1)?
et dans C[X] :

P=(X+4)(X —i)(X +1)*(X + )X +5%)%
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3. Soit G = (sz))”l)z - (X2+1)1(X+1)2'
— Recherche de la partie entiere : Comme degG < 0, alors la partie
entiere est nulle.
— Forme de la décomposition en éléments simple dans R(X) : La décom-

position cherchée s’écrit :

a b cX +d
G’(X+1)2+X+1+X2+1 (%)

ol a,b,c,d € R sont a déterminer.

— Calcul de a : On multiplie % par (X + 1)? puis on évalue en —1, pour
obtenir : a = %

— Calcul de c et d : Le polyndme X? 4 1 admet i et —i pour racines. On
multiplie * par X? + 1 puis on évalue en i, pour obtenir : ¢i +d =
G +11) = 27, = . Or, c et d sont des réels, donc par identification des
parties réelles et imaginaires : ¢ = —5 et d=0.

— Calcul de b : On évalue par exemple % en 0 pour obtenir : a+b+d =1
et par suite b = %

— Conclusion : Dans R(X), on a :

G:

1 1 n 1 1 1 X
2(X+1)2  2X+1 2X2+1
Exercice 14 (Décomposition en éléments simples)

1. Soit n € N, n > 2. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction
(mise sous forme irréductible) F,, = % ol P est un polynome de degré

<n-1
2. Application : Utiliser le résultat précédent pour décomposer dans C(X)
puis R(X) la fraction : G = Xé’—il

Solution :

1. Comme deg F;, < 0, la partie entiére est nulle. Pour trouver la forme de la
décomposition en éléments simple de F,, dans C(X), on commence d’abord
par factoriser le dénominateur dans C[X]. Or, on sait que dans C[X] :

n—1
X" —1=[](X =z,
k=0
ou zp = e*™ . Donc : F, = n,l‘(DX ) et la décomposition cherchée
k=0 7k
s’écrit donc :
n—1
F, = A
=
ou les A\p € C sont a déterminer. Posons @Q = X™ — 1. Alors, d’apres le
P P
cours, on a : \p = Q,((ZZ’;)) (Zf)l sz(zk) Donc :
1 i 2k P(2k)
F, =~ —_,
X — Zk
" =0
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2. Application : On a

X2 2\
G=— = ,
X3 -1 kgoX*Zk

21

23 = %, ou zp = e 5"k € {0,1,2}. D’oti, dans C(X) :

1/3 1

X — 3= *§[X—1+X—j+X—j2

1 1 1 ]

o
Il
{NgS

Pour obtenir la décomposition en éléments simples dans R(X), on re-
groupe les fractions conjuguées que l'on réduit au méme dénominateur,
pour obtenir finalement :

1 +1 2X +1
X-1 3X24+X+1

1
=3

Exercice 15 (Applications de la décomposition en éléments simples)

1. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction : F = HX)Q(W
4dv FSI oY) 2
2. En déduire la somme : S, =37 ) 5o
Solution :
1. — Calcul de la partie entiere : Comme deg F' < 0, la partie entiere est
nulle.
— Factorisation irréductible dans R[X] du dénominateur : On a, dans
R[X] :
X'+ X?+1=X"+2X*+1-X?
=(X?2+1)*-Xx?
= (X2 4+ X +1)(X2 - X +1).
— X
Done F' = tgorxgmje—x+1)-

— Forme de la décomposition en éléments simples dans R(X) : La dé-
composition cherchée s’écrit :

aX +b cX +d

F=
X24+X+1 X2-X+1

*.

— On calcule a et b en multipliant % par X2 + X + 1, puis en évaluons
en j. On obtient : a =0 et b= —%.
— On calcule ¢ et d en multipliant % par X2 — X + 1, puis en évaluons
en —j. On obtient : c=0et d = %
Finalement,
1 1 1 1

T TIXrix+l aXT_X+1

2. D’apres le résultat de la question précédente, on a :

p 1 1 11

1+p2+pt 2pP2—p+1 2P +p+1
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Ainsi :

17w 1 = 1

Sn =73 Z 2 72 2 ]
2l p—p+l Hpit+p+l

n—1 n
1r 1 1
2.;@4—1)2—(1)—!—1)—&—1_I;p2+p+l}
l_n—l 1 n 1
512 72 -2 |
2-p:0p +p+1 = +p+1
n—1 n—1
1r 1 1 1
i - < ]
21 ;pQ-I-p—i-l I;pQ-i-p—l—l n?+n+1
1 1 )_1 n?+n
2 n24+n+1" 2n24n+1°
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CHAPITRE 3

Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 1 (Opérations sur les sous-espaces vectoriels)
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Montrer
que FUG est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, F C Gou G C F.

Solution :

Si par exemple F' C G alors F UG = G qui est un s.e.v. Réciproquement,
suppopsons que F' UG est un s.e.v de E et montrons que FF C G ou G C F.
Raisonnons par 1’absurde et supposons que F Q GetG g F', de sorte qu’il
existe x € F, x ¢ G, et il existe y € G, y ¢ F. Le vecteur x + y est dans le s.e.v
FUG, donc x+y € F oux+y € G. Supposons par exemple z+y € F. Comme
Festunsevetquexz € Fyona (z+y)—x € F, cest-a-dire y € F, ce qui est
absurde. D’ou le résultat.

Exercice 2 (Familles de vecteurs)

Soit (w1, ,Up, Upt+1) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
1. Etablir que, si la famille (u1,--- ,uy,) est libre et que u,4+1 n’appartient
pas & Vect(uy, -+ ,Uy), alors (ug, -+, Up, Upt1) est libre.
2. Etablir que, si la famille (w1, ,Up, Unt1) est génératrice de E et que
Up41 est élément de Vect(uy,--- ,uy,), alors (u1,- - ,u,) est génératrice
de E.
Exercice 3 (Familles de vecteurs)
Soit (eq,- - ,ep) une famille libre de vecteurs d’un espace réel E.
Etablir que pour tout a € E\ Vect(ey,--- ,e,), la famille (e; +a,-- - , e, +a) est
libre.
Solution :
Soit (A1,---,Ap) € RP. Supposons

Mer+a)+---+ A(ep+a) =0g.

30
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Alors, on a
e+ -+ he,=—M 4+ N)a (1)

/\1€1+"'+)\p€p c

et donc nécessairement Ay +--- + X\, = 0, (car sinon a = —

AL+ + )\p
Vect(er, -+ ,ep) ).
La relation (1) devient alors
Aep + -+ )\pep =0g.
On en déduit A\ = --- = A, = 0 car la famille (eq,--- ,e,) est libre.

Exercice 4 (Familles infinies de vecteurs)
Montrer que dans le R-e.v des fonctions continues de R dans R, les familles de
fonctions suivantes sont des familles libres :

L (fa)yer 00 fa :R—=R 2 e

2. (fa)xeriou fa:R—=R x> cos(Az).

3. (M )aer ot A:R=R 2= |z — AL

Solution :

1. Supposons cette famille liée, de sorte qu’il existe (\;); <;<,, € R™ et (143))1<i<n €
R™ tels que Y ;- pifr, =0 avec les p; non tous nuls. Quitte & retirer des
termes, on peut supposer p; # 0 pour tout i. Quitte & réordonner des
termes, on peut méme supposer A\; > Ay > -+ > A,. On a

n

n
s -1z E eNiT | 3 § o(Ni=A1)z P
mgr—ll-looe < ~ pie > zgr—}-loo ‘ pie m
i=

=1

car pour i > 2, \; — A1 < 0.0r Y. p; fr, = 0, et cette limite est donc nulle,
donc p; = 0, ce qui est contradictoire.

2. Montrons par récurrence sur n € N* quesi Y .- | p1;fx, = 0 (avec les \; dis-
tincts dans R™), alors pour tout ¢, u; = 0. Pour n = 1 ¢’est évident. Suppo-
sons maintenant le résultat vrai jusqu’au rang n— 1 et montrons le au rang
n. Si Yo pwifa, =0 (%), les (\;) distincts dans R, par double dériva-
tion, on obtient 31" | p; (=A?fx,) =0 (). En multipliant I'égalité (*)
par A2 et en I'ajoutant & (*x), on obtient E;L:_ll i (A2 — A2) fx, =0, donc
d’apres ’hypothese de récurrence, pour tout 1 <i <n-—1,pu; ()\12 — /\%) =
0. Les \; étant positifs et distincts, on en déduit pu; =0 pour 1 <¢ <n—1.
Donc d’apres (%), pin fr, = 0, d’ott g, = 0. Finalement on a montré p; = 0
pour 1 <7 <n.

3. Supposons la famille (fx),cp liée. Alors il existe Ao € R tel que fy, s’écrive
comme une combinaison linéaire des (fi),,,. autrement dit :

dn e N*73)\17"'7)\n ER\{)\O}7EIM17"'7M7L €R7 f)\o :Zﬂlf)\l
=1

Or pour tout i > 1,A; # Ao donc fy, est dérivable au point Ag (I’appli-
cation © +— |z — M| est dérivable partout sauf en X\ ), d’ou on tire que
S| mifx, est dérivable en g, ce qui est absurde car ceci égale fy,. D’olt
le résultat.
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Exercice 5 (Dimension d’un espace)
Soit E I'ensemble des fonctions f : R — R telles qu'il existe a,b,c € R pour
lesquels :
Vo € R, f(z) = (az?® + bx + ¢) cos(z).
1. Montrer que E est sous-espace vectoriel de F (R, R).

2. Déterminer une base de E et sa dimension.

Solution :

1. On peut percevoir E = Vect (fo, f1, f2) avec fo(z) = cos(z), f1(z) =
zcos(x) et fo(x) = 2% cos(x). L'ensemble E est donc un sous-espace vec-
toriel et (fo, f1, f2) en est une famille génératrice.

2. Soit (a, 8,7) € R3. Supposons afy + Bf1 + vf2 = 0. Pour tout z € R,
(o + Bz +v2?) cos(z) = 0.
Pour = 2nm, on obtient a + 2n7wB + 4n’n2y = 0 pour tout n € N.

Par I'absurde, si v # 0 alors o + 2nm3 + 4n2mw2y —+> +o0. C’est exclu.
n—-+0oo

Nécessairement v = 0. On a alors a + 2n7f8 = 0 pour tout n € N. Pour
n =0, puis n = 1, on obtient successivement o = 0 et 5 = 0. Finalement,
(fo, f1, f2) est une famille libre. C’est donc une base de E et dim E = 3.

Exercice 6 (Dimension d’un espace)
Soit E = F(R,R). Pour tout n € N, on pose f, : © — z™.

1. Montrer que la famille (fo,-- -, fn) est libre.

2. En déduire la dimension de E.

Solution :
1. Supposons A\ fo + -+ + Apfrn = 0. Pour tout = € R,

Ao+ T4+ A" =0.
Si A, # 0 alors

Ao+ Az + -+ At — Foo.

xr——+00
C’est absurde. Nécessairement, A, = 0 puis, de méme, \,_1 = ... = Ao =
0. Finalement, la famille (fo, ..., f,) est libre.
2. Par suite, n + 1 < dim E pour tout n € N. L’espace F est de dimension

infinie.

Exercice 7 (Dimension d’un espace)
Soit E 'espace vectoriel des applications de R dans R. On considere F' la partie
de E constituée des applications de la forme :

x +— P(z)sin(z) + Q(z) cos(x) avec P, Q € R, [X].

1. Montrer que F' un sous-espace vectoriel de F.

2. Montrer que F' est de dimension finie et déterminer dim F'.
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Solution :

1. F C E et la fonction nulle appartient & F (en prenant P = Q = 0 €
R, [X]). Soient f,g € F et A € R. On peut écrire f(z) = P(z)sin(x) +
Q(z) cos(x) et g(x) = P'(z) sin(x)+Q'(x) cos(z) avec P,Q, P', Q" € R,[X].
On a alors A\f + g = (AP + P')(a)sin(z) + (AQ + Q')(x) cos(z) avec
AP+ P AQ + Q' € R,[X] donc Af + g € F et finalement F est un
sous-espace vectoriel de E.

2. Posons fi(x) = aFsin(x) et gp(x) = a2 cos(x) avec k € 0,---,n. Les
fonctions fo, -+, fn, g0, , gn sont des fonctions de F' formant clairement
une famille génératrice. Soit Ag, -, A, € R tels que

Aofo+ -+ Anfn + pogo + -+ ingn = 0.
Pour tout x € R, on a :
Mo+ Mz + -+ Apz™)sin(z) + (no + prx + - - + ppa™) cos(z) = 0.

Pour x = 7/2 4 2kn avec k € Z, on obtient une infinité de racine au
polynome A\g + A\ X + - -- + A, X™. Cela permet d’affirmer

M=M= -=X,=0.
Pour x = 2k7 avec k € Z, on peut affirmer pg = 1 = -+- = g, = 0. On
conclut que (fo, -+, fn,90, - ,9n) est libre et donc une base de F' puis

dim F =2(n+1).

Exercice 8 (Lemme d’échange)

Soient (e1,--- ,ey) et (€1,...,€,) deux bases d’un R-espace vectoriel E. Montrer
qu’il existe j € {1,---,n} tel que la famille (e1,---,e,—1,€;) soit encore une
base de E.

Solution :

Raisonnons par l'absurde et supposons la famille (e1,---,en—1,€;) liée pour
chaque j € {1,-- ,n}. Puisque la sous-famille (e1, - -- , e,—1) est libre, le vecteur
€; est combinaison linéaire des vecteurs ey, --- ,e,_1 et donc

Vje{l,---,n},e € Vect(er, -+ ,en_1).
Cela entraine
en € E =Vect(er, - ,€,) C Vect(er, - ,en_1),
ce qui est absurde.

Exercice 9 (Polynoémes de degrés étagés)
Soit (P, )nen une famille de polynémes de K[X] vérifiant deg(P,,) = n pour tout
n € N.

1. Soit n € N. Montrer que (Px)o<k<n est une base de K, [X].
2. Etablir que (P,)nen est une base de K[X].

Exercice 10 (Polynémes de Lagrange)

Soient n € N*| x1,...,z, € K deux a deux distincts. On note, pour tout i €
[1;n] : .
e
L= Xou
1< YT Ty
i
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1. Montrer que la famille £ = (L4, ..., L,) est une base de K,,_1[X].

2. Déterminer les coordonnées d’un polynome P € K,,_;[X] dans cette base.

Solution :

1. — D’abord, il est clair que, pour tout ¢ € [1;n], L; existe et L; € K,,_1[X].
— Montrons que £ = (Ly,..., Ly) est libre. Soit (A1,...,A,) € K" tel
que > A\;L; = 0. Soit k € [1;n] fixé. On a :

0= <i )\iLi> (zg) = i: AiLi (zy) -

X—Stl’j

Ty — Xy

Or, pour tout ¢ € [1;n], L; = H

1<i<n
j#i

, donc :

. 1 si i=k
Vi € [1;n], Lz'(l“k):{o si i#k
D’OL\II n
0= Z)\iLi (zk) = Ak
i

Ceci montre que L est libre.
— Comme £ est libre et Card(£) = n = dim (K,,_1[X]), on conclut : £
est une base de K,,_1[X].

2. Soit P € K,,—1[X] et cherchons ay, -+ ,a, € K tels que

i=1
Soit j € [1;n]. En évaluant 1'égalité ci-dessus en x;, on obtient
P(z;) =a; Vje(l;n].
Ainsi, on a prouvé que pour tout P € K,,_1[X],ona P =" | P(z;)L;.
Exercice 11
Pour n € N et k € [0;n], on pose P, = X*¥(1 — X)"~F.

1. Montrer que la famille (Py,--- , P,) est une base de R, [X].
2. Exprimer 1, X, .-, X" dans la base précédente.

Solution :

1. Commencons par souligner que les polynéomes Py sont tous de degré n :
ils appartiennent bien & lespace R,,[X]. De plus, ceux-ci sont au nombre
de n+ 1 avec n + 1 égal a la dimension de R, [X]. Il suffit donc d’établir
que la famille (P, ..., P,) est libre pour conclure que c¢’est une base de
R, [X]. Supposons A\gPy+- - -+ A\ P, = 0 avec Ag, . . ., A, réels, c’est-a-dire

M1 =X)"+MX1-X)" . 4 A, X"=0.
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En évaluant en 0 cette identité polynomiale, on obtient immédiatement
Ao = 0. La relation (1) peut alors étre simplifiée par X ce qui donne

MI=X)" P+ X1 -X)" 24 XX =0 (%)

On évalue & nouveau (x) en 0 pour obtenir A\; = 0 et encore simplifier par
X, etc. Ainsi, on obtient successivement A; = 0 pour tout indice 4 allant
de 0 jusqu’a n : on peut conclure que la famille (P, ..., P,) est libre, c’est
donc une base de R,,[X].

2. Pour k € [0;n], on écrit

XP = XMX 4+ (1-Xx)"*

n—Fk n—k
= X" Z CI X7 (1 = x)n ke = Z Co Pt
j=0 j=0

Exercice 12 (Bases en dimension finie)
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par :

F={(a,b,c,d) eR*|b—2c+d =0}
G ={(a,b,c,d) eR* |a=d et b=2c}.

Donner une base de F, de G et de F' N G. En déduire que F + G = R*,

Solution :
— Commencons par chercher une famille génératrice de F'. On a :

F = {(a,b,c,d) € R* | b=2c—d}
={(a,2¢—d,c,d) | a,c,d € R}
= {a(1,0,0,0) 4+ ¢(0,2,1,0) + d(0,—1,0,1) | a,c,d € R}
Ul U2 us

——
— Vect ((1,0,0, 0),(0,2,1,0),(0, 1,0, 1)).

La famille B = (u1, u2,us) est donc une famille génératrice de F. On
vérifie aisément qu’elle est libre. C’est donc une base de F.
— Pour G, on a:

G ={(a,b,c,d) eR*|a=d et b=2c}
={(d,2¢,¢,d) | ¢,d € R}
={c(0,2,1,0) + d(1,0,0,1) € R* | ¢,d € R}
= Vect(uf, ub),
ou: uj = (0,2,1,0) et ub = (1,0,0,1). Donc, la famille B = (u},u})
est donc une famille génératrice de G. Comme u} et u) ne sont pas

colinéaires, alors B’ est libre. C’est donc une base de G.
— Pour F NG, on écrit :

a =d
(a,b,c,d) e FNG& (¢ b =2c
d =-b+2c=0
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Ainsi :

FNG={(abc,deR |a=db=2c et d=0}
={(0,2¢,¢,0) | c € R}

—_——
—(c(0,2,1,0) [ ceR)
= Vect(u).
Donc FNG est engendré par le vecteur u. De plus, comme u # Og4, alors
la famille B” = (u) est libre. C’est donc une base de F N G.

— Tout d’abord, on a : F + G C R* D’autre part, d’apres la formule de
Grassmann, on a :

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(FNG) =3+ 2 — 1 = 4 = dimR™.
Ainsi : F + G =R

Exercice 13 (Espaces supplémentaires)
On considere les deux ensembles suivants :

A={(z+y,z -y, 2) | (z,y) € R?};

B ={(2,y,2) € R®| 22 = yety = 32}.
1. Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que R? = A @ B.

Solution :

1. On a:
— A = Vect ((1, 1,0), (1,-1, 2)) est un plan vectoriel.
— B = Vect ((%, 1, %)) = Vect ((3, 6, 2)) est une droite vectorielle.

2. Montrons maintenant que A et B sont supplémentaires :
— AN B ={0g3} car si on considére u € AN B, alors,

ueAﬁﬂ(m,y)€R21u2($+y79€—y72y)

2e+y) =z—y, x+3y =0, L
ueB@{xy — 6y & v—Ty =0 sr=y=0

Donc u = (0,0,0).
— dimA+dimB =2+1=3=dimR3>,
Nous avons ainsi démontré que R? = A @ B.

Exercice 14
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? suivants :

F={(z,y,z,t) eRY |z +y+2=0 et 224+y+z—t=0}
G = Vect ((1, ~2,1,1),(1,2,-3,1), (5, -3, -2, 5)).

1. Calculer la dimension de F.

2. Montrer que G C F et conclure que G = F.
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3. Déterminer un supplémentaire de F'.

Solution :
1. On va déterminer une base de F'. Pour cela, commencons par chercher une
famille génératrice de F :
F={(z,y,2,t) ERY |z +y+2=0 et 20+y+z—t=0}
={(z,y,2,t) ER* | 2=~ —y et t=uz}
={(z,y,—z —y,2) [ z,y € R}

Ul U
= {:L’ (1707 -1, 1) +y (07 1, *1,0) | T,y € R}
= Vect(ul,uz).

Ainsi : (u1,usz) est une famille génératrice de F. De plus, comme u; et us
ne sont pas colinéaires, alors (uj,uz) est libre. C’est donc une base de F'
etona:dimkF = 2.

2. Comme: (1,-2,1,1),(1,2,-3,1),(5,—3,—2,5) € F,alors: G C F. Ainsi:
dim G < dim F = 2. Or, les deux vecteurs (1,—2,1,1) et (1,2,—3,1) ne
sont pas colinéaires, alors : 2 < dimG < 2 et donc dimG = dim F' = 2.

. . GCF et v
Enresume.{ dim G = dim F — 2. Dou: F=G.

3. En utilisant le théoreme de la base incompléte, on va trouver deux vecteurs
u3 et uy de sorte que (u1,us,us,uy) soit une base de R*. Ensuite, par le
théoreme de la base adaptée, H = Vect(us,us) sera un supplémentaire

de F dans R*. Pour cela, on peut choisir les vecteurs us et us parmi les
e1

vecteurs de la base canonique. On vérifie facilement ici que uz = (1,0, 0, 0)
e4

ﬁ . 7 .
et ug = (0,0,0,1) convient. Donc : H = Vect(e1, e4) est un supplémentaire
de F dans R%.

Exercice 15
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? suivants :

F={(z,y,2) €ER® |2 —y — 22 =0}
G={(z,y,2) ER® |z =2y =1+ 2}

1. Déterminer la dimension de F', puis la dimension de G.

2. Calculer F'N G. En déduire que F et G sont supplémentaires.

Solution :

1. — Pour déterminer la dimension de F', commencons par chercher une base
de F. On a :

F={(z,y,2) eR® |z =y + 22}
={(y+22,4,2) |y, z € R}
={y(1,1,0) + 2(2,0,1) | y,z € R}
= Vect(uq, usz),
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ou: uy = (1,1,0) et ug = (2,0,1). Ainsi : (u1,usz) est une famille
génératrice de F. De plus, comme u; et us ne sont pas colinéaires,
alors : (uy,usg) est libre. C’est donc une base de F et dim F = 2.

— Pour G, on a :

G={(z,y,2) eER® |z =2y =z + 2}
={(2y,5,0) |y e R}
={y(2,1,0) |y e R}
= Vect(us),

ou : ug = (2,1,0). Ainsi : (ug) est une famille génératrice de G. De

plus, comme ug # Ogs, alors : (u3) est libre. C’est donc une base de G
et dimG = 1.

2. Pour F'N G, on écrit :

r—y—2z =0
(z,y,2) e FNG& < @ =2y rx=y=2=0.
z =0

Ainsi : FNG = {Ogs}. De plus, on a :
dim F 4+ dimG =2+ 1 =3 = dimR?.
Dou: F& G =R3.
Exercice 16

Soit : F = {P € R3[X] | P(X +1) = P(1 — X)}. Montrer que Vect(X, X?) est
un supplémentaire de F' dans R3[X].

Solution :
— Nous avons besoin d’abord d’une base de F. Soit P = a X3 +bX2+¢X +
d e R3[X].Ona:

PeFoaX+1)P+0X+1)2+e(X+1)+d=a(l-X)P*+b(1—-X)*+c(l-X)+d

a = —a
3a+b =3a+0b B B
3a+2+c —-3a—2—c T0=0 e 24ec=0

a+b+c+d =a+b+c+d

Ce calcul montre que (1, X2 —2X) engendre F. Cette famille étant libre,
c’est une base de F.

— Complétons-la en une base (1, X2—2X, X, X?) de R3[X]. Par le théoréme
de la base adaptée, on en déduit que : Vect(X, X?) est UN supplémentaire
de F dans R3[X].

Exercice 17
E=Ry[X]et F={P e FE|P(0)=P(0)=P(1) =0}
1. Montrer que F' est un espace vectoriel, déterminer une base de F' et préciser
sa dimension.

2. Montrer que G' = Vect(1, X, 1+ X + X?) est un supplémentaire de F dans
E.
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Solution :
1. Soit P =aX*+bX3+cX? +dX +e € Ry[X]. On a:

e =0
PeF&PO)=P0O)=P(1)=0&<¢ d =0
4da+3b+2c+d =0

1
& P =aX"+bX* = 2 (da+35)X7 = a(X* —2X%) + b(X3 - gXQ).

Donc F = Vect (X4 —2X2% X3 - %Xz). Cette écriture de F justifie le fait

que F' est un espace vectoriel. De plus, la famille <X4 —-2X2 X3 - %XQ

engendre F' et comme elle est étagée en degrés, elle est libre. C’est donc
une base de F' et on a : dim F' = 2.

2. Montrons que Ry[X] = F®G. Comme dim F+dim G = 5 = dim(R4[X]), il
reste simplement & montrer que FNG = {Og[x]}. Soit P € FNG. Comme :
P € G alors, il existe a,b,c € R tels que : P = a +bX +c(1+ X + X?).
De plus, on a : P € F et donc : P(0) = P'(0) = P'(1) = 0 et on trouve :
a=b=0et b+ 3c=0. Ainsi : P est nul. D’ou le résultat.

Exercice 18

Soit E = F(R,R) lespace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F' le
sous-espace vectoriel des fonctions paires (i.e. f(—x) = f(z) pour tout x € R) et
G le sous-espace vectoriel des fonctions impaires (i.e. f(—x) = —f(z) pour tout
x € R). Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E.

Solution :
Tout d’abord, remarquons que F NG = {0g}. En effet, soit f € FNG. Alors,

VeeR: f(-x) = f(x) et [f(-z)=—f(2).

Donc :
Ve eR: f(x)=0.

Ainsi : FNG C {Og} et donc F NG = {0g}. D’autre part, soit f € E. Alors,
en posant pour tout x € R :

oy S0 =)
2
on vérifie facilement que :
— f=p+i;
—peFetied.

Ainsi, on a bien : F = F + G. Conclusion : £ = F & G.

Exercice 19
On note E = RR le R-espace vectoriel de toutes les applications de R dans R
et :

F={fcE|f(0)=0}, A=C§={geE|g(0)#0}
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1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. Est-ce que A est un
sous-espace vectoriel de F' 7

2. Montrer que, pour toute g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémen-
taire de F' dans E.

Solution :

1. — Il est clair que F' C E et que O € F (ou on a noté O Uapplication
constante nulle de R dans R).
— Soient f,he Fet A€ R.Ona: (Af+h)(0)=Af(0)+h(0) =A-04+0=
0, donc : Af+h € F. On conclut que F est sous-espace vectoriel de E.
D’autre part, il est immédiat que A n’est pas un sous-espace vectoriel de
E, car Og ¢ A.

2. Soit g € A fixée.

— Commengons par montrer que F'NRg = {0g}, ou encore : FNRg C
{0g}. Soit ¢ € F NRyg. Alors, p(0) = 0 et il existe & € R tel que
» = ag. Ainsi, ag(0) = ¢(0) = 0 et comme ¢(0) # 0 alors : « = 0 et
donc : ¢ = ag = 0. Ceci montre que : F NRg = {0g}.

— On veut montrer que F = F+Rg. Soit ¢ € E. Il s’agit donc de montrer
que ¢ se décompose linéairement sur F' et Rg, c-a-d qu’il existe f € F
et a € R telles que : ¢ = f + ag. Raisonnons par analyse-synthése.
— Analyse : Supposons qu’une telle décomposition existe, c-a-d qu'’il

existe f € F et a € R telles que : ¢ = f + ag. Alors : p(0) =
F(0)+ag(0) = ag(0), donc : o = ‘P((g)) puis f = p—ag = ¢ — ‘P((O))g
— Syntheése : Réciproquement, montrons que le couple (f, @) précé-

dement trouvé convient. Notons donc a = — et f=p— %g

Alors, on a bien : ¢ = f + ag avec f(0) = gp(O) - %9(0) =0et
donc f € F. Ceci montre que le couple (f, «) convient.
On a ainsi montré que : £ = F + Rg.
Finalement : F' et Rg sont deux sous-epaces vectoriels supplémentaires
dans FE, ou encore : Rg est un supplémentaire de F' dans FE.

Exercice 20 (Image d’une famille de vecteurs)
Soient w une application linéaire d'un K-espace vectoriel E vers un K-espace
vectoriel E' et (e1,--- ,e,) une famille de vecteurs de E.

1. Montrer que : u(Vect(eq,-- ,e,)) = Vect(u(er), -+, u(eyn)).

2. On suppose la famille (e1, - - - , e,,) génératrice de E et ’application linéaire
u surjective. Que dire de la famille image (u(e1), - ,u(ey))?

3. On suppose la famille (eq, - - , e, ) libre et application linéaire u injective.
Montrer que la famille image (u(e1),--- ,u(e,)) est libre.

Exercice 21 (Application linéaire donnée par I’image d’une base)
Soit E = R3. On note B = (e, e2,€3) la base canonique de E et u I’'endomor-
phisme de E défini par :

u(er) = —2e1 + 2e3, ulex) =3ex et u(ez) = —4de; + 4des.

1. Soit (z,y, z) un vecteur de E. Calculer u(zx,y, ).

2. Déterminer une base de Ker u.
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3.
4.

Déterminer une base de Im wu.

Montrer que F = Keru @ Im u.

Solution :

1.

Soit (z,y,2) € E. On a : (x,y,2) = xey + yes + zes et donc par linéarité
de u, on obtient :

u(z,y, z) = u(xzey + yea + zeg) = xuer) + yu(es) + zu(es)
= z(—2ey1 + 2e3) + 3yea + z(—4e; + 4e3)
= (—2z — 4z, 3y, 2z + 42).

2,y,2) € E | u(z,y,2) = 0p}
x,y,2) EE| —20—42=0,3y=0 et 2x+4z=0}
x,y,2) EE|x=-2z et y=0}

I\

= Vect ((—27 0,1) )

Donc la famille (w) engendre Ker u. De plus, comme w # Op, alors la
famille (w) est libre. C’est donc une base de Ker u.

Remarque : Keru n’est pas réduit & {Og} et donc ’endomorphisme u
n’est pas injectif. Par ailleurs, comme u est un endomorphisme de I’espace
vectoriel de dimenion finie £ = R3, il n’est pas non plus surjectif.

. Onalmu = Vect (u(el), u(ez), u(eg)). Ainsi, la famille G = (u(el), u(eq), ’LL(Gg))

engendre Imw. Or, d’apres le théoréeme du rang, on sait que dimImwu =
3 — 1 = 2. Du coup, il suffit d’extraire de G une famille libre & deux élé-

ments. On vérifie immédiatement que (u(el), u(eg)) est une telle famille.

C’est donc une base de Im u.

. Par le théoreme de la base adaptée, il suffit de montrer que la famille

obtenue par concaténation d’une base de Keru et d’une base de Imu
constitue une base de E. Soit alors B = ((—2,0,1),(—2,0,2),(0,3,0))

une telle famille. On vérifie facilement que c’est une famille libre et donc
une base de . D’ou : F = Keru & Im .

Exercice 22 (Applications linéaires dans un espace de polynémes)
Soit E = R3[X]. Soit u I'application de E dans E définie par :

w(P)=P+(1—-X)P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de F.
2. Déterminer une base de Im u.

3.

4. Montrer que F = Keru ® Im u.

Déterminer une base de Ker w.

Solution :
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1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polynéme de degré
inférieur ou égal & 3, et donc u envoie bien E dans E. Montrons ensuite
que u est linéaire. Soit P,QQ € E et A€ R, on a :

uAP+Q) = (AP+Q)+(1—-X)A\P+Q)
= AP+Q+(1-X)A\P' +Q)
= A(P+a-x)P)+(Q+(1-X)Q)
= u(P)+u(Q).

u est donc bien linéaire.

2. Puisque (1, X, X2, X3) est une base de E, alors on sait que :
Im(u) = Vect (u(l),u(X)m(Xg),u(X?’)).

Comme : u(1) =1, u(X) = 1, u(X?) = —X2+2X, u(X3) = —2X3+3X?2,
alors :

Vect (u(1),u(X),u(X2), u(X3)) — Vect (u(l),u(x2), u(XB)),

c-a-d que (u(l),u(X2)7u(X3)) est une famille génératrice de Im(u). De

plus, c’est une famille qui est échelonnée en degré et donc c’est une famille
libre.
Ceci montre que (u(l),u(XQ),u(X‘n’)) est une base de Im(u).

3. Soit P=aX?+bX%2+¢cX+deFE.Ona:

u(P) = —2aX® + (3a — b)X? +2bX +c+d.

Ainsi :
—2a = 0 a = 0
u(P) =0 < " _22 _ 8 = Ié _ (C)
c+d = 0 d = —c
Donc,

Ker(u) = {P = aX?® +bX?*+cX +d€ FE|u(P)=0g}
={c(X—-1)|ceR}
= Vect(X —1).

Ainsi, la famille (X — 1) engendre Ker(u). On en déduit donc que (X —1)
est une base de Ker(u).

4. La concaténation des bases de Im(u) et Ker(u) trouvées précédemment
est (1,—X?+2X,-2X3+3X2 X —1). Ces polynomes sont tous de degrés
différents. Ils forment donc une base de E. Ceci montre que : £ = Keru®
Im u.
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Exercice 23 (Autour des endomorphismes nilpotents)
Soit FE de dimension finie n € N*. On dit qu'un endomorphisme f € L(E) est
nilpotent s’il existe p > 1 tel que :

fP=0gm et [P #E0p).

L’entier p s’appelle alors I'indice de nilpotence de f.
On suppose dans la suite que f est un endomorphisme nilpotent d’indice p.

1. (a) f peut-il étre bijectif ?
(b) Justifier qu'il existe xg € E tel que fP~! (x9) # Op.
(¢) Montrer que la famille (zq, f (o) ..., fP~" (z0)) est libre.
(d) En déduire que f™ = 0.
2. On suppose dans cette question que p = n. Déterminer le rang de f.
3. Montrer que Idg — f est inversible et exprimer son inverse en fonction de

f.

Solution :

1. (a) Supposons f bijective. Par composition d’applications bijectives, on
aurait alors Oz(gy = fP qui serait bijective. Or ce n’est pas le cas,
Papplication nulle n’étant pas bijective lorsque dim(E) = n > 0.
Ainsi, f n’est pas bijective.

(b) Puisque fP~1 # Oz(m), alors il existe wg € E tel que P 1(x0) # 0p.
(c) Montrons que la famille (mo, flxo), -, fp_l(xo)) est libre. Pour cela,

raisonnons par ’absurde et supposons que la famille (:r:o, flxg), -+, fP1 (CL‘()))

est liée. Ainsi, ils existent Ag,-- -, Ap,—1 non tous nuls tels que
Aoxg + -+ )\p,lf”_l(xo) =0 (’)

Soit ¢ = min{0 < k < p— 1] A\ # 0}. En composant ¢ par fP~174,
on obtient :

(A U)o Ap 1 7 (w0) ) = Agf7 (@) =0, car I =0, = p.

Comme fP~1(zg) # 0, on en déduit alors que : A\, = 0. Contradiction.
D’ot, la famille (9007 f(zg), - ,fp_l(x0)> est libre.

(d) La famille (g, f (zo),..., fP~* (z0)) étant libre, son cardinal est in-
férieur ou égal & la dimension de l'espace, soit p < dim(F) = n. On
en déduit que 'indice de nilpotence est inférieur & la dimension, et
donc que fm =0.

2. Ona f¥(zg) € Im(f) pour tout 1 < i < n—1. Donc (f (20),..., "' (20))
est une famille de n — 1 vecteurs de Im(f), libre d’apres la question 1.(c).
Donc on a rg(f) = dim(Im(f)) > n— 1. D’autre part, f n’est pas bijective
d’apres la question 1.(a), donc rg(f) < n — 1. On peut donc conclure avec
ces deux inégalités que rg(f) =n — 1.
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3. Puisque les endomorphismes Idg et f commutent, la formule de factori-
sation géométrique donne

Idp =Id}Y — " = (Idg — f)(Idg + f + ...+ f*71).
On en déduit que 'endomorphisme (Idg — f) est bien un inversible et on
a:(ldp— )7 =05 1.

Exercice 24 (Rang d’une application linéaire)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et u et v deux
applications linéaires de E dans F. Montrer que : [rgu — rgv| < rg(u + v) <
rgu +rguv.

Solution :
Par définition, on a : rg(u + v) = dim Im(u + v). Or :

Im(u +v) = {u(x) +v(z),r € B} C {u(x) +v(z'), (,2") € B*} = Imu + Imv.
Donc :

rg(u+v) < dim(Imu + Imwv)
= dim(Imu) + dim(Imv) — dim(Imu NImwv) (formule de Grassmann)
< dim(Imu) + dim(Im v)
=rgu+rgo.
Dot :
Yu,v € LIE,F) :rg(u+v) <rgu+rguo.

D’autre part, puisque Im(—v) = Imwv, on a :
rgu=rg(u+v—v) <rglu+v) +rg(—v) =rg(u+v) +rgu,

et donc rgu — rgv < rg(u + v). En échangeant les rdles de u et v, on a aussi :
rgv —rgu < rg(u 4+ v) et finalement :

Yu,v € L(E,F) : |rgu —rgv| < rg(u + v).
On conclut que :
Yu,v € LIE,F) : |rgu —rgv| <rg(u+v) <rgu+rgo.

Exercice 25
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie vérifiant :

rg(f?) =rg f.
1. Etablir que : Im(f?) =Im f et Ker(f?) = Ker f.

2. Montrer que les espaces Im f et Ker f sont supplémentaires dans F.
Solution :
1. Tout d’abord, on va montrer que Im(f2) C Im f et Ker f C Ker(f?) et

on conclut en transformant ces inclusions en égalités par un argument de
dimension.
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— Soit y € Im(f?). Alors, il existe * € E tel que y = f2(x). Ainsi :
y = f(f(z)) = f(a) avec a = f(z) € E et par suite y € Im f. D’ou
Iinclusion Im(f?) C Im f. De plus, I'’hypothese rg(f?) = rg f fournit
’égalité des dimensions et donc : Im(f?) = Im f.

— Soit x € Ker f. Alors : f(z) = 0g et donc : f2(z) = f(0g) = 0. Ainsi,
x € Ker(f?) et on obtient Iinclusion : Ker f C Ker(f?). De plus, la
formule du rang appliquée & f et f2 donne :

dim F =dimKer f +rg f et

dim E = dim Ker(f?) + rg(f?).
Comme rg(f?) = rg f, on en déduit que : dimKer f = dim Ker(f?).
On conclut que : Ker f = Ker(f?).

2. 1l suffit de vérifier que Im f et Ker f sont en somme directe et conclure
avec un argument de dimension. Soit x € Ker fNIm f. Comme x € Ker f,
alors f(z) = Og. De plus, on a 2 € Im f et il existe donc a € E tel que
z = f(a). On aalors : f(f(a)) = f(z) = 0p et donc a € Ker(f?) = Ker f.
Donc : ¢ = f(a) = 0g. Ainsi, les espaces Im f et Ker f sont en somme
directe. De plus, la formule du rang donne :

dim E = dim Ker f + dim Im f.

Ce qui permet de conclure que les espaces Im f et Ker f sont supplémen-
taires dans F.

Exercice 26
Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E' de dimension finie. Montrer
que :

KerfzImf@(]&:O et dimE:2rgf).

Solution :
On raisonne par double implication.
(=) Supposons Ker f = Im f. Pour tout z € E, f(z) € Im f = Ker f et par
conséquent : f f(x)) = 0p. Ainsi f2 = 0. D’autre part, la formule du rang nous
donne :

dim F =dimKer f +rg f =21g f.
(<) Supposons f? = 0 et dim £ = 2rg f. D’une part, on a Im f C Ker f. En
effet, soit y € Im f. Il existe alors © € F tel que y = f(x) et donc f(y) =
f(f(z)) = 0g. D’ou y € Ker f. D’autre part, la formule du rang nous donne :

2rg f =dim F = dimKer f +rg f et donc : dim Im f = dim Ker f. Par inculsion
et égalité des dimensions, on peut conclure que : Im f = Ker f.

Exercice 27 (Forme géométrique du théoréme du rang)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). Soit G un supplémen-
taire de Ker f dans E. Montrer que G et Im f sont isomorphes.

Solution :
On définit 'application :

g=fig: G-—Imf
v g(2) = f(2).
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Alors :
— g est linéaire de G dans Im f. c’est une conséquence directe du fait que
f est linéaire.
— g est injective. En effet, on a

Kerg={z € G| g(z) = f(z) =0} = GNKer f.

Comme G et Ker f sont en somme directe, on a : GNKer f = {0g}. D’ou
Kerg = {0Og} et g est injective.
— g est surjective. En effet, soit y € Im f, disons : y = f(x) pour un certain
x € E. Comme E = G + Ker f, alors : © = u + v pour certains u € G
et v € Ker f, donc : y = f(2) = f(u) + f(v) = £(u) + 0 = f(u) = g(u)
avec u € G, ce qui prouve bien que g est surjective.
Ainsi, g définit un isomorphisme de G sur Im f.

Exercice 28
Soit E un K-espaces vectoriel. Montrer qu'une forme linéaire ¢ sur £ non iden-
tiquement nulle est surjective.

Solution :
Dire que ¢ # 0 signifie qu'il existe un vecteur xg € E tel que A = p(x0) # 0.
Pour tout réel y, on peut alors écrire :

Yy, Yy y
y=3A=J¥l) = w(xxo)-

Ainsi y = p(x) avec = %xo € F, ce qui signifie que @ est surjective.

Exercice 29
Montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle sur F, alors il existe un vecteur
non nul a dans F tel que :

E = ker(p) @ Ra.
Solution :

La forme linéaire ¢ étant non nulle, on peut trouver un vecteur a dans F
tel que p(a) # 0. Ce vecteur a est nécessairement non nul. Pour tout vecteur

x dans F, le vecteur h = x — :‘:E‘z;a est dans le noyau de ¢ et en écrivant que

x=h+ igga on déduit que F = ker(y) + Ra. Si z est dans ker(¢) NRa on a

alors © = Aa et Ap(a) = p(x) = 0 avec p(a) # 0 ce qui entraine A =0 et z = 0.
On a donc ker(¢) NRa = {0} et E =ker(¢) & Ra.

Exercice 30 (Quand le noyau et I’image sont supplémentaires )
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.

1. Démontrer que : E =Im f @ Ker f = Im f = Im f2.
2. (a) Démontrer que : Im f = Im f? < Ker f = Ker f2.
(b) Démontrer que : Im f = Im f? = E = Im f @ Ker f.

Solution :
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1. Supposons E = Im f @ Ker f. Indépendamment de I’hypothese, on peut
affirmer que Im f2 C Im f  (%). Montrons que Im f C Im f2. Soit y €
Im f. Alors, 3z € E tel que y = f(z). Or E =Im f @ XKer f, donc J(a,b) €
E x Ker f tel que z = f(a) +b. On a alors y = f2(a) € Im f2. Ainsi
Imf CImf? (5%). D’apres (%) et (xx), Im f = Im f2.

2. (a) On a Imf2 C Im f et Ker f C Ker f2. On en déduit que Im f =

Im f? <= rg f =rg f2 et Ker f = Ker f? —= dim Ker f = dim Ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang, on a: Im f = Im f? < rg f =
rg f? & dimKer f = dim Ker f2 < Ker f = Ker f2.

(b) Supposons Im f = Im f2. Soit 2 € Im f N Ker f. Ja € E tel que
x = f(a) et f(z) = 0g. On en déduit que f2(a) = O c’est-a-dire a €
Ker f2. Or, d’apres 'hypothese et la question précédente, Ker f2 =
Ker f donc a € Ker f c’est-a-dire f(a) = 0g. C’est-a-dire = 0p.
Ainsi Im f NKerf = {Og} (% **). De plus, d’apres le théoréme du
rang, dimIm f + dimKer f = dim E (% % %*). Done, d’apreés (x x %)
et (x*x*x), E=1Im f @ Ker f.

Exercice 31
Soit E un K-espaces vectoriel.
Soient f et g deux endomorphismes de F tels que fog = Idg.

1. Démontrer que Ker(g o f) = Ker f.
2. Démontrer que Im(go f) =Img.
3. Démontrer que E = Ker f & Im g.

Solution :

1. Montrons que Ker(g o f) = Ker f.
— Ker f C Ker(g o f) est triviale.
— Réciproquement, soit z € Ker(gof). Ona g(f(x)) = 0donc f(g(f(x)) =
0 or fog=Idg donc f(z) =0 et par suite z € Ker f.
2. Montrons que Im(go f) =Img.
— Im(go f) C Img est triviale.
— Réciproquement, soit y € Img. Ju € E,y = g(u). or fog = Idg donc
u = f(g(u)) et par suite y = g(f(g(u))) = go f(g(u)) c’est a dire
y € Im(go f).
3. Montrons que Ker f et Im g sont supplémentaires dans E.
— Soit z € Ker fNIm f,ona f(z) =0et Ju € E,z = g(u) donc u =0
et ainsi x = 0.
— En pensant & la quastion 1, on tente z =z — g o f(x) + g o f(z) avec
z quelconque dans E. Comme Im(go f) = Img, on a go f € Img.
Calculons f(x —go f(z)) =0. Bilan : F =Ker f +Img.

Exercice 32
Soient a1, as, as trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que

P Ky[X] — K3
P— (P(a1), P (az), P (a3))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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2. On note (eq, e, e3) la base canonique de K et on pose Vk € {1,2,3}, Ly =
D1 (ep).
(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de Ko[X].
(b) Exprimer les polynomes L1, Ly et L3 en fonction de a1, as et as.

3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : On se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on
considere les trois points A(0, 1), B(1, 3), C(2,1). Déterminer une fonction
polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Solution :

1. Par linéarité de 1’évaluation, P — P(a) (ol a est un scalaire fixé), ® est
linéaire. Soit P € Ko[X] tel que ®(P) = 0. Alors P(a;) = P(a2) =
P(a3) = 0, donc P admet trois racines distinctes. Or P est de degré
inférieur ou égal & 2; donc P est nul. Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. ® est
injective. Enfin, dim (K3[X]) = dim (K*) = 3 donc ® est bijective. Par
conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky[X] dans
K3.

2. (a) @ est un isomorphisme donc limage réciproque d’une base est une

base. Ainsi, (L1, L2, L3) est une base de Kz[X].

(b) L, € RQ[X] et vérifie ® (Ll) = (1, 0,0) i.e. (Ll (al) , 1A (0,2) s 1A (0,3)) =
(1,0,0). Done, comme as et ag sont distincts, (X — as) (X —a3) | L.
Ordeg L; < 2,donc 3k € Ktel que Ly = k (X — az) (X — ag). La va-

X - X —a;
leur L; (a;) = 1donnek = —————~ Donc L; = ( @) ( a3) .
(a1=a2)(a1~as) (a1 —az) (a1 — as3)

X - X -

X—a)X—ag) o

(a2 — a1) (az — a3)

Un raisonnement analogue donne Lo =
(X — al) (X — a2)
(a3 —a1) (a3 —ag)’

3. (L1, Lo, L3) base de K2[X] donc 3 (A1, A2, A3) € K3 tel que P = \L; +
ALy + AgLs. Par construction, V(i,j) € {1,2,3}? L;(a;) = &;; donc
P(aj) = )‘j' Ainsi, P = P(al) L1 —+ P((ZQ) L2 —+ P(ag) Lg.

4. On pose a; = 0,a2 = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.
On cherche P € Ro[X] tel que (P (a1),P (az), P (a3)) = (1,3,1). Par
bijectivité de ® et d’apres la question précédente, I'unique solution est le
polynéme P = 1x L1 +3x Ly+1xL3. Ona L; = X022 7, X(X22)
et Lg = w Donc P = —2X2+4X +1.
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Matrices et systemes linéaires

Exercice 1
On consideére le systéme suivant :

r+y+mz=m
S)sz+my—z=1 (meR)
r+y—z=1
Préciser pour quelle(s) valeur(s) du réel m le systeme précédent est de Cramer.
Déterminer alors son unique solution en fonction de m.
Solution :

r+y+mz=m rT+y+mz=m

Lo+ Lo—Ly

THmy—z=1 s (m—1y—(m+1)z=1-m
r+y—z=1 —(m+1z=1-m
— Sim = —1, la derniére ligne montre que (S) n’admet pas de solution.
— Sim# —1l,onaz= % et (m — 1)y = 0. Il faut donc distinguer deux
cas.
— Sim#1Ly=0puisz=m(l—2z2)= n%—ﬁfl Le systéme est de Cramer
et admet pour unique solution le triplet (ﬂf—i’l, 0, Zi—;i)

— Sim =1, on trouve x = 1 —y et z = 0. Le systeme admet une infinité
de solutions de la forme (1 — y,y,0).

Exercice 2 (Produit non commutatif)
Déterminer deux éléments A B de M2 (R) tels que : AB =0et BA # 0.

. . (01 (01 .
Solution : Les matrices A = < 0 0 > et B = ( 00 ) conviennent.

Exercice 3 )
Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K). Etablir que tr(AB) = tr(BA).

Exercice 4
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1. Existe-t-il des matrices A, B € M, (K) telles que AB — BA=1,"

2. On suppose que 4, B € M,,(K) vérifient (AB—BA)? = AB—BA. Montrer
que A et B commutent.

Exercice 5 (Matrices symétriques et anti-symétriques)
Montrer que l'ensemble S, (K) des matrices symétriques et I’ensemble A, (K)
des matrices antisymétriques de M,,(K) sont supplémentaires dans M., (K).

Solution : Il est d’abord clair que ces deux ensembles sont des sous-espaces
vectoriels. Soit M € M,,(K). Nous voulons montrer ceci :

(S, A) € Sn(K) x Ap(K), M =S+ A

Pour cela nous raisonnons par analyse-synthese.
— Analyse : Soient S € S,,(K) et A € A, (K). On suppose que : M = S+ A.

Alors: MT = ST+AT = S— A, donc par demi-somme et demi-différence :
§ = MtMT g M-MT
=" 2 =" 2 _ -

— Syntheése : Posons : S = M%MT et A= M_QMT .Alors: M = S+A, et

-
S est symétrique et A antisymétrique car : ST = (M U T) =M T2+M =

SetAT:(M_TMT>T:M——A. 7

=
Exercice 6 (Rang de matrices)
Déterminer le rang des matrices suivantes :

A= . B=

W N =
=W N
U W
— ==
W N =

1
4 et C =
9

W N =
=W N
U W
DN N

Solution : On utilise la méthode du pivot de Gauss pour mettre la matrice sous
forme échelonnée.

1. On a:
Lo« Ly—2L7 1 2 3
rg(A) T2 g 0 -1 -2
0 -2 —4
1 2 3
Ly+Ls—2Lo 0 —1 -9
0 0 0
Le rang de la matrice est donc égal a 2.
2. On a:
Ly«Lp—Ly 1 1 1
rg(B) T2 g 001 3
0 2 8
1 11
faclam2ba ol 0 1 3
0 0 2

Le rang de la matrice est donc égal a 3.
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3. Ona:

Lo+ Lgo—2L1 1 2 3 2
rg(C) T g 0 -1 -2 —2
0 —2 —4 —4
1 2 3 2
0 -1 -2 —2
00 0 0

L3<—Iﬁ*2L2 T

Le rang de cette matrice est donc égal a 2.

Exercice 7 (Problémes de commutation)
Soit A, B € M,,(K) deux matrices qui commutent.

1. On suppose que A est inversible. Justifier que les matrices A~ et B com-
mutent.

2. On suppose que A et B sont inversibles. En déduire que les matrices A~1
et B~! commutent.
Solution :
1. 11 suffit d’écrire

AT'B=A"Y(BA)AT = A7 (AB)A™ = BA™.

2. Les matrices A et B jouant des roles symétriques, d’apres la question pré-
cédente on peut également conclure que les matrices A et B~ commutent.
Ainsi :

ATIBT =AY (BT A)AT = AT AB YA = BAT

Exercice 8 (Problémes de commutation)
Soient A, B € M,,(K) vérifiant AB = A + B. Montrer que A et B commutent.

Solution :

On commence par observation suivante : (I, — A)(I,—B) = I,—A—B+AB =
I,,. Il en découle que les matrices I,, — A et I,, — B sont inverses I'une de 'autre.
En particulier : (I,, — B)(I, — A) = I, i.e. aprés développement : A+ B = BA,
et voila : AB = BA.

Exercice 9 (Matrices de rotation)

Pour tout 8 € R, on consideére la matrice R(6) = < g?ﬁg _C;lsr;e )

1. Calculer R(0)R(¢p).

2. Montrer que R(6) est inversible pour tout 6 € R et calculer son inverse.

Solution :

1. On trouve a l'aide des formules trigonométriques R(0)R(p) = R(0 + ¢).
REMARQUE : Ceci n’est pas une surprise, multiplier des matrices de
rotations revient & composer les rotations planes correspondantes, donc a
additionner les angles.
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2. On trouve det(R(6)) = cos?(#) + sin?(#) = 1 # 0, puis

R@1(<me me)MQ)

—sinf cosf

REMARQUE : La encore, le point de vue géométrique est primordial. La
bijection réciproque d’une rotation est une rotation d’angle opposé.

Exercice 10
Soit A € M,,(K) telle que la matrice I,, + A soit inversible. On pose

B=(I,—A)I,+ A"

1. Montrer que B = (I, + A)~(I,, — A).

2. Montrer que I,, + B est inversible et exprimer A en fonction de B.

Solution :
1. Comme (I, + A)(I,, — A) = (I, — A)(I,, + A), en multipliant & droite et &
gauche par (I, + A)~!, on obtient la relation
(I, — A) (I, + A~ = (I, + A~ (I, — A).
2. On a :
(Ln+A)(I,+B)={UI,+A)+ (I, —A) =2I,,
donc I,, + B est inversible et

(Tt B)™ = 31+ 4)

puis
(I, — B)(I, +B)' = %(In +A— (I, — A) = A

Exercice 11 (Matrice a diagonale strictement dominante)
Soit A = (aij)1¢; jcn € Mn(R) telle que Vi € [1,n], |a;;| > Z'}_? la; .
EENAS FE
Soit X € M,, 1(R) tel que AX =0, et soit ig € [1,n] tel que |z;,| = Hﬁax]] || .
i€[1l,n

Montrer que x;, = 0, et en déduire que A est inversible.

T
Solution : Soit X = un vecteur de R™ tel que AX = 0. Il s’agit de

Tn
montrer que X = 0. Pour cela, raisonnons par I’absurde et supposons X # 0.
Soit ig est un indice tel que |z;,| = Max {|x;|,7 € [1,n]}. On a |z;,| > 0. Mais
alors,

AX =0=Vie[Ln],) a;z;=0
j=1

= |ai0,i0$i0| =\~ Z Qig,j L5 < Z |aio7j| X |$]| < |$i0| Z |ai07j| .

J#i0 J#io J#io
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Puisque [z,| > 0, on obtient |a,,i,| < D_,4;, |@io,;| contredisant les hypotheses
de I’énoncé. Donc, X = 0. On en déduit que A est inversible.

Exercice 12
Soit M € M,,(R). On rappelle que :
— M est dite nilpotente s’il existe un entier & € N* tel que M* = 0.
— Si M est nilpotente, I'indice de nilpotence de M est le plus petit p € N*

tel que MP = 0.

Soient deux matrices A et B de M,,(R) nilpotentes et qui commutent. On
note p I'indice de nilpotence de A et g I'indice de nilpotence de B.

1.

En calculant (A + B)PT4~! montrer que A + B est nilpotente d’indice
inférieur ou égal a p+ q — 1.

2. Montrer que pour tout k € N : (AB)* = A*B*.

3. En déduire que AB est également nilpotente d’indice inférieur ou égal a

min (p, q).
Montrer que le produit d’une matrice carrée et d’'une matrice nilpotente
de méme taille et qui commutent est une matrice nilpotente.

. Montrer que I,, — A est inversible et donner son inverse.

6. On pose C = I,, — A. Montrer que I,, — C~! est nilpotente.
7. Soient M, N € M,,(R). Montrer que si M N est nilpotente alors N M est

également.

Exercice 13 (Puissance d’une matrice 4 ’aide d’un polynéme annulateur)

1.

2.

Montrer que toute matrice A € M, (K) admet un polynéme annulateur
non nul. (On peut considérer la famille (In, A - ,A”z).)

Soit A € M,,(K) la matrice ne comportant que des 1.
(a) Déterminer un polynéme annulateur pour A.
(b) En déduire la valeur de A* pour tout k > 2.

Solution :

1.

Soit A une matrice de M, (K). Le K-espace vectoriel M,,(K) est de di-
mension n?. Par suite, toute famille de n2 4 1 matrices de M,, (K) est liée;
c’est le cas en particulier de la famille (In, A, - ,A"z). Il existe donc des
scalaires aq, - - - , ay2 non tous nuls, tels que

aoly + a1 A+ -+ a2 A" =0.

Le polynome P = ag+ a1 X + - -+ a2 X" est ainsi non nul et annulateur
de la matrice A.

. (a) On vérifie facilement que A2 = nA et donc P = X? — nX est un

polynéme annulateur pour A.

(b) Effectuons ensuite la division euclidienne de X* par P. Puisque P est
de degré 2, il existe @ € R[X] et a,b € R tels que

Xk = P(X)Q(X) +aX +b.

On évalue cette égalité en les racines de P, a savoir 0 et n. L’éva-
luation en 0 donne b = 0 et 1’évalution en n donne a = n*~!. On a
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donc X* = P(X)Q(X) + nF~1X. On en déduit que A*¥ = n*~1A,
relation que I'on aurait tout aussi bien pu prouver assez simplement
par récurrence !

Exercice 14 (Puissance n'™° avec la formule du bindme)

a 0 0 0 10
Poura e R,soient A=| 0 a 0 |, N= 0 0 1 |etB=A+N.
0 0 a 0 00

1. Vérifier que AN = NA et N3 = 0.
2. Calculer B™ pour tout entier n > 2.

3. Pour quelles valeurs de @ la matrice B est-elle inversible ? Calculer B~}
pour ces valeurs de a.

Solution :

0
1. AN=NA=| 0
0

o O

0
a et N3 =0.
0

2. Comme les matrices A et N commutent, on peut utiliser la formule du
binome de Newton et on obtient :

pr=aeny =3 () war

k=0

_ n n n n—1 n 2 gn—2
—(O>A+(1>NA +<2>NA

puisque n > 2 (sinon, il y aurait moins de termes dans la somme). Comme
k
a

0 O 0 0 1
AF= 0 a* 0 JetN?=| 0 0 0 |, on trouve pour n > 2,
0 0 a* 0 00
a® 0 0 0 a* ! 0 n(n —1) 0 0 a
B" = 0 a™ 0 +nl| O 0 a™ ! 5 0 0
0 a" 0 0 0 0 0
a® na 2=b
=a"%|l 0 a2 na
0 O a?

3. La matrice B est triangulaire supérieure, elle est inversible si et seulement
si tous ses coefficients diagonaux sont nont nuls (le déterminant est ici le
produit des coefficients diagonaux), c’est-a-dire si et seulement si a est non
nul. Pour inverser B, on procede par pivot de Gauss :

a 1 0 T U1 ary + T2 =N
BX =Y <« 0 a 1 To = Y2 = ars + T3 = Y

0 0 a T3 Y3 ars = Ys
T = %yl - ;}yz + a%ys

= T2 = §y2 — 2293
T3 = ,Ys3
3 ¢ 2 a Vi

sz |=[0 L % y» | <= X=B"'Y.
xr3 0 0 % Y3
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Exercice 15 (Calcul des puissances d’une matrice carrée)
Soient les matrices

1

6 8 6 0 0
— 1 3 4 3 et D=| 0 =%
3 0 3 0

2

Ju—

0
= 0
12 1

o

1. a) Trouver I'unique vecteur colonne X; dont la premieére coordonnée vaut
1 tel que M X; =0.

b) Trouver 'unique vecteur colonne X5 dont la deuxiéme coordonnée vaut
1 tel que MXQ = T12X2

c) Trouver l'unique vecteur colonne X3 dont la derniere coordonnée vaut
2 tel que MX3 = X3.

2. On note P la matrice dont les vecteurs colonnes sont (dans l'ordre) Xj,
X5 et X3. Montrer que la matrice P est inversible et calculer sa matrice
inverse.

3. Montrer que la matrice P~ M P est diagonale et égale & D. Déterminer
D" pour tout entier n > 1.

4. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1: M™ = PD"P~!.

5. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n :

L[ 6-6x%(3%)" 6+16x(§2” 6-6x(%5)"
M" = 3—3><(%)n 3+8x(ﬁ)n 3—3x(ﬁ)n
249x ()" 2-24x(55)" 2+9x%(55)
Solution :
1 2 6
1. On trouve X; = 0 , Xo = 1 et X3 = 3
—1 -3 2

2. On pourrait calculer le déterminant de P mais le fait qu’on puisse inverser
P alaide de la méthode du pivot suffit a justifier 'inversibilité. On trouve

1 =22 0
ptl=L| -3 8 -3
1 1 1
0 0 O
3. On abien D=P 'MPet D"= ] 0 % 0 | pourn>1.
0 0 1

4. Classique, c’est du cours!

5. 11 suffit de calculer explicitement PD™"P~! avec les expressions de P! et
D" données précédemment.

Exercice 16 (Matrices et suites)
. 1 -1
Soit A = ( 11 > .

1. Déterminer A™ pour tout n € N*. On pourra commencer par calculer
A2 A3
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To, Yo € R
2. Soient (7,),,cy €t (Yn), ey les suites définies par : § Tpnp1 = Tn — Yn
Yn+1 = —Tn + Yn

Ln

n

a) On pose X, = ( ) Etablir une relation entre Xnt+1, A et X

b) Montrer alors que X,, = A" Xj.

¢) En déduire une expression de xz,, et y, en fonction de xg,yo et n pour
tout n € N*.

Solution :
, . _ 1 -1 9 2 =2 3 4 —4
1. Onsaper(;orcqueA(_1 1 ),A <_2 9 >,A <_4 4

et A% = ( —88 _88 > . On peut des lors conjecturer que :

i > 1 A”2”1< N > =9y

Démontrons ce résultat par récurrence, sachant qu’il est évidemment vrai
pour n = 1.

ATl = ATA =27 TAx A=2""1A2 = 2" A,

D’apres le principe de récurrence, le résultat est vrai quel que soit n > 1.
2. a) Ona X,41 = AX,,.
b) Par récurrence, X,, = AX,, 1 = AxAX, o= A?X""2= ... = A"X,.

c) Ainsi,

X, = ( o ) = A"X,
Yn
1 -1 T
— on—1 0
(L))
B 277,711,0 _ 2n71y0
- —2“711'0 + 2n71y0 .
Par identification, pour tout n > 1,

T, =2" " g — 2"y et oy, = —2""tag + 2" Ly,

Exercice 17 (Quelques applications du calcul matriciel)
s . _ -1 2 _ 10 _
On considere les matrices A = (_4 5) , D= (O 3) , P =
11
1 2 )
1. Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

2. Vérifier que A=P-D- P71
3. Montrer que A" = P- D" - P~! pour tout n € N.
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4. On considere les suites (uy) et (vy,) définies par ug,vo € R et :

Upt1 = —Up + 2vy,
vn G N7 { ’U’I’LJrl = —4un + 5’U’I’L

On pose pour tout n € N, X,, = ( :j" )
n

(a) Montrer que pour tout n € N, X,,1; = AX,,.
(

(c) Etudier la convergence de ces deux suites.

b) En déduire, pour tout n € N, u,, et v, en fonction de ug et vy et de n.

5. On considere deux fonction = et y définies sur R, a valeurs réelles et dé-
rivables sur R. On suppose que z et y vérifient le systeme différentiel
suivant :

= —x+2y
y' = —4dx + by.

/
OnposeX:(zq)etX’:(z, ),c’estadire:

t) / (f@>
et X'(t) = .
) ) 0=y
On définit deux fonctions z1,y1 : R — R par X; = < Zl > et X7 =

1
Pl.X.

:L'/
OnposeX{—( ¥ >

VtER, X(t) = ( ﬁ

Y1
(a) Montrer que X| =D - X;.

(b) En déduire deux équations différentielles vérifiées par 1 et y;.
(c) Déterminer les fonctions 1 et y1, et en déduire les solutions z et y du
systeme de départ.
Solution :

1. La matrice P est une matrice 2 x 2. On peut donc appliqué le critéere du
cours :onaad —bc =1x2—-1x1=1# 0. La matrice P est donc
inversible, et son inverse est :

1 d b 2 -1
717 .
P _ad—bc<—c a>_<—1 1)'

2. 1l suffit de faire le produit !
3. Pourn =0,0na A° = I, et PD°P~! = PI[,P~! = PP~! = ],. Soit &
présent n > 1, on a :
A" =AxAx---x A
—_——

n fois

= (PDP™") x (PDP™") x --- x (PDP™") x (PDP™')
=PxDx (P'P)xDx--xDx (P'P)xDx P!
=PxDxDx---xDxP™!

N— ————

n fois

= pprp—1
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Notons de plus que D™ = ( 10 )

0 3
. _ —Up, + 20, _ Un+1 _
4. (a) Ona: AX, = ( 4w, + 50, ) = ( it ) = Xpt1-
(b) On a donc en itérant le résultat précédent
X,=AX,, 1 =A%X, o=+ = A"Xy pour tout n € N.
1 1 1 0 2 -1
AN — np—1 _ —
Deplus,ona: A" = PD"P _(1 2><0 3”)(—1 1>_
2-3" -1+3" s )
( 9_9x31 _1492x3n ) On en déduit, pour tout n € N :

Un \ 2-—-3" -1+ 3" uo \ (2—=3")ug+ (—143") v
v, )\ 2—-2x3" —1+4+2x3" vo )\ (2-2x3Yug+(—1+2x3 vy )~
Ainsi, on a pour tout n € N :

U = (2up —vo)+3" (vg —ugp) et v, = (2up — vo)+3" (2vg — 2ug) .

(c) On a trois cas poesibles :

— siug = vo, les suites (u,) et (v,) sont constantes égales & 2ug—vg ;

— si ug < vy, les suites (u,) et (v,) divergent vers +o0;

— si ug > vy, les suites (u,) et (v,) divergent vers —oo;
5. (a) On a d’apres I’énoncé :

X' = AX = APX;.

De plus on a X = PX1, soit { T =210 . En dérivant ces deux

y =1+ 2y
équations, on obtient :

=ty
Y=+ 2y
Ainsi on a X’ = PXj. On obtient en remplacant dans I’égalité pré-
cédente :
PX|=APX, & X;=P'APX,=DX,
car A= PDP~L.

(b) On a alors en écrivant ce produit matriciel :

x} _ 1 0 1\ _ [ ™
Y 0 3 Y1 3 )
Ainsi x; et y; satisfont les deux équations différentielles linéaires du

premier ordre a coefficients constants suivantes :

i =x1 et y; =3y
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(c) On en déduit que pour tout t € R, x1(t) = Ae! et yi(t) = pe® avec
A, i € R. On obtient alors x et y avec la relation X = P - X7 : pour
tout t € R,

z(t)\ (1 1 et \ [ el + pedt
yt) ) 1 2 pedt ) U et + 2uedt
Les solutions x et y du systeme de départ sont donc :

z(t) = e’ +pue® et y(t) = N’ +2ue3  avec A\, pu€R.
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Complément de cours : Structures algébriques

Exercice 1
Soit G un groupe d’élément neutre e tel que Vo € G, 2% = e. Montrer que G est
abélien.

Solution :
Suppposons que tout carré soit égal a ’élément neutre. Alors

zy = yPryz® = y(yzyz)z = y(yz)’z = yex = ya.

Autre méthode : Soit x,y € G. En utilisant le fait que pour tout z € G on a
22 =1,1ie. z=2"1 on en déduit que

zy=(zy) =y 'z =y

et G est abélien.

Exercice 2
Soient (G,) un groupe et Hy, Hy deux sous-groupes de G. On suppose que
H, U Hy est un sous-groupe de G. Montrer que H; C Hs ou Hy C H;.

Solution :

Raisonnons par I'absurde et supposons que Hy ¢ Hy et Hy ¢ Hy. Alors, il existe
x1 € Hy, x1 ¢ Hy et il existe 9 € Ha, 9 ¢ Hy. Comme H; U Hs est un sous-
groupe, x1 xxy € Hy U Hy. Si @y *x9 € Hy, alors 2o = ) % (x1 *xx2) € Hy, ce qui
est absurde. De méme, on parvient & une absurdité en supposant x| * xo € Hs.
D’ou le résultat.

Exercice 3 Soit G un groupe. Montrer que les parties suivantes sont des sous-
groupes de G :

1. Z2(G) ={x € G|Vy € G,zy = yz} (Z(G) s’appelle le centre de G).
2. aHa™ ! ={aha™' | h € H} ot a € G et H est un sous-groupe de G.
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Solution :

1. 1g est élément de Z(G) car 1lgy = ylg = y pour tout y € G. Soient
x1,x2 € Z(G). Alors, pour tout y € G, on a z122y = 1 (x2y) = (1Y) T2 =
yx1x2 et donc x1xo € Z(G). Enfin, si z € Z(G), alors pour tout y € G,

1 1 -1

TY =Yr — rxYr =Yy =—>yr - =2 Y.

On en déduit que 2= € Z(G) qui est donc un sous-groupe de G.

2. Puisque H est un sous-groupe de G,1g € H et donc alga™! € aHa '.
Mais alga™' = 1g et donc 1g € aHa™!. soient * = aha ! et y =
ah’a™! deux éléments de aHa ' avec donc h,h’ € H. On a zy~ ! =
aha’l(ah’a’l)il = ahail(ah’fla’l) = ahh'~la~! € aHa ! puisque
hh'=' € H. aHa™! est donc bien un sous-groupe de G.

Exercice 4

Soit (G,-) un groupe fini et A, B deux sous-groupes de G. On note AB =
{ab;a € A,b € B}. Montrer que AB est un sous-groupe de G si et seulement si
AB = BA.

Solution :

(=) Supposons que AB est un sous-groupe de G et montrons que AB = BA.
Soit z € AB. Alors 27! € AB et donc ™! = ab pour certains a € A et b € B.
Par passage & I'inverse, on obtient : z = b~ 'a~! € BA.

De méme, siy = ba € BA, alorsy ' =a~'b~! € ABetdoncy = (y~!)~! € AB.
(<) Supposons que AB = BA et montrons que AB est un sous-groupe de G.

— Puisque A et B sont deux sous-groupes de G, alors 1g € A et 1g € B et
donc 1¢g = 1glg € AB.

— Soit x = ab e AB et y = 't/ € AB. Alors, vy = aba’t’. Or, ba’ € BA =
AB et donc ba’ = a’'b” avec a” € A et b € B. On en déduit que :
xy = aa’'b"t’ € AB.

— Soit z =ab e AB. Alors, x ! =b"'a~! € BA= AB.

Exercice 5

Soit G un groupe multiplicatif et f | g gl

Montrer que f est un morphisme de groupes si et seulement si G est abélien.
Solution :

une application.

(=) Supposons que f est un morphisme de groupes. Pour tous z,y € G, on a
ey =[Ny ) =fy ) =@y ) =y

et G est abélien.
(<) Réciproquement, supposons que G est abélien. Soit z,y € G. On a

flay) = (ay) ' =y a7 =27y = f(2)f(y)
et donc f est un morphisme de groupes.
Exercice 6 (Groupe des automorphismes intérieurs)

G — G

Soit (G, *) un groupe et a € G. On note ¢, | v e awrsa-l
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1. Montrer que ¢, est un morphisme de groupes.
2. Montrer que @, est bijectif et déterminer (pq)"".

L’ensemble A = {p,, a € G}, muni de la loi de composition, est un groupe (on
a d’ailleurs ¢, © @p = @ap), appelé groupe des automorphismes intérieurs de G.

Exercice 7
Trouver tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).
Solution :

Soit f un morphisme de groupes de (Q, +) dans (Z, +). Im(f) est un sous-groupe
de Z et donc Im(f) = nZ pour un certain n € N. Supposons que n > 1. Soit z un
antécédant de n. On obtient alors : 2f(5) = f(x) = n et donc § = f(§) € nZ,
ce qui est absurde. On a donc n = 0 et f est nul.

Exercice 8 (Congruence modulo un sous-groupe et théoréme de Lagrange)
Soient GG un groupe et H un sous-groupe de GG. On appelle relation de congruence
a droite modulo H sur G la relation définie pour tous z,y € H par :

TRy < xy ' € H.

1. Montrer que la relation R est une relation d’équivalence sur GG. On note
H\G lensemble quotient associé, et on l’appelle 'ensemble des classes a
droites modulo H.

2. Montrer que H\G = {Hz | x € G}.

3. Montrer que Card(Hz) = Card(H). (On rappelle que deux ensembles A
et B ont le méme cardinal s'il existe une bijection f: A — B).

4. Supposons que G est fini. En déduire que le cardinal de H divise le cardinal
de G.

Solution :

1. — zRx car xx ' =1g € H.
— Si 2Ry, alors xy~t € H, d’'ott (zy~ 1)~ =ya~! € H, donc yRa.
— Si 2Ry et yRz, alors 227! = (xy~1)(yz~!) € H, donc 2Rz.

2. Montrons que H\G = {Hz | x € G}, ot l'on a noté H\G V'ensemble
quotient : G/R = {z|z € G}. Soit € G. Pour tout y € G, on a :

yerxerRyery e H
s3heH:zy '=h
sdheH:y '=z""'h
s3dheH:y=h'z
Sy€e He

Donc : H\G = {z|x € G} = {Hz | z € G}.
3. Montrons que Card(Hz) = Card(H). Soit « € G et considérons I’applica-
o, H— Hzx
h—  hzx.
— . est injective : Soit hy, hy € H tel que ¢, (h1) = . (ha). alors hix =
hex et en multipliant & droite par 1, on obtient : h; = ho.

tion
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— (g, est surjective : Soit y € Hx. Par définition de Hz, il existe h € H
tel que y = ha = @, (h). Dol @, est bijective et donc Card(Hz) =
Card(H).

4. Supposons que G est fini. Montrons que Card(H) divise Card(G). Les

classes d’équivalences forment une partition de G, donc s’il y a k classes,
alors Card(G) = k Card(H). En effet,

Card(G) = Z Card(z) = Z Card(Hx)

Z€G/R TEG/R

> Card(H)

ZeG/R
= Card(H) Y 1
ZEG/R
= Card(H) Card(G/R).

D’ou le résultat.

Exercice 9 (Anneau de Boole)
Soit A un anneau tel que tout élément de A soit idempotent (i.e. Vo € A, 2% = z).

1. Si z € A montrer que 2z = 0. Montrer que A est commutatif.

2. Montrer que si z,y € A alors zy(xz 4+ y) = 0. Que dire si A est integre ?

Solution :

1. Soit z € A. Alors (27)? = 2z donc 422 = 2z, ce qui entraine 4z = 2 et

donc 2z = 0. Ce qui s’écrit encore x = —z.
Montrons que A est commutatif. Soit x,y € A, alors x +y € A. Ainsi, par
définition de A, on obtient (z + y)? = x + y et donc 22 + zy + yz + y> =
r+y =22 +y% Do, xy+yx = 0 et donc 2y = —yx = yz. Ce qui montre
que A est commutatif.

2. Soit x,y € A, alors xy(z +¥y) = xyr + vy? = 2%y + 2y? = 229 = 0.
Sopposons que A est integre. Alors A a au plus deux éléments. En effet,
sinon il existe =,y € A distincts et différents de 0. Donc (x + y) # 0 (car
sinon x = —y = y) et A étant intégre zy(x + y) # 0, absurde.

Exercice 10 (Eléments nilpotents d’un anneau)
Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement s’il existe
n € N* tel que a™ = 0.
1. Soit (a,b) € A%. Montrer que, si a est nilpotent et si ab = ba, alors ab est
nilpotent.

2. Soit a € A nilpotent. Montrer que 1 — a est inversible dans A et exprimer
(1—a)~ %

3. Soit (a,b) € A% Montrer que, si a et b sont nilpotents et ab = ba, alors
a + b est nilpotent.

Exercice 11 (Anneau des entiers de Gauss)
On pose Z[i] = {a+ib| a,b € Z}.
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1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C,+, x).
2. Donner ses éléments inversibles.

Z[i] est appelé 'anneau des entiers de Gauss.
Solution :

1. Onal=140x4donc 1 € Z[i]. Soient z1 et z5 dans Z[i]. Il existe aq, b1, as
et by dans Z tels que z1 = aq + by et 29 = as + ibs. On a alors

21— 29 = (a1 —ag) +Z(b1 — b2) et 2129 = (a1a2 — blbz) +i(a1b2 +a2b1)

et comme a; — asg,b; — by, ajas — b1by et ai1by 4+ azb; appartiennent a Z,
21 — 22 € Z[i] et z129 € Z]i].

2. Soit z = a+ib € Z[i]*, ot a,b € Z. Alors, il existe 2z’ = a’ + b’ € Z]i] tel
que zz' = 1. Donc |z|%|2/|> = 1. Or, comme z, 2’ € Z[i], alors |z|?,|2/|> € N.
Ainsi : |22 = |2|?> = 1. Donc a? + b? = 1 et puisque a,b € Z, alors

a?=1letb? =0
ou
a?=0etb?® =1

et donc z € {—1,1,i,—i}. D’ou Z[i]* C {—1,1,4,—i}.
Inversement, il est facile de vérifier que {—1,1,4,—i} C Z[i]*. D’ou 'éga-
lité Z[i]% = {~1,1,7, —i}.

Exercice 12
Soient (K, +,-) et (L,+,-) deux corps et soit f : K — L un morphisme d’an-
neaux.

1. Montrer que si x € K \ {0k}, alors f(x) est inversible et déterminer son
inverse.

2. En déduire qu’un morphisme de corps est injectif.

Solution :

1. Soit # € K \ {Ox}. Alors on a z - 271 = 1. On applique f & cette
identité, et en utilisant que f est un morphisme d’anneaux, on trouve
f(@)- f(2z7') =1L. Ainsi, f(z) est inversible, d’inverse f (z71).

2. 11 suffit de démontrer que le noyau de f est réduit & Ox. Mais si f(z) =0,
alors z ¢ K \ {Ox} d’aprés la question précédente, et donc x = 0.

Exercice 13
Montrer que tout anneau integre et fini est un corps.
Solution :

A —
T —
puisque A est un anneau intégre et a est non nul, pour tous x,y € A, on a

Soit @ € A non nul. L’application f, | est injective. En effet,

fol@)=faly) = ax=ay = ax—ay=0=a(z—y) =0=2x =y.

Et comme A est un ensemble fini, toute injection de A dans A est une bijection.
Ainsi f, est bijective. Soit b € A Pantécédent de 1 par f,. Alors: ab = f,(b) = 1.
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On a montré que pout tout a € A non nul, 3b € A tel que ab = 1. De plus,
comme A est integre, alors on aussi ba = 1 et donc b est I'inverse de a. En effet,
puisque ab = 1, alors : a(ba—1) = a(ba) —a = (ab)a—a=1xa—a=a—a = 0.
Or a # 0 et A est integre, donc ba — 1 =0, i.e, ba = 1. D’ou le résultat.

Exercice 14
Soit d € N tel que v/d ¢ Q. On note :

Q[Vd] = {a+bVd| (a,b) € Q°}.
Montrer que (Q[v/d], 4, x) est un corps.
Solution :
On va montrer qu’il s’agit d’un sous-corps de (R, +, X). Remarquons d’abord
que Q[vd] C R et que 1 € Q[v/d]. soient z,y € Q[v/d]. On les écrit z = a + bv/d
et y =da + VVd avec a,a’, b,/ € Q. Alors :
p—y=(o—d)+(b—V) Vi
zy = (aa’ + dbb') + (ab' + a'b)Vd

ce qui prouve que x —y et xy € @[\/&} D’autre part, si x # 0, on peut multiplier
numérateur et dénominateur par la quantité conjugée a — bv/d et 'on obtient

1 1 a—bvd a b
— — = — d d
z atbvd @ —0d @Z_0d a@- g V4 € QVd]
et donc % € Q[\/&] Remarquons qu’il était possible de multiplier par la quantité

conjuguée qui est non nulle car v/d ¢ Q. Dot le résultat.

Exercice 15 (Endomorphisme du corps R)
On veut montrer que le seul endomorphisme du corps R est l'identité. Soit
f: R — R un morphisme de corps (ou d’anneaux).

1. Montrer que pour tout € Q, on a f(x) = x.

2. Montrer que pour tout z € R*, on a f(z) € RT.
3. Montrer que f est croissante.
4

. Conclure.

Solution :
1. Puisque f est un morphisme d’anneaux, alors f(1)=1 et Vn € Z, f(n) =
f(n.1) =nf(1l) =n.
Soit x = % € Q,oup € Z et g € N*. D’apres ce qui précede, on a :
p= 1) = flg2) = qf(x). Donc f(x) = £ = .
2. Soit z € R*. On a f(z) = f((v2)?) = (f(vz))? € RT.
3. soit z,y € R tel que x < y. Comme y — x > 0, alors d’apres la question

(2)ona: fly—z)= f(y) — f(x) > 0. Donc f(z) < f(y). Ce qui montre
que f est croissante.
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4. Soit z € R. 1l existe deux suites (7, )nen, (Sn)neny € QY convergentes vers
x telles que :
E(10™x) E(10™x) 1
VneN, r, = ——> <z <s,:=—+—,
e on =S TSR
ou E(-) désigne la fonction partie entiere.
En utilisant le fait que f est croissante, alors : Vn € N, f(r,) = r,
f(z) < f(sn) = sn. Les suites extrémités convergent vers z et donc f(z)
2. Ainsi le seul endomorphisme d’anneaux de R dans R est I'identité.

A
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Exercice 1: (5 points)

Soit G un groupe multiplicatif et f | f :

Montrer que f est un morphisme de groupes si et seulement si G est abélien.

G )
L1 une application.

Solution :
(=) Supposons que f est un morphisme de groupes. Pour tous z,y € G, on a

ay=fl Ofy ) =f@y =@y ) =y

et G est abélien.
(<) Réciproquement, supposons que G est abélien. Soit z,y € G. On a

flay)=(zy) =y a7 =27y = f(@)f(y)

et donc f est un morphisme de groupes.

Exercice 2 : (5 points)
1. Déterminer la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R du
polynoéme
P=X"-1.
1
X(X+1)(X+2)

2. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle

Solution :
1. Cherchons les racines de P dans C, c-a-d les nombres complexes z tels que
27—1=0.0na:

-1=0s:"=1

2k7

sz=e"7, ke{0,---,6}.
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D’ou, dans C[X] :
6
P=TJx - ).
k=0

2 j12m . (. gAn ; 10m . L j6m
Or e'7 et €7 sont conjugués, e*7 et e’ 7 sont conjugués ainsi que e*7

et €7 . Donc, par regroupement des racines non réelles du polynéme P
par paires de conjugués, dans R[X], on a :

127 24 2107

P=(X-1)(X - eF)X —eF)(X - )X~ F)X - )X —e'F)

2T

= (X —1)(X? —2cos( -

1
X(X+1)(X+2)
— Recherche de la partie entiere : Comme deg F' < 0, alors la partie
entiere est nulle.
— Forme de la décomposition en éléments simple dans R(X) : La décom-
position cherchée s’écrit :

2. Soit F' =

a b c
Fextxatxez ™

ou a,b,c € R sont & déterminer.

— Calcul de a : On multiplie % par X puis on évalue en 0, pour obtenir :
1
a = 5-
— Calcul de b : On multiplie % par X + 1 puis on évalue en —1, pour
obtenir : b= —1.

— Calcul de ¢ : On multiplie % par X + 2 puis on évalue en —2, pour
obtenir : ¢ = %

— Conclusion : Dans R(X), on a :

1 >

Fo2_ 1 .
X+l X+2

N‘wh—t

Exercice 3 : (10 points)
Soit £ = R3. On note B = (ey, ez, e3) la base canonique de E et u I’endomor-
phisme de E défini par :

u(er) = —2e1 +2e3, ulez) =3ex et u(es) = —4de; + 4des.
1. Soit (z,y, z) un vecteur de E. Montrer que u(z,y, z) = (—2x —4z, 3y, 2x +
4z).
Déterminer une base de Ker u.
En déduire le rang de u.
Etudier I'injectivité et la surjectivité de u.

Déterminer une base de Im w.

o o o

Montrer que E = Keru @ Imu.

Solution :
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1. Soit (z,y,2) € E. On a : (z,y,2) = xe; + yes + zes et donc par linéarité
de u, on obtient :

u(z,y, z) = u(zer + yez + ze3) = zu(er) + yu(ez) + zu(es)
= x(—2e1 + 2e3) + 3yes + z(—4e; + 4e3)
= (—2z — 42,3y, 2z + 42).

T,y )EElu(x,y,z):OE}
x,y,2) EE| -2 —42=0,3y =0 et 22+4z=0}
x,y,2) EE|x=-22 et y=0}

W

— Vect ((—2,0, 1)).

Donc la famille (w) engendre Keru. De plus, comme w # Op, alors la
famille (w) est libre. C’est donc une base de Ker u.

3. D’apres le théoreme du rang, on a :
dim F = dim ker u + rg u.

Or, d’apres la question précédente, on sait que dimkeru = 1 et donc :
rgu=3—1=2.

4. Comme Keru n’est pas réduit a {0g} alors ’endomorphisme u n’est pas
injectif. Par ailleurs, comme u est un endomorphisme de 1’espace vectoriel
de dimenion finie £ = R3, il n’est pas non plus surjectif.

5. On aImu = Vect (u(el), u(ea), u(eg)). De plus, on remarque que u(ez) =

2u(ey ). Du coup, Imu = Vect <u(el), u(eg)). Ainsi la famille C := (u(el), u(eg))
engendre Imu et de plus on a CardC = 2 = dim Im u. C’est donc une base
de Im u.

6. Par le théoreme de la base adaptée, il suffit de montrer que la famille
obtenue par concaténation d’une base de Keru et d’une base de Imu
constitue une base de E. Soit alors B’ = ((—2,0, 1),(-2,0,2), (0,3,0))
une telle famille. On vérifie facilement que c’est une famille libre et donc
une base de E. D’ou : F = Keru @ Imu.
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Exercice 1 : (6 points)

Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour a € G, on note 7, 'application

de G vers G définie par : 7,(z) = ara™ .

1. Montrer que 7, est un morphisme du groupe G vers lui méme.
2. Vérifier que 7, o 7, = T4 pour tous a et b dans G.

3. Montrer que 7, est bijective et exprimer son application réciproque.

Solution :
1. Soit x,y € G. On a par associativité :

-1 1

= axya~' = 7,(zy).

Ta(2)Ta(y) = (aza ) (aya™) = azx(a " a)ya™

L’application 7, est donc un morphisme du groupe G vers lui-méme.

2. On vérifie I'égalité de deux applications en constatant celle-ci en tout
point. Pour tout z € G, on a :

(Ta 07)(2) = To(brb™ ) = a(bzb™ )a™" = (ab)x(ab) ™! = 74p(z).

On a donc : 74, 0 Tp = Tgp-

3. On peut montrer que 7, est bijective en étudiant injectivité et surjectivité,
ou en résolvant I’équation 7,(x) = y d’inconnue x. Ici, il est plus & propos
de proposer un candidat pour 'application réciproque de 7,. Pour cela, il
suffit de remarquer que :

(Ta0Ty-1) =711 =Idg et (14-107,) =71 =Idg.

On en déduit que 7, est bijective et (7,)7! = 7,-1.

Exercice 2 : (6 points)
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1. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynome :

P=(X*-X+1*+1.

1
2. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle .
P P (%) X(X + 1)(X +2)
n
1
3. En déduire la limite de la suite (S,,),,>1 définie par : S,, = —_ .
(Sn)nz1 P kZ:lk(k+1)(k+2)

Solution :
.Ona:P=(X>-X+1+4)(X*~X+1—1). Le discriminant A de Q

noté Q noté R

est :
A=1—-4(141i)=—-3—4i=(1-2i)%

Donc les zéros de @@ dans C sont :
1+(1—-2¢
e
Dot :
Q=X - (1-9)(X —1).
De méme (ou par conjugaison) :
R=(X—-(1Q+49))(X+1).
D’ou :
P=(X-14)X-9)X-1-9)(X+1)
=X -1+ X -1-)(X -9 (X +1)
- ((X —1)2 4 1)(X2 F1) = (X2 —2X +2)(X2+1)
et les deux trindmes obtenus sont irréductibles dans R[X].
2. Dans R(X), on a :
1 1 %
F=2_— .
X X410 X2

3. En utilisant la décomposition en éléments simples précédente, on trouve :

Sn:i%_” 1 = 1/2

k=1 k k:1k+1 k:lk—'—2
Ly 12 Sl e

k=1 k k:2k k=3 k
_1+;_1_ 1 1/2 1/2
2 4 2 n4+1 n+l n+2

On en déduit immédiatement que (S,),, converge vers ;.
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Exercice 3 : (8 points)
Soit E = R3. On note B = (ey, e2,e3) la base canonique de E et f I’endomor-
phisme de E défini par :

flz,y,2) = 3z, —x + y + 32, 2).

1. Montrer que fo f = f.

2. Déterminer une base de Ker f et de Im f.
3. Vérifier que Ker f NIm f = {0g}.

4. En déduire que £ = Ker f @ Im f.

Solution :
1. Soit (z,y,2) € E. On a :

(f o i@y, 2) = F(F(@p,2))
=f(3z,—z+y+3z,2)
= (32, —3z+4 (—x+y+32) + 3z, z)

=Bz, —z+y+3z,2) = f(z,y,2).
Ainsi : V(z,y,2) € E: (fo f)(z,y,2) = f(z,y,2). Dot fo f=f. (On
dit que f est un projecteur).
2. On résout f(z,y,z) = (0,0,0) et on trouve Ker(f) = Vect((1,1,0)). Ainsi
B = ((1, 1, 0)) engendre Ker(f). Comme (1,1,0) # Og, alors B; est libre.
C’est donc une base de Ker(f). De plus, Im(f) = Vect (f (e1), f (e2), f (e3)) =
Veet((0,1,0), (3,3, 1)). Ainsi By = ((o, 1,0), (3,3, 1)) engendre Im(f).

Comme (0,1,0) et (3,3,1) ne sont pas colinéaires, alors By est libre. C’est
donc une base de Im(f).

3. Soit u € Ker f NIm f. Alors f(u) = 0p et il existe v € E tel que u = f(v).
Ainsi, f(u) =0g = f(f(v)) = f2(v) o f(v) = u donc u est bien nul.

proj.
4. D’apres ce qui précede, on a :

Ker(f)NIm f = {0} et
dim(E) = dim(Ker f) + dim(Im f).

D’ou le résultat d’apres la caractérisation de la supplémentarité en dimen-
sion finie.
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Exercice 1 : (4 points)

1. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit une racine au moins double
du polynéme P = X° 4+ aX? 4 bX et factoriser alors ce polynéme dans
R[X].

2. Soit P € C[X] non constant de degré n. Montrer qu'’il existe des nombres
n

complexes a1, ,an, Atelsque P = A H (X —ay). (Indication : raisonner
k=1
par récurrence sur le degré n et utiliser le théoreme de d’Alembert-Gauss).

Solution :

1. On a : 1 est racine au moins double de P = X® + aX? +bX & P(1) =
P'(1)=0
I+a+b=0
{ 5+2a+b=0

S a=—4etb=3.

On obtient X® —4X?2 + 3X = X(X —1)? (X? +2X + 3) et cest la fac-
torisation cherchée car le discriminant de X2 4+ 2X + 3 est strictement
négatif.

2. Il s’agit d’un résultat important du cours qui affirme que “tout polynéme
non constant de C[X] est scindé sur C”. Prouvons la propriété par récur-
rence sur n > 1. Le résultat est clair au rang 1. Supposons le résultat
acquis au rang n > 1 et considérons un polynéome P de degré n + 1.
D’apres le théoréeme de d’Alembert-Gauss, P admet une racine que I'on
note a,41 € C. Ainsi, il existe @ € C[X] tel que P = (X —ap+1)Q. Comme
deg(Q) = n, on déduit de I'hypothese au rang n, l'existence de az,- - ,an,
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et A dans C tels que : Q@ = A[[,_,;(X —ay). D’ou :
n+1
P=X]](X —ax).
k=1
L’hypothese est donc vraie au rang n+ 1. On déduit du principe de récur-

rence que la propriété est vraie pour tout entier naturel non nul n.

Exercice 2 : (3 points)

P
1. Soient F' = — € C(X) irréductible et a € C. On suppose que a est un

Q
pole simple de F' de partie polaire associée avec A € C. Montrer
—a
P(a)
que A =
Q'(a)

2. Soit n € N*. Décomposer F,, = en éléments simples dans C(X).

Xn—1
Solution :
1. Comme a est pole simple de F', alors : @ = (X — a)Q1 pour un certain
Q1 € K[X] avec Q1(a) # 0 et F s'écrit : F' = L2~ + Fy pour une certaine
fraction Fy € C(X) n’admettant pas a pour pole. Ainsi : Q£ =(X—a)F =

1
P
A+ (X — a)Fy, donc en évaluant en a : A = ﬂ, mais par ailleurs

Q1(a)
. O e O — Ot dome sy P@)_ Pla)
Q =01+ (X )Q', donc Q' (a) = Q1(a), donc : A Oila) ~ Q'(a)

2. Posons P = 1 et Q = X™ — 1. La partie entiére de F, est nulle et les

poles de F' sont simples. De plus, Q = Hﬁ;é (X — wy) ot wy, = e2k7/n,
Donc, F = ﬁ;& Xi‘;k. D’apres la question précédente, on a pour tout
ke [0,n—1],
)\_P(wk)_ 1 _wk_wk
B Q (wk)  nw™' nwl on
Ainsi,

1 n—-1 eQilwr/n

VneN ,Fn:EI;)iX_BQikﬂ/n.

Exercice 3 : (8 points)
Soit E = R3. On note B = (ey, 2, e3) la base canonique de E et f I’'endomor-
phisme de E défini par :

fle1) =e1+2ex+3es3, flea) =e1 +3e2+5e3 et f(ez) = ez + 2es.

1. Soit (z,y,2) € E. Montrer que f(z,y, z) = (z+vy, 2e+3y+2, 3z +5y+2z2).

2. Déterminer une base de Ker f ainsi que sa dimension.

3. On pose : ¢f = (1,2,3), 5 = (0,1,2), e5 = (1,—1,1) et on note C la
famille (e], e}, e5).
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(a) Montrer que C est une base de R3.
(b) Montrer que (e}, e) est une base de Im f.

(c) En déduire que Im f et Ker f sont supplémentaires.

Solution :

1. Soit (z,y,2) € E. On a : (x,y, 2) = we; + yes + zez et donc par linéarité
de f, on obtient :
[y, 2) = f(wer + yes + ze3) = xf(er) +yf(e2) + 2f(es)
= z(e1 + 2e2 + 3e3) + y(e1 + ez + bes) + z(ez + 2e3)
= (x+y,2x+ 3y + 2,3z + by + 22).
2. On a:

Ker f ={(z,y,2) € E| f(z,y,2) = 0p}
={(z,y,2) €E|x4+y=0,2x+3y+2=0 et 3z+5y+2z=0}

- {($7 —J?,Z’) ‘ T € R}
/—iéh
= Vect ((1,4, 1)).
Donc la famille By := (e%) engendre Ker f. De plus, comme e5 # O, alors

la famille B; est libre. C’est donc une base de Ker f et on a : dim Ker f =
Card(B;) = 1.

3. (a) On a CardC = dimR3 = 3. Ainsi, il suffit de montrer que C est libre.
Pour cela, on procede par définition .. ..

n a lmjf = Vect e1), f(e2), fles = Vect ey, f(e2),e5]). De
b) On a Im f = Vect ( f(e1), f(e2), f Vi 1f 2)- D
plus, on remarque que f(e2) = e} +e¢5. Du coup, Im f = Vect (e’l, e’2>.
Ainsi la famille (e’l, 6’2) engendre Im f. De plus, comme €} et €} ne

sont pas colinéaires, alors la famile (e’l, 6’2) est libre. C’est donc une
base de Im f.

(c) On a C est une famille obtenue par concaténation d’une base de Ker f
et d’une base de Im f. De plus, d’aprés la question 3.a), C constitue

une base de E. On en déduit par le théoreme de la base adaptée que :
E=Kerfe®Imf.

Exercice 4 : (5 points)

a
Pour a € R, soient A= 0 et B=A+N.

I
coo
c o
oo

1. Vérifier que AN = NA et N3 = 0.
2. Calculer B™ pour tout entier n > 2.

3. Pour quelles valeurs de a la matrice B est-elle inversible ? Calculer B~}
pour ces valeurs de a.
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Exercice 1 : (6 points)
On pose : P = (X +1)° — X5 — 1.
. Déterminer le degré de P.

2im

. Montrer que P est divisible par X — j, ou j est le nombre complexe e™5 .

1
2
3. Donner deux racines évidentes de P, en précisant leurs multiplicité.
4. En déduire la décomposition de P en facteurs irréductibles, dans C[X] et
puis dans R[X].
Exercice 2 : (8 points)
Soit F'={P € R3[X] | P(1) = P'(1) = 0} un sous-ensemble de R3[X].
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3[X].

2. Montrer que F = {(aX +b)(X —1)?| a,b € R}. En déduire P, P, €
R[X] tels que F = Vect (P1, Py).

3. Donner une base de F.

4. Déterminer un supplémentaire de F' dans R3[X].

Exercice 3 : (6 points)
Soit N € M,,(R) une matrice nilpotente d’indice ¢ (i. e. g est le plus petit entier
naturel vérifiant N7 = 0). On désigne par I,, la matrice identité d’ordre n.

1. Montrer que la matrice I,, — N est inversible et donner son inverse.
2. On pose A = I, — N. Montrer que I,, — A~! est nilpotente.

3. On suppose ¢ = 2. Pour tout p € N*| calculer (I, + N)? en fonction de p,
N et I,.
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