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Exercice 1 Soit ¢ une forme hérmitienne définie positive sur E.
Montrer que || z ||= \/¢(x, x) définit une norme sur E.

Corrigé1 00 Soitz € E,ona: ||z =0 <= ¢(z,x) =0 <= x =0, car ¢ est définie positive.
O Soit A € C, ona: | Az = \/p(Ax, \x) = /[N 2p(z,2) = [N/ o(z,2) = |A|||z]|, Yz € E.

O Soientx,y € E,ona: ||z +y|?=¢@+y,x+y) =¢(x,z)+2Re(p(x,y)) + ¢(y,y).
D’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz |p(z,y)| < ||z||||y|

Or Re(p(x,y)) < llp(z, y)|l < [[z/lllyl]

Alors [l +ylI* < [z + 2ll[[ly[l + [yl = (]| + [ly[])?

Ce qui implique ||z + y|| < ||z + ||y||. Donc il s’agit bien d'une norme.

Exercice 2 Soit f une forme linéaire continue sur un sous espace M d’un espace de Hilbert H.
Démontrer que f admet un prolongement unique en une forme linéaire continue sur H, conservant la norme

et que ce prolongement est nul sur M L

Corrigé 2 Ona f € L.(M,K), d’apres le théoreme de Hahn—Banach, 3f € L.(H,K) tel que f/M = f et
|71l = ||£|| avec H est un Hilbert.

Soit h = f/M,onah € L.(M,K). Alors d’apres le théoreme de représentation de Riez

Ja € M tel que h(z) =< z,a > et ||h| = ||a]|.

SizeMona: h(z) = f(z) = f(z) =< z,a >

ce qui implique || f|| < ||a|| = [|h]| etcomme |[h]|= sup |f(x)|< sup |f(=)]=|F]
lz|<1,zeM |zl <1,0€H

Alors || fll = |L£1l = [Ik]-

Ona: f e L.(H,K). Alors d’apres le théoréeme de représentation de Riesz 3'b € H tel que f(z) =< x,b >
va € H et ||f|| = ||b]-

DoiVx e M,ona: f(z) = h(z) =< z,a >=< 2,b> = <z,a—b>=0.

En particulier pour x =aona: < a,b—a>=0 = |al|?> =< b,a >= ||b||%.
Ona<b—ab—a>=|a|*>-2<ab>+[p)*=0 = a—b=0 = a=b

Soit que g est un autre prolongement de f sur H on a: g/M = f/M = g/M = f/M = h (par
continuité).

Alors d’apres le théoreme de représentation de Riez

b € H tel queVz € M g(z) =< z,b/ >=<z2,b> = <z,bl —=b>=0

pourz=b Ona <bb—0>=0 = |b’=<bl/ > = <b-V,b-b>=0 = b=V
D’oit l'unicité de f (le prolongement de f sur H) et || f|| = ||f]| = ||b]| (b € M)



Soit x € M* est-ce que f(x) = 0?
ona: f(z) =< z,b>oithe M.
Alors 3 b, € M tq ninioobn = b, ce qui implique :

fl@)=<zb>=<a, lm by, >= lim <z b, >=0 Doif(z)=0.

Exercice 3 Vérifier que I>(N) = {(zn)ner | Yooy |2n|* < oo} est un Hilbert (muni du produit scalaire)

< (l‘n), (yn) >= Zzozl TnYn-

Corrigé 3 Soit (x™),, une suite de Cauchy de 1*(N) c’est-a-dire Ve > 03 my € N |Vp,q > mo on a:
+oo

|aP — 2] < e = Ve >03Img € N]Vp,quo,ona:ZHQ:{’L—Q:?LHZSs = Ve >03mg €

n=0

NVp,q>moVn |af —z2|> <e
= Vn >0 (ah), est de Cauchy dans C Complet, donc convergent vers y,.

—+00
Ve >03dmg € NVp,q > myg ZH:U%—:U?LHQSG.

n=0
N
= Ve >03Img € NVp,q > myg Z |22 — 29|12 < e.
n=0
Pour g — +o0 et d’apres la continuité de module (norme), on a:

N
¥e>03moVp,g>mo |2k —ynl? <e

n=1
—+00

Pour y = (yp)n, onaa? —y € 12 ||2P — y|| = Z |22 — y||> < e. Doty € 1> (1%e.v), et Ve > 0T mg €

n=1
N|Vp > mg,ona: ||aP — y|| < e. Ce qui implique lim P =y.
P

—+o00
D’oit 12(N) est un Hilbert.
Exercice 4 a) Soit D le disque fermé de R? de centre (2, 1) et de rayon 1.
Déterminer Z € D tel que || Z ||<|| W ||, VW € D.
b) Soit E = R3. Soient a = (0,0,2), b= (3,1,—1), etC = (0,2,1).
Déterminer Z € F = vect(b,c) tel que || a — Z ||<||a — W ||, VW € F.

Corrigé 4 a) Déterminons Z € D tel que ||Z| < ||W|,VW € D.




0,¢] = {tc|t € [0,1]}

Soit z le point d’intersection de [0, c] avec le cercle C(c, 1)

Soit T la tangente au cercle au point Z et w € D.

Soit A Le point d’intersection du segment [0, w] et la tangente T'.

* Siw ¢ (0,c).

On a d(0,A) > d(0,Z) car ((OZA) est un triangle rectangle en Z) d(0,A) < d(0,w) = d(0,Z) <
d(0,w) = 2] < [lw].

* Siw € (0,¢),alors A= Zet ||Z] < ||w].

On a Z le point qui vérifie || Z|| < ||w||,Yw € D. Uirelg)HwH est atteint car (D est un compacte)

c'est-a-dire 3Z € D tel que ||Z| = ui}réfDHwH. Alors Z € [0,c] = Z = t(2,1) = (2t,t) et Z €
C((2,1),1) = (2t—2)2+(t—-1)2=1 = 5t2-10t+4=0

Donc A = 20, = 105v20 _ 545 ‘/\%1 = t= ‘/\5/%1 =1- 7 = Z=(1-%)21)

b) Déterminons Z € F = wect(b,c) tel que |ja — Z| < |la — W||, VW € F.

On a Pp(a) existe car F est un fermé de R® qui est un Hilbert

= |la — Pr(a)|| < |la —w| ,Yw € Z = Z = Prp(a), Soit Z = (a, 3,7).

Ona:a— Pp(a)LF = < a— Pp(a),b >=< a — Pp(a),c >=0,etona: Z = Pp(a) € F, donc
det(Z,b,c) =0,

—Q 3 0
Ona:a—-2| -8 , bl1 , ¢|2
2 — 7 —1 1
a 3 0 a 3.0
g 1 2(=|-2y 3 0|=3a—-38+6y
v -1 1 yooo—1 1
—Ba—-F+7-2=0 —3a-33=0=0 a=—2
— {—28+2-7=0 = {-26+2-7=0 — (B8=13
3a—33+6y=0 3a —38+6y=0 v =12

Exercice 5 Soient E e.v.n et (x4)qcr une famille sommable.

1) Montrer que Ve > 0,31 fini C I t.q.

Vaeletadl, ||z ||<e

2) (za)acr ne peut contenir plus d'une infinité dénombrable d’éléments non nuls.
3) Si (xq)acr est telleque : Y- cp || o || < M VI fini C I alors,

Yact o I= sup (3 ,c; Il 2a ||) existe.

I/ tini
4, fini

utiliser la caractérisation du "sup”)

Corrigé 5 1) Montrons que Ve > 0,31 fini C I tel queVa € let a ¢ I', ||z, <e.

Ona: Ve >0, 3Jy fini (Jo C I) tel que pour tout J finide I (Jo C J), || Zz:a -S| < g
aed
Soit oy ¢ Jo. Alors {ag} U Jy est une partie finie de 1.

Ona:||zao |l = [17aoyuse = Snll < I1Staojus = S+ 155 =Sl = lzagl < 5+ 5 <€
D'oit Ve > 0, 31’ fini I' = Jy tel que Vo € T et ag € I', || g, < e.
2) Soit Iy = {a € Iz # 0} avec I§ = {a € I|z, = 0}.



Montrons que I est dénombrable, montrons tout d’abord que (z4)q € Io est une famille sommable.
Soit € > 0 fixé, 3Jy fini de I telle que VJ fini C I contenant Joona: || S — Sy ||<eou S;=>]
Alors Jo N Iy est une partie finie de .

acJ La

Soit J une partie finie de Iy contenant Jo N Iy. Montrons que ||S; — S|| < e.
Ona:JUJy= JU(JoﬁI()) (Joﬁfg) = (JU(JoﬁI()))U(JoﬂIS) = JU(JoﬂIS)
Donc Syug, = Syu(snie) Z To + Z To =97

acJ a€(JoNIf)
= ||Ssus, — Sl = 1S5 — S|| < e. D'oix le résultat.

(Za)acr, est sommable de somme S. D’apres la question 1°Vn € N* 3J fini C I tel que :

Vae I\J§, onal zq ||< L.

Ona Iy = UpenJjy en effet :

Sixg # 0, alors il existe p € N* tel que || x4 ||> }D. Dona e Jy.

3) Montrons que si (xq)ac, telle que: Z |zall < M VI fini ¢ I alors, Z |lzall = sup Z lzall)

ael’ ael fimic aEI 4
existe. (utiliser la caractérisation de la borne "sup”)

On al'ensemble {3" . |al||I’ fini C I} est majoré. Donc posséde une borne supérieure S.

D’apres la caractérisation du borne sup on a : Ye > 0, 3I' fini de I tel que S — € < Z |lzal <8

acl’'Cl
Soit I" une partie finide I tq I" > I'

Dlzall €D lzall <8 = S—€< > fza| <S<S+e = —e< Y |lzall = S < e Donc

ae[/ ae](/ Oée[” Oée[”
D llzall = S < e
ael”

Exercice 6 Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions réelles continues définies sur [—1, 1] muni du produit

(//g) = / F(@)g(x)dx

Soit (Pp)nen la suite orthogonale de E non normé, obtenue a partir du systeme libre {1, z, 22, ...} en appli-

scalaire.

quant le procédé d’orthogonalisation de Schmidt.
1- Montrer que pour tout polyndme Q de degré inférieur ou égal an — 1, ona (P,/Q) = 0.

2- Montrer que  min [ (2" — ap_12"" — - —ag)?dx =|| P, |%.
ag;.-,an—1€R

3- Pour tout entier naturel n, on pose q,(x) = ];:g; On admet que P,(1) # 0, ¢n(—1) = (—1)" et que

lan 1= 735
a) Montrer qu’il existe un polyndme unique S,, de degré n tel que pour tout polyndme (@ de degré inférieur ou

égal an, on ait : (S,/Q) = Q(1).

(Vous pouvez écrire écrire Sy, = > j._ crqi, puis calculer les coefficients cy,).
b) En déduire Sy, (1) et Sp(—1).

4-a) Montrer que : (1 — 2)S,(z) = " (g (z) — gnt1(2)).

b) En déduire la valeur de f_ll(l — x)Sy(x) Sy, (z)dx pour tout n, m € N.

Corrigé 6 Rappel sur le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

E est un pthien sur K.

Soit (e;)ien une famille libre. Alors il existe une famille ( f;);cn de E, orthogonale telle que : F,, = vect{ey, ..., en} =
vect{ fo, ..., fn} Yn € N.



fp L Fysip>n.

Les f; sont données par : fpn+1 = en+1 — Pp, (ent1)-

Pr, (ent1) € Fy entraine 3o, ..., \p, € K telle que Pr, (en+1) = > g Ailfi-
Ona:eny1 — Pp,(eny1) L F.

D'oii: < epq1 — Pr,(ent1), f; >=0Vj=0,...,n

=< ey, [ >=< Yo Aifi fj > Dot \j = w

Donc Pp, (ent1) =327 < ent1, fj > ”fiﬁ,

avec fo = eg.

D'oit fro1 = ent1 =D 5o < ent1, fj > ”ijﬁ

1) Montrons que pour tout polynome Q) de degré inférieur <n —1,ona (P,/Q) = 0.
Q€ F, 1 =Vect(l,z,22,....,2" 1) = Vect(Py, Py, Py, ....., Py_1).

n—1 n—1
(Py, P1, Py, ....., Py_1) est une base de R,,_1[X]). Alorsona Q = Z)‘ipi et < P,,Q >=< P, ZAZ-PZ» >=
i=0 i=0
n_l i 1 1
> X< Pu,Pi>=0
i=0
1
2) Montrons que ~ min / (2" — ap_12" ' — ... — ap)?dx = || P, ||
ag,...,an—1€R J _
1 1
Ona  min / (" — ap_12" ' — ... —ap)?dr = min / (" — Q(x))*dz  (Q € F_1 =R, _1][X])
ag,.-,an—1€RJ _q QEFn—1 ) 1
1
. n n—1 2 : n 2 n ny (|2 2
— Ay - = dr = — = - P =||BP,|".
— i @ e w)ds = min [a" - QI = o ~ Pr,_,")* = | P

3-a) 315, € R de degré n tel que :

< Sp, Q >= Q(1), YQ polynome de degré < n.

Si un tel polynome existe, il vérifie: < Sp,q; >=¢q;(1) =1 j < n.
Posons Sy, = > 1i_ Ckk-

N[

,os 2j4+1 _ .
D'oit >3 _ock < G, qj >=¢; || qj ||*- Donc ¢; = Hq W = =24l =54
Montrons que Sy, = > "_(j + ), répond & la question.

Soit Q un polynome de degré < n.

OnaQ:ZAiQi et <Sp,Q>= <Z]+ Qjaz)\lql> Z]+ ZA <4gj,q; >

=0 7=0
— < 5,,Q >= ZJ+ )l
7=0
=<8 Q>—Zn:>\'('+})i— . Aj=Q(1)

Sy, est unique par construction.
3-b) S,,(1) et S, (—1)?

n(n n n 2
_Sn(1):Z(j+%)qj(1):Zj+lzlz ( +1)Jr +1_ (n+1)

- ’ 2 4 2 2 2
7=0 ]:O 7=0
Su(-1) =3+ 5) J—Z.y FoY -y
7=0 ]:0

% Sin est 1mpazr (n=2p+ 1)

P p P p
:Zog— +0—Z2k 2k+k202k+1 D =S ok - 2k -1
Jj= = =



p
1
— S =-Y 1=

2
% Sin est paire (n k::%p)
n 2p—1 2p—1
Sn(-1) = Jz:;m;)(—l)j -3 (+5) (1Y +(nt5) = - > () = (- 5)+ (n5) = "1
4-a) Montrons que (1 — x)Sy(x) = ”Tﬂ(qn(x) — gn+1(x)).
nt1 n+1

Ona: deg((1 — z)Sp(x)) < n+1. Alors(1 — z) Z)"LQZ = Z < _Hz)Hb;mql ~ ;
SivVji<nOna: < (1—21)Sy,q; —/ (1 —2)Sp(x)q;(z d:n—/ Sn(x)(1 — x)q;(z)dx
= < (1 —2)S,,q; >=< Sp, (1 — )q] = (1 —x)q;(1) = 0 c’est par définition de S,
= N=0Vi<n = (1—2)S,() = A\gn + Ant1qn+1
Siz=1 = 0=Ay+ Ani1
Siz=-1 = 25,(-1) = \gn(—1) + Mnt1gnt+1(—1).

0=+ Ans1 0=+ Ant1 Ap = 2L
Alors — .

o ELnHD) — A\ (— 1) 4 Ay (—1)7 ! n4+1=A — At A1 = —BfL
= (1-2)S, = "F(qn — @ut1) et Parsuite (1 —2)S,(z) = "3+ (qa(2) — dns1(@)).
4-b) En déduire la valeur de /1 (1 — 2)Sy(z) Sy (x)dx pour tout n,m € N.
* Sin=m -

! Yn+1
1= [ a-os@si@ir = [ @) - g (@)S @) )

L n+1 n+1 1
= /_1 5 Qn($)5n(33)d$* 9 /_1 qn+1($)5n(x)dm (2)

1

= [ =" < Sy qn > —"F < Spy i1 >= "5
* Sin>m

1:/11(1 = )5 (2)Sn(2)dT =< Sy (1 — 2) S >= (1 — 2)Sm(1) = 0.

Exercice 7 Soit H un espace de Hilbert réel et B une forme bilinéaire symétrique définie sur H vérifiant :
* i) Pour touty € H, x — B(z,y) est continue;
* ii) Pour tout x € H, y — B(x,y) est continue;
o iii) Il existe une constante b > 0 telle que B(z,x) > b | = ||?, V2 € H.

1-a) Montrer qu'il existe a > O telle que |B(z,y)| <al z |||y ||, Vz, y € H.
b) Montrer que I'espace vectoriel H muni de B est un espace de Hilbert H;.
2-Soit D ={y € H|3y* € H : B(x,y*) = (x/y)Vz € H}.

a) Montrer que Yy € H, y* défini dans D est unique.

b) Montrer que D est un sous espace vectoriel de H.

3- Soit S I'application linéaire définie sur D a valeurs dans H, par Sy = y*, i.e
B(z, 5y) = (z/y).

6



a) Montrer que S est continue et vérifie || S ||< b=

b) Montrer que D est fermé dans H.

4-a) Montrer que D = H (Vous pouvez montrer que D+ = {0} dans H en utilisant le théoreéme de représen-
tation de Riez).

b) Montrer que S est bijective.

¢) Montrer que || S~'y ||= sup |(S~1y/2)) Yy € H en déduire que S~" est continue vérifiant | S~ ||< a.
llzlI<1

Corrigé 7 1-a) Voir Exercice 7 Série 2 (En appliquant Théoréme de Banach-Steinhaus).

1-b) Montrons que H muni de B est un espace de Hilbert H.

11 suffit de Montrer que Hy = (H, B) est complet pour ||z|1 = \/B(z, z).

Soit(zn)nen une suite de cauchy dans Hy(H, ||||1). Alors Ve > 03ng, Vp, ¢ > no, on a ||z, — 243 =
B(zp — 1,1y — 74) < €2

Par iii), on a : Ye > 03ng € NVp, ¢ > ng, ||z, — 24| < % = (n)nen est de Cauchy dans H qui est
complet donc converge vers x, c’est-a-dire Ve > 03ng € N|Vn > ng, ||z, — z||*> < €%

Ona: ||z, — z||? = B(zy — v, 2, — 7) < allz, — 2||* < ae?.

Ainsiona: Ve > 03nyg € NtqgV¥n > ng ||xn, — x||3 < ae c'est-a-dire x,, — x dans Hy. Donc H est
complet.

2-a) Montrons que Vy € H, y* définie dans D est unique.

Soient y*, y** tels que B(z,y*) =< z,y >= B(z,y**)Voe € H = B(z,y* —y*) =0 = B(y* —
vyt -yt =0 = y* -y =0 = y* = y**. D'on 'unicité.

2-b) Siy1, y2 € D est-ce-quey; +y2 € Det Ay; € D ?

Ona:yy € D = 3yj tq B(z,y]) =< xz,y1 >,y2 € D = 3Tys tq B(z,y3) =< x,y2 >. Alors
s Blzoyi +y3) =< z,y1 +y2 > 3z = yi + y5|B(x,2) =< z,y1 +y2 >, doity1 +y2 € D, et :
AB(z,y7) = M< z,y1 >) = B(x,\yy) =<z, \y1 >, d’oit \y1 € D. Donc D est un e.v. de H.

3-a) Montrons que S est continue et ||S|| < b~L.

S: D — H, y+—— Syavec S est linéaire et b(z, Sy) =< x,y > Ve € H

Pour z = Sy = B(Sy,Sy) =< Sy,y > = |B(Sy,Sy)| = | < Sy.,y > | < ||Syllllyll (d'apres
l'inégalité de cauchy-Schwartz)

Or B(Sy, Sy) > b||Sy||?, d’oit b||Sy||* < ISyllllvll = ISyl < |lyl[b~! Vy € D. D’oir S est continue et
ISl < bt

3-b) D fermé dans H ?

Soit (yn)nen C D qui converge vers y, est ce que y € D ?

Vn 3yt = Syn|B(z,y)) =< x,yp > = niniooB(x,y;‘L) = ngn}roo <z, yp >=< x,nln}rooyn >

= B(w,nirriooy;;) = B(:v,ninriooSyn) =< z,y > (S estcontinue)

= B(z,Sy) =<,y >,d'oity € D, et donc D est fermé dans H.

4-a) Montrons que D = H.

Premiére méthode:

Soity € Hestcequey € D ?

Soit f: H —R,z+—<uz,y> (=B, 2)?)
B(x,x 7o~
1@ =1 <2y > 1 < lellyl < Y222yl = 1f@)] < el 4. Dou f € £o(Hy,R).

D’apres le théoréme de représentation de Riesz 3! z = y* | f(x) =< z,y >= B(z,z >= B(x,y*) =
Ve € Hyona: B(x,z) =< z,y > c'est-d-dire ye D — D =H



Deuxiéme méthode:

Soient y€ Dtet f: H — R z+——<z,y>, (f€L(HR)).
Soit fi = f/D = 0, alors fi(x) =< z,y >= 0.

Donc3'h € L.(H,R) tel que h/D = fyet ||h|| = ||f1]| =0

= dh = 0= f (d’apres l'exercice 2)

= f=0 = Ve eH f(z)=<z,y>=0 = y=0
— D=0 = (DY)t ={o)t!=H = D=H = D=H.
3-b) Montrons que S est bijective. (S : H — H )
S est injective ?
Soit y € H tq Sy = 0 c’est-a-dire B(z,0) =< z,y > Vox € H
= <z,y>=0Vr € H = y =0, doitS estinjective.
S est surjective ?
Soity € H existet-il z € H tel que Sz =y?
Onaf:H— K,z Bla,y) e |f(2)l = |Bla,y) <allelly] = [ € L(H K).
D’apres le théoreme de représentation de Riesz 3z tq f(z) =< z,z >= B(z,y) = y= Sz =y"
D’oir S est surjective, et par suite S est bijective.

4-c) % Montrons que ||S~'y|| = sup | < Sy, z > |.
llzll<1

Ona|< Sy, z>|<|SY||z|| = VZecH||z| <lona|< Sy z>|<|S yl.
_ Sy .
Pour z = e=Ty 0N a:

-1
| < Sy, 5=y > | < sup [ < S7lyz> [ < ISy

v B!
= [IS7yl < sup [< STy, 2> | < (STl
lzll<1
Donc ||S~Yy|| = sup | < S7y, 2 > |.
lzll<1

% Montrons que S~! est continue et ||S7!|| < a.
Comme ||S~y|| = sup | < S7'y,2 > | = sup |B(y,2)|,or |B(y,2)| <alylllzll = sup|B(y,z)| <
llz]I<1 llz]I<1 ll2lI<1

allyl| = sup | < S7ly,z > | = sup |B(y,2)| <allyl| = ||S'y|| < ally||. D’oit S~ est continue et
llzll<1 llzll<1

IS~ < a.



