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Exercice 1. 1. Montrer qu’une partie d’un e.m.E est bornée ssi elle est con-
tenue dans une boule fermée.

2. Montrer que dans un e.m.FE, toute boule ouverte est un ouvert.

3. Montrer que dans un espace discret, toute partie est a la fois ouverte et
fermée.

4. Sotent A et B deux parties bornées d’un espace metrique E. Montrer que
AU B est bornée et que 6(AU B) < 6(A) +6(B) +d(A, B).

Exercice 2. Soient Ny et Ny deux normes sur un R-espace vectoriel E.

1. On note By = {x € E/Ny(x) < 1} et By = {x € E/Ny(x) < 1}. Montrer
que By = By = Ny = Ns.

2. Méme question pour les boules ouvertes.

Exercice 3. Soient (E;,d;)1<i<n des eem et E = FEy X Ey X ... X E,. Pour
r = (21,22, ..., Ty) €ty = (Y1,Y2, ---,Yn) dans E, on pose:
1

i=n 2 i=n
oz, y) = (Zi_l di(xi;yi)2> 7 0o(m,y) = max di(w, Yi)1<i<n; 03 = ;| di(Ti, yi).-
1. Montrer que 61, 09 et 03 sont des distances sur E.
2. montrer que 01, 09 et 03 sont métriguement Equivalentes.

Exercice 4. 1. Montrer que deux distances métriquement équivalentes sont
topologiquement équivalentes.

2. Soit ¢ : R™ — R™ une application strictement croissante vérifiant:
©(0) =0 et p(u+v) < p(u)+ p(v). Montrer que si d est une distance sur
un e.m.E alors p od est une distance sur E.

3. Dédwire que di = 14%1 et do = log(1 + d) sont des distances sur E.

4. Montrer que d et dy sont topologiquement équivalentes.
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5. Est ce que d et di sont métriquement équivalentes?

Exercice 5. Soit (E,T) un e.t, montrer qu’en posant p(x) = V(x)(I’ensemble
des voisinages de x), on définit une application ¢ : E — P(P(E)), vérifiant
o(x) # O,V € E les propriétés suivantes.

1. Si A€ p(x) et AC B, alors B € ¢(x).

2. S1 A, B € p(x), alors AN B € p(x).

3. Si A€ p(x), alors x € A.

4. Si A€ p(x), alors AB € p(x) tq, Yy € B on a A € ¢(y).
d.

Soit (E, ) un couple ot E est un ensemble et p : E — P(P(F)) une
application vérifiant 1), 2), 8) et 4). On définit 'ensemble T = {A €
P(E);Vx € A, A € ¢o(x)}. Démontrer que (E,T) est un e.t et que pour
tout x € E on a: p(x) = V(x).

Exercice 6. Soient & un e.t et A un ouvert de E.
1. Montrer que ANB C AN B.
2. Montrer que si B est dense dans E, alors A= AN B.
3. Montrer que si A et B sont denses dans E, alors AN B est dense dans E.

4. Dans R, déterminer des ouverts A et B telque: AN B, AN B, ANB,
AN B soient differents.

o o

Exercice 7. Pour toute partie A d’un e.t E, on pose: a(A) = (A), B(A) = (4).

1. Montrer que si A est ouverte, alors A C a(A), et que si A est fermé, alors

B(A) C A.
2. Montrer que pour toute partie A de E, on a: a(a(A)) = a(A) et B(6(A)) =
B(A).

3. Montrer que si U et V' sont deux ouverts disjoints, alors a(U) et S(V) sont
disjoints.

Exercice 8. Soient (E,d) un em et A C E.
Montrer qu’il y a équivalence entre les assertions suivantes.

1. x € A.



. d(z, A) = 0.

. 1l eziste une suite (a,)nen de points de A tq: lim a, = x.
n—-+00

Exercice 9. Soient (E,d) un e.m, A et B deux parties non vides de E.

. Montrer que pour tout xz,y € E on a: |d(z,A) —d(y,A)| < d(x,y), en
déduire que l'application x € E — d(x, A) est continue.

. Montrer que l’ensemble {x € E;d(x,A) < d(x,B)} est un ouvert.

. Déduire que si A et B sont deux fermées dijointes de E, alors il existe
deuz ouverts U etV tels que ACU et BCV etUNV = @.



