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Exercice 1. 1. Soient o,8 € R" tq: a+ B = 1. Montrer que pour tout
u,v € RY, on a: u*v® < au+ Pu.

2. Montrer que pour x = (x1,%2, ..., Tn), Yy = (Y1, Y2, .-, Yn) € R", on a:
1=n 1=n L 1=n L
>ict willyil < izt [walP)r. (3220 |wil D) sachant que 1‘17 + é =1

3. Déduire que x — ||z||, = (3\=F ];(;Z‘P)% est une norme sur R".

Exercice 2. On rappelle que si E est un K e.v.n, A et B deux parties non vides
de E et X\ une partie de K, alors A+ B ={a+b,ae€ Abe B} et si A={a}
on note a + B. De méme XA = {\x,\ € \,x € A}, si x = {\} on note \A.

1. Soient a,b € E et A\ € K, montrer que b + AB(a,r) = B(b+ Aa, |A|r) et
b+ AB'(a,r) = B'(b+ Aa, |A|r).
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2. Montrer que a + B = a + B, m:a+A et NA = \A.

3. Soient a € E et r > 0. Montrer que B(a,r) = B'(a,r) et B'(a,r) =
B(a,r).

Exercice 3. Soient A et B deux parties non vides d’'un e.v.n E.
1. Montrer que si A ou B est ouverte alors A+ B est ouverte.
Montrer que si A et B sont connezes, alors A+ B est conneze.

Montrer que si A et B sont compacts, alors A+ B est compact.
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Montrer que si A et B sont connexes par arcs, alors A x B est connexe
par arcs.

5. Déduire que st A et B sont connexes par arcs, alors A+ B est connexe par
arcs.

6. Montrer que si A est convezxe, alors A est connexe.



Exercice 4. Soient E |, F deux R e.v.n et f: E — F une application vérifiant:
flx+vy) = f(z)+ fly) pour tout x,y € E. De plus f est bornée sur la boule
unitée fermée.

1. Montrer que pour tout r € Q, on a: f(rx) =rf(z).
2. Montrer que f est continue en 0.

3. Montrer que f est continue sur E.

4. Déduire que f est linéaire.

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel normé sur C. On désigne par:
B'(0,1) ={z € E;||z|| < 1}, la boule unitée fermée de centre O et de rayon 1.
Soit ' C E un sous espace vectoriel fermé de E. Pour x € E, on pose:
d(x, F) = inf ||z — y|.
yeF
1. Montrer que Vx € E, on a: 0 < d(x, F) < ||z||.
2. Montrer que d(z,F) =0« z € F.

3. (a) Montrer que Vx,x' € E, A€ C, y € F on a:
d(Ax, F) = |A|d(z, F),
d(ﬂf—y,F) :d(.’l?,F),

(b) Montrer que lapplication x — d(x, F) est uniformément continue dans
E.

4. (a) Soitx € B'(0,1). On pose o = d(x, F') et on suppose que o > 0, soit de
plus e > 0. Montrer qu’il existe y € F' tel que: a < ||[z—y|| < a(1+¢€).
. r—y /
(b) Soit ' = ————— montrer que d(z', F) > :
|z =yl Ite

5. Montrer que si F'# FE, alors sup d(z,F)=1.
x€B’(0,1)

6. Montrer que st F' # E et E est de dimension finie, alors il existe xy €
B'(0,1) tel que d(zy, F) = 1.
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