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Module Topologie et Analyse Fonctionnelle

Exercice 1 : Soit X = R? 'espace topologique euclidien. Soit Y la sphére unité de R? et
A={(z,y,2) e X/ 2+ + 2> =1et 2 =a},

ot a € R avec |a| < 1.
1- Trouver une base de la topologie induite sur A.
2- A est-il fermé? Est-il ouvert dans Y7

3- Déterminer /Oly.

Exercice 2 : Soient 7, la topologie euclidienne de R, 7; la topologie droite engendrée par les
intervalles [a, b], a < b dans R. Etudier la continuité des fonctions suivantes:
1-

[ (R T) — (R, 7)

T — COSX

9.
g: (R77;l) - (R7’T€)
log x
2 -1

3-

h:(R,7.) — (R%, 7, x Ty)

r — (e*, cosx)

Exercice 3 : Soient A et B deux fermés de R, f une application continue de A — R et g une
application continue de B — R.
On suppose que Vx € AN B, f(x) = g(zx), et on considére:

flz) sizeA

h AUB h(z) =
z€AUB — hiz) {g(m) si z€B

1- Montrer que h est continue.

2- Montrer que le résultat " A continue" n’est plus valable si on abandonne ’hypothese "A et
B fermés".

3- On suppose que A et B forment une partition de R. Montrer que I'une de ces parties contient
un point d’accumulation de I’autre et en déduire qu’il n’existe pas de partition de R en 2 fermés.

Exercice 4 : Soit £ = H FE; un produit d’espaces topologiques muni de la topologie produit.
iel
1- Montrer que, pour tout ¢ € I et tout A; C E;,
:[IlAi::]i[l% ¢?14i::ﬁhi € [

il el
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2- Montrer que E est séparé si et seulement si chaque F; est séparé.

Exercice 5 : Soit f : R — R une application. On appelle graphe, épigraphe et hypographe
de f les parties G, G et G~ de R?,

G ={(z,y) eR*/y = f(x)},

Gt ={(z,y) e Ry > f(2)},
et
G~ ={(z,y) e R*/y < f(2)}.
1- On suppose f continue. Montrer que G+ et G~ sont des ouverts, et G un fermé de R2.
2- Déterminer G+, G-, Fr(G*) et Fr(G™).
3- On suppose le graphe G de f fermé dans R2. Peut-on en déduire que f est continue?

Exercice 6 : Soit f une application continue d’un esp. top. E dans un esp. top. F. Montrer
que

1- F est homéomorphe au graphe de f.

2- Le graphe de f est fermé dans E x F' si F' est séparé.

3-Si B = F alors {z € E/f(x) =z} est fermé si F' est séparé.

Exercice 7 : (Libre) Soit (Y,7y) un sous-espace de l’espace topologique (X,7) et A C Y
.Vérifier que:

1- A, =Y nNnA.

ou A’ est ’ensemble des points d’accumulation de A en tant que s.-esp. top. de Y.
2-YNAC Ay

3- Fry(A) Cc Y N EFr(A).

4- Comparer Ay et A.

Exercice 8 : (Libre) Soit f : R — R une application d’un espace topologique E dans un
espace topologique F'. Soient A et B deux parties disjointes de E/. Soient f4 et fp les restrictions
de faAetB.

1- Si f4 et fp sont continues, peut-on affirmer que f est continue?

2- Montrer que si A et B sont des ouverts (resp. fermés) la continuité de f4 et fp entraine celle
de f.
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Solutions série d’exercices

Exercice 1 :
1) La base de la topologie de A est ’ensemble B suivant:

B ={B,(x,r)NA/ z € R",r > 0}.

2) a) Soit
XO - (1‘07?/07 ZO) € C}év
et soit
|20 — al
2 b
alors
BO(X(), 7“) NA= @
En effet,

supposons l'inverse B,(Xg,r) N A # (), soit
w = (z,y,2) € By(Xo,7) N A,

on a

Z0—2
(Zo - a)2

(dw,X))? = (x—x0)*+ (y—w)*+ (2 — 2)° < 1

3
= (z—20)*+ (y—vo)” + Z(Z — 29)* <0,

contradiction car Xy ¢ A, c-a-d B,(Xo,7r)NA=10
i.e.B,(Xo, 1) C Cf.
Donc (! est un ouvert, par conséquent, A est fermé de Y.

3) Supposons que Ay # (), soit Xo = (0, %0, 20) € Ay alors

dV ouvert dans Y tq Xo € V CA
= de>0, Xog€ B(Xop,e) CA,
on prend
(z,y,2) # (w0, 90,a + \/75)
on a
(v,y,2) ¢ Acar z # aet (r,y,2) € B.
Utilisant les coordonnées sphériques

o = sin p cos Y

Yo = sin psin Y
Zg =COSp =a
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[V
// Xox\
|" 0. "
| o3
\ - ?—) f}.
AN )
A

Soit 6 > 0 et X = (z,v, 2) telle que

x = sin(yp + J) cos ¢
y = sin(¢ + 0) siny
z = cos(p +0)

on choisit § assez petit de sorte que

cos(p + 6) # cosp
X € B(X(),E)

donc X € B(Xp,e) NY mais X ¢ A car z = cos(p + ) # a,
ce qui est absurde, donc /Oly =

Exercice 2 :

x Montrons que f est continue au point 7:
Soit w € V(f(m)) dans 7

d’ou

dd < 0 tel que [—1,d[C w

d «

W _/"' ™,

cos(t)} - %

— ] i _I ; f Vi
ab - -4

= Ja > 0, assez petit tel que cos(m + «) = d

fm —a,m+af) = [-1d]

| —
\%

= JV € V(r) dans 7, tel que f(V) C w,

donc f est continue au point 7.

* Soit t € [0, 7], considérons

w = [cos(t),d[, d > 1,
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on aw € V(f(t)) dans 7, supposons que f est continue au point ¢, alors
de > 0 assez petit tel que f(Jt —e,t+¢[) C [cos(t),d],

car si x > t avec x €]0, 7|

= cosx & [cost,d|,

Absurde = f non continue en t.
conclusion: les points de continuité de f sont les points z, = (2k + 1), k € Z.

2) Soit |a, b[€ T, on a
]a'> b[: Unene [CL + %> b[ € 7217
——
€7y
donc

1. C 1.

D’autre part, la fonction g est continue sur D =0, 1[U]1, +00[ pour 7Z.,donc pour tout O € 7,
9 '(0)eT. CTy
En conclusion, g est continue sur D pour 7.

3) Rappelons qu'une fonction J : (F,7p) — (E = [] Ea, Tproduit) est continue sur F ssi
a€cl
a€el, J,=P,oJ est continue.

Dans notre cas, la fonction
(Rv 7—6) - (R7 ,TE)
T e’

est continue et la fonction
f : (R77;> B (R7/];l)

T —— COST

est continue qu’aux points . Donc la fonction h est continue en z, = (2k + 1), k € Z.

Exercice 3 :
1) Soit F' un fermé de R,

on a

R (F) {r € AUB/ h(x) € F}

{re A/ f(x) e F}U{x € B/ g(x) € F}
= [TF)ugTH(F),
on a f~}(F) est un fermé de A car f est continue, de méme pour g~ !(F) et puisque A et B
sont des fermés de R, alors g~ '(F) et f~'(F') sont des fermés de R.
Or AUB est un fermé de R et g~ (F) et f~*(F) sont inclus dans AU B, donc g~ *(F) et f~1(F)

sont des fermés de AU B.
C’est-a~dire h™1(F) est un fermé de AU B. Donc h est continue sur AU B.

2) Si on considére,
A=[-1,0[, B=]0,1],
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soit la fonction f définie par

f:A—R
T— 2
la fonction g définie par
g:B— R
T — 2°
Alors
W) = { f(z) .six €A
g(x) si x€B
vérifie

h(] — 00, —1]) = [~1,0[ qui n’est pas fermé de AU B.
—_——

fermé de R

3) Soit A et B tels que
ANB=0et AUB=R.

Supposons par exemple 0 € A, alors
R*"Z AouR™ ¢ A.

Supposons par exemple R ¢ A

A

/

X ={zeR/[0,z] C A} CR",

Soit

onaX #(car0e X,
X est majoré sinon

X =R"CA,
soit

ro = sup X.

Premier cas: zg € A

= Ve>0, z0+e¢ A

= Ve>0, |[xzg—e,20+c[NB#0
contie;trmoJr%

= x9€ B.

Deuxiéme cas: zg € B

= Ve>0,xg—c€ A
= Ve>0, |Jzg—e,20+eNA#D

TV
contient xg— %

= Iy e A.
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Il reste & montrer qu’il n’existe pas de partition de R en deux fermés. Procédons par absurde

et supposons qu’il existe deux ensembles A et B de R tels que:
(%) AUB=Ret ANB = 0.

D’apres la question précédente, nous avons A’ N B # () ou AN B’ # (),
supposons par exemple que A’ N B # (),

ANBCANB=ANB#Y0,

Donc A ne peut pas étre fermé, car sinon AN B = AN B # (), ce qui sera contradictoire & (x).
D’ou le résulat.

Exercice 4 :
1) 11 suffit de montrer que

I -T14

i€l i€l

HAz - HA“

icl icl
en effet on a: HAi C H/_li donc HA" C HA" = H/_li.
iel iel iel iel iel
Il reste & montrer que H A, C H A,
icl icl
soit = € H A;, soit O € Tg N Vg(z), montrons que
icl

onJJAi#0.
iel
Puisque O € Tg = 3J C [ avec J fini et 3U; € Tg, pour j € J tel que

O:HUjX HEl

jed i€I\J
On a
OQHAZ = HUJX HEz QHAZ
el jeJ 1€I\J el
= H(UJHA]) X H Ai7
jed €I\J
or
Vi € J,l'jEAjjUjﬂAj?é(b
= JJWinA4)+#0
Jj€J
donc

T € H Az
iel
2) Supposons que chaque F; est séparé,
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soit x # y dans F

= 3ZO € I tel que Pio(w) 7é Pio(y)'

Comme E;, est séparé, donc il existe deux ouverts disjoints U et V' de E;, tels que
Py () C U et Py(y) C V.

Alors P ' (U) et P;'(V) sont deux ouverts disjoints de E contenant respectivement z et y,
donc E est séparé.
Réciproquement, supposons que E est séparé,
soit
a = (ai>i€[ e k= HEZ
iel

pour tout j € I, E; est homéomorphe & E; x H a; qui est séparé comme sous-ensemble de F

icl

i#j
séparé, donc F; est séparé Vj € I.
Exercice 5 :

1) Les fonctions f; et fo ci-dessous sont continues

fi: RxR— RxR
(,y) — (f(z),y)

f:RxR—R
(t,s) — s—t

Considérons la fonction
YP:RxR—R

(@,y) —y— f(z)
la fonction v est continue comme composée de deux fonctions continues

Y= fa0 fi.
Nous avons
G = {(z,y) eR/y = f(x)}
= ¢v7'({0})
= G est fermé de R?.
et

Gt = {(z,y) eR¥y > f(2)}
= ¢7(]0,+00]),

G~ = {(z,y) e R¥y < f(z)}
= (] —00,0]),

donc G et G~ sont ouverts de R2.
2) On montre que Fr(GT) =G = Fr(G ) et que GT =Gt UG et G- =G UG
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3)Considérons par exemple la fonction

CR Hor

8=

f n’est pas continue en 0, son graphe G est

G={(z,y) eR" xR /ay=1t0  {(0,0)} ,
2
fermé car R? séparé

qui est fermé comme réunion de deux fermés.

Exercice 6 : la fonction f : E — F' continue, notons par G le graphe de f.
1) Soit ¢ une application définie par:

Vv:E— G

z— (z, f(z))

* 1) est bien définie, surjective par construction
*9) est également injective car pour x,y de F tel que (z, f(z)) = (v, f(y)) = =z = v.
* ) est continue car ses composantes id et [ sont continues.
* Continuité de ¢~

Soit O € T, montrons que (0) € 7 induite sur G,

¥(0) = {(z, f(x)/ z €O}
= GNn( OxF )
ouvert de ExF

= Y(0) € Tg

On conclut que 9 est un homéomorphisme.
2) Montrons que G°est un ouvert.
Soit (z,y) € G, alors f(x) # vy
F' est séparé
= 3JU € TrNV(y), AV € TeNV(f(x)) tel que UNV = (),
d’ou
(V) x U e V(x,y) avec f1(V)x U C G,
—_—

ouvert
car

V(,y) € fH (V) x U, fz) #y.
3) Si E = F séparé, alors

P={xe€ E/f(x) =z} est fermé
car 'application

p:F— EXxF
z— (z, f(z))
étant continue, alors
¢ H(GNA) = P est fermé,



est un fermé de £ x E.
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A ={(z,x), z € E},
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