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Exercice 1 : Soient f la fonction définie sur |0, 1] par f(x) = sin(1/x) et

A ={(z,sin(1/z))/ = €]0,1]}
son graphe, que I’'on suppose muni de la topologie induite par la topologie usuelle de R2.
1- Montrer que A est connexe.

2- Montrer que A n’est pas connexe par arcs. On pourra raisonner par I’absurde, considérer un
arc o ayant une extrémité dans A et 'autre dans A\ A et le réel

to = sup{t € [0,1]/ a(t) € A\A}.

Exercice 2 : On note

A={(z,y) eR*/2€Q, y[0,1]}U{(z,y) eR*/ z € R\Q, y € [-1,0]}.

Montrer que A est connexe et non localement connexe.

Exercice 3 : Topologie quotient
Soit (F,7) un espace topologique, R une relation d’équivalence sur £ et P : E — E/R la
surjection canonique.

1- Montrer que I’ensemble
A={A e P(E/R)] P YA e T},

est une topologie sur E/R.
2- Soit F' un espace topologique et f : /R — F une application. Montrer que:
f est continue ssi f o P est continue.

Exercice 4 : Soit A et B deux parties non vides connexes d’un espace topologique F tel que
ANB#0.
Montrer que AU B est connexe. (On pourra raisonner par 1’absurde)

Exercice 5 : Topologie initiale et finale

1- Soient £ un ensemble non vide et (F;);c; une famille d’espaces topologiques et f; : E — F;
une famille d’applications.

a- Montrer que parmi les topologies sur £ qui rendent continues les f;, il y en a une moins fine
appelée topologie initiale associée aux f;.

b- Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une application f : F — FE soit
continue, ol F' est un espace topologique et £/ muni de la topologie initiale.

c- Donner un exemple de topologie initiale.
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2- Enoncer et démontrer un résultat "dual" en prenant f; : F; — FE. La topologie obtenue sur
E, s’appelle, dans ce cas, topologie finale.
Donner un exemple de topologie finale.

Exercice 6 : Soient X un espace régulier, A une partie compacte de X et B une partie fermée
de X ne rencontrant pas A.

Montrer qu’il existe un voisinage de A et un voisinage de B sans point commun.

Exercice 7 : Soit (K,,), une suite décroissante de compacts non vides d’un espace séparé E.

Montrer que K = ﬂ K, n’est pas vide, et que pour tout ouvert W contenant K, il existe un

neN
K,, contenu dans .
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Solutions série d’exercices

Exercice 1 :

1) On montre que 'adhérence de A est

A=Au{0} x [-1,1],
1

'ensemble A = ¢(]0, 1]) ou g est Papplication & valeurs dans R? définie sur |0, 1] par

9(x) = (z, f(x)),
la fonction ¢ ainsi définie est continue sur ]0, 1] car ses composantes le sont, comme |0, 1] est
connexe alors A est connexe et par suite A est également connexe.
2) Par 'absurde, supposons que A soit connexe par arcs, il existe alors un arc o = (a1, ay) tel
que:
a(0) =(0,0) € I et a(1) = (1,sin1) € A,

soit

to = sup{t € [0,1]/ a(t) € I},
puisque a;(0) =0 =ty >0,
par définition de la borne sup et par continuité de ay, on a

ai(tp) =0 et lim a;(t) = 0.

t—td

Or, Vt > tg, as(t) = sin(ﬁ(t)) et la limite précédente = a, n’a pas de limite en tJ > 0.

Ce qui est impossible car ay est continue sur |0, 1]. D’ou la contradiction.

Exercice 2 : L’ensemble A contient I’axe des abscisses R, car y peut prendre la valeur 0 dans
les deux sous-parties de A. Deux points quelconques de A sont connectés par au plus trois

segments: un horizontal et deux verticaux, voir figure, donc A est connexe par arcs donc il est

T

T

connexe.

v¢Q

Mais A n’est pas localement connexe: si O est un voisinage du point (0,1) dans A contenu
dans le demi-plan supérieur ouvert, pour tout irrationnel a > 0 assez petit, I’ensemble O_ des
points de O (resp. O, ) dont I'abscisse est < a (resp. > «) est non vide et O_ et O, sont deux
ouverts de O dont la réunion est égale & O, donc O ne peut pas étre connexe.

Donc le point (0, 1) ne posséde pas de voisinage connexe, donc A n’est pas localement connexe.

Exercice 3 :
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1) * les ensembles () et E/R = P(FE) sont des éléments de A
xx Soit Ay, Ao, ..., A, des éléments de A

on a
PN A) =N, PYA) eT
——
€T
donc

% % Soit (A4;);er € A ot I ensemble quelconque on a
P N UiefAi) = Uit PTY(A) €T
——
€T
donc
Uierd; € A

A est la topologie la plus fine qui rend continue 'application P. On I'appelle topologie quotient.

2) On a
(E,T) N (E/'R,A) 7 (F,Tl)fop

Si f est continue alors f o P est aussi continue comme composé de deux fonctions continues.
Réciproquement, supposons f o P continue
alors pour tout w € 7" on a (f o P)™'(w) € T

= YweT, PYf'(w)eT
= YweT, f{w)e A

= f est continue.

Exercice 4 : Supposons A U B non connexe. Il existe alors deux fermés U et V de AU B
disjoints et non vides, tels que
UuV =AUB.

Les parties U N A et V N A sont fermées dans A et disjointes, de réunion A, puisque A est
connexe, I'une d’elles est égale & A et 'autre est vide.

Nous avons donc soit A C U, soit A C V.

Supposons que A C U. De méme, nous avons soit B C U soit B C V.

Mais si 'on avait B C U, AU B serait contenu dans U et V serait égale au vide, donc B C V.
Plus précisément A = U et B =V car sinon A U B ne serait pas égale a U U B.

Puisque U = A est fermé, alors AN B = AN B (qui est supposé non vide) donc AU B est
connexe, ce qui contredit I’hypothése de départ,

Exercice 5 :
1) a) f; : B — F; une famille d’applications, (F;, 7;);c; une famille d’espaces topologiques.
soit

> = Uier fi (wy)/ wy € T}
Si O est une topologie sur E qui rend continues toutes les applications f;, alors > C O, par
suite O contient la topologie 7 () engendrée par » |, donc 7 () ) répond a la question.
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Rappelons que:

T(X2) = {Vaq(NginicA)/ A €22},
dans le sens ou, w € T (Y _) < 3II quelconque tel que pour tout i € I, IK; fini telle que
w = Uier(Njex, f; ' (w;)) avec w; € T

b) On a
(F.T) =" (B, T(X) =" (F, D) oy

Montrons que f est continue ssi (f; o f); sont continues
Puisque Vi € I, f; est continue donc si on suppose que f est continue, alors f; o f est continue.
Réciproquement, supposons Vi € I, f; o f est continue

soit w € T()),

w = Uper (Njes, f; ' (w;)) avec w; € T; et J, fini Vk € K,

on a
fHw) = Ukex(Njes S o f (w;))
= Uex(Njesy (f5 0 ) Hwy))
d’ou "

Vwe T(X), fH(w)eT
f est donc continue.
c) La topologie produit est un exemple de topologie initiale

2) (F;,T;)ier une famille d’espaces topologiques.
Si 7 est une topologie sur E qui rend continue les applications f;, alors A € T, f; '(A) € T;
Viel
soit

A={AcPE)) ff'(A) eTViel}
A est une topologie qui rend continue les f;, en plus 7 C A. Donc A répond a la question.
La topologie quotient est un exemple de topologie finale.

Exercice 6 : (X,7) espace topologique régulier
Soit a € A, alors a ¢ B,
puisque X est régulier, alors 30, € V(a) N T et Jw, € V(B) N T tel que

O, Nw, =0,

donc

A C UgeaO,
{ A = Jay, a9, ...,a, € A tel que A C U ,0,,,

A compact
Vouvert V = NP w,, € V(B), et l'ouvert W = U ,0,, € V(A) avec
VAaw =90
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donc A et B sont topologiquement disjoints.

La topologie quotient est un exemple de topologie finale.

Exercice 7 :
Supposons k = (), alors
Ko = Up>1(Ko\ K,)

L’espace topologique K est compact et Ko\ K, est un ouvert de Ky, donc il existe ny, ne, .., n, €
N* tel que

Ky = UL (Ko\Ky,)
= Kg\Knp
= Knp = ®7

ce qui est absurde.



