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Exercice 1 Soit E un espace vectoriel compleze.

Montrer que :
— a) Si f € L(E,C) et U = Re(f) alors f(z) = U(z) —iU(iz) Vr e E.
— b) SiU € L(E,R) et f(z) =U(z) — iU(iz) alors f € L(E,C)

et si de plus E est normé et f € L(E,C) alors || f ||=|| U ||

Exercice 2 Soient E, F deuz ev.n et f € L(E,F).
Montrer que : | 1 1= suplfll = sup U —sup | £(2) = sup | /o) I
Br étant la boule unité fermé de E et S {x G E| | 2 ||= 1}

Exercice 3 Soient E, F deuz espaces vectoriels normés, f une application de £ dans I

Montrer que :
i) f(rB) = ﬂ (f(rB) +eB')
ii) f(B) - fb) = TB—7®

ot B, B' sont respectivement les boules unités dans E et F, et b € &.

Exercice 4 Soit E un espace vectoriel normé sur A (A=R ou A=C)
1) Notons B = B(a,r) et S = {z € El||lz — a|| = r}. Montrer que
a) B= B/ -
b) Int(B/) = B
¢) Fr(B) = Fr(B/)=S. h ‘
8) Soit U € L(E, B) %
a) Montrer que si U est non nulle alors U est surjective.

b) Montrer que U est continue si et seulement si KerU est fermé dans E.

Exercice 5 On considére 'ensemble X des suites de nombres réels convergentes vers 0.

1) Montrer que X est un espace de Banach pour z — sup|za| =|| z ||

2) si a = (a,) est une suite telle que 3 |an| < 00, mo1';z27511"cr que la relation f(z) = ) anTs
définit une application linéaire continue de X dans R, ayani pour norme > lanl-

3) Montrer que toute application linéaire continue de X dans R est de type défini dans 2).

1


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Exercice 6 Soit X un espace normé sur K = (RouC).
M sous espace fermé de X et 7o € X, x9 € M.

Montrer qu'il eriste une forme lin€are conttnue sur X telle que :

U f|=1 et U(z) = 0¥x € M, et Ulxo) = d(zo, M).

En déduire que si X est un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel de X et

10 € X, alors 1) et 11) sont équivalentes.
’) Iy € .T[-
i) VU € X' = Lo(X K) Ulx)=0Vre M = U(xg) =0.

Exercice 7 a) Soit X l'espace de Banach C(la,b),R) muni de la norme || f ||= sup |f(z)|.
a<zr<b

Soit T l'application de X dans lut méme définie par
@@= [ fodt, v o

Montrer que T est continue pour la norme | T

b) Soient E, F. H trois espaces normés. Une application f de ExF dans H est dite séparément

continue si, pour toul Tp dans E, y — f(zo,y) est linéaire continue et si, pour tout Yo dans

E.r —> f(x,y0) est linémire continue.

Montrer que si E ou F est complet, toute application bilinéaire séparément continue de E x F

dans H est continue.
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