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Département de Mathématiques | F.5.T.M MIP - Module M123

EXAMEN D’ALGEBRE -
Exercice 1 : (4 pts)

On considére les i)olynﬁmes suivants
A(X) = X4 X342X24+X +1
B(X) = X3. 2X%.2X-3
1/ Caleculer le P.G.C.D de A et B. (1,5)
2/ Factoriser A et B en polynémes irréductibles dans R[X]. ()

3/ Trouver deux polynémes U et V tels que D = AU + BV, (1,5)

Exercice 2 (6 pts)

Soit P le sous-espace de R* définj par le systéme d’équations linéaires

{x+y+z+t=0
YFrIZ¥t =9

1/ Justifier sans caleul que P est de dimension 2. (1)
Puis déterminer une base (uy, u,) de P.
Soit v, = (1,1, 1, 1) et v2=(1,0,1,0). On note V = Vect({v,, v,})
2/ Montrer que (v, v,) est une base de V. 0,5)
3/ Déterminer P + V. En déduire une basede P+ V. (1.5)
4/ En déduire que P et V ne sont pas supplémentaires. Donner une base de P A V. (1)
Soit v;= (1, 1,0, 0). On note W= Vect({v,, va))-
5/ P et W sont-ils supplémentaires dans R* 0,5

6/Soit u = (x,, x,, x3, Xs) € R*. Déterminer v EPetweW tels queu=v+w,

Préciser v et w. £1,5)




Exercice 3 : (5,5 pts)
Soit A = (X*+1) (X*+1)
1/ Factoriser A en polyndmes irréductibles dans R[X]. (0,5)
7 / Justifier sans calcul I’existence de deux polynémes UetV tels que : (0,5)
&+ U+ X+pv=1  (1%).
3/ Donner la forme de la décomposition en éléments simples de la fraction (0,5)

1
FX) = Gzrnoe 7 s RE):

4/ Décomposer F(X) dans R(X). @)

5/ A 1’aide de la décomposition de F(X) dansR(X), déterminer explicitement un coﬁple
(U, V) satisfaisant (1¥). (1,5

6/ Peut-on déterminer un polynéme% X) € R[X] tel que X2+ 1 divise®(X) + 2 et X+1
diviseB(X)+1. Q)

Exercice 4 : (4,5 pts)

Soit B = (e, €y, €3) la base canonique de de R>.On considére les applications
lindaires fet g de R’ dans R’ définies par

- f(x,y,2)=(x+22y-2,X)
- gle)=et+es gle)=2e-e; gle)=ern
1-A-t-onf =g? (0,5
2-Donner 1’image de P par I’application linéaire h=2f—-g. (0.5)
3-Pour tout (X, ¥, z) € R?, donner les coordonnées de h(x, y, z) dans la base B. (1)
4-Donner les matrices de Mg et Mgde fet g dans labase B. (1)

5.En utilisant les trois questions précédentes, donner, par trois méthodes différentes
la matrice M, de h dans la base B. (1,5)
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EXAMEN D’ALGEBRE

Exercice 1 : (6 pts)

Soient dans R®, les vecteurs
U=(1,-1,0,2) , v= (0,-9.-9 6)

Wi=(1,.2,3.0) . W,=(0, -1, 2,-2) =372
On considére F = Vect({W;, Wa, Ws}) et G = Vect U, v}
a- Trouver la dimension des sous—éspaces FetG.

(On déterminera une base de chacun de ces sous espaces)

b- Déterminer une base de F+G etFNG

c- Est-ce que le sous espace engendré par le vecteur We(1; 2, 3, 1) estun
supplémentaire de F+G ?

d- En déduire un supplémentaire de F A G.

e- Déterminer une ou plusieurs €quations caractérisant F.

Exercice 2 : (6 pts)

On considére I’application linéaire f: R*—s R’ définie par:
f (x1, X3, X3, x4)=_(‘zln X+ X3+ X4, 2%+ X5 - x5+ X4y X1- X3+ X3- X,)
Soit B,= (ey, e,, €3, €,) la base canonique de R*.
1/ Déterminer f{(e,), f(e,), f(e;) et f(e,).
2/ On pose F = Vect({ f(e,), f(e,), f(e;) , f(ey)}).
Justifier sans calcul que dimF < 3 et que f n’est pas injective.
Déterminer une base de F.
3/ En déduire la dimension de I'image de f et que f est surjective.

4/ Déterminer la dimension de Kerf. En déduire une base de Kerf.

1,5

1,5

1,5




£ .

5/ Soit B’ = (u, Uy, U, u,) la base de R*, avec u;, u,, U, et U, étant des vecteurs
de R* définis par :
u=(1,1,1,1),u=(1,1,1,0),u= (1,1,0,0)etu,=(1,0,0,0)
On considere l’applicaﬁon linéaire g : R*— R?, définie par :

g (u)=(4,3,0,8m)=3,2,1).8 (us)=(2, 3,0), et g()=(1,2,1).

Justifier I’existence de g. En déduire que Img =Imf. 1
6 / Déterminer g (X1, X2, X3, X4)- . ' g

Exercice 3 : (4pts)
I - On considére les deux polynomes suivants :
AK) =1 -2X+X’+X" et BX)=1 +X+X

1 —2X+X3 +x4
Soit F la fraction F(X) = X3(1+ X + X2)

a) Donner la forme de la décomposition en éléments simples de F dans R(X).
b) Diviser suivant les puissances croissantes A(X) par B(X) jusqu'a I’ordre 2.

c) En déduire la décomposition en éléments simples de F(X) dans R(X).

Exercice 4 : (4 pts)

1/ Factoriser en produit de polynomes irréductibles dans R[X] les polynomes

suivants:
a) X6+ 9X3+8
b) X°+ 1
) X*+ X*-6
d) (X2- 4X + 1)* + (3X - 5)°
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Département de Mathématiques F.S.TM Mip- Module m123

EXAMEN D’ALGEBRE
Exercice 1 : (4.5 pts)
N 1
1- Soit E={(x,y,z,t)_e R4/2x+y-2z+t=?]‘
a- Montrer que E est un Sous-espace de R*. - (0.5)
b- Déterminer une base de E et sa dimension. - (0.5)
2- Soit F le sous-espace de R* défin; par :
F= Vec;[u, V, W, avec
u=(0,-6,-1,4); v=(3, 3, 1,5);w=(2,0,1,-2). §))
Déterminer une base et |a dimension de F
3- Déterminer une base de E + F. En déduire une base de E ~ F. (1.5)
- 4- Définir des supplémentaires des Sous-espaces E et F dans R*. (1)
Exercice 2 : (7.5 pts)
Soient E = R3 et B, = (ey, e, €;) sa base canonique.
Considérons I'endomorphisme f de R? est défini pé.r :
£(1,0,0) = (3,2, 4)
£(0,1,0)=(1,2,2)
£(0,0,1) = (-1, -1, -1).
1/ Déterminer f(x, ¥ B). (0.5)
2/ Déterminer Kerf et Imf. (0.5)
3/ f est-il injectif ? (0.25)

4/ Considérons P = (x,y,2) € RY f(x,y,z)= (x,y, zJ. Montrer que P est un sous-
espace de R® de dimension 2 avec B = (V1. vy) est une base de ¥,

vi1=(1,0,2) et v, = (0,1, 1). @
5/ soit H =Vec£{v3} avecvy=(1,1,2). Montrer que f (v4) = 2v,. (0.25)
6/ Montrer que B, = (v, Vi, V3) est une baselde R3, ‘ (0.25)
7/ P et H sont-ils supplémentaires dans R%, (0.25)

Y



8/ Soit g I’endomorphisme défini par : g = fofof. ' ey )
Montrer que g {v,) = V1,8 (V2) = Vaet g(vs) = 2°vs
9/ soit u =(x, y, z) € R®. : @A)
Déterminer les coordonnées de u dans la base 8,= (v, v,, v3) en fonction dex,yetz
10/ En déduire g(x, ¥, 2)- (1.5)
Exercice 3 : (5.5 pts)
On considére le polynéme A(X) défini par
AX) = X0+ 2X°+ 33X+ 44X+ 33X+ 2X + 1

1- Montrer que -1 est une racine de A(X). 1)
Quel est son ordre ? :
2- Montrer que i est une racine de A(X) (1)

Quel est son ordre ?

3. En déduire la factorisation de A(X) en polynomes irréductibles dans R{X}
et ¢[X]. @™

x$
4- On considére la fraction F(X) = A

a- Donner la forme de la décomposition de F(X) dans R(X). ' (0.5)
b- Décomposer la fraction F(X) en éléments simples dans R(X). (2)
Exercice 4 : (2.5 pts) | -
1/ Factoriser le polynéme A(X) = X34+ X34 X+1 ‘ ' a
Dans R[X] et dans ¢ [X].
~ 2/ Déterminer uniquement le reste de la division euclidienne de (1.5)

B(X) = X2+ X' + X® par A(X).
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Département de Mathématiques F.S.T.M MIP - Module M123

Examen de Rattrapage

Exercice 1 :

- Décomposer les fractions suivantes en é]émenf.s simples sur R
1. A I’aide de divisions euclidiennes successives :

A 4X6—2X5+11X4—X3+11X2+2X+3
. X(x-+1)3

2. A I’aide d’une division selon les puissances croissantes :

G_4X4—10x3+axz—4x+1

TE-17
Exercice 2 :
Soit (ey, €5, €5) la base canonique de R3
Soit f: R* — R® I’application linéaire telle que :
2. &
fle) = ——eI += 3e 2 36 = ( €1 + 2e; + 2e3), fley,) == -—%ez t36 =35(2e; —e; + 2e5) et

fles) = “31 +2 362 "“93 - (231 + 2e; — €3)

Soient E_, = {u € R*| f(w) = —u} et E ={ueR?|f(u) =u}

Montrer que E_, et E, sont des sous-espaccs vectoriels de R3.

Montrer que e; — e, et e; — € appartiennent 4 E_,; et que €; + e, + e; appartient & E,.
Que peut-on en déduire sur leg dlmensmns de E_; etdeE, ?

Déterminer E_; N E;.

At-onE_; BE, =R3?

Calculer f? = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer £ 1.

R N
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Correction de ’'examen de rattrapage

Correctlon exerclce |

1. F= 4x‘-zx'5 X=X 411X242X43
X(XZ+1)
(a) La décomposition en éléments simples de F est de la forme F= f+ﬁ+§£ﬁ+ %:—:f I
est difficile d”obtenir les coefficients par:substitution.

(6) On va ici se contenter de frouver a : on multiplie F par X ,'-puis on remplace X par 0, on obtient
a=3.

(c) On fait la soustraction F} = F — 4. On sait que 1a fraction F) doit se simplifier par X. On trouve

F]. - x: -H‘i‘( HB'I—XZ +2X+2
-+
(d) La fin de la décomposition se fait par divisions euclidiennes successives. Tout d’abord 1a division
du numérateur X5 —2X* +2X3 - X2 +2X +2 par X* +1:

X5 x4 23 X2 42X +2= (X2 + )X -2+ X + 1)+ X +]
puis on recommence en divisant le quotient obtenu pan;z + 1, pour obtenir
05—t 4203 — KP4 2X 2= X2+ 1) (X +1)(EX -2)+3) +X +1

On divise cette identité par (X2 +1)* :
_ &4 (x2+1)(E-2143) +X+1

- X+1 3 X-2
(x2+!)3 = w+P + X2+ + x5
Ainsi
Fe 3 X+ 3 X-2

T T @ B4l
Remarque : cetie méthode des divisions successives est trés pratique quand la fraction & décomposer a

o un dénominateur simple, _q_ﬁ;tadnecomportantundénomatcurdutypeg‘oﬁchtdnpremlerdcgré

ou du second degré sans racine réelle.
2. G= 4x4-1ux3x 8X>_4X+41

La décomposruon en éléments simples de G est de la forme ?g' + r-i— ¥ ﬂ + g—;- La méthode

iz Dlus efficace pour déterminer les co-.-,ff-r"e-xts est d’effectuer une division suivant les puizsances Crois-

santes, ici 2 I'ordre 2 (de sorte que le resie soit divisible par %3 comme le dénominateur). O calcule la
division suivant les pmssanccs croissantés, 2 1’ordre 2 du numératenr 1 4.X +8%% - 10X7 +4X par
(% — 1)2, ou phutdt par 1 —2X + X2 :

1— 4% 4+ 8%2 — 10X3 +4%* = (1 =2X +X2)(1 - 2X +3%°) + (-2X° +X7)

Remarquer que le reste —2X3 + X* est divisible par X°.
En divisasit les deux membres de cetie identité par X3(X — 1)%, on obtient a, b et ¢ d'un seul coup :

G = 4X*—10X348X*—4X+1

-

-1
= (x—l)l(l(fpx+3xz)+(—_x3+x*1

4 R x’(x—lk_2
= ¥ EtETEar

T reste a trouver d et e : pa:excmp!cenfmsaniladIVlsmneuchdlcnnedeX 2par_a—1 X—-2=
(X-1)-1. ‘

2
¥ X X (E-1P X-1




Correction exercice 2.

1.

Soient u, u’ deux vecteurs de E_, , ajors Fw) = —uet Fw") = -’ Soient A, A" deux rées.
» fQu+ 'y = Af(W) + ' Fu) = Al—w) + A(-u) = —(Au + 2w -
La premiére cgalité car f est linéaire, Ia seconde car u et u’ sont dang E. ..
La troisiéme montre que Au + Ay’ € E.
: f(Ogs) = Ogs = —qy,

La premiére égalité car I"image du vecteyr nul par une application linéajrc est toyjours le vecteyr nul, la

seconde égalité montre que Ogs €E_,.
E_y est un sous-espace vectorie] de R3.

Soient u, u’ deux vecteurs de Ey, alors f(u) = y et f@W') =’ Soient A, 2 deux réels.
f(Au+ ") = AfW) + X fw') = Au+ Ay’

"La premiére égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E;;

La seconde montre queiu + Ay’ € E;
- f(Ogs) = Os

La premiére égalité car I"image du vecteur nyl par une application linéaire est toujours le vecteur nul,

cela montre aussi que Ogs € E;.

E; estun sous-espace vectorie] de R3,

1 2 2 2 1 2
fler—e;) = fley) — fle,) = 3atge *3h- (591 —3e +-3-63) S—erte=—(g—¢)

DOI]C 61 = 92 E E—l
Z 2 2 1

1 2
f(el s 33) =f(€1) ‘—f(eg) = ‘-5‘31 +§€2 +‘3'€3 - ('3—31 +'§€2 _‘533) =-—2y + €3 = —’(91 o= €3)

Donc g; — es €EE_4
fle, +e; + e3) = fey) + f(ez) + f(e3)
1 2 2 1 2 2 2 1

SRt ey - —=p ts@tsatoe—ce, = +*
36 32"‘33 31" 3%t3ge 31T32T 3G =6+ +e

‘Donce; + e, +e; EE;

Les vecteurs ‘el ~ €z ete; — e; ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E_,, donc la
dimension de E; est supérieur ou égal 3 2.

- E;.aun vecteur non mul, donc sa dimension est supérieur ouégalal.

Soitu € E_, NEy, f(w)=—y et f(u) = u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur de E_in
E} est le vecteur nul.

E—I n 'El = {ORB}

dim(E_; + E;) = dim(E_,) + dim(E;) — dim(E_;nE,) = dim(E_,) + dm(E))>2+1=3
Comme
E,+E, cR?
Ona
dim(E_; +E,) <3
Finalement
: dim(E_; + E,) =3
Remarque : cela entraine que dim(E_;) = 2 et dim(E;) =1
L’intersection de ces Sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nulon a
E,®E =R3
On peut calculer 2 (e,), f?(e2) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent Tespectivement e,,
€z et e3. Mais c’est long,.

(1]




Autre méthode

D’aprés la question précédente (e; — €2, €1 —~ €3,€1 + €2 + e3) est une base de R°.
(Une base de E_; collée & une base de E; donne une base de R3 si et sculement si E_; © E1 = R3).
Tous les vecteurs de R? s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs, il suffit de montrer que f*(e, — €z) = €1 — €2, F2(e, —e3) = ey —egetquef 2(e; + e+
e;) =€ +ey+e3
L4, j"ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fes—e) = f(f(e‘.‘l - ez)) - f(—(31 e 32)) =—f(es—e€) = —("‘(91 vy 32)) i
Care, —e; €EE_;

fz(e1 —e3) = f(f(el == 93)) — f(“(31 = 33)) =—f(e;—e3) = —("(31 = 33)) =e, —e3

Car €, — €3 € E_1

(e, +e;+e3) = f(fey + ez +e3)) =flestez +e3)=e +etes
Care, +e;+e3 € E;
Par conséquent 2 = idgs
Cela montre que f % = f et que f est bijective.
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F Examen D’Algébre g’
Exercice 1 : (Spts)

Dans R*, définissions a = (3,2,1, 4),b=(1,1, 1,3),e= (4,2, 0, 2),
d=(-1,0,1, 2)ete= (0,3.2. 1).

1/ Le systéme (a, b, ¢) est-il libre ?
2/ Le systéme (a, ¢, d) est-il libre ?
3/ Notons E = Vect(-[ a,b,c,d, e

]-) Déterminer la dimensjon de E.

4/ Notons F = Vect ({a,b,c]) et G = Vect ({d ¢ e]). Déterminer une base de F Puis de G.

>/ Déterminer un systéme générateur de F + G. En déduire une base de F + G.

6/ Quelle est la dimension de F N G ? Déterminer une base de F N G.
7/ Déterminer I’équation cartésienne de F.
Exercice 2 ; (4pts)

Soit B = (e,, es

€3) la base canonique de R*. Soit f un endomorphisme de R3
par:

défini
f(e)) =2e,+ e, + 3¢5 f(e,) = e, - 3e, 5

f(es) = -2e, + 2,
1/Soit u = (x,y, z) € R®. Déterminer I'image par f du vecteur u. (calculer f(u))

2/ soient E ={ u€ R’;flu)= 2u} et

F={uE]R3;f(u)=-u]- .

Montrer que E et P sont des Sous-espaces vectoriels de R>.

3/ Déterminer une base de E et une base de F.

4/ Est-cequeE @ F=RR’.

5/ Déterminer un supplémentaire de E dans R3.




e, o=

Exercice 3 (4pts) | psbd
On considére les:deux polynﬁrﬁes § '

P(x) = X°-X*-2XP+2X°+ X -Let QX)=X*+X+1

st racine de P(X). Quel est son ordre ? En déduire la

tibles de P(X) dans R[X].

décomposition en facteurs irréduc

1/ Montrer que 1

9/ Montrer que P(X) et Q(X) sont premiers entre eux par deux méthodes

différentes.

3/ Trouver deux polynomes U(X) et V(X) tels que

P(X) UX) + 2(X) ¥ () =1

- ] Ay
Exercice 4 : (4pts) P 1 o B = A

On considére les deux polynomes

P(X')- =X+l @X)=X-

1/ Décomposer en fac.te;lrs irréductibles les polynomes P(X) et Q- {ans RIX] et

dans C[X]. En déduire qu’ils sont premiers entre eux.

2/ Justifier l”exi-Stencé de deux polynomes U et V tels que PUTUY =1

(On ne demande pas de c_aicul'err UetV)

N
\ 3/ Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction
\ : : F= X*+1
' ' S FgR=3

\ : Exerclce 5 : (3pts)

C 3 e p

\ ZTDécam;~\f’}ser en éléments simples dans R(X) la fraction F.

1,
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Examen D’Algébre

Exercice 1 : (4,5)

Soient W, - (1,-1,2), uy=(1,1,-1) et uy=(-I 5,7
Soit E = Vect (u,, u, u,)

SoitF={(x,y,z)€R3,X+y+Z=0}
1- Donner une base de E.

2- Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R,

3- Donner une base de F.
4- Donner une base de E N F. A-t-on E @ F=R3? : 1

5- Donner un supplémentaire de E dans R®,

Exercice 2 : (4,5)

fx)= (x; - %3+ x3, 0,x;+ x5-x3+ X4, Xq)

Soit E = {(x, x,, x3, xs) € RY x, T X —~X3+Xx4=0}.

2 - Donner une base (la plus simple possible) de Im(f) et sa dimension.
3- A-t-on ker(f) @ Im(f) = R*?

4- Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et sa

dimension.

5-A-t-orker (HDE =R*?

0,5
0.5
e

Soit f: R* —s3 R I’application définie pour tout x = (X, X, X3, X4) € R* par :

1- Donner une base de ker(f) et sa dimension. 0,5

A




Exercice 3 : (4)
Soit P(x) = XE+ 2X° + 3X* + 2X%+1

1- Montrer que ] = 28 st une racine du polynome X*+X+1.

Vérifier que j* = 1. 0,5

st son ordre ? 0,5

9. Montrer que j est une racine du polynoéme P. Quel e

3. En remarquant que P est un polynome pair, donner toutes les racines de P,

e 'ordre de multiplicité de chaque racine. 1,5

ainsi qu
1.5

A Factoriser P dans C [X] et dans R [X].

Exercice 4 : (4)

Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions suivantes :

(a-2pts + b -2 pts)

6X3+ 3X*-5

a/F(X)= ——

_X2

b/GOO= (x4 9X +2)°

Exercice 5 : (3)

Soit B = (e;, e, €3) la base canonique de R> et A un parameétre réel.

—eget fes) = et e

a/ Démontrer que la donnée de fle)) =e; + e fley) =&
1

définit une application linéaire de R® dans R’. (Question de CONFS)

b/ Déterminer f (x, y, z)- Comment choisir A pour que f soit injective ?

Surjective ?
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Examen D’Algebre

Exercice 1 : (4 pts)

2 ¢
@ Soit le polynome P = X*+ 5X3+ 10X2+ 12X + § — (X—fﬁ) O(-H’—f&,)

1) Démontrer que — 2 est racine double du polynéme P.

(7)2) Factoriser P dans R[x], '
) Déduire les racines de P dans C[x]. "y
' @4) Donner la edela décomposition en éléments simples de F = % dans RX)
et dans @m | : @2 f)i‘ q . Cﬂm7l-f Q’fﬂgc’“"ﬁ #—
(On ne demande pas de calculer les coefficients de la de décomposition)
Exercice 2 : (44 pts)

On considére les polynémes suivants : R ( 1 )
@A=X4+X3+2X2+X+1 e CX%X_F/’) A,

s <o <o _
B=X'_2X?_3x-3 = (X +,(x:4) (x-3) &
@ 1/ Calculer le P.G.C.D de A et B. AAB= XF X+ L U= ﬁ’o
B % +1 < [ |
@ 2/ Factoriser A et B en polynémes irréductibles dans R[X]. <= Ve - (xt3
o
- 3/ Trouver deux polynémes U et V tels que AU + BV =D, 7.
' D= qeo Lexe &

Exercice 3 : (6.5 pts) = \ v -(rpy)

SoitE = {(x,y,z,t) € R‘;x+z=0ety+t=0}.
Soient U1=(1,1,1,1) U, = (1,-1,1,-1), Us=(1, 0, 1, 0).
Soit F = Vect ({Uy, Us, Us}).




w 1/ Montrer que E est.un sous-espace vectonel d:fR

@ 2/ Donner une base de Eeten dedun'e sa dimension.
@ 3/ Déterminer uné base de F. \/&J{Ul dz 3

@ 4/ Donner une (ou plusmurs) équation(s) qui caracténse
I el o Yy, % Jy,()

@ 5/ Donner une famille génératrice de E +F.

Jﬂ 6/ A—t-onE @ F=R*?
» dans R*.

7/ Donner deux supplémentaires de F

Exercice 4 :(5 pts))
lication de R®dans R® définie par :

fx,v,2) =& _3y+4z,—2y+32)

1/ Montrer que f est linéaire.
2/ Soit (e, €2, €3) 12 base canonique de R. _ A
Montrer que la famille (f (e1), f (€2), f (e3)) est une base de R®.

\! n déduire que ’application f est bijective: 4_‘ #

3/ Calculer fo z) En déduire I’ expression de
R3 définie par : Uﬂ ‘

4/ Soit g I’application de R*dans - -
- (g(1,1,1)= a,1,1),g1, L 0)=@1,-3 —2)etg(1,0,0)=(1,0,0).

Déterminer g(X, ¥s fhas f ( o J// 5 )

Soit f I’app

—
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Exem'e 1. -
'f/ ./‘70}'16"6%: 7!4:.!. -2 &Lt une Tagne C{t _P/ Ca-écuéws R

Peg)s eol+ S o) 410 (-2)% 12 ¢2) +F

= 1L T 40 4 46 _ 24 45 - o

[.d)'cfre-2 -P(x)= 4)(+4_S—X‘z—+.?_o)(-f/a

Phac. Pls)e 42" 4 15 (~2) 4 20 (-c ) 412
| = -32 460 — 40412 _ 7232

-PUx) = 12Xx* 430 X 4 20
Bra: = PAr)= 484 430 , Féy=o
Dme -2 # une racine cloulde .

;{/ lomme —2 4t wne ragu, cloulb ) mcLQw/f
Gt Pcx)- ( XfZ)LQ(x)} ove 20 =0
= PCX) = CX—}‘Z,)LCQ)(_,.LX—{-C)
Par [c/fk‘aé:"-e(aﬁwu}mc, P()() C)(fl ()(_;é)(-l-?

¢ duxed'?: SInan en 'uh‘@&c o Vi ST eicch clyenne

Pcx)- (X+ 4x+4) (X +bx+t) = g+4L- 12
=> b=4 . Dnc Ha Fec/mrahn P dc
P0q «t P= (X42)%( x24Xt2)

A‘(o




5, S R £ e |
@3/ é[a ﬁmﬂ b Yo d’z,am/’aa'#mu dc ’2()()

24 A%y ol _‘._l.’;._ + ._AX"'B
Pix) = XA (49" At
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Université Hassan |j - Mohammedia — Casablanca Année universitaire : 15-1¢

F.S.T.M MIP - Module M123
Département de Mathématiques ALGEBRE

Examen D’Algébre?

rei 3
a) Effectuer les divisions euclidiennes des polynémes suivants :

i) X3+ 1 par X*-X4+1
i)  X*+X2-1 par X2-X+1.

b) Résoudre dans R puis dans C I’équation - 22— x + 1=0.

X% +1

¢) On considére la fraction rationnelle AX) =
XX+ 1y

1) Donner la forme de Ia décomposition de A(X) en éléments simples de R (X).

ii) Calculer la décomposition de A(X) en éléments simples de R(X).
s (On pourra utiliser la question a))

d) En utilisant la question c), déconiposer dans R(X) la fraction BX) =

Exerpicg 2 : (6 pts)

Soient les vecteurs suivants de R*:

“=(1,0,39 =(34,37) w=(7,-12 153)
a=(1-1,04) b=(1,0,3-1).

a) Montrer que v appartient au sous-espace vectoriel de R* engendré par q et 1w .
b) Montrer que w appartient au sous-espace vectoriel de R* engendre par u et v.
c) Notons F = Vect ( {uv.wp etG= Vect a,b})

Déterminer la dimension ét une base des sous-espaces suivants :

i)FetG. : P

ii) FNG et F+G.

d) Montrer que la droite H et R* engendré par le vecteur t = (1, -1, 1,'1) est un.
supplémentaire de F + G.

¢) En déduire un supplémentaire de chacun des sous-espacesF NG, FetG.

f) Donner une interprétation géométrique des résultats trouvés.
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Exercice 3 : (5 pts)

Soit f I’application linéaize de R? dans Rdéfinie par les deux relations :

f@,1)=@4,2,0)et fa,-1)=(2,0,6).

1) Question du cours : Justifier que f ne peut pas étre surjective.

(Cette question ne nécessite pas de calculs, si on utilise des arguments de dimension).
2) Vérifier que les vecteurs = (1, et o =(1,-1) forment une base de R”.

3) Déterminer les images par fdes vecteurs de la base canonique de R

4) Déterminer 1’image par f d’un vecteur quelconque de R? : calculer f (x, ).

5) Déterminer le noyau, I'image et le rang de f.

6) Quelle est I'image par f dela droite D d’équation x +y = 07 Est-ce f(D) estun
sous-espace veetoriel de R3?

Exercice 4 :

a) Déterminer lesn € N* telsqueXz- 1 divise 1 +5 X+ X'-n-1) X*'+(@n-8) X"
b) Soit nun entier, n= 3. Montrer que le polynome
P = (1+ X)(1- X") —2n X’(1-X) -n2X ™(1-X)’est divisible par (1 - X)’.
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