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Sotho oo dbad | Ly il il Sérje 1: Suite de fonctions MIP 84
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S

Exercice 1:

Etudier ln convergence gimple puis uniforme Jde 1a suite de fonetions (fn)pens 8U° llintervalle I dans les cas suivants :

ne v
a) fulr) = -1—_":—"“;’;' I =R

- a
Mfamﬂ(r+27), I=Ry

b in(n o |
X ¢) f,{(.r):i—:-:—i—’;_l—?—). I=Rj \‘ml v A '}

"Ine st @ €01
sl ) f@=1{5 st 1=01]
ir "v e —
Exercice 2: : . ; :
Q On considbre la suite de fonctions fn ¢ (05 +o0[—> R, définie par
» 2na
g fﬂ(ﬂ’) = 1+ n?a? (n € N).

1. Montrer que (fn) converge gimplement sur [0, +oo vers la fonction nulle. La convergence est elle uniforme sur cel

intervalle?.
9. Montrer que (fn) converge uniformément sur toul intervalle (o, +00 [ ol & € R

Soit @ > 0. On définit la suite de fonctions : fn(2) = nzg"(1—=z), TE [0,1), n>0

1. Montrer que (fn) converge simplement sur [0,1].
WA ) 2. BEtudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (Fn)-

1
3. Pour a = 0. Calculer sans intégration lim / fn(z)de
n—+-o0o Jpo

2"z

Soit (fn)n>1 18 suite de fonetions définies sur [0, 1] par fa(z) = m.
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
1
9. Caleuler In = f Fa(t)dt et "}_i’xllm I,.. En déduire que la suite (fn) n'est pas uniformément convergente sur
0

[0,1].
3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (fn) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

i
Soit (fn) la suite de fonctions définie sur [0,1] par fa (z) = nz(l —nz)si® € 0, ;..1] et fn(z) = 0 sinon.
1. Etudier la limite simple de la suite ()
1
9. Caleuler / fn(t)dt. A-t-on convergence uniforme sur [0,1]7
0

3. Ltudier la convergence uniforme sur [a, 1] pour @ €]o,1].
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(o m Département de mathématiques M147: Analyse 4
Jesbemtghpadasls  UUE Série 1: Suite de fonctions MIP 54
Wi} SR Responsable du module: Pr. Hamid OULGHAZI AU : 2021-2022

FST Errachidia

1. Montrer que la suite de fonctions (fn), ey définie sur [0, 1] par

_ n(z®+x)e
Ja(z) = _————nm T1

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que I'on déterminera.

2. Montrer que 'on a la convergence uniforme sur tout intervalle [a, 1] avec  €]0, 1[. A-t-on la convergence uniforme
sur [0, 1]

3. Montrer que |fn(z) — F(x)] est bornée sur [0, 1].
4 Déduire des questions précédentes la nature de la suite

. _fln(:c3+:c)e"”dm
"TJo mz+l '
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Iy Département de mathématiques M147: Analyse 4

Jatlosd loedsln | NTEL L Série 2: Série de fonctions MIP 84
WS AW B | 57 o Responsable du module: Pr. Hamid OULGHAZI AU : 2021-2022
F2Y Crrachidia
| .
m Montrer que la série des fonctions Z Sfn avec
=] n+lzn
, fn:[0,1] 2 R, m»—)ur-a*- (n2>1)
A '«'C

converge uniformément sur [0. 1], mais ne converge pas normalement sur ce segment.

-
[T o 10

1. Etudier la convergence simple sur [0, 4-oo[ de la série Z Tnl(x)-
n>0

+o0
neENet S(@)=) fala)

€T
(1 +m)n, n=0

2. Montrer que la série Z Fn(®) ne converge pas uniformément sur [0, +ool.

n>0
e
P 0, on S(z) = 3
our T > pose S(x) nZ=:01+nm

1. Justifier que S est définie et continue sur ]0, +oo].
3 2. Déterminer la limite de S en +oo0.
3. Etablir que S est de classe C? sur 10, 400 [ et déterminer S”.

. 1 =
m Soient fi, : [0, +o0[—= R, z— H(Ln:"l)., n>1)etS= Z i

n=1

1. Etudier la convergence simple de la série Z In-
n>1

2. Montrer que S est de classe C? sur [0, +oo| et exprimer pour tout z € [0, +ool, S’(a:) et S”(z) sous forme de
sommes de séries.

3. En déduire que S est strictement croissante sur [0, +oc0[ et que S est concave sur [0, 4+o0].

| ST :
_ Pour € R, on pose f,(x) =

n 4+ n2z

i 1. Etudier la convergence simple de la série Z fa(z). On note S(z) sa somme.
n>1

2. Démontrer que S est définie et continue sur RY.

3. Etudier la monotonie de S sur RY.

4. Déterminer la limite de S en 4oo0.

5. Justifier que S admet une limite en 0. Démontrer que, pour tout entier NV ,ona

X 9
lim S(z) > ) =

n=1

7 de fonctions 1/1 Pr. H. OULGHAZI
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- Département do nmthémnthuuu M147: Analyse 4
Iotguhnds | S5 Série 3: Série entidres ; MIP 84
VIR AW B ¢+ Responsable du module: Pr. Hamid OULGHAZI AU : 2021-2022

ST Crrmchicia

e e PR T o0
‘—_JE"““" -+ Soit ¥ @, 2™ une série entidre. On suppose qu'elle diverge pour 2 = 3 4 4i et qu’elle converge pour
P

n=(

= = 5i. Quel est son rayon de convergence 7

iy
1 ~ 2. " ' '
Exercice 2: Déterminer le rayon de convergence des séries entitres suivantes :

S
A =) o™ flx) = 2in) 2 fa(2) = 3 d(n)z";

ln(n-} 1) o
n>0 n>
(=" sin(n) (z+1)"
:) = G + — A% sz = —_—" fe(2) = —_
Jal2) ,:':1( 3 ) 5 ,g, n 2 n

l(z) = S(l + —;- + :-1 + e+ %)z"; fa(z) = Z ZE(nu/z); fol(z) = Z (__ 221

n>1 n2>0 n>0

NB : E(z) désigne la partie entitre de @ et d(n) est le nombre de diviseurs de n.

Exercice 3: .

Soit f la fonction définie par :
+o0 1
f(z) = sin (—) z"
L\
1. Determuner le rayon de convergence R de cette série entiére.

2. Etudier la convergence en —R et en R.

| Exercice 4: '

Caleuler le rayon de convergence et déterminer la somme de la série entiére suivante :

2-nt4
Zﬁ—i—m" (z €R)
550 n+1

(D’aprés PT 2008) On considére le probleme de Cauchy suivant :

Y =zy+1 y(0)=0.

+oo

Soit F(z) = E a,z" une série entiére a coefficients réels, de rayon de convergence R > 0. On suppose que la fonction
n=0

F est solution de I'équation différentielle sur | —R, R |.

1. Déterminer ag, a; ainsi qu'une relation de récurrence reliant, pour tout entier n 2 1Lan43 A an_y.
2. Pour tout entier naturel p > 0, en déduire la valeur de agp. Déterminer R.

3. Exprimer, pour tout entier naturel p > 0, azp41.

4. Quelle est la fonction F' obtenue ?

Sériel: Série entiéres 1/2 Pr. H. OULGHAZI
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- ) : Analyse 4
A Département de mathématiques Mllﬂ;vﬂl’ 84
Jtloa| glga daaln ,.I..'.i‘.ll. palall Ay Série 3: Série entitres -2022
SRR NN Wi Responsable du module: Pr. Hamid OULGHAZI AU : 2021
rrachidia

Exercice 6: - o
On considbre la série complexe de somme

f(z) = Z an2"
neN
O les @, sont définis par :

a=Lar =3, el Yn>2 a,=3an_1— 2an_2

1
1. Montrer que R > i

(3

- Montrer que Vz € C, |2| < R

1
f(z)=2z2—3z+1

En déduire la valeur de, R, ainsi que I’expression de a, en fonction de n.

Sériel: Série entieres 2/2 Pr. H. OULGHAZI
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' ' m Département de mathématiques M147: Analyse 4

Joclon thpadnal | il Série 4: Série de Fourier MIP S4

UIVERSTE ACULAT (AL Ese i
e Responsable du module: Pr. Hamid OULGHAZI AU : 2021-2022

Soit f une fonction 27-périodique, impaire et vérifiant :
_J 1, si x€]o,n[;
1@ ={ Jor=ron 2o
1. Calculer la série de Fourier de f.
2. Etudier la convergence de la série de IFourier de f.

+oo
3. En déduire la valeur de E e

n=0

oo 1 +oc0 1
4. A l'aide de I'égalité de Parseval, calculer Z (—m puis ,gl T

n=0

On définit une fonction f, 2w-périodique sur R, par

_J = si ®€]—mn;
f(w) = { f(—‘ﬂ’) _ f(‘ll‘) =0
1. Former le développement en série de Fourier de f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier de i
o0
3. A l'aide de I'égalité de Parseval, calculer la somme de la série Z —!E.
n
n=1
™ —%

4. On définit g, 27-périodique, par par g(z) = sur |0, 27| et g(0) = g(2w) = 0. Déduire de la question (1)

le développement en série de Fourier de g.

s

_—

1

On définit une fonction f, 2m-périodique sur R, par V& € [—m, 7], f(z) = |z|.
1. Former le développement en série de Fourier de f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

3. En déduire les sommes B ——— —
LTt lm

4. Avec l'identité de Parseval, calculer les sommes Z m et Z =t

n=0

n=1

|

3. En déduire les sommes de

Séried: Série de Fourier Pr. H. OULGHAZI
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Y l . A Département de mathématiques M147: Analyse 4
Joslonlglpadastn | LU Série 4: Série de Fourier MIP 84
UHVEQUIE MO AL | v R s Rosponsable du module: Pr, Hamid OULGHAZI AU : 2021-2022

FST Eroachidia

Soit o € R\Z et considérons la fonction 2m-périodique f définie pour tout t € [—m, 7] par f(t) = cosat.
1. Montrer que f admet une série de Fourier convergente sur R. Préciser le type de convergence
2. Expliciter les coefficients de Fourier de f puis déterminer la gérie de Fourier associde b f.

3. Etablir le développement eulérien

1° RSN 2y
Yu € R\nZ, cotanu = —+ Z
w

n=1

“.

m (Facultatif) Soit £ : R = R la fonction 2m-périodique telle que f () = e” pour tout @ €] — m, 7).
B o S ER—

1. Caleuler Tes coeflicients de Fourier de la fonetion f.
2. étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.
3. En déduire les valeurs des sommes

an_l_l

n=1

Zn2+1’

n=1

ul — n3n?

Pr. H. OULGHAZI
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