- CHAPITRE 1 T e e S e e TS|

Espace Fonctionnel de
Lebesgue

Dans ce chapitre (X, 8, 1) est un espace mesuré ¢t K = R ou C.

1.1 Inégalité de Holder et Minkowski

1.1.1 Préliminaire

Si f: X — K ou (R) une fonction mesurable et P € [1,+00[, on pose :

No(f) = ([ |fIPdu) /P .
On rappelle que : (+00)® = 400 si a > 0.

Proposition 1 [P:ropmeics immédiates de N,) :

— Ny(f) eR"

— N[ V=0 & f=0pp

— Si f est a valeur dans R mesurable alors on g -
Np(f) < +00 = f fini pp
Ve € R Ny(cf) = |e|N,(f).

Définition 2 Deur nombres réels p mf g appartenant a4 |1, 400 sont dits
conjugues s'ils vérifient la relation X + = =],

Remarque 3 Sip ef g sont conjugucs alors q = ﬁ

On dira aussi que 1 et +o00 sont conjugudés.

e
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1.1.2  Inégalité de Holder

Lemme 4 (Inégalité de Young) Soit o €]0,1[, a et b € R, alors on a
linégalité suivante :
a®* ' <aa+ (1-a)

Démonstration : Inégalité de young

On sait que si f est une fonction convexe. Alors : flaa' + (1 — a)b) <
af(a’) + (1 —a)f(t).

Svit f(z) = exp(z). on a f’(z) > 0 Vz € R. Alors f(z) est convexe, done
posons :

a’ = 1In(a), ¥ = In(b)

d'ott exp(aln(a) + (1 — «)In(h)) < o exp(ln(a)) + (1 — o) exp(In(b))

d’ott a*b'~* < aa + (1 — a)b.

Théoréeme 5 (Inégalité de hélder)
Sotent f et g : X — K ou R deur applications mesurables, petq deus
Eléments de l'intervalle )1, +oo| conjugués. Alors on a :

Ni(fg) £ N,(F)N,(q).

Démonstration On distingue deux cas :
St Ny(f) = Ny(f) = 0ou + oo linégalité est triviale.
Si Np(f) = [Vq(]l;) €0, +o0l. i
ey ae i G oY g
Posons F = mop ¢t G = (ol \
On a F et G sont p intégrales et Jx(Fldu = [,(G)du = 1.
Pour o = ‘é on a d’apres le lemme 4 :
Fr.Gi < 1P+ 1c.
par intégration on obtient :
w Fr.Gridu= [, o8 g <1419
S FrGudp= [y grffedu< j+ =1
Drou [y [fgldn < N,(f).N,(g).
Exemple 6 Soit l'espace mesurable (N, P(N, ,ud)o(a.n)neN et (bn)nen des suites
@ valeurs dans K ou R on a u{or‘s : ,
g | Gnbn | (2055 | an 19)2 (5155 | b [9)3
avec ; + ¢ = 1.

1.1.3 Inégalité de Minkowski :

pr o - v
Lemme 7 Poura,be R ona Uinégalité :

(a+8)" <2 "M a? + ")V p e [L, +o0.
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Démonstration La fonction ¢ — P est convexe sur R4, on a donc :
(5+3)" = f(3a+ 3b) < Lf(a) + L1 (b).

Comme f(a) = a” et f(b) = b”. Donc (245 < 27(1(aP 4+ bP) < 2071 (gP +
b).

D'oti (a +b)P < 2°71(aP +B°) Vp > 1.

Théoreme 8 (Inégalité de Minkowski) Soient fetg : X — K deuzx
fonctions mesurables et p € [1, 400 alors on a :

Démonstration Si p=1 I'inégalité est triviale.
Si p > 1 on distingue deux cas :
51 Ny(f) = 400 ou N,(g) = +00 ou Np(f +g) = 0 Tinégalité est triviale.
St Np(f) < o0 et Ny(g) < 400 et Np(f + g) # 0. Alors :
Ny(f +g) < +20, en effet :
Np(f +9) = (Jx IS + glPdps)v
or [f+gl” < (|f|+1g))? < 22| fIP + |g|P) d’apres le lemme 7. Dot
No(f +9) < (27N ([ |fPdp + [y lglPdu))7
-1 Y |
=25 (Jy |f P+ [y loPdu)s < +oo.
D’autre part on a :
| S+ g P =1F +gllf + 9"~ <IFIIf + 9P~ + |gllf + g, |
Done = [Ny(f + 9)" = [ (If +9l)dp < [ (FI1f + glP~Ddp + [, (lgllf +
g~ )dp.
Soit g = }% le conjugué de p. Alors d’apres 'inégalité de Holder on a :
[Ny(f + 9 < Ny(£)-N[( + 9)~1] + No(g) Ny[(f + g1
= (Np(f) + Np(9)- No[(F + g)P1].
or Ny[(f+9)P~1] = ([x [f+9|®Dedp)s = (Jx [f+glPdu) ™+ = [Np(f +g)]P~*
comme N,(f + g) # 0 et +o0 alors :
No(f +9) £ No(f) + N, ().

Exemple 9 Soient (N, P(N), ug) (an), (bn) deuz suites a valeurs dans K.

Alors :

(s lan +baP)p < (% Janf#) + (32 [b[2) 3.

Remarque 10 Les applications Ny ne sont pas a priori des semi normes sur
M(X,K), puis qu’clle peuvent prendre des valeurs +o0o. On dit qu’elles sont
des semi normes généralisées.

M(X, K) = espace des fonctions mesurables de X dans K.
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Proposition 11 Soit (f, >1 une suite croissante de fonctions mesurables
n=
positves définies sur X. Alors on a :

Np(supnzlfn) = Su'pnlep(fn) Yo =1,

Démonstration On a f, — f comme fn est croissante alors f = supf,.
Alors fF — f? avee fP = (sup T A

D’aprés le Théoréme Beppo-Levi on a

limy, o yoo [y fRAp = [y fPdp = [\ (supf,)Pdy

littly s oo (fy £2Ap)7 = (limy yoo [y, f2dp)?

car la fonction z — 2 continue. )

Dot limy oo ( [y fPdp)? = (f (sup fu)Pdu)v.

Alnsi on a sup,, ([, fPdu)r = (jj\,(t;llpf;l)pdu)%.

Remarque 12 La proposition précédente généralise le Théoréme de Beppo-
Lews.

ol

Proposition 13 Soient p > 1 et (fr)n>1 une suite de fonctions mesurables
positives définie sur X. Alors on a :

N(X £) € S (W),

n=1

Démonstration Montons que Nl 3o B) £ X MR

Soit gn = f1+ fo + ... + fn,gn est une suite croissante et supg, = > ° fa
donc, on applique la proposition précédente

Ny(supn fr) = supn Np(f)Vp > 1 avee f, € M,.

Done N,(sup,g,) = supn Ny(g,) or Ny(g,) < > oo ()

D’ol N(3=5™ f) < sup( oo No(fi)) = oo Np(fi), ainsi ona Ny(} % ) <
Xonlo No(fn).

Remarque 14 Pourp=1 on a :

Ni(D fa) =D Nilfy).
n=1 n=1

1.2  Fonctions p intégrables

Définition 15 Pour p € [1,+oo|, on notera LE(X, B, ) Uensemble des
fonctions mesurables f: X — K, telle que | fIP soit p integrable (c’est-a-dire
No(f) < +00).




1.2. FONCTIONS P INTEGRABLES 7

Remarque 16 Pour alleger ces notations, on écrira tout simplement L5 (1) ou
Ly au lieu de LY (X, B, ), s'il n'y a pas de confusion possible.

Proposition 17 i) L est un K-espace vectoriel, et N, est une semi

norme sur Lk.

W) f € Ly < |f] € Ly (No(f) = Nu(I£1)).

w) Si fetge M(X,K) tq g est positive, g € L et |fl < gpp.
Alors | € Ly et on a : Ny(f) < Ny(g).

w)f € Ly & fretf e LB
f = f1 +Z.f2 = ﬁz = f} et f2 & E{:&

v) Si fetge LF.
Alors sup(f, g) etinf(f,g) € L% avec
sup(f,g) = 3(f +g+|f — gl € L}
nf(f + g) = —sup(—f,—g)
on dira alors que Ll est un espace vectoriel réticulé.

vi) Sip,q €1, +oc[ sont conjugués f € Lietge L]
Alors f.g € L et

Ni(fg) < Np(f)-No(g) < +o0.

Démonstration iii) Soient A4 = {z € X ||f(z)| > g(z)}

A°= {z € X||f(2)] < g()} = u(A) = 0 car |f| < g pp.
onaX=AUAavec ANA =@

Done [y [fPdp = [, 1fPdu+ [, |fIPdy.

Jx lol"dp = JalglPdp + Jac l9IPdps. ‘ ‘
Et comme sur A on a |f| < g donc | f |P< |g]P et Sl FIPdu= Lilg
dp =0

Do [ fPdu = [ |fIPdu < [y glPdu = [,. |glPdu

Dol N,(f) < Np(g). V1< p< +oo.

W)f €Ly & fret e Ly

<) Ona f=f*— f~ donc N,(f) = N,(f+ - f7)

Alors Ny(f) < Np(f+) + Ny(f~) < +o0 d’apres Minkowski,

=)ona f* < |f|et f~ < |f| Alors f* et f~ € LE d’apres iii).

Remarque 18 o) N, n'est pas forcément une norme sur Ly car (No(f) =
0 f=0uw).

b) La semi norme N, munit L d’une topologie T définie par la base :

B = {B(f.c)|f €Ly et e >0} avec:

B(f.e) = {g€ LgIN,(f —g) < ¢e}.

Et on montre que (LY, 7) est un espace vectoriel topologique

Lk x Ly — Lk et K x L5 — LB
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(fig9) — f+g9 e (af)— of

sont continues et (L x L% resp K x Ly sont muni de la topologie produit)
on montre ausst que

I T /< “"rﬂn~>+oo (f fra) = (.

¢) §i N, n'est pas une norme sur LY alors :

lespace topologique (L%, 7) n'est pas séparé.

Démonstration Pour démontrer que (LL,7) n'est pas séparé on prend
I e £ i
Nl f ) = it =20
Soient o, 8> 0V] = B(f, ) et Vy = B(0, ), Alors f € Vi N V.
Done Vi NV, # @.
D’oli tout voisinage de f et tout voisinage de 0 se rencontrent pour tout

f#0

Exemple 19 (N. P(N, py) et p € [1, +oc[. Alors LE(uy) est l'espace des
Suites T = (Ty)pen @ valeur dans K tq :

D n—o [Zn]? < 400, on le désigne par 1% ou (P,

on pose : |[zll, = Np(z) = (512 |za[?)s.

Alors H]lp est une norme sur ly, puisque le seul négligeable de lespace
(N, P(N), 1q) est Uensemble vide.

1.3 Théoréme de Fericher-Riesz et Théoréeme
de Lebesgue

Lemme 20 Soit (f,),s1 une suite de cauchy dans Ly avec (1 < p < +o0).
Alors il existe une sous suite (fa, k1, et une appizcaz‘zon [ € LY tell que

(fﬂ.l, )k:—-.\+oof p.

Démonstration Puisque (fa)az1 est une suite de cauchy dans L. Alors on

peut extraire une sous suite (fnk)k>1 telle que :

Vk>1: N, (anl Jar) < 3

Soit ¢ = Z ey — f,bhl lors g est positive, mesurable, et Ny(g) <

D Wl Py — P ) & Do 55 = L. Donc g € L2 et elle est finie pp.

- 501’( N = {z € X |g(a) = +oo}. Alors N est un né ‘gligeable. et la série
st 41— Jn,.) converge absolument sur N¢,

f?-'J + Z f”ﬁ-.*,l fn.,:) st € N¢
stz e N,
I est claire que f est mesurable de X vers K.
Ona f, + Zi:(ﬁm.l ~ Jay) = frn, Pour tout p < 1, done oo — f pp.

Posous : f(z) =



1.3. THEOREME DE FERICHER-RIESZ ET THEOREME DE LEBESGUEY

Dautre part on a | fo | < |fo,| +9 Vp >, 1

Done | f| < [fu,| + 9 pp avee (| fu,| +9g) € Ly.Dou f € L},

Théoreme 21 (Frischer-Riesz) Toute suite de cauchy dans L% est conver-
gente dans Ly (c'est-a-dire au sens de la semi norme Np).

Démonstration Soit (f,),; une suite de cauchy dans £%.
D’apres le lemme précedent il existe f € L% et une sous suite ( Jue k=1 qui
converge pp vers f.
Soit € > 0 alors IN > 1 tg Vn.m > Nona Ny(fo— fu) e (%)
Soit n > N (fixé), alors :
/)\ ‘ fn - f I,r) d/,L = j:\ hfnka-f-oo l fn - fn.k ';0 d#‘
<bm [ | fo = farx |” dp (@apres lemme de F atou)
< &P d’apres (%).
D'ou Ny(f, — f) < ¢ par suite f, —s f dans £

Corollaire 22 :

Soit (fu)n>1 une suite de cauchy dans L qui converge presque par tout vers
une application f mesurable de X dans K. Alors f€ L et (fy)ns1 converge
vers [dans Cf.

Démonstration D’apres le lemme précodent il existe g € Lk ot (fa ks
tq Su, — g pp. Done f = gpp, d'ou f € £E et 1, —+> f dans Lj; d’aprés
n—-+00

le théoréme précedent.

Remarque 23 En général la convergence dans L7 d'une suite n'entraine
[ K

| o (LR |
pas la convergence pp de toute la suite (fnmo—of # (fu)isz=f pp) mais

£
on a d’uprés la lemme précedent (f, =% f) = (e Fn)imz22.f pp)

Théoréme 24 (Théoréme de Lebsegue) Soient (f,)n>1 une suite dans
Ly qui converge pp vers une u,pph(:atirm mesurable fode X wvers K.

On suppose que il exists g € LL positive telle que :

V2 L] fo|< g pp.

Alors € Li et (fu)ns1) converge vers [ dans L%

Démounstration Soit g, = |f, — f | avec (gn)n>1 converge vers ( [P,
Ona |fu] < gpp = |f] <g pp. Comme g € Ly, alors f € L}, et on a :
o = FIP < c(Ifal? + |£17) < 2cg?
avec 2.c.g” € L et ¢ > 0 une coustante.

D’apres le théoréme de la convergence dominée de lebesgue on a :
Iy, sy [y | fo = fIPdu = 0.

Dot limy 4 oo [Np(fo = F)P =0 = limy,,. oy Ny(fo— f) =0.
Par suite (f,)ns>; converge vers f pp dans L5,
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1.4 Espace Li (1< p < +00)

Définition 25  Soit Ny = {f ¢ M(X,K) | f = 0pp} alors Nx est un sous
espace vectoriel de Lf.
Dans L% on définit la relation d'équivalence par :

f~9ef-g9€e Ng (o f=gpp)
~ est compatible avec la structure vectorielle de (L, +,.), done Uespace quo-
tient LY /Ng est un K espace vectoriel. On rappelle que ces lois sont données

par _ .
fri=F+getaf=arf

L'espace Ly /Ny sera noté L (X, B, 11), ou tout simplement Ly (X), ou LE (11)
sl n'y a pas de confusion possible.

f={he Ly|f=hpp}.

Pour f e L. on posera Hf“p = Np(h) ot b est un élément quelcongue de /.
[fll, ne dépend pas du choiz de h et Il est une norme sur Lk,

Le nombre

Exemple 26 Iy = L5 (14) = L5 (14) puis que f = {f} pour tout fel.

1.5 Espace L

Définition 27 :

Soit f une application mesurable de X dans K ou (R).

On appelle borne supérieure essentielle de [ Uélément de Ry noté Ny (f)
qu’est défini par :

No(f) =infla>0] | f|<a pp}, avec (inf (@) = +o0)

[ est dite essentiellement, bornée, s'il existe M > 0 telle que :

[ €M pp, autrement dit Noo(f) < +o0.

1.5.1 Propriétés de N :
) Noo(f)=0& [ =0 pp.
ii) Ve € K Ny(cf) = Je|No(f).
iii) Noo(f) = Neo(|f])-
V) 0< f<g pp= Nolf) £ Nuolg).
V) Va > No(f) = |f] < a pp (Nu(f) < +oo).
vi) |[f| < No(f) pp
vii) {a 2 0] [f| S a pp} = [Noo(f). +00].
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Démonstration :
Neo(f) = inf{a > 0]|f| <o pp}
i) Montrons que Ny (f) =0« f=0 vp
=St f = 0pp, alors No(f) = 0.
-Si Noo(f) = 0 montrons que f = 0 op
OnaVe>03aeRT tel que No(f) <a< N (f) + €.
=Ve>0daeR*|f|<a ppet Noo(f) £ a < No(f) + &
=|f|€a<0+¢pp
= f[<0pp.
Dol f =0 pp.
i) Ve € K Nyo(cf) = |e|Nu(f)
Nlo f]= 1111{0{ > O] fe.f| < « pp}
~1Hf{al(' 2 0]]e.f| £ a pp}
= [c{B = 0]|f] < 8 pp}
= |e| Noo(f).
V) Vo > Noo(f) = |fl S a pp (Neo(f) < +00)
En effet 3 3 > 0 telle que Noo(f) < 8 < @ et IfI <8 ppdoul| fl<a pp
vi) [f] £ N(f) pp
— 51 N ([f) = +0oc l'inégalité est triviale.
-— si N (f) < +00 on pose :
= (€ X||7()] > No(f)} = Ui (| [ (@)] > L + Noo(f))
— A est donc négligeable, par suite |f| < No(f) pp.
vii) Si Neo(f) < 4+00.
Soit 5> Nw(f) = [f| < 8 pp
Noo(f) =infla > 0||f| <o pp}
Ve>0,30>0 |f|<a ppet No(f) <a < Ny(f) +¢
= Ve>0|f|[<a<f+e pp=|fl<jpp
DoaVi>apge {a>0]|fl<a ppl.
Ainsi {a > 0][f] <« pp} = [No(f), +00.

Proposition 28 :
Sotent [ el g deuz applications mesurables de X dans K (ou R). Alors on a

les inégalités suivantes :
1) Noc(f + 9) € Noo(f) + Nuo(g)
1) Noo(fg) < Noo(f)Noo(g)
i1) Pour tous p et g € [1, +00] congugués on a
Ni(fg) < Np(f).Nylg) (Hélder).

Démonstration
')lf+9r<lf|+!gI5Noc(J Noo(9) pp
done Noo(f + g) < Noo(f) + IV, @
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i) [fgl = |fllg] € Noo(f)Noolg) pp
done Neo(fg) < Noo(f) Noo(g).

iii) Si p €]1, +oo[, I'inégalité est déja démontrée. Si p = 1 donc g =
+0o0 et on sait que |g| < No(g) pp.
Alors Ni(fg) = [y If9ldu < Noo(g) [ |fldu = Ni(F)No(g).

Remarque 29 -

N n'est pas nécessairement une semi-norm sur M (X, K), puisquelle peut
prendre la valeur +oo (c’est une semi norme généralisée sur M(X,K).



CHAPITRE 2 s

Espaces Normés

2.1 Espaces Métriques

Définition 30 Un espace métrique (X, d) est un ensemble muni de la fonc-
tion distance

d: X x X — R", vérifiant :

Vz,y,2 € X

Exemples 31 1. X =R, dz,y) = |z — y|.

5] i définie une distance sur

2. Démontrer que 'application d(u,v) = ST

R.

Soit X un espace métrique. Alors Va,y,z € X ld(z, 2) — d(z,y)| <d(z,y).
En effet : Comme X est un espace métrique alors vz, ¥,z € X on a

d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) = d(z,2) — d(z,y) < d(z,y). D'autre part
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) = d(z,y) — d(z,z) < d(z, y). Donc

d(z,2) = d(2,9)| < d(z, ).

Par conséquent d est 1 lipschitzienne d’ott d est uniformément continue .

2.1.1  Suites de Cauchy et complétude

Dans le cas des espaces métriques. on a une caractérisation séquentielle
de la complétude via la notion de snite de Cauchy.
Définition 32 Soient (E, d) un espace métriqgue et (Uy)neny € EN.
La suite (u,) est dite de Cauchy si et seulement si :
Ve>0,dN € N,V¥(p,q) € N?, (p,g > N) = dlmyiity) € €

13
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Propriétés 33 — Toute suite de Cauchy est bornée.

— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est encore de Cauchy.
Liimage d'une suite de Cauchy par une application uniformément
continue est encore une suite de Cauchy.

- 81 une suite de Cauchy admet une suite extraite convergente, alors
converge vers celie limite.

Définition 34 Un espace métrique (E,d) est dit complet si et seulement si
toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Une partie de E est dite compléte si et seulement si elle est pour la distance
induite (on peut donc remplacer partie par sous-espace).

Definition 35 Soient (X, d)) et (Xa,dy) deur espaces méiriques et e -

Xy — X, une application. ¢ est dite une isométrie si : Vo, v € Xy, da(o(z),e(y)) =
dy(x,y).

- On dit que Uespace (X, d;) est isométrique ou (isométriquement isomorphe)

a (Xo.dy) s'il existe une isométrie ¢ : X1 — Xy bijective on notera X; = X,.

Théoréme 36  Soient (X,d) et (X', d) deur espuces métriques complets
et sotent UC X et U C X',

-5 U=XetU=X etT:U = U est une isométric bijective, alors il
existe une isométrie bijective T : X — X' telle que T/U =T, on dit que T
est une extension de T" sur X dans ce cas :  siU XU alors X = X'

Démonstration Soit 7 € X comme U = X, alors il existe (z,) C U telle
que z, = z (d(zn, x) — 0).

Supposons qu'on a d’autre suite (y,) C U telle que Y, — z, alors (z,) et
(yn) sont des suites de Cauchy, puisque 7" est une isométrie c--d préserve la,
distance, alors (T'(z,)) et (T'(y,)) sont des suites de Cauchy dans X~ qui est
complet ce qui implique que (T'(x,)) et (T'(y,)) convergent, par conséquent :

d (i (T (), im(T(9))) = lim(d (72, T(gn))
= limd(z,, y,)
= d(lim z,, limy,)
= dlnm) =1

i . . 3 Py . .
(detd sont continues), ce qui montre qu'on peut définir une application :
2 !
7' X —X

2 — T(z) = lim Tl
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Montrons que 7" est une isométrie.
En effet, Vo,y € X on a :

; ~

d (T(x),T(y)) = d (lim(T(z,), i (T (y,))

= lim(d (7'(zy,), T (yn))

= limd(x,, y,)

= d(lim .. limy,) = d(z, y).
Donc 7T est une isométrie = T est injective. o
Il reste a prouver que T est surjective. En effet : Soit 7’ € X comme U’ = X',
alors 3(z,) C U' tq x, — 2" dans X', done (z,) est de Cauchy. Comme T
est Isométrique, alors 771 est isométrique, alors =4 ) st de Cauchy dans
X qui est complet, donc z, = Tz, — 2 € X. Donc T(z) =limz, =2,
par suite T" est surjective et ainsi 7" est bijective. m

Définition 37 Un complété ou une complétion de lespace métrique (X, d)
est un espace métrique (X, d) vérifiant les propriétés suivantes -

1. X est complet.
2. (X, d) ¥ & un sous-ensemble qui dense dans (X,d), c-a-d

o X — (X)) C X/ o(X) = X isométrigue.

Théoreme 38 (Existence d’une complétion de ’espace métrique) Tout
espace métrique admet une complétion.

Démonstration Soit (£, d) un espace métrique.

Si (), (y,,) sont deux suites de Cauchy de points de £. On dit que (z,.), (y,)
sont équivalentes si et seulement si la suite d(zp, Yn) converge vers zéro dans
R {ou dans un espace vectoriel normé || z, — Yn ||—= 0 dans E). Les classes
d’équivalence seront les points de notre complété & On définit un prolonge-
ment naturel de £ dans € en identifiant un point de E avec la classe de la
suite stationnaire 4 ce point.

On va montrer successivement :

i) £ peut étre muni d’une structure qui prolonge celle de £

ii) pour cette topologie £ est dense dans &

]

iii) &£ est complet.

Soient i, deux points de &, ce sont les classes d’équivalence des suites de
Cauchy z = (z,),y = (y,): montrons que la suite d(z,, y,) est de Cauchy
dans R :

1A Znsps Ynip) — A2, yn)| < (A(Zntps n) + A(Yntp, ¥n)) = 0 quand n — oo,
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uniformément en p.
On peut définir §(%,9) = lim d(Zn, Yn) ; cette définition est bien cohérente,
n— 00
car elle ne dépend pas du choix des représentants T,y pour I,y comme on le
vérifie facilement ; et § satisfait les axiomes d’une distance.
(ii) Soit 2 = (z,) une suite représentant le point Z de £, et soit T la suite
stationnaire & la valeur z,, montrons que #, converge vers I dans (£, ).
O(4n, Z) = lim d(x,, 2y,) ; comme () est une suite de Cauchy, on a BT, By) <
Tm—o0
e des que n > ng(e) et Vm > n; on en déduit en passant a la limite quand m
tend vers 'infini :
0(Fn, &) < edés que n > ngle) m
(iii) Soit maintenant #* une suite de Cauchy de points de & :
/(Y o~ ; k N -
6(2*), 3:+)) = lim d(z%®, Tptt) < e dés que k > ko(e), Vi € N.
n—0C

T

On sait d'aprés (i) que chaque #® est approché par un point de E, soit
Yr (suite stationnaire & la valeur vy, mettons 3 2-* pres : §(2%) g) < 27k
alors la suite () est de Cauchy dans E, en effet d(yp, ypiq) = MUk Yrg1) <
278 4 27U () FRH1Y o 709 ost supposée de Cauchy dans &.

Soit ¢ le point de £ dont (yx) est un représentant : alors ¥ est la limite dans
& de la suite 7 ; en effet 0@, ) < o™, Yk) + (U, ¥) < 27% + 6(4, v);
et 0(yr, ¥) tend vers zéro d'apres i1).

Remarque 39 Le complété dun espace métrique est unique 4 une isométrie
bijective pres.

Théoréme 40 Soient (X.d) et (X, cf) deuzr complétions de lespace métrique
(X.d), alors X = X.

Démonstration Soient ¢ et ¢ deux Isométriques :
@: X = @(X) tq:

Considérons .
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Par construction ¢ o ¢! est une isométrie bijective de @(X) vers ¢(X),
comme $(X) = X et $(X) = X. Alors d’aprés le théoréme 36 on obtient
que X = X (car ¢(X) = @(X)).

IIe

2.2 Espaces Normés

Définition 41 Un K-espace vectoriel E est dit normé lorsqu’il est muni
d'une norme, ¢’est-a-dire d'une application
N E — R7 satisfaisant les hypothéses suivantes :
— séparation :Vz € E, N(z) =0= z =0g;
— homogénéité : V(A z) € K x E, N(Az) = AN (z) ;
— sous-additivité (inégalité triangulaire) : ¥(z,y) € E* N(z +vy) <
N(z) +N(y)

S'il 0’y a pas de risque d’ambiguité, la norme d’un élément de z est notée
2.
Exemples 42 — Pour toute matrice A € M, (R) : on pose

| A ll=max 377, |ag]

Il est une norme sur M, (R).

- Le corps K (€gal ici @ R ou C), muni de sa valeur absolue, est un
K-espace vectoriel normé.

— Pour tout ensemble non vide X et tout espace vectoriel normé F,
Vespace B(X, F) des applications bornées de X dans E, muni de la
norme de la convergence uniforme || fllo = supgex |l f(z)]l, est un es-
pace vectoriel normeé.

Remarque 43 Un espace vectoriel normé est un espace métrigue muni de
la distance d(x,y) =|| 2 —y ||, mais la réciproque n'est pas toujours vraie.
Une distance d est induile par une norme ssi ¥z, y, z € X, VA € K avec X
un espace vectoriel :
1 d(z+ 2, y+z)=d(z, y)
2. d(Az; Ay) =| A | d(z, v).
Et dans ce cas || z ||= d(z, 0).

Définition 44 Un espace de Banach est un espace vectoricl normé complet.

Théoréme 45 ( Fristence de la complétion dun cspace normd )
Soit (X, || . ||) un espace vectoriel normé. Alors il existe un espace de Banach
X et une isométrie :
p: X >X [/pX)=X.
Dans ce cas on dit que X est une complétion de l'espace normé X .

Démonstration C'est une conséquence du théoréme 38.
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2.3 Espaces Quotients

Définition 46 Soit X un espace vectoriel et F' sous-espace vectoriel de X .

On définit une relation d’équivalence v ~py <= x —y € F.
- La relation ™ ~p " est une relation d’équivalence sur X .
- On note classe d’équivalence d’un élément z € X par

T={yeX|z—-yeF}=x+F

L’espace quotient est noté par X/ ~p= X/F ={ZT |z € X} ={z+F|z €
X}, miani de Vopération (+),(.) avec TH+y=T+7F et Axr = AT.
Alors lespace X/F est un espace vectoriel car X est un espace vectoriel et
F'est un sous-espace vectoriel.
- L application :
P: X — X/F
re—T=g+F =P(z)

est lincamre surjective.
Il convient de bien noter 0 =0+ F = F.

Proposition 47 Soit F' un sous-espace vectoriel de ’espace normé (X, || . ||)
alors :
1 P:X/F — R+

T=g+F— P@=inf{lyll |yez)

=mf{lla—=z|| |z € F}
=d(z, F)

est une semi norme.

2. 51 F est fermé alors P une norme sur X/F, dans ce cas (X/F, P) est
un espace vectoriel normé.

381 X est complet et Fest fermd alors X/F est un espace vectoriel
normé complet c-a-d (X/F, P) est un espace de Banach.

Démonstration
1. P est semi-norme car la distance donne l'inégalité triangulaire et
comme F sous-espace vectoriel alors z € F, VLG K, Az € Fa
ce moruent oun obtient forcement que P(AZ) = P(Az) = AP(Z).
2. Il suffit de montrer que P(T) = ) = T = (. En effet :
Si P(T) =0 c-a-d d(z, F) = 0 alors z € F comme F est fermé alors
z € F=0cad P(T)=0. Dol P est une norme.
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3. Puisque X et F sont des espaces vectoriels. alors X /F est un espace
vectoriel. De plus F est fermé, alors £ = F = 0.
Done X/ F est un espace vectoriel normé, alors il suffit de montrer que
X/F est complet.
Soit (T7) C X/F tq 3. ||Zn|| converge.
Par définition de la norme ¥n € N, on a :

|Z2ll = inf{|lzn - Jall | fn € F}‘

Par caractérisation de la borne inf

VneN', 3fa€ Pl foll < I+
Puisque > [|75]] < oo et 3- 4. Alors 3 |z, — fal| converge, donc
2(xn = fi) converge absolunent dans X qui est complet, d’apres
le théoréme de caractérisation d'un espace de Banach, ¥ (g — )
converge.
D7ailleurs la surjection canonique est linéaire continue : || 7(z) ||=
1zl = inf{llz]| |z € T} < [z

T: X — X/F
z— x4+ F =x(z)
alors 7(> (2, — fr)) < o0.

Done 3277 = 3 m(zn) = 3 m(20 — fo) = 7(32(2zn — f)) < 00. Done
> T converge dans X/F. Par suite X/F est complet.



