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Exercice 1.
Soit

f(x) =
1

x
ln(

sinx

x
)

1) Peut-on prolonger f en une fonction continue, dérivable en x = 0?

2) Préciser alors la position de la courbe vis à vis de sa tangente.

Exercice 2. On considère deux réels strictement positifs a et b. On définit
les suites (un) et (vn) en posant u0 = a, v0 = b et pour tout n ∈ N les relations
de récurrence: {

un+1 = un+vn
2

1
vn+1

= 1
2

(
1
un

+ 1
vn

)
1. Étant donné deux réels strictement positifs x, y, montrer que x+y

2 ≥
2

1
x+ 1

y

.

Dans quel cas a-t-on l’égalité?

2.

a) Montrer que pour tout entier n ≥ 1, les nombres un et vn sont bien
définis et que un ≥ vn.

b) Montrer que la suite (un)n≥1 est décroissante et que la suite (vn)n≥1 est
croissante.

c) Montrer que pour tout entier n ≥ 0, |un+1 − vn+1| ≤ 1
2 |un − vn|.

Déduiser-en que (un − vn)n≥0 est convergente vers 0 et concluer.

3. Calculer pour tout n ∈ N le produit unvn.

4. Déduiser-en la limite commune des suites (un)n≥0 et (vn)n≥0.
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Exercice 3.
Pour tout entier n ≥ 1, on considère la fonction fn : R −→ R définie par :

fn(x) = 1 + x + x2 + · · ·xn.

1) a) Montrer que pour tout n ≥ 1, l’équation fn(x) = 0 admet une unique
solution xn dans [0,+∞[. Calculer x1 et x2.

b) Montrer que si n ≥ 2, alors xn ∈]0, 1[.

c) En comparant les nombres fn+1(xn+1), fn(xn+1) et fn(xn), montrer que
la suite (xn)n≥1 est décroissante, puis convergente. On pose l = lim

n→∞
xn.

2) a) Montrer que lim
n→∞

(xn)n+1 = 0.

b) Donner une formule pour fn(x) dès que x 6= 1.

c) En déduire que l = 1
2 .

3) On pose hn = xn − 1
2 .

a) Montrer que (1
2 + hn)n+1 = 2hn. En déduire que : hn = o((2

3)n).

b) Conclure que : xn = 1
2 + 1

2n+2 + o( 1
2n ).

Bonne chance.
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