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f Suit Liitegrale double il // cyadaedy; ot D= {(xy) € B2, & s 4,y al .
- . w0 ., i X “ -
1o Représentation de 1) (0.5 point) 3
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(hi Caleuler Uintegrale double [ = // yridrdy (1.5 points).
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2 Soir Fintegrade doubile | o= // —l—_z—'l"y ,)zd.n!y: (o1 DR K T RZ: 1<% + 92 <4},
Fopy (ks = S

v Réprésentation de ) (0.6 point ).

i) Donner un changement de variables en (@) (0.5 pt+0.5 pt).

o= eos().

A
IA

g FRE) | e B8 L e

‘) Eerire lintégrale sous forme I = ]/ 2l @)drdl, ol le domaine [V et la fonction ¢ sont & déterminer
-
(0.5pt+ 0.5pt).
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i Soit integrale double o= f e g dedy: ot D o= {(ny) € R P2+ <9, 02 +42 2 20 02 0}
Jn

ia} Représentation de D (1 pt). .

¥
i
2
% 4 i 1 9 1 : : i x
1
-2
!
!
r. h -3
th) Donner un changement de variables en (r,8) (0.5pt+ 0.5pt).
o= reos(@), oL < E X .
= e e SR .. k :

o) Ierive intégrale sous forme I = f/ o) drdl, ot le domaine U et la fonction ¢ sont & déterminer
(0.5 pt+ 0.5 pt).
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1
On rappelle: cos™(6) = 3 (3 + 4 cos(26) + cos(48)).
Exercice 0.2 ,Q
Soit [ la fonction définie sur R? par

N Y i e 0
{ T —.t.hl]](U ;»'J)' Wy #

Tra)== B ¥ = ¢

I Montrer que [ est continue en (0,0) (( 0.5 pt)).

.....................................................................................................................................................................

I Caleuler (0.5 pt+ 0.5 pt).
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5 Etadier la différentiabilité de fen (00) ( 1.5 pt).

o N
Exercice 0.3 (LS )
S ‘
Suil I'équation aux dérivées partielles
R - g2 af iy
E): (r—1)=(z; Bl ——(z,y) = !
(B): (xr~1)z-(zy) +y B (z.y) + Y5y (zy) = 2f(z.y)

On suppose que [(x,y) = u(z).v(In(y)). ot u el v sont de classe C? sur |1, + oo et 10, + oc| respectivement.

af af . 5 | ey
P Calculer ,—jj—(.::.y). T{JUW) el FoF ={ay) en fonction de u, v et leurs dérivées premiéres et secondes
Hy e y

(0.5pt+0.5pt+ 1pt).
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UNIVERSITE HASSAN-IT -CASA-MOHAMMEDIA
Faculté des Sciences et Techniques
Mohammedia

Département de Mathématiques

A.U: 2014/2015

| Premier partiel du 11.11 :2014: durée 2 h |

Exercice 0.1 : 3
(1+1+1=3 pts)

Soit la fonction f : R2 — R (z.y) = f(z,).

et soit g : R®* - R définie par: 9(u,v,w) = sin (£ (v2u.w) — ),

viuw
Calculer les dérivées partielles premiéres (Iie"g au moyen de celles de f.

Exercice 0.2
(4.5 pts).
soit f la fonction de trois variables définje par:

{ f(2,y) = (22 - 4?)sin (mfy) si z#y
‘L Mzy) =0, Si,:z:=y

1. Donner Dy le domaine de définition de [ et étudier la continuité au point (
pts)

Calculer les dérivées par

(0.5+0.5 pts)

3. Calculer les dérivées partielles
(0.5+0.5 pts)

4. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

a,a) pour a € R. (0.,

v

tielles premiéres par rapport a x et y en tout point (z,y) pour % y de

premiéres par rapport i z et Y en tout point (a,a) pour a €

(1}
Exercice 0.3

(242 pts).

2y
§. 11.—_/f 4“'“" dady, or‘:D={(:1:,y)6‘\1&2:059352,053‘;54-:13":}.1
JJID &= ‘

2. I, = /‘//(:1:2 -+ yz)dydmdz, ot 2 set le domaine de R3 limité par les paraboloides z = 8 — 72 -
a .
et 2 = g2 4 42 4

Exercice 0.4
(3.5 pts)
Soit la fonction f(z,y) = z? + y? — e?arctan(y/z)

1. Montrer que 'équation flzy)=0 définit, au voisinage de = = 1, une fonction implicite y = ¢(z)
pts)

qeo
Calculer la dérivée de ¢. i

2. (0.5 ¢
3. Donner le développement limité 3 | ‘ordrede 3de ¢ en1. =

(2p

1 /e
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cercice 0.5
pts).
Soit f la fonction donnée par:f(z,y) = zln(z) + yla(y) + (3 —z — y) In(3 -z —y).

1. Donner Dy le domaine de définition de f. (0.5 pts)

2. Démontrer que f est de classe C* sur Dy et expliciter les dérivées partielles de f d’ordre 1 et d’ordre
2 en tout point (z,y) de Dy . (2 pts)

3. Déterminer les points critiques de f et étudier les extrema locaux éventuels de f. (1.5 pts)

i Fonpdid 5 i g(z.9,2) = zin(z) + yln(y) + zlnz
4. Soient les applications f et h données par: { o Wl
Etudier les extremums locaux liés de g par la contrainte h(z,y,z) = 07

(0.5 pts)

| Groupe: M.HARFAOUI- S. SAJID |
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UNIVERSITE HASSAN-IT -CASA-MOHAMMEDIA
Faculté des Sciences et Techniques
Mohammedia

Départemnet de Mthématiques

A.U: 2014/2015

[ Corrigé du premier partiel du 11.11.2014: durée 2 h |

Exercice 0.1

(1+1+1=3 pts)

Soit la fonction f:R? - R (zy) — f(zy).

et soit g : R® — R définie par: g(uy,w) = sin (f(v? ww) — €*).
Calculer les dérivées partielles premiéres de g au moyen de celles de f.

Solution 0.1
Soit Ja fonction f :R? =R (z,y) — f(z,y) et g : R® = R définie par: g(u,v,w) = sin (f(v?,uw) — €’).
’ %(uv”’"’) — (_f(ﬂz,‘u.m) - Eo);COS (f'(vz.u.w) — e”)

= (w.g—i(vz,y.w)) cos (f(v?u.w) — ev).

A Egj-(u,v,w) =  (f(*uw)- e”); cos (f(v?u.w) —€”)
= (2v.%(w2,u.w) — e") cos (f(vz,u.w) -e”) -
: %(u,u,w} = (f(v*uw)— e");u cos (f(v?uw) — e¥)
= (u.%(vz,u.w))) cos (f(v? uw) — ev)

Exercice 0.2
(4.5 pts).
soit f la fonction de deux variables définie par:

- { i@y = @ ~y)sin(;=), i c#y
fo(zy) =0, : si z=y

pts)

3. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a r et y en tout point (a,a) pour a € R*.
4. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

1/7?

1. Donner D; le domaine de définition de f et montrer que f et étudier la continuité au point (a,a) pour a € R. (0.5+1

2. Caleuler les dérivées partielles premiéres par rapport a4 = et y en tout point (z,y) pour z # y de R?, (0.5+0.5 pts)

(0.5+0.5 pts)
(1 pts)
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Solution 0.2

Le graphe de la fonction est:

plot(x =2~y * Dsinix ) (x ~y)
Compiited by Wolfram|Alp s

1. Domaine de définition de f.

On a Dy = Dj, U Dy, = R2. En effet

Dy, ={(z,y) €eR?:z# y} et Dy, = {(z,y) € R? : 2 = y}.
Continuité au point (a,a) pour a € R.

Au voisinage de (a,a) on a

@) - flaa)| = | ~ ) sin (7= ) < |a* ~ 2],

mais comme
(z.9)—(a.0)
. Calcul des dérivées partielles premiéres.

Pour tout (z,y) tel que z # y
of

= 0 alors la fonction est continue en (a,a).

2z(z — y) sin(z/(z — y)) — y(z + y) cos(z/(z — y))

%(m.‘y) = — v
af . _ ~2y(z —y)sin(z/(z — y)) + z(z + y) cos(z/(z — v))
a (miy) =

Y zr—y

. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a4 et y en tout point (a,a) pour a € R*.

a+h
o fatha) = faa) _ e el G )
h—0 h h—0 h ,
(ah + h?)sin (t1 5 h
= lim = lim (a + h) sin (252)
h—0 h h—0 h

cette limite n’existe pas donc f n’est pas dérivable par rapport 4 = au point a(,a) pour a # 0.
o ol
o, F(@a+ ) — f(a0) @ - s+ duig)
m

k—0 k - i & X
(—ak — k?)sin () 0
= s = le—Ba)

de méme cette limite n’existe pas donc f n’est pas dérivable par rapport & x au point a(,a) pour a # 0.
4. Différentiabilité de f en (0,0).

h

B h2sin (=
i fBO) - 00 Hsn ()
h—0 h h—0 h 3

= ’1115'1}0(11) sin(1) =0

3 s o
lim = iﬂ(—k)sm (—_k) =0,

2/77
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et comme
LF(hk) — FOO) | _ o L (B2 K)sin(h/(h—R) | _
(h,k)—(0,0) VhE + k% (h,k)—(0,0) VhZ + k2 ’
car
| (h* — k?)sin (h/(h - k)) | » | (h% —k?) |
Vh? 4+ k2 = oo k¥h§+k2
_|_
—_ < 2.
S Zmeg S2VR R,

alors f est différentiable en (0,0) et de différentiel df (0,0) = 0.
Autr méthode.

On utilise les inégalités: | h |< VA2 + k2 et | sin(t) |<| ¢ | au voisinage de 0.
On obtient alors I'négalité:

| (h% — k?)sin (h/(h—K)) | _ | (W2 =k |.|(R/(h—K)])

R V"
+ k) |-
< ————<|h+k|,
- o b Ll
avec lim |h+k|=0.
(h,k)—(0,0)
Exercice 0.3
(242 pts).
2y
1_h=j] :Efmw,oﬁD:ULmeR%DSmgznsyg4uﬂ}
T =

2. fi= ff/ (:r2 + yz)dyd.'rdz, ol Q) set le domaine de R® limité par les paraboloides z =8 — 22 — ¢? et z = 22 + y2
& ;

Solution 0.3

1. Calcul de I. L’astuce dans cette intégrale c’est d’intervertir les bornes.

Il
o
FS
—
o
ﬁ
=2
B
Ifb
[~
w | @
3]
Pl
=%
=

3/77
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2. Caleul de I. On fixe (z,y) dans le disque D : x* + y* < 4, projection de §2 sur le palan (xOv).

I = /fj (2% + y*)dydzdz
B—r}tz—wz
f[ [/ (= + yz)dz] dxdy
D tJa34y2

2. f_/D [1(:322-: y?)(d— =% — yz)] dzdy
/ (r?)(4 = r?)rdrdd
o Jo

1 5 1 2
47r.f 13(4 — 72)dr = 4. [r“ o= Er“]
0

0
64
= —r

3

Il

Il

Exercice 0.4
(3.5 pts)
Soit la fonction f(z,y) = 22 + y? — e?#r<anw/=) définie sur RY. x R.

1. Montrer que l'équation f(z,y) = 0 définit, au voisinage de = = 1, une fonetion implicite y = ¢(x).

(1 pts)
2. Calculer la dérivée de ¢. (0.5 pts)
3. Donner le développement limité 4 l'ordre de 3 de ¢ en 1. (2 pts)
Solution 0.4
1. La fonction f est de classe C>° comme produit et composé de fonctions de classe C*°, avec f(1,0) =0.
I = g—‘;(m,y) =2y (2 arctan(y/a:)) g2 erctan(y/z)
v .
i y— 23: e2 arctan(y/z) ’
2+
af
— = -2
et By (1,0
Donc il existe un voisinage V, de 1, un voisinage Vo de 0 et une fonction ¢ de Vy 4 Vj tels que
{ d:Vi— VW
x —y = ¢(z);
et
Yz € Vi, f(zy) = 0 & y = ¢(z) & o + (¢(z))? = e2retanle@)/=), (1)
2. Dérivée de ¢.
af
L (2,0())
Yz € W, ¢(z) = T S
Eg(ms‘p(m)}
Or gf-(w y) = 2(::: T “C“‘“(”/”‘)) et
oz’ 2 4 y?

4/77
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of
3y

Donc

— _ b 2a.rctan(y/m))
) Z(y oL -

Y 2 arctan(y/z)
' T+ = €
Ve Wi, ¢'(z)=—

y— & 5 e2arctan(y/x) A

2+ y

3. En dérivant 3 fois la relation ( 1) on obtient

soit

" zd () — ¢(x) z?
T+ ¢(x)¢ (x) — pe z2 + (¢(x))?

e2 arctan(é(z)/z) _ 0,

2+ S () = 26 (e + le) =1, @)

car e2atctnn(¢(u:)/m) = ;[:2 o ¢2(I).

les dérivées de la relation ( 1) donnent le systéme

z + ¢(z)¢’ (z)—m¢ (%) + ¢} =0
1+ (¢(2))*(z) + 9(z).¢" () — 24" (z) = 0
3¢'¢ (2) +¢(z)¢ () — 29" (z) - ¢"(x) =0

Dans la premiére équation on obtient ¢(1) = 0 et ¢ (1) = 1, puis dans la deuxiéme, ¢" (1) = 2, puis dans la troisiéme,
6—¢"(1)—2=0, soit ¢ (1) = 4.
Le développement limité & l'ordre 3 est donc

s0it

#z) = (1) +#/(1). (2 = 1) + 3¢" (1)@ ~ 17 + & — 1 +ol(z — 1)),

#(@) = (e~ 1)+ (= 1) + 5 (2~ 1) + of(z ~ 1)),

Exercice 0.5

(5 pts).

1.
2.

3.
4.

Soit f la fonction donnée par:f(z,y) = zln(z) + yln(y) + (3 —z —y)In(3 —z —y).

Donner Dy le domaine de définition de f.

(0.5 pts)
Démontrer que f est de classe C? sur Dy et expliciter les dénvees partielles de f d'ordre 1 et d’ordre 2 en tout point
(z,y) de Dy . (2 pts)
Déterminer les points critiques de f et étudier les extrema relatifs éventuels de f. (1.5 pts)
' - v .| 9(z,,2) = zin(z) + yIn(y) + zInz
Soient les applications f et h données par: { s g5) = 44 4 £ B,
Etudier les extremums relatifs lié de g par la contrainte h(zy,z) =07 (0.5 pts)

Solution 0.5

Soit f 1

a fonction donnée par:

f(z.y) = zln(z) + yIn(y) + (3 —z - y) In(3 — z — ).

5/77
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1.

2

4.

Le domaine de définition de f est le triangle:

D={(zy)eR?: z>0y>0z+y<3}.

f est de classe C? sur Dj.

L’application f est définie en tout point de D puisqu’alors les arguments des fonctions logarithmes qui interviennent dans
la définition de f sont strictement positifs. En tout point ol son argument est strictement positif, la fonction logarithme
est de classe C?. Les fonctions polynomiales sont aussi de classe C2. Done I'application f, composée d’applications de
classe C? sur D, est elle-méme de classe C* sur D. Donc f est de classe C* sur D;.

Les dérivées partielles de f sur Dj.

9/ (&) = 1+1n(z) - (1 + In(3— - y)) = In(z) — In(3 ~ = — y)
By (@) = 1+In(y) —1+In@B -z —-y)) =In(y) —In(3 —z - y)

af > 13-y
Ei(z’y)_z‘l_ 3—z—y z(B3-z-y)
B o) = L) = s
zdy - 7' Oydz 7 33—z -—

*f 1ay 1 msfz

==ty = -+ =
ayz( v) y 3—-z-y yB-z-y)

. Les points critiques de f sont donnés par le systéme:

g(m,y)=1+1n(m)—(1+1n(3—r—'y))=1n(m)—1n(3fa:-y)=0

gy vy Lty < B e ) as Infyesinid—e i) @

Ceci est équivalent au systéme:

z=3-z—y
y=3-c—y

dont la solution est (1,1). Le point critique est donc (1,1).
Nature du point (1,1).
3—y 1

Le déterminant de la matrice héssienne est: detH(z,y) = |Z( Bl y) 3 P i

3—z—y yB-—z—y)
2 1 o f

donc detHys(1,1) = ] o|=3>0et -6—13(1,1) =2> 0 et donc f admet un minimum relatif au point (1,1).

Soient les applications f et h données par:

g9(z,y,z) = xin(z) + yIn(y) + zln z
hzyz)=x+y+2z-3.

6/77
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Etudier les extremums relatifs lié de g par la contrainte h(z,y,z) =07

La contrainte h(z,y,z) = 0 impose que le point (z,y,z) de R® est dans le plan d’équation = + y + z = 3. Dans ce plan,
z=3—x—y, et la valeur de g au point (z,y,2z) est f(x,y) = zln(z) + yIn(y) + (3 — r — y) In(3 — = — y). Donc g est
minimum au point d’abscisse 1 et d’ordonnée 1. En ce point, z vaut 1 et g est nul.

| Groupe: M.HARFAOUI- S. SAJID |
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Université Hassan II- Casablanca Année 2016/2017
Faculté des Sciences et Techniques de Mohammedia Parcours: MIP
Département de Mathématiques Module: M135

Examen de rattrapage d’analyse 3 (M 135)
Janvier 2017- S8 (1 H 30)

Exercice 0.1

Etudier Pexistence des limites suivantes:

i. lim 3 M
@w)—(1D T -y : " (zw)—(0,0) 22 4 332
Y 4 ze®!V,

27 iy N el i, . lim
(z0)—(1,0) (z — 1)% 4 32 (z,5)—(0,0)

Exercice 0.2
Le but de 'exercice est I'étude des extremums de la fonctionf définie sur R?par:

flzy) =2 — 2zy + 2% +e72.

1. Etablir que I'équation e™* = x admet une solution et une seule sur R}. e/"u‘- - ‘ﬁ_
2. Montrer que f admet un seul point critique sur R2. —
3. Etudier la nature de ce point (maximum ou minimum). /, = 4_, - A
; U —
Exercice 0.3 e e =
Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes M
1. Il :/f (msin(y))dmdy' Ot:l Dz =:OS$$ l,ﬁ.sys 1.
Dy ze b
ouD;:0<z<wm0<y<uz. 3,13=/f dzdy, A
2 L= [[ 3Pe™dzd L
GR o= D Yy e aray, ouD3:0<2<20<y<4—22%
4

Exercice 0.4

Déterminer les extrema de la fonction f définie par f(z,y) = 2%+ 2y dans la couronne ®
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f : Ry %“\mml"j
Université Hassan II- Casablanca Année 2016,/2017
Faculté des Sciences et Techniques de Mohammedia Parcours: MIP
Département de Mathématiques Module: M135

Partiel 1 d’analyse 3 (M 135)
Session janvier 2017 S4 (Durée:2 H)

Date: 30.12.2016

Exercice 0.1
(6 points)
Partie.I- On considére I'équation x* + 4y? + 2y* + 2 + sin(z) = 0.

1. Montrer que I'équation définie une et une seule fonction z = (z,y) au voisinage de

(0,0,0). (1 pt)
2. Montrer que le point (0,0) est un point stationnaire pour la fonction ¢ et en établir sa
nature. (1.5 pts)

Partie.II- Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = ye® + e¥sin(2z) et (C) la courbe
définie par f(z,y) = 0.

1. Montrer que I’équation f(z,y) = 0 admet une solution y - ¢(x) d'un voisinage U de 0
vers un voisinage V' de 0. (1 pts)

2. Calculer la dérivée premiére de ¢ en tout x de U. (1.5 pts)

3. Calculer la limite de % quand (z,y) tend vers (0,0) en étant sur la courbe (C). (1 pt)

Exercice 0.2

(5 points)

1. Soit le domaine Dy de R? défini par Dy = {(z,y) e R? : 2 + 92 < 1, |y| < z}.
Représenter le domaine D et calculer Iy = / f zV/ Sydmd,y. (2.5 pt)

Dy

1

3 1 € z £ 2, la paraboloide
1

z=ax?4+y% 0< z<1 et lacouronne — < 2* +y? < 1, z= 1. Représenter le domaine

Q et calculer J = f// (x? + y*) zdazdydz. (2.5 pt)
Q

2. Soit §) le domaine de R® limité par le cﬂindre 22 49t =

1/2
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Exercice 0.3
(9.5 points)
Partie.I- Soit les fonctions f et g de classe C* sur R** avec

flzy) = glup) = g(2® = y*,V/2? + y?)
et soit ’équation aux dérivées partielles:

®): vl @) +a @) = 2.

1. Calculer les dérivées partielles premiéres de f par rapport a x et y au moyen de celles de

g par rapport a u et v. (1 pt)
2. Donner une équation aux dérivées partielles (E') vérifiée par g. (1.5 pt)
3. Résoudre(E’) puis (E). (1.5 pt)

Partie.II- Soit la fonction f définie sur R* par

f(z,y) = (z* —y*)sin (Ii
flzy)=0, 88 z4+y=0

y)’ siz+y#0

1. Montrer que f est continue sur son domaine de définition que l'on déterminera. (1.5 pt)

(a) Caleuler g-g-(:n,y) et -g—{;(a:,y) pour tout x # y. (1 pt)
(b) Calculer —gé(a, —a) et -(3—5*(0., —a), pour tout a de R (distiguer les cas a # 0 et
a=0). ' (1.5 pt)

2. Etudier la différentiabilité la fonction f en (a, — a)(distiguer les cas a # 0 et a = 0). (1.5
pt)

2/2
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Université Hassan I1I- Mohammedia
Faculté des Sciences et Techniques

Département de Mathématiques Année Universitaire :2008/2009
Option :MIP(Module :M311) M.Harfaout et R. Morchadi

Premier contréle
Durée : Une heure

- Exercice 0.0.1 (7 pts)
" Soit f la fonction définie sur R® par :
, f(z,) = (2> +* - 8)(a® +17) ‘ |
1. Déterminer les points stationnaires de f. , (1 pt+2 pts)
2. Donner la nature des points trouvés en 1. (1,5 pt+2,5 pts)

Exercice 0.0.2
Soit f la fonction définie sur R? par :

fzy) =9+ (@ + 1)y +3

1. Montrer que l'équation f(z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de
x sur R, qu’on notera p(z). e (R
2. Déterminer en fonction de z et p(x) la dérivée o'(z) sur R. (1,5 pts)

Exercice 0.0.3
- soit f.la fonctwn deﬁme par :

fow =280, o @) #01)

2t 4+ (y —1)*
f(0,1)=0 _ .
1. Donner Dy le domaine de définition. : (D 5 pt)
2. Mantrér que f est continue sur Dy. _ (1 pt5+1 5 pts)
- C'alc-uler (w y) et 6;; (z,y) pour tout (z,y) de Dy. (1,5 pts—I{I,.‘j pts)
4. Etudwr {a différentiabilité de f sur Dy. ! ‘ (1,6 pts+2‘jpts)

[ Bon courage |




Uniirersité Hassan 1I- Mohammedia
~ Faculté des Sciences et Techniques

Département de Mathématiques Année Universitaire :2008/2009
Option :MIP(Module :M311) : M. Harfaou: et R.Morchadi

Premier controle : Corrigé
Durée : Une heure

correction 0.0.1
Soit f la fonction définie sur R? par :

fl@,y) = (& +y* - 8)(=* +1?)
1. Déterminer les points stationnaires de f. ‘ (1 pt+2 pts)

~La fonction f est un pofynﬁme, donc elle est de classe C*.
Les points stationnaires de f sont les points (z,y) tels que
- a
g%(m,y) =d4z(z?+y*—4)=0et a—i(:c,y) =dy(z? +y*—4) =0.
Ces points sont l'origine 0(0,0) et tous les points du cercle de centre O et de
rayon 2 (z? +y* =4). | |
2. Donner la nature des points trouvés en 1. : (1,5 pt+2,5 pts)

Les dérivées partielles secondes de f sont :
2 = 4(3z2+y* -4 ' = 4(z® +3y* — 4 zf =8
'E);;T(xay)'" (3z% +y* —4), 5;(50,’9)— (2% +3y* - )Ef (1' y) = 8zy.

: 2 q :
- La matrice héssienne est donc Hs(z,y) = b ;_mg 4) 4(z? —|—8§g __4) )

et son detemmant est detMy(z,y) = 16(3z% +y* —4).( (x? + 3y? — 4) — 64z%y2.

Natures des pomts statzonnatres :

(a) Pour le point O, puisque detH;(0,0) = 16% > 0 et i 2(0 0)-16<0, f
admet un mazimum en O qui est f(0,0) =

(b) Pour les points du cercle de centre O et de rayon 2 (z* +y = 4), puisque
detHs(z,y) = 0, le théoréme ne s’applique pas. On utilise donc le formule
de Taylor a l'ordr 2.

En effet, pour tout point (a,b) du cercle on a .

fla+hb+k) = flab) = 1(32f (a, )R + 255 (a, )k + ;2(a,b)k2)+(h2+k2)'e(h,k-)

g ' Q(h. k) + (h? + k*)e(h, k)
o°f 0% f f
2 2
Mais a® + b2 = 4 donc 52 2(a,b) 8a*, 320 (a,b) = 16ab et ayz(a,b)

8b? et donc Q(h, k) = 8a®h? + 16abhk + 8b°k* = 8(ah + bk)? = 0

82

2




PN
y, :

© Ce qui prouve que f admet un minimum en tout point du cercle.

correction 0.0.2
Soit f la fonction définie sur R? par :
f(z,y) =9* + (@ + Dy +2*

1. ‘Montrer que l’équation f (z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de
z sur R, qu’on notera p(z). (2 pt)

La fonction f est de classe C* sur R. Comme g—i—(:c,y) =3 +22+1#0

pour tout = de R alors d’aprés le th'oréme des fonctions implicites I’équation
f(z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de x sur R.

" 9 Déterminer en fonction de z et o(z) la dérivée ¢'(z) sur R. (1,5 pts)

; , _
af(w)  2zp(e) + 4p(@)? +1

s iy - P —
Pour tout  de R on a : ¢'(z) = of ; o@) S+ 1
By T,y
correction 0.0.3
~soit f.la fonctiosn déﬁnig par :
(y—1) :
f(z,y) =m0 (z,y) # (0,1)
f(0,1)=0
1. Donmner Dy le domaine de définition. (0,5 pt)
- Dy = {(z,y) € R/(z,) # (0,)}U{(0,1)} = R? |
2. Montrer que f est continue sur Dy. (1 pts+1,5 pts)

" (a) Pour (:c,.y) # (0,1) la fonction est une fonction rationnelle de domaine
de définition R? — {(0,1)}, donc f est continue sur R? - {(0,1)}.
: 3, _ 1)2
(8) Pour (z,0) = (O,1) om0+ | f(@3) = JOD |- Lo
On sait que ab < 3(a* + b?) donc -
| . _
|23y —1)? |=| 2w —=1)°| .|z | 5(3?4 +(y—1)1). |z | et on a alors :

| f(z,y) — f(0,1) |£] = | et( l)in%m) | 2 |= 0 d’ott la continuité de f
z,y)—=Y,

(0,1).

8. Calculer g—i(z,y) et %(m,y} pour tout (z,y) de Dy. (1,5 pts+1,5 pts)



(a) Pour (z,y) # (0,1) faire les calculs.
(b) Pour (z,y) = (0,1) on a :
of . f(h,1) = f(0,1) _
3 )= B i
fO,1+k) - f(0,1) _
k

0

8, v
et B_y(o’l)_llxli%

4. Btudier la différentiabilité de f sur D;. (1,5 pts+2 pts)

(a) Pour (z,y) # (0,1) f est différentiables car les Jonction ? et of sont

® 0
continues pour tout (z,y) # (0, 1). :
(b) Pour (z,y) =(0,1) on a :
10, 1+8) - 10,1 - 0,01 - L0, 1k -
| VhT+ k2 = (h* + (k — 1)) (VAT + k2) |

dont la limite, qﬁand (h, k) tend vers (0,0), n'est pas nulle. Ce qui prouve
que la fonction n’est pas différentiable en (0,1).
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Université Hassan II- Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques de Mohammedia
Département de Mathématiques

Partiel 1 d’analyse 3 (M 135)
Session printemps 2015- S (Durée:2 H)

Date: 30.03.2016

Exercice 0.1

et soit I'équation aux dérivées partielles:

of

Yoz dy

g par rapport a u et v.

3. Résoudre(E") puis (E).

par f(z,y) = 0.

vers un voisinage V' de 0.
2. Calculer la dérivée de @ en tout = de U.

(E) : of (z,y) + z.=—(z,y) = 2zyf*(z,y).

2. Donner une équation aux dérivées partielles (E') vérifiée par g.

Année 2015/2016
Parcours: MIP
Module: M135

I- Soit les fonctions f et g de classe C* sur R** avec f(z,y) = g(u,w) = g(2? — y?,1/22 + ?)

1. Calculer les dérivées partielles premiéres de f par rapport & x et y au moyen de celles de

II- Soit f la fonction définie sur R® par f(z,y) =In(1+y?)+ze? —1 et (C) la courbe définie

1. Montrer que I'équation f(z,y) = 0 admet une solution y = @(z) d’un voisinage U de 1

3. Donner le développement limité a I’ordre 2 de la fonction ¢ au voisinage 1.

1/2
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Exercice 0.2

Soit la fonction f définie sur R? par

{ f@:y) = (e = 1)sin (

flzy) =0, siz<1

yl)’ atr =]

1. Montrer que f est continue sur R2.

ar af _
2. (a) Calculer -é-;(z,y) et %(w,y) pour tout x # 1.

of af
(b) Calculer é—z—(l,b) et 5?;(1,1‘)), pour tout b de R.
3. Etudier la différentiabilité en (1,0).

Exercice 0.3
1. Soit le domaine Dy de R? défini par D, = {zy) eR*: 22+ 2 <1, y<zy> 0}.
Représenter le domaine D, et calculer [ p = / / 2y dady.
Dy

2. SoitDz———{(:L',y)€R2:$2+y2§2m,y23§-—1,yZO}.

Représenter le domaine D, et calculer Iy = / f (z — 1)ydzdy
3 Dy
3. Soit 2 le domaine de R® limité par le cylindre z° + > = 1; 0 < 2 < 1, la paraboloide
z2=3-2—-y? 1<z<3etla couronne 1 < z?+¢y? <2 =1 (voir figure ci-apres).

Calculer J = /// (2 + y?) zdzdydsz.
Q

Paraboloide

o\ Couronne

Cylindre

———
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EXAMEN MIP, D’ANALYSE module M311

Exercice 1 ;
On définit sur R? 'application suivante :

T, STt {f(‘z,y) Frg @0 #00
- - Jo.0=0 et R

1.. Etudier la continuité de f; .
2. f admet-elle‘des dérivés partielles en (0, 0)7
3. f est-elle différentiable en(0,0) ?

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

; 1 T o Ey . A 2 2 2>‘ ¢ A 2
A I= [ [ dudy, D {(m,) €R/# £ 21 0SyS L 052 <1}

i1
1 ! ‘
T | k : ¢ x|
= ! ™ gy 3 g 1
‘B) J ,//_/;; = g, oy o= dzdydz og B esltlla boule unité de R° et a > 1.. | /
L8 o ; " b
Exercice 3 _ r Mx;' :
e A’ " Calculer I m,l:égrale curviligne f woll tw=ydz+ a:”dy ol C est la &melhpbe suprieure - : i
. il § gl : 1
' —,,~+'y 1avecm>0ety>0 : : : : ¢
a W .
B) Calculer en utilisant la formule de Green Riemiann l'intégrale : -
f f (223 — y) dzdy
D %
= W 92 T _
ot D : {(z,v) ER/ +b2<1;:c20;y20} | : ‘

MORCHADI; SAJID
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- vk )#Donnen‘un‘é «paramétrlsa

2) Soxl'i .18 surface défini pp.r
- Calebler 7 e volu:ne du domﬂl
__,‘3)5011V-‘m=+y3+42k ZRTNEHE R il S Sl e
" a) Calculer. @, le flux de V. & travers F - (T S et
b):Calculer @3 le Alux de’ V b. travers 53 st e '. o E0E R
) Calcu]ar (Dg le flux. de v b}hi’qg@? ; vt . o0

} L i (l’ A
, ;'l “
i b
. Loy didifeiasdl 0N cReasd, a ee
0 S TR = v ] 3

insanaln “t‘_&!"é..

~

nety 3k

.
Yigese & $
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E _E) afgi Y Qfg; W _

Smt g la fonctxon déﬁme par g(u v) j(»;v, y), Qosons u=gz et v =3z +y.

:yﬁﬁ, p ; 't;elles' vérlﬁée .par g

: )Dét rmmer I'équatxon.auxdéx 5] ] r
.b).Chi rcher Ia foxme générdla de toh, : Jles fonctions f de cla.sse eh vérlﬂa.ht l'équa.tlon (E)

‘Exercice 2.

"

Consi d’érons:;iéf:sfph ctiori £ fdéﬁ'r'i__.ié ’js.g't.,;m’;__rps,r. :

22

i (a:,yJ ;—L L (am) #(0,0)
; f(ﬂf() - .o :

8- E_t:'l;ldﬁi;ﬁ*l’a,_-;ch;i',_imiﬁé“'de'jf sur son:dor

b- Btudier &' différentiabilité de:f i

Exercice 3.

-'Soxent. S, Sa: et Sy les surfa.ces de: JR.3
S] 1‘ + '_y3 + ‘Z = 22 7
Sg 92 + ‘yz = z2
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-Contrdle 1 d’analyse g

ExFrc:ce 1 L A T g i _ -' x

Smt g la fohctlon de ]R ’VElb s R déﬁme par ' ;

I2+y‘1’

) = I ey A0
g(UU)..o Tl o

L2 Etudiel la cont.muzté de g, sur son dommne de déﬁnitmn

'2- Caleculer les dénvéea pdrtwlles de Bg g , bour (.z;,_; 2 {0 0)

. B Calc.uler F (0 0), ag (0, 0) ; _
4- g est eile différentjable’en (0,0). bl i it o s bk

.Exercice 2

J~ Enome: le Lh.éur?:me des fom tions implicites.

- Montrer que la relation zy—sin(y)+-2z—y = 0 définie mxphc:tement unp fondhon z—oy= lp(:t:)

2 an vmsm"u.ge de 0, puis donner le DL’ de .
Exercice 3
On considére les foncr.ions

f(:r- y) ('L +y; 2 —y l) ,. g(w.y) (8.’;”;2%) :

13 Dt.ermme: les matrices Jucob;ennes de f et celle de g.
'_2- Calculer La matrice Jacobienne dé fog.

'MORCHADI; SAJID
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 Contréle 2 d’analyse- MIP-M311

‘_ Exerclce 1 L

'"--‘Smirf“}a—fmrctrcn—de*lﬁ*""verﬂﬁ”déﬁmWar

nzw=;+—"

Dtermmcr et prcxser la na.ture des extramums lis Vent.uels de la fonctmn f sous la co::tramte

1 il i
et ou a eqt un réel stnctement posxtif

s 12 ‘yﬁ

Exercice 2 -

ey -

_C-a]cule.r les int.gra.les_dbubl_a et triple sujvantes :°
.~ I= [ [ evtdaty, D: {(z0) € WY + =3y < 0).

- Soit Q la partie du (.yhndre 2?4+ y? - a.y 2 0 mtneure b ]"' Sphére de cent.re O et de rayon 5
_Calguler’le volume de Q ‘ '

MORCHADI; SATID. -~ = =
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UNE 'BONNE REDACTION' ET EXIGIBLE

£Exercice 1 d

Sou g la fonetion dt= R? VErS R deﬁme pal

{ oz v) =_§;ry1;1(.g. +y ) (a: u) 4 (0 0)’
¢(0,0) =0 g kY m

a) Etudier hx contmmte de g. o . -a- -
b) Et.udlcr la continuité des dérwees pmtxellea de Bf _8%
c) ELudupx la dﬂferentx_ab;hte 9

8 xercice 2

fonction de classe C? qui \euﬁc I'énation :um dérivées partwl]eq quwantcs
(‘20 Hmt) . 8 [ (z.t)

: ' . ok O

Posons f(z,t) = g(u,v), & l'aide du changement de variables de la forme w=zx+ctv=a-—ct

Soit ¢ # 0. Seiv f une

(E)

Che-:rcher_les solutipns générales de classe C? de Véuation aux dérivées partielles (E)

wcercme 3

Drter rmnu le développement limité de f (z 'y) = cos(x )sm(y) d'ordre 4 au voxsmu.ge de (0,0).

A (At L ateyt |
L P () Mﬁ\@‘*a)

<A~é~‘*n)

‘14~ Novembre -2011
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{ Premier partiel : 5 Avril 2013
Durée Une heure 30 mn

f._lr_'Exercme 1 (7 pts)

—I

Soit f. la fonctzon déﬁme sur R par : f(a: y) ,_ﬂ—%—
1, Determmcr ) pamts statwnnmres de j’ f ',' - e I i (1.5 pts)
. ) Donner la nature des pomts trouvés en 1. o . 7 (1 ] pts) o
- 8. (a) ‘Monter. que 1’ equatzan f(:z:,y) 3 0 admct tme solut:on A tp(y) pour tout
(z,9) #(1,0). - S S(15pts)
- (b) Ezprimer ¢/ (y) en fonction de t,o(y) P T R A1.6pts)

. (¢) Donner l'équaion de la tangcnte de la cb‘urbe de @ au pomt d abscmsse l
(1pts) -

Exercice. 2 (8 pts)
soit f la fonction définie par :

(,_y)=M.s, (zy)aé(on

e (y-1)Y
1. Donner Dy le domaine de déﬁnition S o (06 pt)
2. Mantrer que v est continue sur Dy. FELEL L wemtif o T pt.§+1.5 pts)
8 C’alquler gi( ,y) et - f(:z:,y) pour tout (:c y) de Df T ¥ pts+.1.5‘pt's_)-
4. Btudier la dzﬁerentwbmté de f en @,4). _ '. 4 ': o (1 pts) < p
5

. Donner I’ equatwn du plan tangent au pomt (0 1) g0 o8 5 ] PF‘S)

',_Exermce 3 (5 pts) _ )
' .soit f une fonction .de deux vanables de classe 6’2 déﬁme sur Ry R et g une

.. fonction d’une seule variable de classe 02 déﬁme surIR On conszdere Uéquation auz. -

'H._’derwees partielles : . . wbn : 3 AN

(E) ’ —g-'}y:(ﬁ, y)v_*il;(?m . :x:z ]_'*- - On pose f(z y) — g' : )
% g, G’alculer les dehvees premzéres f* en fonctzons dc cellcs de g.' CE (2 PtS) .
) Donner ¢ qﬂ.atwn dt_ﬁerentelle (E’) vérifiée par g LI . (2 Pfs) s
3 Res‘oudre (D’) puis’ (B). RS T (1pts). "

[ Bon courage et bons résultats | o
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UNE BONNE REDACTION ET EXIGIBLE -

" Exercice 1

Soit ¢ la fonction de IR? vers IR définie pa__.r :
P ' P it v 12
{ 9(z,y) = e yre (ir,y) #(0,0) .

9(0, 0)—0

Etudier la ‘cbr'itinuit'é de g, et montrer que g est de classe C”.

S}.ce'r'cilce 2
Calculer V'intégrale suivante : _
‘ Ty .
o il
pltat+y ¥
D ,y)ERZ/.L +y"'>1 0<y<1 ~1 <z < ]}
Exercice 3 -

Etudier les extremums de ]
g f(zy) =2° +4°

Bon courage
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Profs. 1. Aounil & M-E. Fahssi

| Exercice 1. g( 8 points)

Soit f la fonction 2m-périodique ifnpa'ire définie par:

=X
2

sur )0, ),

Flx} = e S

0 si x =0

1. Tracer le graphe de la fonction f sur I'intervalie [—2m, 2m).
3. Calculer les coefficients-de Fourier et la série de Fourier de f.
3. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
4. Calculer les sommes des séries: ‘
+co +eo
- '\—’ sinn
2n+1 ' T AT
n=0 n=1

On considére |a fonction 27-périodique impaire g définie par

i 1 :
x pour xg[0]1]

gx) =
f(x) pour  x € [1,7]

5. Tracer le graphe de la fonction g sur lintervalle [-2m, 2]

€. Montrer que pour toutx € R
+m
) Zsmn .
= ——SInNnx
g s

n=1
2 Déduire de ce qui précede

+co

to .
- (sm n)z — sinn
2\ -

n=1 n=1
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Exercice 2.

18

Soit f une fonction holomorphe sur €. On suppose qu'il existe des réels positifs A et 5, et un
entier naturel m tels que '

(.6 points)

vzEC If(2)l<A+Blz"
1. Enoncer etdémontrer les inégalités de Cauchy.

2. Soitn € N. Montrer, a 'aide des inégalités de Cauchy, que

i nl(A+8)
vrefldel  |f™0) s —Fm—

3, Endéduire que ¢ ,
vnzm+ 1, FM() = 0.

Conclure que f est une fonction poiyndme.
5. Qu'enest-il lorsquem =07

f Exercice 3.' ( 6 points)

Soitg la fonction a variable complexe définie par

T L D T TP ST

. i 2z2+1
9(2) = g 1 207 - 622

1. Déterminerles pbles de g et les résidus en ces pdles.
2. Calculer

f g(z) dz

Y

ol y est le cercle de centre I'origine et de rayon 1 (préciser le théoréme utilisé).

3. En utilisant ce qui précéde, calculer I'intégrale

T sint@

i s 5=3co58

NI



