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Exercice 0.1
Suil da fonetion [ périodigue de période 1" = 7. définie par

dhipgae i —wf2<x <0
fla)=coulz), silZg< rid

{ Donner la représentation graphique de [ sur Pintervalle {—ﬁ,ﬁr}.
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vakiprten]
2. Donner I'expression de [ sur 'intervalle (3w /4,57 /4]. (1.5 pts)
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4. Caleuler les coeflicients de Fourier de f. . (2.5 pts)
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On rappelle: cos(a) cos(b) = -2-(1.105((1 +b) 4 cos(a — b)); sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b))
I. Etudier la convergence de la séries de Fourier associée a [ (1 pt)
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Exercice 0.2

A ; i i ) (71)’1e’n,i' @
Soit la séric de fonctions e —.
( & SCTN « L e / e g

. Montrer que cette série converge simplenient sur un intervalle I que on déterminera. (2 pt)
= h
r =
...... Pour ugs . Mo |CY eT W SO
—s-pap | VLK

B R R R e
| Un) I >l_,)l/z
.............................. %C@_mwﬂabe’f‘ﬂ,ﬂew(gﬁéj
: I = [e, 4+
la de sonnne de la cette série . Montrer que f est continue sur [0, + oo[. (2pt)

By s+
l%.['u)jfl A y’t[é___‘;lr ........................
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e

(a) l‘in‘%] e e
‘ v =]

Exercice 0.3

2
Sait 'équation différentielle (E) : awy' —y = ey On supopose que la solution f est develppable en série
3

+3x
entiére f(x) = Za,‘m".

n=0

. Caleuler, pour n > 0, a, en fonction n.
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Exercice 0.4 —
S —

Soit la suite de fonction (fu), ., définie sur [=1,1] par fu(x) =

n

I, Muntrer que la suite (fy), ., converge simplement sur [~1.1] vers une fonction f que 'on déterminera .
(0.5 pt)

2 Montrer que la suite (_,(',-,)”>l converge unifomément sur [—1,1] vers la fonction f que I'on déterminera .
(2 pt)

4. Eindier siniple et converge unifoméme sur [-1,1] de la suite ([},), ., (suite des dérivées) vers une lonction
g que l'on déterminera. . (1.5 pt) .
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Département de Mathématiques : Module: M136

%

Parti#l d’analyse 4 (M 136)
Session jagvier 2017 S4 (Durée:2 H)

Date: 04.01.2017

Exercice 0.1

(5 pts)
+o0 n-
i ] = -1 r
ant la fonction f(z) ;( ) n(n)
1. Donner le domaine de définition D de f (on peut exploiter la série de Bertrand). ( 1 pt)
2. Montrer que f est continue sur D. ( 2 pts)
3. Montrer que f est de classe C' sur D. . ( 2 pts)

Exercice 0.2

(7 pts).
Partie.l. On considére I’équation différentielle suivante: (F) : zy’ — 2y = 22,
400
et fz) = Z anz" sa solution développable en série entiére au voisinage de 0.
n=0
1. Déterminer a, en fonction de n pour n > 0. (1.5 pts)
2. Exprimer f a I’aide de fonctions usuelles. (1.5 pts)
3. Déterminer la solution de (E) sachant f(1) = 1. ' (1 pts)
et
Partie.ll. Soit la fonction f(z) = Z —-(-_—12:—~m”.
i n(n+1)
1. Donner le domaine de définition de f. (0.5 pt)
2. Exprimer f & l'aide de fonctions usuelles sur | — 1,1]. (1.5 pts)
3. Calculer f(1) et f(—1). (1 pts)

1/2
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Exercice 0.3
(8 points)
Soit f la fonction périodique de période T = 2 définie par:

22, gil<z<l
f@={1

< 2
3 gill <o <
; ; 13
1. Donner l'expression de f(z) sur intervalle | — 5,5] (1.5 pts)
2. Tracer la courbe de sur | — 3,4]. (1.5 pts)
3. Donner la nature de la convergence de la série de Fourier associeé 4 f, en justifiant votre
réponse. (1 pts)
4. Donner le développement en série de Fourier de f. (2.5 pts)

5. En déduire les sommes (1.5 pts)

n +o0

Zo 2n+ 12

2/2
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Université Hassan II- Casablanca Année 2015/2016
Faculté des Sciences et Techniques de Mohammedia Parcours: MIP
Département de Mathématiques Module: M136

Partiel 2 d’analyse 4 (M 136)

Session Printemps 2016- S3 (2 H) .

NB:

Les trois exercices doivent étre rédigés séparément chacun dans un cahier d’examen.

Exercice 0.1
Dans Ia partie.l les questions 1) et 2) sont au choix et la partie.Il est obligatoire.

Partie.I .
; : y N ne’ 4+ ge™*
1. Soit la suite de fonctions (fn)nso définie par f,(z) = SR > 0.

(a) Etudier la convergence simple et uniforme de la suites (fa)nzo sur [0,1]. (1+1 pts)
_ 1

(b) Calculer lirﬂ / Jale)de. (justifier votre réponse.) (1 pt)
n——00 0

2. Qustion de cours.
(a) Enoncer la définition d'une fonction holomorphe sur un domaine et la définition

d’une fonction analytique. (0.5+0.5 pt)
(b) Enoncer Ia formule intégrale de Cauchy et le théoréme des résidus. (1+1 pts)
Partie. JT (1)
Soit la série de fonctions de terme général (f,)n>2 définie par f,(z) = —————.
= In (n + z2)
1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur un intervalle I que I’'on déterminera
(on pose f(z) sa somme). (0.5 pts)
2. Montrer que f est continue sur I. (1 pts)
3. La convergence sur I est-elle normale? (1 pts)
| 4 Movtrer que pour tout z > 1, ;b('r)i < —5— et déduire que f est dérivalle sur [1,+00].
| In*(n)

f (0.540.54-0.5 pts)

1/2
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Exercice 0.2
Soit la fonction f périodique de période T = 2, définie par

Flg) =@, si —1<zx<0

fle)=1-2 si0<z<l1
1. Donner la représentation graphique de f sur I'intervalle [-2,3]. (1 pts)
2. Donner I'expression de f sur I'intervalle [2,3]. (1 pts)

3. Montrer que la somme de la série de Fourier associée a f, S¢(z), est donnée par

ey 1—(-1)» |
Ve eR; Sp(z)= = Z — cos(nm:) -+ - sin(nmz).

n=1

(2.5 pts)

4. Btudier la convergence de la séries de Fourier. (1 pt)

5. Calculer les sommes Z T RZ_; wot (0.540.5 pt)

6. Montrer que Z Z( + 4 ) = E’:‘T?' (1 pt)

1 L 2?1 +1f T @ny12) T u" "
Exercice 0.3 )i

1. Donner les ravons R; et R, de con vergence des séries Z G ;ﬂ)' Z (2 A 7 1 S

et rappeler leurs sommes. ( 2 pts)

2 Soit Péquation différentielle (E) :  z%y" 6xy + (12 + 2%)y = 0."Soit f(x Zaﬂx
g n=0
les solutions de (%) développable en série ent1ere

(2) Donner une relation de récurrence liant les coefficients a,, pour n > 1. (1.5 pts) .
(b) En déduire que pour k > 1.

a (hl)ka et a ( l)k
RSN TR T k)1
(1 pts)
(c) Exprimer, en fonction de a3 et ay, la fonction f(z) a I'aide de fonctions élémentaires.

(1.5 pts)

2/2
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Université Hassan II de Casablanca Départément de mathématiques .
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia - ' 01 juin 2015

Module M136 : Epreuve d’Analyse 4
Durée : 2h

L'épreuve comprend 3 parties indépendantes.
Chaque partie doit étre rédigée sur un cahier d'examen 3 part.

PARTIE ]
™

Exercice 1 (6 points)
- Soit la suite de fonctions ( Sa)nz1 définies par :

=)
: f(=) = In(nz)’
1. Donner le domaine de définition de la fonction f,.

2. Soit a > 1. Montrer que la suite ( Sa sz converge Simplement et uniformément sur 'inter-
valle [a, +-00[ vers une fonction f que 'on déterminera.

3. Montrer que la série de terme général fn converge simplement vers une fonction F pour

i 2 [
+oo
@) F = "
-I}%@J

. 4. Montrer que la série ) f, converge uniformément vers F sur ]1, +oo[ (Utiliser le reste). | '

n

5. Montrer que F est de classe C* sur ]1, +oo.

"Exercice 2 (3 points)
Soit f la fonction complexe définie par :

z2 —iz
—1)?’

et soit J = f f(z)dz. On 7™ est le cercle de centre O itre O et de rayon R = —:i

f()_(

1. Calculer I de deux fagons différentes (par le théoréme des réaudus puis en utilisant 1'inté
grale de Cauchy).

2. Soit g(z) = f( 1(z) . Donner le développement en série de Laurent de g au voisinage de 1.



Univ'ersité Hassan II de Casablanca Département de mathématigues
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia . 01 juin 2015

Module M136 : Epreuve d’Analyse 4

Durée L O

L'épreuve comprend 3 parties indépendantes.
Chaque partie doit etre rédigée sur un cahier d'examen & part.

PARTIE II

Exercice 3 (7 points) %
Soit f la fonction, de période 2, définie par

(&) =1-lal, Voel-1,1]
Dessiner la courbe de f sur 'intervalle [—3, 3]7?
Calculer la série de Fourier Sy(z) de f.

Etudier les convergences simple et uniforme de la série de Fourier de 1.
Calculer la valeur de la série

Lol -

i i
2, (2n +1)%°

n=0

En déduire
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Module M136 : Epreuve d’Analyse 4

Durée : 35

] L'épreuvé'comprend 3 parties indépendantes. L es parties 1 2t 2 sont obligatoires. 13 partie 3
st constituée de 2 exercices ® traiter au choix un exercice parmi les deux Proposés.
B Chaque partie doit étre rédigée dans une feuills 2 part.

- ParTIEI (7 points)
W)

¢

Soit la suite de fonctions (fn)nzo dont le terme genéral est défini par ;

" in(x) si 0<xg1

Jalx) = { 0 sinon, :

1. Montrer que la suite (fu)nzo converge simplement vers un= fonction que l'on détermi-
nera.
2. Calculer, pour tout 7, le maximum de la fonction x 3 | fn(%)| sur Vintervalle [0,1], et
déduire que la suite (fu)nz0 converge uniformément sur [0, 1].
3. Montrer que la série E fn converge simplement vers une fonction que l'on explicitera.
n20 :

4. La convergence de la série Y fu est- elle uniforme 2.
n20
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Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia 01 juin 2015

Module M136 : Epreuve d’Analyse 4

ljurée : 2h

L'épreuve comprend 3 parties indépendantes.
Chaque partie doit étre rédigée sur un cahier d'examen 3 part.

PARTIE III

Exercice 4 (5 points). On se propose de calculer la somme de la série

n® 4 n? 1
2 e £, zel.
>0 nl
1. Quel est le rayon de convergence de cette série. B
2. Pemontrer.qu'il existe des réels o, g, -y et § tels que 62y
: .

X'+ X+ X+1=a+B0X +7X(X —1)+6X(X — 1)(X - 2). et

3. En déduire que _
Vz € C, S(z) = P(z)e*,

ol P(z) est un polyndme de degré 3 que I'on explicitera.
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s¥odule M136 : Epreuve d’Analyse 4

Durée : 2h

B |'épreuve comprend 3 parties indépendantes. Les parties 1 et 2 sont obligatoires. La partie 3
est constituée de 2 exercices ; traiter au choix un exercice parmi les deux proposeés,
& Chaque partie doit &tre rédigée dans une feuille a part.

Q@\ ParTIE II (7 points)

‘Soit f la fonction paire, de période 7, définie par
: s 7
f(x)—a"".n., VIG[O,E].
1. Dessiner la courbe de f sur Vintervalle [~37/2,37/2). Que peut-on dire de la conti-
nuité et la dérivabilité de f? e
Définir f(x) sur Vintervalle [r/2, 7).
Calculer la série de Fourier S £(x) de f.

]

Etudier les convergences simple et uniforme de la série de Fourier de k2
Calculer la valeur de la série

R

o 1

En déduire -
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Module M136 : Epreuve d’Analyse 4

est constituée de 2 exercices - traiter au choix un exercice parmi les deux proposéc,
B Chagque partie doit Etre rédigée dans une feuille & part.
: L

ParTIE 11T (7 points)

Exercice 1.Les deux questions de cet exercice sont indépendantes,

Q1. On considere I'équation différentielle suivante .
(E) : 2"+ dxy' + 2y = In(1+2). _
(a) Trouver une solution f de (E) développable en série entiére au voisinage de (.
£ _ 1 1 1 1
(b) Vérifier que : nnE (i £2) ~Gy “;‘-i-—l”_} 3 15
(c) Exprimer f a l'aide de fonctions usueles.

(2] n
Ondonne:  In(1+x) = Z(—U"“’:—j, Vx €] —1,1].
. n=1
I2n+1

2. Soit g la fonction g(x} = §° S
Q 1 rg a ¢ 8( ) 'f-;(,] (2”"“‘1)!

(a) -Quel est le rayon de convergence de cette série entiére ? .
(b) Exprimer ¢'(x) + &(x) & I'aide d'une fonction €élémentaire.
* () En déduire que &(x) = sh(x) pour tout x €R.

. +00 ped

On rappelle que : £ = i N\
n=p
Exercice 2. Soit Ia fonction f(£) = __________zz -
' Y 22T a4z —1) -w

1. Déterminer les poles de f.
2. Caleuler les résidus en ces pbles.

. 1
3- On pose z = ¢if ot on rappelle que sin(8) = % (z- é)
_ 27 sin(g) 1
(a) Montrer que | /0 2+ sin(d) et f(z)dz _
ol v* est le cercle de centre O et de rayon R = 1 orients dans le sens positif.
7 sin(@) o

(b) En déduire ] intégrale I = 4 m

PR e AR b P T

e e
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Module M136 : Epreuve de rattrapage

Durée ; 1h3o

Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence R ef) calculer pour tout nombre réel x tel

que |x| < R la somme

; xY :
g r->=:3 nin—1)(n-2) °

Que se passe-t-il si |x| =

Exercice 2 Soit f la fonction définie par

f@= 3

1. Déterminer le domaine de définition D de F 2
2. Montrer que f est continue sur D.
3. Montrer que f est de classe C? sur tout intervalle de la forme | —a,af?

N\
Exercice 3 Soit 4 calculer l'intégrale

21 dx

= _—
0 2+4cosx

1. Montrer que l'on peut écrire I sous la forme
= f flz)dz,
-rf
ot f : € — C est une fonction que l'on déterminerz, et 4+ le cercle unitaire orienté

positivement.
2. Calculer alors I par la méthode des résidus.

r’h
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Epreuve de rattrapage
Durée : Th30

Exercice 1. _
Préciser le rayon de convergence de la série entiére

+o

e
] nn+ 2)
et calculer sa somme.
Exercice 2. _
On considere la suite de fonctions (f,) définies par 3
L3 x n :
f,,(x}=(1+;—l-) ) neN" et x=>0.

1. Etudier la convergence simpie de la suite ()
2. On pose

X\ ‘
o) =(1+-) —e*
a. Calculernlilllml gn(m)].

b. Que peut-on déduire quant a ia convergence uniforme de la suite ().

Exercice 3.
On considére la série de foncti>ns 3, £, (x), ot

e"‘"!l'x

v EN., Y ER+, Y e e
new, wrem, A= S

Etudier la convergence d: cette série sur R*.

Montrer que la somme §(x) de cette série est continue sur R*.
Prouver que la fonction S est décroissarite et positive sur R*.
Préciser la valeur de 5 a I'arigine et montrer queIETmS(x) = 0.

g L0 R =

Etablir que S est de classe £ sur RY.




