Université Hassan Il de Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques de | '

Mohammedia
Année Universitaire : 2016-2017

MIP -S4



_mmnu-mnw%

ﬁuplllm‘fn reaass? vab Mloost

_TINE AN '!.!!EE';"L.._..L__._...J

i

]




Université Hassan IT de Casablanca Parcours MIP
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia 4 Janvier 2018

Département de Mathématiques

Module M148 : Analyse Numérique

Rattrapage
Durée : 1h30min

N.B. Documents interdits. On tiendra compte de la présentation de la copie.

Exercice 1
Soit A un point de |0, 1[ et f une fonction de classe C® sur [0,1].
1. Calculer le polyéme P;' qui interpole fen 0, A, 1 dans la base de Newton

e wla= )

2. Donner la formule de Perreur f(z) — P} (z).

3. Montrer que pour chaque z € [0, 1], on a
lim PX(z) = [(0) + 2 f(0) + (f(1) - £(0) - f'(0)) 2? (%)
4. Vérifier que le polynéme P(z) défini par (*) est I'unique polynéme tel que

P0)=£(0) . P@©@=r(0) , PQ)=f()

5. Pour un z, arbitraire de I'intervalle |0, 1], on pose K = L(SC;}()—__P_(S_O)_’ puis
Tp\Zo —

p(t) = f(t) - P(t) - Kt*(t — 1)

Montrer que la fonction ¢’ est nulle en trois points, la fonction ©® en deux points et

enfin ¢® en un point £ €0, 1[.

En déduire une majoration de I'erreur sup |f(z) — P(z)| en fonction de M = sup | £ m(r)[‘
z€0,1] z€[0,1]
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Exercice 2
On considére la matrice :
A ( 32a —6 10’ )
1. Effectuer I'élimination de Gauss (sans permutation de lignes) sur le systéme Az = b
avec b = 4
2. Calculer le déterminant de A en vous servant de I’élimination de Gauss.
3. Déterminer les valeurs de a et de f pour lesquelles 1a matrice A est non inversible.

4. Que pouvez-vous dire de la solution de ce systéme quand o = % et =17

Exercice 3

Soit la différence centrée :

() ~ flz+h) - 2{1(2:1:) + f(z — h)

1. Donner l'ordre de cette approximation en utilisant les développements de Taylor
appropriés.

2. Utiliser cette formule de différence pour obtenir une approximation de f"(2.0) pour
la fonction tabulée suivante, en prenant h = 0.2 et ensuite h = 0.1.

X flx) #= 4. ~+ \N\('Ka

1.8 | 1.5877867
1.9 | 1.6418539
2.0 | 1.6931472

2.1 | 1.7419373
2.2 | 1.7884574
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Université Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP

Département de Mathématiques 9 Décembre 2017

Module M148 : Analyse Numérique

Partiel

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie.

Exercice 1
Soient les points d’interpolation suivants : (—1, 0},(0,~1),(1,0),(2,-1).

Trouver le polynéme d’interpolation de Newton de degré 3 passant par ces points.
p p p

Exercice 2
On cherche & établir la formule de quadrature suivantes -

1
/_ S@)dr = A(f(z:) + (z2) + [(z5)) + RS

de sorte qu’elle soit exacte pour f appartenant & I'espace vectoriel des polynémes de
degré n, n aussi grand possible.

1/ Bovive les équations déterminées par R(z*) = 0, k = 0, 1, 2, 3.

2/ Soit P(z) = (z — 21)(z — 22)(z — 73) = 2® + @, 22 + a, = + aq,

Vérifier que :
a2 = —(z; + T3 + z3)

01 =Z1Z2+ 2223+ 2 T3
Qg = —I1 T T3

En utilisant les équations du 1/, montrer que :
T

P -—— 3 —_——

(2) =2~ 2

Indication : calculer (z) + 73 + z3)® et (z; + 25 + z3)°.
En déduire z,,z,, 23 et la formule de quadrature. Quel est son degré de précision p?

3/ Déterminer K en prenant f(z) = zP*! et en supposant que R(f) = K fe+)(g),
5 E [_1) +1].



Exercice 3

Soient les deux fonctions suivantes :
flzl=2 e olz)=W(l+2:2x)

On cherche a calculer numériquement 'aire comprise entre ces deux courbes. On note
hz) = f(z) — g().

1/ Etudier la fonction h. Montrer qu’il existe deux valeurs pour lesquelles h s’annule :
une valeur évidente (laquelle?) et une valeur que l’on note «. Localiser o dans un
intervalle J = [i,i + 1] oll ¢ est un entier.

2/ Pour approcher ¢, on définit la suite suivante :

{ g €I
Tpt1 = g(Tn)

Montrer que cette suite converge bien vers a.
3/ Ecrire la méthode de Newton qui permet de trouver une approximation de a.

Justifier le choix de z, qui assure la convergence et calculer trois itérés.

Exercice 4

Soit le systéme linéaire de dimension 4

1230 ; 2
g a 1-3 552_5 y
33 6 2 zs | | 2 - aF 0

1. La résolution de ce systeme peut étre ramenée a celle d’un systéme linéaire de
dimension 3, I'inconnue x4 étant facile & déterminer, donner cette inconnue et le systéme

de dimension 3 restant que l’on notera
(S) Az=b

2. Pour quelles valeurs de a le systéme (S) admet-il une solution unique ?
3. Donner la décomposition LU de A ol L est une matrice triangulaire inférieure et U
est une matrice triangulaire supérieure a diagonale égale & 1.

4. Résoudre, en utilisant la question précédente, le systéme (S) pour a = —1.
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Université Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP

Département de Mathématiques 4 Janvier 2017

Module M148 : Analyse Numérique

Partiel

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie.

Exercice 1

Soit une fonction f définie sur R.

1/ Déterminer le polynéme d’interpolation de Newton P vérifiant :

P(-1) = f(-1), P(0) = f(0) , P(1) = f(1)

2/ Intégrer le polynéme P sur I'intervalle [~1, +1]. En déduire une formule d’intégration
numérique. Quelle formule reconnaissez-vous 7 Quel est son degré de précision et I'er-

reur de cette formule?
3/ Par changement de variables, donner la formule équivalente sur U'intervalle [a, b].

4/ Donner enfin, la méme formule sur un intervalle [a,b] découpé en n = 2m sous
intervalles.

Quelle est ’erreur d’intégration faite avec cette nouvelle formule I
Exercice 2

On consideére la matrice suivante :
A= -1 2 =1

Décomposer A sous une forme L U. Puis calculer I'inverse de A en calculant au préalable

les inverses des matrices L et U précédemment obtenues.



Exercice 3 les questions 1/ et 2/ sont indépendantes

1/ Déterminer la suite des premiers trois itérés des méthodes de Dichotomie dans
I'intervalle [1,3] et de Newton-Raphson avec zq = 2 pour I'approximation de la racine

positive de la fonction f(z) = 2* — 2.
2/ Soit f une application de R dans R définie par f(z) = exp(z?) — 4 2?

2.1 Situer les 4 racines de f. (c-a-d : indiquer 4 intervalles disjoints qui contiennent

chacun une et une seule racine).
2.2 Montrer qu'il y a une racine a comprise entre 0 et 1.

2.3 Soit la méthode de point fixe

Tx1 = p(z)
To E]O, 1[
T TR dea exp(z?)
avec ¢ 'application de R dans R définie par ¢(z) = g re

Examiner la convergence de cette méthode et en préciser ’ordre de convergence.

2.4 Ecrire I’algorithme de Newton-Raphson pour la recherche des zéros de la fonction

f. Traduire cet algorithme en langage Maple.

Exercice 4

A l'aide de la formule de différence centrée d’ordre 2 :

flz+h)— f(z-h)

fi(z) = = + O(h%)

montrer que
flz+ 2h,) -2 f(x)+ f(xz —2h)

1"(2) B
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Université Hassan II de Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP
Département de Mathématiques 25 Mai 2017

Module M148 : Analyse Numérique

Partiel

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie

Exercice 1

Soient les trois nombres réels :
z=2822 , y=000317 , =z=0.00432

1/ Représenter les nombres z,y et z en virgule flottante.

2/ En utilisant arrondi & 3 chiffres significatifs, calculer la somme z+y+ z en faisant :
i) (z+y)+2

ii) z+ (y+2)

3/ Commenter les résultats obtenus. Conclure.

Exercice 2

On considere la fonction f définie par f(z) = sin(7z), z € [-1,1]

1/ Déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté P, aux points -1, —-—;-, %
2/ Déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté @Q», aux points —-;—, %, 1
3/ Soit le polynéme P(z) = % ((w +1)Qa(z) — (= — 1)P2(:c))

a/ Montrer que P est le polynéme d’interpolation de f aux points -1, —%, %, 1

b/ Peut-on affirmer que P est le polyndme d’interpolation de f aux points

1 1
“lr g 07 2 17

4/ Calculer P3(3), @2(3) et P(3) puis comparer les résultats obtenus.



Exercice 3

Soit f une fonction C*°(R,R). On se donne les points {z;} subdivision de V'intervalle
—-a

la,b] : z; =a+1ih avec h = g b=
Le but de I'exercice est de trouver une formule de quadrature a 2n points pour appro-

cher "
f f(z) da (1)

On propose dans un premier temps (question 1 & 2) de construire la formule de qua-

drature & deux points
w

[ seraen 2o+ 2ot @)
ol 0 < w <1 est & déterminer.
1/ Montrer que cette formule est exacte pour tout polynéme g de degré 1.
2/ Déterminer w pour que la formule de quadrature (2) soit exacte pour tout polynéme
g de degré m > 1 et donner la plus grande valeur de m.

3/ A l'aide d’un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature

our !'intégrale suivante
p g

/ ™ f(e)da (3)

4/ En déduire une formule de quadrature 4 2n points, notée F', pour le calcul approché
de (1).

5/ Ecrire une procédure maple qui calcule F.

Exercice 4
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C° sur I'intervalle a, b].

On se fixe un nombre (h > 0) ”petit” ainsi qu'un point quelconque z €]a, b|.

Soit le rapport

A=f(x+3h)—3f(m+h)8;33f(x—h)_-f(m—ah) @

1/ Montrer que le rapport A approche une dérivée d’ordre supérieur que I’'on déterminera.

2/ Donner I'ordre de précision de cette approximation.
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Université Hassan 11 de Casablanca Parcours MIP
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia 14 Janvier 2016

Département de Mathématiques Durée : 1h30min

Module M148 : Analyse Numérique

Rattrapage

N.B. Documents interdits. On tiendra compte de la présentation de la copie.

Exercice 1
Soit f une fonction réelle dont on connait les valeurs :

Ti 2(-1]0]1] 2

1/ Déterminer le polynéme d’interpolation de Newton p(z) de la fonction f aux points
2; 40 € 154,

2/ On suppose —0.035 < f®)(z) < 0.015. Donner une majoration de 'erreur d’inter-
polation. .

Exercice 2
Soit f : [-1,1] = R une fonction réguliere. On considére la formule d’intégration

numérique (M) suivante :
[ 1@ e 1)+ 1) avecwelol ()
1/ Calouler s
B = [ fo)ds = (=) + )

pour f(z) = 1,z,z? respectivement. Pour quelle valeur de w = w" la méthode est

d’ordre_§ 7

2/ Calculer exactement I'intégrale suivante

3
14
/ —dz
1 :C
3/ En utilisant un changement de variable, déduire de la formule (M) la valeur ap-

prochée de In(3) en fonction de w. Quelle est la valeur obtenue pour w = w*.

1

W



Exercice 3

On considere la fonction ®,(z) = z + a (tan(z) — 1), a € R, sur lintervalle [0, -g[
1/ Montrer que @, admet y = % comme point fixe.

2/ Pour quelles valeurs du parameétre a ce point fixe est-il attractif ?

Exercice 4

On considére la matrice :

1 -2 0
A=| -2 8 -6
0 -6 25
by 0 0
1/ Déterminer la décomposition A = B.BT avec B = | b, bs 0
ba bs bg
-3
2/ En utilisant cette décomposition, résoudre le systéme Az =d avecd= | —4
63
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Université Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MNP

Département de Mathématiques 7 Janvier 2016

Module M148 : Analyse Numérique

Partiel

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie.

Exercice ! les deux questions sont indépendantes

o 1/ Evaluer I'expression e x (r — 2) en arithmétique flottante & 5 chiffres en utilisant
Parrondi avec e = 2.7118282 et m ~ 3.141593.
2/ Si x est voisin de 0, expliquer comment calculer uii;?;l + 1 — cos(x) en

évitant la perte de chiffres significatifs.

J Exercice 2

Soit la formule d’intégration numérique suivante :
: 1 2
[ 1@)ds =af0) +5/(5) +ef(3) +af()+ R()
0

1/ Déterminer a, b, ¢ et d de sorte que R(f) = 0 quelle que soit f appartenant & 1’-espace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & 3.

Donner la forme matricielle du systéme qui résout a, b, ¢, d.

2/ Résoudre le systéme précédent par lah méthode de Gauss.

3/ Donner la factorisation LU de la matrice.

Exercice 3
Soit la fonction f(z) = ¥/z.
1/ Construire la table des différences divisées & partir des données

(@,f(:r,-)),z‘=0,..l.4 avec 2o =0,z =1, 2, =8, z3 = 27, 24 = 64

TOURNEZ SVP



2/ Ecrire le polynéme d’interpolation de f, noté Py, construit sur les données de 1/,

en utilisar la formule de Newton et les différences divisées, c’est-a-dire ;

Po(x) = f(zo)
Fi(z) = Pey(z) + (z — 20) (2 — 21) . . . (& — Zp—1) flZo, 21, . - . , T4

Calculer F;(20) pour i=1,...,4 et comparer a f(20).
3/ Ecrire l'erreur d’interpolation Fy(z) = f(z) — Pi(x).

Peut-on majorer Fy(20) sur l'intervalle considéré ? Expliquer les résultats du 2/.

Exercice <
Soit f(z) == z% + 42® — 10.
i
1/ Vérifier que x4 = 5\/ 10 — z3 est un schéma de point fixe pour approximer la
racine réelle a = 1.36523 de I'équation f(z) = 0.

-

2/ Etudier la convergence de cette méthode.

3/ Ecrire une procédure Maple qui calcule les itérés de la suite (z,) en pa.rtanﬁ de

1‘0:1.5.
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Université Hassan II Casablanca

Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP

Département de Mathématiques 03 Juin 2015

Module M148 : Analyse Numérique
Partiel

Durée : 2h

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie.

Exercice 1 :

Ecrire un programme calculant une valeur approchée de cos(z) par I'intermédiaire de

la série : 2
B il - ol o
2 = =z
cos(:c)=1—2—!+a—a+...=zgu2n
n=

Le calcul s’arrétera quand le dernier terme & additionner sera inférieur ou égal en valeur
absolue abs() & 1075.

2
I~ Uzn—2

Chaque terme de la somme sera évalué en fonction du terme précédent uy, = — m

pour n > 1 et up = 1. On ne calcule pas les factorielles.

Exercice 2 :

Soit s un parameétre fixé dans ]0,1]. On considére la formule de quadrature :

1
‘[1 f(-’B)dT = O f(*S) + B f(O) + s f(s)

1/ Déterminer les poids ay, f, et s de sorte que la formule soit exacte pour les po- -
lyndémes de degré'inférieur ou égal & deux.

2/ Vérifier que la formule intégre exactement les polynémes de degré trois.

3/ Quelle formule obtient-on pour s =17

4/ Déterminer s €]0,1] pour que la formule soit exacte pour les polynémes de degré
inférieur ou égal & quatre.

Vérifier que la formule est encore exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal

a cinq.

-4 8



Exercice 3 :
Pour approcher les racines réelles de la fonction f : R — R définie par :

f(@) = (1+z)e!™® — £, on veut utiliser la méthode de point fixe suivante :

To donné
Zny1 = g(zn) pourtoutn €N olg(z)=3e' -1

1/ Montrer qu’il existe deux racines réelles [; < [, de f.

2/ Notons [m, m+ 1] l'intervalle contenant /;. Calculer 'entier m et expliquer pourquoi
la suite converge vers [; si 2 € [m, m + 1].

3/ Donner 'expression de la suite récurrente, notée (y,)nen, donnée par la méthode de
Newton associée a 1’équation f(z) = 0.

En partant de yp = 1.5, calculer les deux premiers itérés y; et ys.

Exercice 4 :

2 1 -2 -2
Soit la matrice A = 4 5 -3 | etle vecteur b= 5
-2 5 3 17

1/ Effectuer la factorisation A = L U avec les termes diagonaux de U égaux & 1 (Ceux
de L sont quelconques). '

2/ Calculer la solution de Az = b en utilisant cette décomposition.

wh
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Université Hassan II Casablanca

Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP

Département de Mathématiques 15 Janvier 2015

Module M148 : Analyse Numérique
Rattrapage

N.B. : 1l sera tenu compte de la clareté de la copie.

Exercice 1 ity
Montrer que la fonction f(z) =1— 3e~* a une unique racine a € R.

1. Par un procédé de dichotomie, trouver un intervalle de longueur 1 contenant cette

racine.

Pour I'approcher, on propose les schémas suivants :

2.3 € [1,2], Tpy1 = T + f(Ty)

Cette suite converge-t-elle vers o ? Pourquoi ?

3. Trouver une valeur de A € R qui assure la convergence de la suite z,11 = z,+ )\ f ()

4. Appliquer & f(z) la méthode de Newton pour trouver o. Calculer deux itérés en

partant de xp = 1.

Exercice 2

On considére la fonction f donnée par la table suivante :
x |0] 11419
f(x) [ 0] 20 [40 |60

1. Construire la table des différences divisées & partir des données. -

2. Ecrire le polynéme d’interpolation de Newton P de J exprimé dans la base canonique
et construit sur les abscisses suivants : 2o =0, z; = 1 » T2 = 4. Calculer P(2).

3. Faire de méme avec les abscisses suivants Z1=1, 2 =4, 23 = 9. On notera Q
le polynéme. Calculer Q(2).

4. Sachant que f(z) = 20/, calculer les erreurs réelles. Donner une borne supérieure

des erreurs commises dans les deux cas. Conclure.



Exercice 3

On veut résoudre le systéme linéaire Az = b ol1 :

1 1 1 3
A= 2 -3 1 et b= 0
3.=2 i 2

1. Appliquer la méthode de Gauss sans permutation au systeme Az = b.

2. Donner la décomposition LU de A.

3. Appliquer 4 nouveau la méthode de Gauss au systeme Az = b avec une permutation
cette fois (on le notera Az = b). Soit P la matrice dite de permutation telle que
PA=A

4. Donner la décomposition LU de la matrice A puis utiliser la pour résoudre le systéme

Az = b
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Université Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences et Techniques Mohammedia Parcours MIP

Département de Mathématiques 8 Janvier 2015

Module M148 : Analyse Numérique

Partiel_

N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie.
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Exercice 1 S ‘_}.ﬁ
T r— )
Soient les deux fonctions suivantes : v\ \a} [ Hoe /éj
1
f(z)=2 et g(z)=In(l+2z) J I'Lﬂ. o
A

: |
On note h(z) = f(z) — g(z). = a2 _ L«.Lz{_(_&},’. K ('\L): «—;:{.1 PP
1. Montrer qu'il existe deux valeurs pour lesquelles /1 s’annule : une valeur évidente

(laquelle 7) et une valeur cue I'on note a. Localiser & dans un intervalle 7 = [nyn+1

olt n est un entier. (2w A (i\ ( 0) il A/"M% O vrau'w dorvy’ ' _

2. Pour approcher @, on définit la suite suivantg* = _{\ (4) = A- IM(S) ( & —-7 ﬂ/(-[”, 27

‘) = fo e B (Y= 2 luly) >0 -
Trp1 =

’l-('-?_){. 9 =g(z,) , n€N [‘1 -
c 21 ' - : B Il
o ]7 ‘l-\/llt){lt‘rer<qae éett)e suite‘%onverge bien vers . Calculer deux itérés en prenant z, = g = K= (44 =/
3. Ecrire la méthode de Newton qui permet de trouver une approximation de a. = lu UQ?&%
Caleuler deux itérés en partantde zg = §. i ne . Yy = b LL-F 23,
L sy = %y - Blds) o
g 90(’( = 'Hh e "\—\M(k-‘-?_n( ‘))
Exercice 2 h n) 7 2
. ; s 1 L T,
Soit la fonction f définie par f(z) = S Zien sl

1. Quel est le polynome d'interpolation P de [ exprimé dans la base canonique et

construit sur les abscisses suivants :

g =0,2i=1,20=2,23=3 lga: i,'ﬁq:i ‘215-},’]
2

Y

T I
2. Calculer P(%) Donner une borne supérieure de I'erreur commise. Comparer & 'erreur

exacte.

"



Exercice 3
On désire développer une formule d’intégration riumérique, dans Pintervalle [0, 3k], qui
est de la forme

3h

4 f(z)dx ~ Af(h) + Bf(2h)

1. Déterminer les valeurs de A et BB de sorte que cette formule ait un degré de précision
le plus élevé possible.

2. Utiliser cette formule pour calculer la valeur approchée de 'intégrale

‘/038'_::2(&. \ (%)

3. Estimer Uintégrale (*) avec la méthode Simpson composée on n=2m=6,

Exercice 4

On veut résoudre le systéme linéaire Az = b ol : : -

bS =

A=

BB

11
2“5 et b=
6 8 '

&R

1. Vérifier que la méthode de Gauss (sans pivotage) ne peut étre exéeuté jusqu’au
bout.

2. Trouver une matrice de permutation P telle que la matrice B = /I A soit factorisable
(c-4-d telle que la méthode de Gauss puisse étre exécuté jusqu’au bout).

3. Trouver une factorisation LU de la matrice B puis utiliser la pour résoudre le systéme

de départ Az =b.
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Faculté des Sciences et Techniques

Département de Mathématiques 15 Novembre 2013
Pr. J. Abouir, Pr. B. Benouahmane

Module M312 : Analyse Numérique
Partiel 1 -

Durée : 1h30
N.B. : Il sera tenu compte de la clareté de la copie. Documents non

autorisés.

Exercice 1

1/ Effectuer les opérations suivantes en arithmétique flottante a 3 chiffres :

a/ 2136 (9993+0.004567)

b/ (1.235)%.

2/ Donner une facon d’évaluer les expressions suivantes qui permette d’éviter le plus
q P

possible les erreurs diles a arithmétique flottante :

a/ cos*(8) — sin?(#) pour des valeurs de @ autour de %

b/ p(z)=1=2z+32°-42% pourz = 2.
Exercice 2

Soit f(x) une fonction qui passe par les points
MU e (013)) Mi = (21_1)? M2 — (518)
a,/ A l'aide de l'interpolation de Lagrange, trouver le polyndme d’interpolation de degré
2 qui passe par les points My, M; et Mj et proposer une approximation de f(3).
b/ On sait aussi que f'(0) = 6. Calculer le polynéme d’interpolation de degré minimal

passant par les points My, M; et My dont la dérivée en & = 0 est égale a 6.

1

23
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