Chapitre 2: Théoreme des accroissements finis

A. ELBOUR

Faculté des Sciences et Techniques
Errachidia

2022-2023



Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Plan

0 Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 2/49



Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est
une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|, le théoréme
classique des accroissements finis dit qu'il existe ¢ €]a, b tel que

f(b) — f(a) = (b — a)f (c).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est
une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|, le théoréme
classique des accroissements finis dit qu'il existe ¢ €]a, b tel que

f(b) — f(a) = (b — a)f (c).

Ce résultat ne subsiste pas si I'application f est a valeurs dans un e.v.n
réel E de dimension supérieur > 2. Il suffit pour s’en convaincre de
considérer I'application

f:[0,27] — R? t+— (cost,sint);

ona f(2r) =
f(2m) — 1(0)

f(0) mais il n’existe aucun ¢ €]0, 2| tel que

(2w — 0)f'(c).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est
une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|, le théoréme
classique des accroissements finis dit qu'il existe ¢ €]a, b tel que

f(b) — f(a) = (b — a)f (c).

Ce résultat ne subsiste pas si I'application f est a valeurs dans un e.v.n
réel E de dimension supérieur > 2. Il suffit pour s’en convaincre de
considérer I'application

f:[0,27] — R? t+— (cost,sint);

on a f(2r) = f(0) mais il n’existe aucun c €]0, 2= | tel que

f(2m) — f(0) = (27 — 0)f'(c).

Il est cependant trés important pour les applications de pouvoir donner
une majoration précise et simple de ||f(b) — f(a)|| connaissant une
majoration de ||f'(x)|| sur ]a, b[; et nous allons établir un théoreme plus
général. Avant de I'énoncer, il faut donner une définition.
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b. On dit qu’'une application
f:[a, b] — F admet une dérivée a droite en un point ty € [a, b[ si

im [0 = 1(10)

t—t t— 1y
t>tg

existe ; cette limite se note alors f(1y) et s’appelle la dérivée & droite
de f au point ty. C’est un élément de F.
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Soient a et b deux points de R tels que a < b. On dit qu’'une application
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im [0 = 1(10)

t—t t— 1y
t>tg

existe ; cette limite se note alors f(1y) et s’appelle la dérivée & droite
de f au point ty. C’est un élément de F.
On définit de méme, si elle existe, la dérivée a gauche de f en un point
o €la, b :
. f(t) — f(&
(1) = lim 1O =1(0)

=ty t—1
t<ty
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b. On dit qu’'une application
f:[a, b] — F admet une dérivée a droite en un point ty € [a, b[ si

im [0 = 1(10)

t—t t— 1y
t>tg

existe ; cette limite se note alors f(1y) et s’appelle la dérivée & droite
de f au point ty. C’est un élément de F.
On définit de méme, si elle existe, la dérivée a gauche de f en un point

o €la, b :
- f(t) — f(to)
/ —
fo(lo) = tlmt]() e
t<ty

Pour qu’une fonction f : [a, b] — F admette une dérivée f'({) en un
point fy €]a, b[, il faut et il suffit que (1) et f;(f) existent, et soient
égales.
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soient a et b deux points de R tels que a < b, F un espace vectoriel
normé. Soient f : [a,b] — F et g : [a,b] — R deux applications
continues sur [a, b).

On suppose que f et g possédent des dérivées a droite en chaque
point x de l'intervalle ouvert |a, b| vérifiant l'inégalité

IG(IIF < gg(x), VX €la, bf.

Alors on a
1f(b) — f(a)ll < g(b) — 9(a).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Nous allons prouver que pour tout sous-intervalle [u, v] de ]a, b[ on a

If(v) = f(u)l| < 9(v) — 9(u). (1)

En faisant tendre u vers a et v vers b et en tenant compte de la
continuité de f et g, on obtient

If(b) — f(a)]l < g(b) — g(a).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Nous allons prouver que pour tout sous-intervalle [u, v] de ]a, b[ on a

If(v) = f(u)l| < 9(v) — 9(u). (1)

En faisant tendre u vers a et v vers b et en tenant compte de la
continuité de f et g, on obtient

If(b) — f(a)]l < g(b) — g(a).

Soit donc [u, v] un sous-intervalle de |a, b[ (avec u < v). Pour établir
l'inégalité (1), il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0 et tout x € [u, v]
ona:

[f(x) = f(u)|| < 9(x) — g(u) + e(x — v). (2)

(
En effet, en appliquant I'inégalité (2) pour x = v, puis en faisant tendre
e vers 0, on obtiendra l'inégalité (1). O

v

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 6/49



Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soit donc € > 0 donné, et soit /. 'ensemble des points x € [u, v] pour
lesquels on a

1(t) = f(W)ll < 9(t) — g(u) +e(t —u), Vte[u,x] (3)
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soit donc € > 0 donné, et soit /. 'ensemble des points x € [u, v] pour
lesquels on a

1(t) = f(W)ll < 9(t) — g(u) +e(t —u), Vte[u,x] (3)

Il s’agit de montrer que I. = [u, v]. Puisque I'ensemble /. C [u, v] est
non vide (car u € I.) et majoré, ¢ = sup /. existe,etonau<c < v.
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soit donc € > 0 donné, et soit /. 'ensemble des points x € [u, v] pour
lesquels on a

1(t) = f(W)ll < 9(t) — g(u) +e(t —u), Vte[u,x] (3)

Il s’agit de montrer que I. = [u, v]. Puisque I'ensemble /. C [u, v] est
non vide (car u € I.) et majoré, ¢ = sup /. existe,etonau<c < v.
Montrons d’abord que I. = [u, ¢]. Evidementon a I. C [u, c]. Si ¢ = v,
le résultat est évident car dans ce cas /. se réduit au singleton {u}.
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soit donc € > 0 donné, et soit /. 'ensemble des points x € [u, v] pour
lesquels on a

1(t) = f(W)ll < 9(t) — g(u) +e(t —u), Vte[u,x] (3)

Il s’agit de montrer que I. = [u, v]. Puisque I'ensemble /. C [u, v] est
non vide (car u € I.) et majoré, ¢ = sup I. existe, etonau <c <v.
Montrons d’abord que I. = [u, ¢]. Evidementon a I. C [u, c]. Si ¢ = v,
le résultat est évident car dans ce cas /. se réduit au singleton {u}.
Supposons donc ¢ > u. Soit x € [u, ¢[. Par définition de la borne
supérieure, il existe x’ € I. tel que x < x’. Puisque l'inégalité (3) est
vraie pour tout ¢ € [u, x'], elle est aussi vraie pour tout ¢ € [u, x]. Donc
x € I.. Cela montre que [u, c[C .
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Soit donc € > 0 donné, et soit /. 'ensemble des points x € [u, v] pour
lesquels on a

1(t) = f(W)ll < 9(t) — g(u) +e(t —u), Vte[u,x] (3)

Il s’agit de montrer que I. = [u, v]. Puisque I'ensemble /. C [u, v] est
non vide (car u € I.) et majoré, ¢ = sup I. existe, etonau <c <v.
Montrons d’abord que I. = [u, ¢]. Evidementon a I. C [u, c]. Si ¢ = v,
le résultat est évident car dans ce cas /. se réduit au singleton {u}.
Supposons donc ¢ > u. Soit x € [u, ¢[. Par définition de la borne
supérieure, il existe x’ € I. tel que x < x’. Puisque l'inégalité (3) est
vraie pour tout ¢ € [u, x'], elle est aussi vraie pour tout ¢ € [u, x]. Donc
x € I.. Cela montre que [u, c[C .

D’autre part, 'inégalité (3) est vraie pour chaque t € [u, c[, donc aussi
pour t = ¢ (puisque f et g sont continues), ce qui prouve que ¢ € ..
Dou I. = [u,c].
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Il reste donc a établir que ¢ = v. Supposons ¢ < v. Lexistence de
fi(c) et g;(c) entrainent celle d’'un nombre h > 0 (auquel nous
pouvons imposer de vérifier h < v — c) tel que, pour tout  €]c, ¢ + h]
on a a la fois

10

et ‘g(t) _g(C) _ QQ(C) < %

<
2 t—c
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

Il reste donc a établir que ¢ = v. Supposons ¢ < v. Lexistence de
fi(c) et g;(c) entrainent celle d’'un nombre h > 0 (auquel nous
pouvons imposer de vérifier h < v — c) tel que, pour tout  €]c, ¢ + h]
on a a la fois

“W—f&(c)“g% et ‘M-Q&(C) <

En tenant compte de [|f;(c)|| < gj(c) et en utilisant I'inégalité
triangulaire, on en déduit les inégalités

HM < [If5(e)ll + 5 < ga(e) +

t—c
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

d’ou

1£(t) = f(c)ll < g(t) — 9(c) +&(t — c);
et puisque c € L.,

If(c) — f(u)ll < g(c) — g(u) +e(c — u).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

d’ou

1£(t) = f(c)ll < g(t) — 9(c) +&(t — c);
et puisque c € L.,

[f(c) — f(u)ll < g(c) — g(u) +e(c —u).
Donc :
1£(t) — f(u)ll < g(t) — g(u) + (t — v);

pour tout t €]c, ¢ + h| (et par suite pour tout t € [u, ¢ + h]), ce qui
montre que ¢ + h € I, ce qui contredit le fait que ¢ = sup I.. On a donc
c=v.

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 9/49



Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

d’ou
1£(t) = f(c)ll < g(t) — 9(c) +&(t — c);
et puisque c € L.,

If(c) — f(u)ll < g(c) — g(u) +e(c — u).

Donc :
1£(t) — f(u)ll < g(t) — g(u) + (t — v);

pour tout t €]c, ¢ + h| (et par suite pour tout t € [u, ¢ + h]), ce qui
montre que ¢ + h € I, ce qui contredit le fait que ¢ = sup I.. On a donc
c=v.

Cela montre que . = [u, v], c’est-a-dire, l'inégalité (2) est satisfaite
pour tout € > 0 et tout x € [u, v]. O

v
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

© Sous les hypothéses du théoréeme 5 on a

1(v) = f(W)ll < g (v) — g (u)

quels que soient u, v € [a, b] vérifiantu < v.

@® Le théoreme 5 reste vraie si on y remplace les mots “dérivée a
droite” par “dérivée a gauche’. Il suffit d’appliquer le théoreme 5
aux fonctions x — —f (—x) et x — —g(—x).
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

© Sous les hypothéses du théoréme 5 on a

1(v) = f(W)ll < g (v) — g (u)

quels que soient u, v € [a, b] vérifiantu < v.

@® Le théoreme 5 reste vraie si on y remplace les mots “dérivée a
droite” par “dérivée a gauche’. Il suffit d’appliquer le théoreme 5
aux fonctions x — —f (—x) et x — —g(—x).

Cas particuliers importants :
En prenant f (x) = 0 quel que soit x € [a, b], on obtient le corollaire
suivant :

Sig : [a, b] — R est une fonction continue et posséde une dérivée a
droite gj; (x) > 0 pour tout x €]a, b|, alors g est croissante.
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

En prenant g (x) = kx (k étant une constante positive), on obtient le
résultat suivant :

Soit f : [a, b] — F une application continue sur [a, b] dans un e.v.n F,
admettant en chaque point x €)a, b[ une dérivée a droite vérifiant
|f5 (x)|| < k, alorson a :

1f(b) —f(a)l < k(b—a)
et, plus généralement :
[f(x) = fW)Il < k|x =y

quels que soient x, y € [a, b].
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Théoréme des accroissements finis lorsque la variable est réelle

En particulier, si k = 0 dans le corollaire 11, on obtient :

Soit f : [a,b] — F une application continue sur [a, b] dans un e.v.n F,
admettant en chaque point x €)a, b[ une dérivée a droite nulle. Alors f
est constante sur [a, b).
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e Theéoreme des accroissements finis lorsque la variable est dans un
e.v.n
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Soient a et b deux points d’un e.v.n E. On appelle segment
d’extrémités a et b, et on note [a, b], 'ensemble des points z € E de la
forme

z=(1-ta+tb, avecO <t <1.
En d’autres termes, [a,b] = {a+ t(b—a); 0 <t <1}.

Une partie A de E est dite convexe si pour tous a,b € Aon a|a, b] C A.
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Soient a et b deux points d’un e.v.n E. On appelle segment
d’extrémités a et b, et on note [a, b], 'ensemble des points z € E de la
forme

z=(1-ta+tb, avecO <t <1.
En d’autres termes, [a,b] = {a+ t(b—a); 0 <t <1}.

Une partie A de E est dite convexe si pour tous a,b € Aon a|a, b] C A.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, et
f: U — F une application différentiable sur U. Si a et b sont deux
points de U tels que le segment [a, b] est contenu dans U, alors on a

1f(b) — f(a)l| < lb—all - sup [|DF(z)]|.
€la,b]

ze|
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Soit ¢ : [0,1] — F la fonction définie par ¢(t) = f(a+ t(b — a)). C’est
une fonction continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1], et d’apres la
proposition 1.13 on a

¢'(t) = Df (a+t(b— a))(b- a),
d’ou

ol

IDf (a+t(b—a))(b—a)
IDf (a+t(b—a)ll-[b—al
|b—all- sup [|Df(2)].

z€[a,b]

VANVAN

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 15/49



En appliquant a ¢ le corollaire 11, on obtient

l6(1) — ¢ (0)]| < (IIb—aII' sup || DF(Z)|

z€(a,b]

)(1_0)7
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En appliquant a ¢ le corollaire 11, on obtient

IWU%—MWHSOW—QPSWIWK@D-U—OL

z€(a,b]

c’est-a—dire,

If(b) — f(a)l| < [|b—all - sup [|DF(2)].

z€|a,b]
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Supposons maintenant que I'ouvert U soit convexe, c’est-a-dire que,
pour tout couple (a, b) de points de U, le segment [a, b] soit contenu
dans U.

Soit U un ouvert convexe d’'un e.v.n E, et soitf : U — F une
application différentiable a valeurs dans un e.v.n F. Supposons qu’il
existe k > 0 tel que

||Df(x)|| < k pour tout x € U.
Alors, quels que soient x,y € U, on a
1F(x) = f(Y)Il < Kkllx = yI.

Autrement dit la fonction f est k-lipschitzienne.
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Sous les hypothéses précédentes, supposons que k = 0, c’est-a-dire
que Df(x) = 0 pour tout x € U. Alors f est constante dans U.
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Sous les hypothéses précédentes, supposons que k = 0, c’est-a-dire
que Df(x) = 0 pour tout x € U. Alors f est constante dans U.

On va voir maintenant que ce corollaire est, en réalité, valable non
seulement si U est convexe, mais plus généralement si U est connexe.
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Sous les hypothéses précédentes, supposons que k = 0, c’est-a-dire
que Df(x) = 0 pour tout x € U. Alors f est constante dans U.

On va voir maintenant que ce corollaire est, en réalité, valable non
seulement si U est convexe, mais plus généralement si U est connexe.
Rappelons qu’un espace topologique X est dit connexe si, chaque fois
que X est une réunion de deux ouverts disjoints, 'un deux est vide (et
'autre est X).
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Sous les hypothéses précédentes, supposons que k = 0, c’est-a-dire
que Df(x) = 0 pour tout x € U. Alors f est constante dans U.

On va voir maintenant que ce corollaire est, en réalité, valable non
seulement si U est convexe, mais plus généralement si U est connexe.
Rappelons qu’un espace topologique X est dit connexe si, chaque fois
que X est une réunion de deux ouverts disjoints, 'un deux est vide (et
lautre est X).

Soit U un ouvert connexe d’'un e.v.n E, et soitf: U — F une
application différentiable sur U a valeurs dans un e.v.n F. Si la dérivée
Df(x) = 0 pour tout x € U, alors f est constante.
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Soit xg € U fixé. Considérons I'ensemble

D={xecU | f(x)=Ff(x))

Montrons d’abord que D est un ouvert. Soit x € D. Puisque U est un

ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) C U. Pour tout y € B(x,r) on a

[x,y] € B(x,r) C U, donc d’aprés le théoréme 14 on a

F(y) =1 (x).
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Soit xg € U fixé. Considérons I'ensemble
D={xelU | f(x)=f(x)}

Montrons d’abord que D est un ouvert. Soit x € D. Puisque U est un
ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) C U. Pour tout y € B(x,r) on a
[x,y] € B(x,r) C U, donc d’aprés le théoréme 14 on a

F(y) =1 (x).

Or f(x) = f(xo) (car x € D). Donc f(y) = f(xp). D'ou y € D. Par suite
B(x,r) c D. Cela montre que D est un ouvert.

v
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Soit xg € U fixé. Considérons I'ensemble

D={xecU | f(x)="f(x)}

Montrons d’abord que D est un ouvert. Soit x € D. Puisque U est un
ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) C U. Pour tout y € B(x,r) on a
[x,y] € B(x,r) C U, donc d’aprés le théoréme 14 on a

fy)=1(09.
Or f(x) = f(xo) (car x € D). Donc f(y) = f(xp). D'ou y € D. Par suite
B(x,r) c D. Cela montre que D est un ouvert. O

v
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Mais puisque f est continue, son complémentaire

V=UD={xeU | f(x)#f(x)}

est aussi un ouvert (comme image réciproque de l'ouvert F\ {f (xp)}).

On a
U=DUV et DNV =1.

Or D est non vide, car xo € D. Donc si V était non vide, on aurait une
partition de U en deux ouverts non vides, et U ne serait pas connexe,
contrairement a I'hypothese. D’ou V = () et D = U, et par suite pour
tout x € Uon a f(x) = f(xp). Cela montre que f est constante. O

v
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Soient E un e.v.n, U un ouvert de E, et f : U — R une fonction
numeérique différentiable sur U. Si a et b sont deux points distincts de
U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U, alors il existe

c € la, bl avec

f(b) —f(a) = Df(c) (b a) (4)

v
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Soient E un e.v.n, U un ouvertde E, etf : U — R une fonction

numeérique différentiable sur U. Si a et b sont deux points distincts de

U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U, alors il existe
c € la, bl avec
f(b)—f(a) = Df(c)(b—a)

(4)

v

Soit ¢ : [0, 1] — R la fonction numérique définie par
p(t)y="Ff(a+t(b—a)).

Elle est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1]

N
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Soient E un e.v.n, U un ouvert de E, et f : U — R une fonction
numeérique différentiable sur U. Si a et b sont deux points distincts de
U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U, alors il existe
c € la, bl avec
f(b) —f(a) = Df(c)(b— a) (4) |
‘Démonstraton.

Soit ¢ : [0, 1] — R la fonction numérique définie par

p(t)y="Ff(a+t(b—a)).

Elle est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[ et on a
¢ (t)=Df(a+t(b—a))(b— a). O
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Donc d’'apres le théoreme classique des accroissements finis il existe
un nombre réel 6 € 10, 1] tel que

¢(1) = (0) = ¢'(0),

c’est-a-dire,
f(b) —f(a) = Df(c)(b—a),

avecc=a+060(b—a)c]abl. O
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Si E =R", la relation (4) s’écrit :

(B)—1(a) =X (b - a) 5 (0)

i=1

aveca=(ay,---,an) € Uetb=(by,---,by) € U. Lintérét de cette
relation vient de ce que les n dérivées partielles qui y figurent sont
prises au méme point c.
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Application du théoreme des accroissements finis

Plan

e Application du théoréme des accroissements finis
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Application du théoreme des accroissements finis

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition
1.19.

Soient Eq, - - -, E,, des espaces vectoriels normés, et soit E =

Ei x ---x Ep. Soitf: U— F une application d’un ouvert U de E a
valeurs dans un e.v.n F. Si les n différentielles partielles D;f (x)
existent en tout point x € U, et si les applications D;f : U — L(E;, F)
sont continues en un point a de U, alors f est différentiable au point a. )
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Application du théoreme des accroissements finis

Nous ferons la démonstration pour n = 2. Le cas général se démontre
d’'une maniere similaire. On munit 'espace produit E = E; x E; de la
norme

1(%1, X2) [l oo = sup([lx ], IX2]])-
Considérons l'application L : E — F définie par
L(h) = Dif(a)(hy) + Dof(a)(h2) pourtout h= (hy, hp) € E;
c’est une application linéaire continue. On veut montrer que

o ) — (@) — Lx — a)|

i Ix = all

= 0.

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023



Application du théoreme des accroissements finis

Puisque U est un ouvert de E contenant le point a = (ay, a), alors |l
existe r > 0 tel que B(a, r) C U.
Pour tout x = (xq, x2) € B(a, r) on a QEIEES

f(x) —f(a) — L(x — a)

= f(x) — f(a) — Dif(a)(x1 — a1) — Daf(a)(xz — a2)
f(x1, x2) — f(a1, X2) — Dif(a)(x1 — ar)
+ f(a1, x2) — f(ay, a2) — Dof(a)(x2 — a2)
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Application du théoreme des accroissements finis

Puisque U est un ouvert de E contenant le point a = (ay, a), alors |l
existe r > 0 tel que B(a, r) C U.
Pour tout x = (x1,Xx2) € B(a,r) on a

f(x) — f(a) - L(x — a)

= f(x) — f(a) — Dif(a)(x1 — a1) — D2f(a)(x2 — a2)
(X1 X: ) f(a1 Xg) 1f(a)(x1 = 31)
+ f(a1,x2) = f(a1 s ag) = Dgf(a)(Xg = 32)

Donc

1f(x) = f(a) — L(x — a)|| < [[f(x1,%2) — f(a1, x2) — D1f(a)(x1 — &)
ot ||f(a1,X2) = f(a1,a2) = Dgf(a)(Xg = 32)”

O]

v
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Application du théoreme des accroissements finis

Soit € > 0 donné. Nous allons montrer qu’il existe n > 0 tel que les
inégalités

Ix1 — a1l <, X2 — a|| <7, ()
entrainent
{ 1f(x1,x2) — f(a1, x2) — Dif(a)(x1 —a1)|| < 5 [1x1 — a1 **)
|f(a1, x2) — f(a1, a2) — Daf(a)(x2 — a2)|| < 5 (X2 — a2l
]
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Application du théoreme des accroissements finis

Lapplication D;f est continue au point a = (a1, a2) (par hypothése).
Alors il existe un n; > 0 (auquel nous pouvons imposer de vérifier
n1 < r) tel que les inégalités

X1 — a1l < m1, |Ixe — az|| <

entrainent
|D1f(x1,x2) — Dif(ay, a2)|| <

N ™

De méme l'application D»f est continue au point a (par hypothese).
Alors il existe un 7, > 0 (auquel nous pouvons imposer de vérifier
n2 < r) tel que les inégalités

X1 — at]] < m2, |Xe — az|| < n2

entrainent
| Daf(x1, X2) — Dof(ay, @)|| <

N ™
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Application du théoreme des accroissements finis

Posons n = inf (11, 12).
Donc les inégalités

Ix1 — a1l <n, [[x2— a2l <n

entrainent a la fois les inégalités

{ |D1f(xq,x2) — Dif(as, @) < 5 (%)
| D2f(x1, x2) — Dof(ar, @)l < 5
Fixons x = (xq, x2) € E tel que
¥ —al| <m, [Ix2 —azf <n
[]

30/49
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Application du théoreme des accroissements finis

Montrons la premiére inégalité de (xx). Considérons I'application

e1:B(ay,n) C Ey — F,  vq— f(vy,x2) — Dif(a)(v1)

ou B(ay,n) est la boule ouverte de centre a; et de rayon n dans E;.
On veut majorer

o1 (%1) — 1 (a1) II-
Lapplication o1 est différentiable sur B(a;,n) car I'application partielle
vi — f(vy, x2) est différentiable sur B(ay, n) (puisque D;f existe sur U

par hypothése) et D;f(a) est une application linéaire continue (donc
différentiable). De plus, pour tout z; € B(ay,n) on a

D1 (z1) = D1f(z1, x2) — Dyf(a),

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 31/49



Application du théoreme des accroissements finis

Donc d’apres (x x ) on a

3
|De1 (21)|| = |D1f(z1, X2) — Dif(aq, a|| < -

En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoreme 17) a

I'application ¢4 sur la boule ouverte B(ay,n), on conclut donc que

&
o1 (x1) — @1 (a1)] < > X1 — a4,

c’est-a-dire,

&
1(x1,x2) — (a1, x2) — Dif(a)(x1 — a1)| < > X1 —a]l-

D’ou la premiére inégalité de (xx).
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Application du théoreme des accroissements finis

De méme fagon on montre la deuxieme inégalité de (xx) ; Pour cela,
considérons I'application

o :B(ag,n) C E; — F, va s f(a1,v2) — Daf(a)(va)

ou B(az,n) est la boule ouverte de centre a, et de rayon n dans E,.
On veut majorer

o2 (X2) — w2 (a2) |
Lapplication ¢, est différentiable sur B(a,,n) car I'application partielle
vo — f(ayq, v2) est différentiable sur B(az, n) (puisque D»f existe sur U

par hypothése) et D,f(a) est une application linéaire continue (donc
différentiable). De plus, pour tout z, € B(a»,n) on a

D(,Og (22) = Dgf(a1,22) — D2f(a)
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Application du théoreme des accroissements finis

Donc d’apres (x x ) on a

g
| D2 (22)|| = ||D2f(ay, z2) — Dof(ay, @)l < >

En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoreme 17) a

I'application o sur la boule ouverte B(ao, n), on conclut donc que

&
2 (X2) — @2 (a2)|| < 5 IIXe — az||,

c’est-a-dire,

€
(a1, xe) — f(ar, a2) — Daf(a)(xe — ap)|| < > X2 — az| -

D’ou la deuxiéme inégalité de (xx) .
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Application du théoreme des accroissements finis

Ainsi les inégalités (x) entrainent les inégalités (xx)
C’est-a-dire, les inégalités

X1 —aill <m, |x2— a2l <n
entrainent les inégalités

{ 1f(x1, X2) — f(a1, X2) — Dif(a)(x1 — &)l < 5 |Ix1 — ai|
If(ar, x2) — f(ar, a2) — Daf(a)(x2 — &)l < 5 [[X2 — az|

Or

[f(x) — f(a) — L(x — a)|| < If(x1,x2) — f(a1,x2) — D1f(a)(xs — a)
+ If(a1, x2) — f(a, a2) — Daf(a)(Xe — a2l

O

v
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Application du théoreme des accroissements finis

Donc
9 13
11(x) — f(@) = Lix = a)l| < 5 x1 — aill + 5 X2 — 2|
3 13
< Z _ e _
< 5llx—aly + 5 Ix —all
<elx-al.,.
D’ou . ; 0
i 10 —fa) - Lx—a)| _,
x> Ix—all.,

Ceci prouve que f est différentiable au point a, et que sa différentielle
en ce point est I'application linéaire L. O

v
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N f(t) —f(b)
! T - 0
fa (o) = fim —=—¢

t>1y

existe alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

wtelboranfasl, (O g <
— 10
Pour ¢’ = inf (§, b — fy) on aura
vte |ty lo+ 0], Hf(ti_:(t")—fg,(to) <e
— 10

(carsitety,lp+d]alorsa<ty<t<tfhp+d <bet
fh<t<th+d <ty+4d doncte |, ty+ 3 nNJabl.
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Si t € [u, c[ alors (par définition de la borne supérieure) il existe x € I,
tel que t < x, donc

1(t) = f(u)ll < 9(t) — g(u) +&(t — u)

Donc
1£(t) — f(u)[| < g(t) — g(u) +e(t —u), Vtelu,cl

Linégalité précédente est aussi pour f = ¢ (puisque f et g sont
continues en c¢), ce qui prouve que ¢ € I..
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Donc pour £ > 0 donné, il existe 6 > 0 tel que

Vtele,c+d)nja,b], HW—Q’,(C)H <

De méme, il existe n > 0 tel que

vtele,c+nlnia b, ’w—gg(c) g%
Posons maintenant h = inf (4,7, v — ¢). Alors pour tout t € |c, ¢ + h] on
a

fFt)—f(e) 4 € gt)—g(c) €
M1 ey <5 ot |92 gy <

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin

2022-2023 39/49



Ona ) - (e
1019
donc
I R TORSA0
(t)—f(c )
S L) AT
< S+l

€
< > + g4(c)
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etona

git)—g(c) 3
t—c 9a(0)| = 3
c’est-a-dire,
—€ t)—g(c €
2_9(3_‘2( )—g&(0)§2
Donc ) ©
/ glt)—glc) ¢
9a(0) = =5 T3
ou encore () (©)
/ e _g()—g(c
g (C)+2 ST T¢
D’ou
f(t) — f(c) / £ _ e _9(t)—g(c)
||ﬁ” < [fg(e)ll + 5= g4(c) + >3ST ¢ o
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Soient a et b deux points de R tels que a < b, F un espace vectoriel
normé. Soient f : [a,b] — F et g : [a,b] — R deux applications
continues sur [a, b]. On suppose que f et g possedent des dérivées a
gauche en chaque point x de l'intervalle ouvert |a, b[ vérifiant
l'inégalité

Il < gg(x), Vx €a, b.

Alors on a

If(b) — f(a)|| < g(b) — g(a).

(FST Errachidia) Chapitre 2: Théoréme des accroissements fin 2022-2023 42/49



Notes

I suffit d’appliquer le théoreme fondamental aux fonctions
X — —f(—=x) et x — —g (—x).
En effet, posons ¢ (x) = —f (—x) et ¥ (x) = —g (—x) pour tout
X € [-b,—4|
Ona
p=foh et p=goh

ou h:[-b,—a] — |a, b] est la fonction définie par h(x) = —x pour tout
x € [-b,—a]. O

v
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Notes

- Puisque h est continue sur [—b, —a], f et g sont continues sur |[a, b],
alors ¢ et ¢ sont continues sur [—b, —a].

- La fonction ¢ est dérivable a droite en chaque point xo € |—b, —a|. En
effet, on a

—f(— f(—
o) ) _ (X + (%)
X—Xo X — Xo X—Xo X — XO

X>Xq X>Xq

eten posant t = —x et {p = —xp € ]a, b[ on obtient

i ) —elo) _ O+ f() _ ()~ f(h)
X—Xo X — Xg t—t —t+ 1 t—t t—1y
X>Xo t<ty t<ty

= fg (o) = fg(—xo)-
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Cela montre que ¢ est dérivable a droite en chaque xg € |—b, —a| et
ona

vq (X0) = 3 (—x0) -
De méme on montre que 1 est dérivable a droite en chaque xg €
|-b,—aletona

Vg (%) = gg (—x0) -
- De plus, on a par hypothese :

() < gg(x),  Vx €la, b]
alors
lea(xo)ll = Ify(—Xo)ll < gg(—x0) = ¥Yg(X), Vxo € ]-b,—a[.

c’est-a-dire,

la(X0) | < Yg(x0),  Vxo € ]-b,—al.
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Notes

Donc d’apres le théoréme fondamental on a

lp(=a) = (=b)l| < ¢ (-a) - ¢ (-b)

c’est-a-dire,
=f(a) + f(b)]| < —g(a)+g(b)
ou encore
1f(b) — f(a)ll < g(b) — g(a).
DJ
[ < Retour. ]
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La fonction h: [0, 1] — E définie par
h(ty=a+t(b—a), Vte]0,1]

est continue sur [0, 1] (elle est lipschitzienne de rapport k = ||b — ||
car pour tous t,t' € [0,1] on a

lh() =h(&)[| = [[(t=t) (b—a)|| = |t-t]lb-al.)

dérivable sur |0, 1[ et pour tout {) € |0,1[on a

H (to) =b-a
En effet
i hO-—h) . (t-t)(b-a) _,
t—t -1ty t—t -1ty
t#ty t#£ty
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Soienta= (aj,a) € E, x = (X1,%) € Eetr > 0.
Alors :
x € B(a,r) si et seulement si || x — al|, < r si et seulement si

Ix1 —a] <r, [[x2 —af <r.

Donc
B(a,r)=B(a1,r) x B(ap,r).
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Lapplication ¢4 est bien définie sur la boule B(as, n) car

Vvy € B(a1a77)7 (V17X2) € B(avn) c U

Lapplication ¢4 est différentiable sur B(ay,n) comme différence de
deux applications différentiables sur B(ay, ) :

- 'application partielle vi — f(vy, x2) est différentiable en tout

zy € B(ay,n) car Dyf(zy, x2) existe (puisque Dy f existe sur U par
hypotheése). Plus précisément, D;f(z;, x2) est (par définition) la
différentielle de I'application vy — f(v4, X2) au point z;.

- 'application vy — D;f(a)(vy) est linéaire continue (de E; vers F),
donc différentiable sur B(ay, n). Sa différentielle en tout point

zy € B(ay,n) est Dyf(a).

Donc ¢ est différentiable sur B(ay,n), et pour tout zy € B(ay,n) on a

D1 (z1) = D1f(z1, x2) — Dif(a).
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