Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et

formule de Taylor

A. ELBOUR

Faculté des Sciences et Techniques
Errachidia

2022-2023



Différentielle seconde

0 Différentielle seconde

(FST Errachidia) i : Différenti i éri 2022-2023 2/87



Différentielle seconde

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, et
f: U — F une application que nous supposons différentiable dans U.
La différentielle de f,

Df : U — L(E,F),

est une application de I'ouvert U dans I'espace vectoriel normé
L(E, F), et on peut se demander si Df est différentiable en un point
a € U, ou méme en tout point de U.
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Différentielle seconde

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, et
f: U — F une application que nous supposons différentiable dans U.
La différentielle de f,

Df : U — L(E,F),

est une application de I'ouvert U dans I'espace vectoriel normé
L(E, F), et on peut se demander si Df est différentiable en un point
a € U, ou méme en tout point de U.

On dit que f est deux fois différentiable en un point a € U si
I'application Df est différentiable en a. La différentielle de Df en a est
notée D?f (a) ou f"(a). C’est un élément de L(E, L(E, F)), qu'on
appelle la différentielle seconde (ou la dérivée seconde) de f en a.

(FST Errachidia) Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et 2022-2023 3/87



Différentielle seconde

Sans supposer f différentiable dans tout I'ouvert U, on dit plus
généralement que f est deux fois différentiable en un point a € U si f
est différentiable dans un voisinage ouvert V de a (V C U), et si
l'application Df : V. — L(E, F) est différentiable au point a.
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Différentielle seconde

Sans supposer f différentiable dans tout I'ouvert U, on dit plus
généralement que f est deux fois différentiable en un point a € U si f
est différentiable dans un voisinage ouvert V de a (V C U), et si
l'application Df : V. — L(E, F) est différentiable au point a. )
Définton
© Ondit que f est deux fois différentiable dans U si elle est deux fois
différentiable en tout point de U. S’il en est ainsi, I'application
x — D?f(x) est une application D?f : U — L(E, L(E, F)), quon
appelle la différentielle (ou dérivée) seconde de f sur U (qu’on
note aussi f”).
® On dit que f est de classe C? (ou deux fois continGment
différentiable) dans U si f est deux fois différentiable sur U, et si
sa différentielle seconde D?f est continue sur U.
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Différentielle seconde

Evidemment les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est deux fois différentiable dans U.

ii) f est différentiable dans U et I'application Df est différentiable
dans U.
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Différentielle seconde

Evidemment les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est deux fois différentiable dans U.

ii) f est différentiable dans U et I'application Df est différentiable
dans U.

De méme, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f estde classe C? dans U.
b) f est différentiable dans U et Df est de classe C' dans U.
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Différentielle seconde

Rappelons que l'espace L(E, L(E, F)) est canoniquement isomorphe
al'espace Lo(E, F) (I'espace des applications bilinéaires continues de
Ex EdansF):

L(E,L(E,F)) =~ Lo(E, F).

Limage de D?f(a) par cet isomorphisme est donc une application
bilinéaire continue de E x E dans F, qui est définie par

(h, k) — (sz(a) : h) k.

D?f(a) fait correspondre a h € E I'élément D*f(a) - h de L(E, F), et
I'image de k € E par cette derniére application est (D2 f(a)- h) - k, que
I'on notera D?f(a) - (h, k).

v
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Différentielle seconde

Nous pouvons donc considérer la différentielle D?f(a) de f en un point
ade U, si elle existe, comme un élément de Lo(E, F), et la
différentielle D?f de f, si elle existe en tout point de U, comme une
application de U dans L»(E, F).
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Différentielle seconde

Nous pouvons donc considérer la différentielle D?f(a) de f en un point
ade U, si elle existe, comme un élément de Lo(E, F), et la
différentielle D?f de f, si elle existe en tout point de U, comme une
application de U dans L»(E, F).

Supposons f deux fois différentiable en a. Appliquons la remarque qui
suit la définition 1.3 (chap 1) a Df :

Df(a+ tht) — DKa) _ %Df(a+ #

D?f(a) - h= D(Df)(a) - h = lim

10 t=0

On obtient ainsi un élément de L(E, F), dont la valeur en k € E est

D?f(a)-(h, k) = (D?f(a)-h)-k = %Df(a+ thy| k= %Df(aJr th) - k
t=0

t=0
4
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Différentielle seconde

Mais, toujours d’apres la remarque qui suit la définition 1.3 (chap 1),

Df(a+th) -k = CCILf(aJr th + sk)

s=0
Par conséquent,

D?f(a) - (h,k) = ggf(az+ th + sk)

at ds M

t=s=0
On a aussi la relation suivante :

D?f(a) - (h,k) = gth(a + th) - k

Df(a+ th) - k — Df(a) - k
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Différentielle seconde

Soit f : U — F une application différentiable dans U. Si f est deux
fois différentiable en un point a € U, alors pour tout k € E, l'application

g: U — F
x — Df(x)-k

est différentiable en a et sa différentielle en a est donnée par

Dg(a) - h= D?f(a)- (h,k) pourtouthc E.
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Différentielle seconde

Soit f : U — F une application différentiable dans U. Si f est deux
fois différentiable en un point a € U, alors pour tout k € E, l'application

g: U — F
x — Df(x)-k

est différentiable en a et sa différentielle en a est donnée par

Dg(a) - h= D?f(a)- (h,k) pourtouthc E.
Lapplication g est la composée de Df et de I'application linéaire
continue

¢v: L(E,F) — F
L —  L(k)

On a Df est différentiable en a (par hypothese). O
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Différentielle seconde

Lapplication ¢ est différentiable sur £ (E, F) (car elle est linéaire
continue), eton a

Dp(Ly=¢ VLe L(E,F).
Donc I'application g = ¢ o Df est différentiable en a, et on a
Dg (a) = D(p o Df) (a) = Dy (Df (a)) o Df (a) = ¢ o Df (a)
Par suite, pour tout h € E on a

Dg (a)-h = (o Df (a))-h = ¢ (Df (a) - h) = (Df (a) - h)-k = D?f(a)-(h, k)

O]

v
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Différentielle seconde

Soit f : U — F une application deux fois différentiable dans U. Soient
ac Uethe E tels que le segment [a, a + h] soit contenu dans U.
Alors la fonction + : [0,1] — F définie par

b (t) = f(a+ th)

est continue sur [0, 1], deux fois dérivable sur0,1[. De plus, pour tout
te]0,1[ona

Y (t) = Df(a+th)-h et " (t)= D?f(a+ th)-(h,h).
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Différentielle seconde

Soit f: Ey x Eo — F une application bilinéaire continue. Si
a=(ay,ap) eth=(hy, ho) sont deux éléments de E x E,, on a
d’aprés la proposition 1.6

Df(a) - h = f(hy, a3) + f(ar, ha).

L'application
Df : E1 X E2 —)[,(E1 X EQ,F)

est donc une application linéaire continue. Donc Df est différentiable
sur Ey x Eo et sa différentielle est constante. Cette constante est
I'élément D?f(a) € L2 (E; x Ez, F) dont la valeur sur les éléments
h= (h1,h2) etk = (k1,k2) de E1 x E; est

D?f(a) - (h, k) = f(hy, ka) + f(k1, hp),

comme on le voit aussi en utilisant la relation (1).
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Différentielle seconde

Sif: U — F est deux fois différentiable au point a, la différentielle
seconde D?f(a) € Lo(E, F) est une application bilinéaire symétrique ;
autrement dit : D?f(a) - (h, k) = D?f(a) - (k,h),  Y(h,k) € E x E.
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Différentielle seconde

Sif: U — F est deux fois différentiable au point a, la différentielle
seconde D?f(a) € Lo(E, F) est une application bilinéaire symétrique ;
autrement dit : D?f(a) - (h, k) = D?f(a) - (k,h),  Y(h,k) € E x E.

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

A une fonction f : U —» F et un point a € U on associe la fonction
définie sur un voisinage ouvert de (0,0) dans E x E : QZIIED

A(h,k) :=f(a+h+ k) —f(a+ h) —f(a+ k) + f(a).
Si f est deux fois différentiable en a, alors on a

|A(h, k) — D?f(a) - (h.k)|| _

m 2 -
(h,k)—(0,0) (1Al + 1Ik1)
(h,k)#(0,0)
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Différentielle seconde

Admettons provisoirement ce lemme, et démontrons le théoréme 2.

Soit ¢ > 0 donné. Le lemme 3 montre qu’il existe n > 0 tel que pour
tout (h, k) € E? vérifiant ||h|| < n et ||k|| < nona

|k k) = DPi(a) - (h, k)| < = (1Al + 1K1Y

t
) |k, ) £f(a) - (k. )| < = (Al + KD®

Mais on a évidement A(h, k) = A(k, h). On en déduit

Hsz(a) - (h, k) — D?f(a) - (k, h)H

IA

|D2A(a) - (h, k) = Al k) | + || Atk ) — D) - (k. )|
2¢ (||hll + 111

N
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Différentielle seconde

D’ou

|D?f(a) - (k) — D?f(a) - (k)| < 2= (lnl + [KID®. (@)
Ceci implique, par la bilinéarité de D?f(a),
D?f(a) - (h, k) = D?f(a) - (k,h) pour tout (h, k) € E2.

En effet, pour tout (h, k) € E?, il existe un réel A > 0 tel que || \h|| < n
et || Ak|| < n (il suffit de prendre par exemple \ = W), d’ou

Hsz(a) - (Ah, k) — D2f(a) - (Ak, )\h)H < 2 (|Ah] + MK,

c’est-a-dire

W2 ||DPf(a) - (. k) — DPf(@) - (k. )| < 223 (|1l + [K])?.
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Différentielle seconde

et donc, en simplifiant par A2,
|P2A(@) - (h. k) — D2H(@) - (k. )| < 2= l1Al + K112
Cette inégalité étant vraie quel que soit ¢ > 0, on en déduit

D?f(a) - (h, k) = D?f(a) - (k, h).
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Différentielle seconde

Puisque f est deux fois différentiable en a, alors (par définition) f est
différentiable dans un voisinage ouvert V de a (V c U) et I'application
Df: V — L (E, F) est différentiable au point a.

Soit e > 0. Puisque Df est différentiable en a, il existe n > 0 tel que
B(a,n) C V et pour tout i € E vérifiant ||H|| < 7,

HDf(a + M) — Df(a) — D2f(a) - ()

<clw). @

Fixons h € E tel que ||h|| < 3, et considérons la fonction
g:B(0,3}) — F définie par
g(k) = A(h k)~ D*(a) - (h.k)
= fla+h+k)—fa+h)—fa+k)+f(a)— (sz(a) : h) k.

La fonction g est différentiable sur B (0, 3), et sa différentielle en tout
point k € B (0, 3) est: O
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Différentielle seconde

Dg(k) = Df(a+h+k)—Df(a+k) D*f(a) - (h)
= Df(a+h+k)— Df(a) — D?f(a) - (h+ k)
+Df(a) — Df(a+ k)+D2 (a)- (k).

En appliquant l'inégalité (3) a W = h+ k et a H' = k, on obtient
HDf(a+ h+ k) — Df(a) — D?f(a) - (h+ k)” < ellh+ kK|

et
HDf a+ k) — Df(a) — D2f( k)H < c||K|

On en déduit par l'inégalité triangulaire que

1Dg (k)| < = (17 + Kl + K1) < 2= (Il + 1K), vk e B(0,7). @)
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Différentielle seconde

Fixons k € B(0, ). Si z est un élément du segment [0, k] alors il
existe A € [0, 1] tel que z = Ak, et par suite,

n
1]l = 1Akl = A&l < Ikl < 3.
Donc d’apres l'inégalité (4) on a
I1Dg (2)|| < 2e ([[hll + [k|[), vz € [0,k].

Le théoréme des accroissement finis appliquer a la fonction g sur le
segment [0, k] montre alors que [|k|| < 3 entraine

lg(kll = llg(k) — g(O)I| < |kl e 1Dg (2)]]

z€[0,k

< 2e([lAll + k1) 14l < 25(th\ + |1k,
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Différentielle seconde

c’est-a-dire,
|Ath. k) = D2H(2) - (k) | < 2= 1Al + K11

Cette inégalité étant vraie pour tous h, k € E vérifiant ||h|| < 7 et
|k|| < 3. D’ou le résultat. O

v
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Différentielle seconde

Cas ou E = R" (dérivées partielles seconde)

Supposons ici que E = R” et soit (eq, - - -, €y) la base canonique de
R". Soit f : U — F une application différentiable sur un ouvert

U c R". On sait que les n dérivées partielles g—;l_ (x) existent en tout
point x € U, eton a

of

d
ax (x) = Df (x) - ej = —f(x+ tej)

dt t:O ’
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Différentielle seconde

Cas ou E = R" (dérivées partielles seconde)

Supposons ici que E = R” et soit (eq, - - -, €y) la base canonique de
R". Soit f : U — F une application différentiable sur un ouvert

U c R". On sait que les n dérivées partielles g—;l_ (x) existent en tout
point x € U, eton a

of

d
ax (x) = Df (x) - ej = —f(x+ tej)

Tt

t=0

Si I'application f est deux fois différentiable en un point a € U, alors les
dérivées partielles seconde -2L (a) := o ((%{j) (a) de f au point a

OX;0X;
existent pour tous /,j € {1,---,n}, etona
0?f o ([ of a of
oo @ = o (o) @ arog @ o]
d d
= aﬁz‘(aerz‘e,-ane/) e
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Différentielle seconde

?f
OXx;0X;

En échangeant les roles de i et j, on a aussi :

(a) = D*f(a) - (er &) -

o°f
6)(,-6x,-

(a) = D*f(a) - (e, &)

Le théoréme de Schwarz (théoréme 2) montre alors que

Pt P
oxiox;  Oxiox;
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Différentielle seconde

Soient h=(hy,-- -, hy) et k = (kq,-- - , kn) deux vecteurs de R". On a

n n
h:Zh,-e,- et k:ijej
i=1 j=1
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Différentielle seconde

Soient h=(hy,-- -, hy) et k = (kq,-- - , kn) deux vecteurs de R". On a

n n
h:Zh,-e,- et k:ijej
i=1 j=1

Donc, par bilinéarité de D?f (a), on a:
n n
D?f(a)-(h,k) = D?*f(a)- Zh,-e,-,ijej
= Zth D*f (a)- (e, &)

/1/1

- ZZ I /6x,8xj

i=1 j=1
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Différentielle seconde

D’ou
’ T O2f
DPf(a)- (hk) =" hikis - (a).
194

i=1 j=1
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Différentielle seconde

D’ou
n n

2
D f( 7 /z;hlkjaxlax/ )

i=

Soitf: U c R" — R une application deux fois différentiable en un
point a € U alors la matrice hessienne de f au point a

2 f 2f B

(@ man (@ o s (a)

P (a) Pl . P (g)
Hess(f)(a) = | 7™ o Ore0%n
62f. 82f. ' 82f.

OXnOXq (a) OXnOXz (a) - ox2 (a)

est symeétrique.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

e Différentielle d’ordre n (avec n > 2)
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, et
f: U — F une application de U dans F.

On dira que f est trois fois différentiable en un point a € U, si f est
deux fois différentiable dans un voisinage ouvert V de a (V C U), et si
sa différentielle seconde D?f : V — L(E, F) est différentiable en a.
On notera alors D3f(a) ou f(®)(a) ou encore " (a), la différentielle de
D?f au point a, qui est appelée différentielle d’ordre 3 de f au point a;
c’estun élémentde L (E, Lo(E, F)) =~ L3(E, F).

D% (a) = D (DP1) (a) € L(E. L2 (E.F)) =~ L5 (E. F)

Lorsque f est trois fois différentiable en tout point de U, on dira que f
est trois fois différentiable sur U. Dans ce cas, I'application
D3f : U — L3(E,F), x — D*f (x) est alors appelée différentielle (ou
dérivée) d’ordre 3 de f sur U (qu’on note aussi f®) ou ).

(FST Errachidia) Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et 2022-2023 26/87



Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Par récurrence sur n, on définit 'expression : “f est n fois différentiable
au point a’, et la différentielle D"f (a) d’ordre n de f comme un élément
de Ln(E, F). Supposons ces notions déja définies pour n — 1 (n étant
un entier > 3); on dira que f est n fois différentiable en a s’il existe un
voisinage ouvert V de a (V c U) tel que f soit n — 1 fois différentiable
en chaque point de V, et si 'application x — D"~'f(x) de V dans
Lq_1(E, F) est différentiable au point a; alors la différentielle de D"~'f
au point a se note D"f (a) ou f(")(a) et s’appelle la différentielle (ou
dérivée) d’ordre n de f au point a. C’est un élément de

L(E,Ln 1(E,F))~ Ln(E,F).

D"f(a) = D (D"—1 f) (@) € L(E, Ly 1(E,F)) = Ly (E,F)
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Calcul de D"f(a)

Pour tous nvecteurs hy,- - -, h, € E, on notera D"f (a) - (hy,-- -, hp) la
valeurde D"f(a) : E x --- x E — F pour I'élément
(hy,---,hy) e Ex---x E,etona

1 d 1
i ---(—f['a+f]h.1 +toho + - -+ inhy)
=t

D" f(a)-(hy, - hy,) =
f(a)- (i tn) dtq dito dt,,

2022-2023 28/87
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

On dira que f est n fois différentiable sur U si elle est n fois
différentiable en tout point de U. Dans ce cas, I'application

D"f: U — Ln(E, F), x — D"f(x) est alors appelée différentielle (ou
dérivée) d’ordre n de f sur U (qu’on note aussi f(7).

On dira que f est de classe C" dans U (ou encore, que f est n fois
continidment différentiable dans U), si f est n fois différentiable en tout
point de U, et si I'application D"f : U — L,(E; F) est continue.

On convient de poser D°f = f(O) = f. On dira que f est de classe C° si
f est continue sur U.

On dira que f : U — F est de classe C* ou indéfiniment
différentiable sur U si elle est de classe C" pour tout n € N.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

(1) Pour que f soit n fois différentiable au point a (n > 2), il faut et il
suffit que Df(x) existe en tout point x d’un voisinage ouvert V de a
(V c U), et que I'application Df : V — L(E; F) soit n — 1 fois
différentiable au point a ; alors

D"f(a) = D"~ '(Df)(a).

(2) Sil'application f est n fois différentiable dans U (avec n entier
> 2), elle est aussi k fois différentiable dans U pour tout entier k
vérifiant1 < k < n. De plus,

Dk <Dkf) — D"f
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

(3) Si f est n fois différentiable dans U (avec n entier > 2), elle est de
classe C"~' dans U, car D"~ 'f, étant différentiable en tout point
de U, est continue sur U.

(4) Si f est de classe C" dans U (avec n entier > 2), elle est aussi de
classe C* dans U pour tout entier k vérifiant 0 < k < n.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Le théoreme de Schwarz (théoreme 2) se généralise comme suit :

Si f est n fois différentiable au point a, la différentielle

D"f(a) € Ln(E, F) est une application multilinéaire symétrique

E x ---x E— F. Autrement dit, pour tous hy, - - -, h, € E, et pour
toute permutation o de I'ensemble {1,2,---,n}, on a

D"f(a) - (1, - -, hn) = D"f(@) - (M1, -5 Po(ny)-
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Quelques exemples

Toute application constante f d’'un ouvert U d’'un e.v.n E dans un autre
e.v.n F est de classe C, et toutes ses différentielles d’ordre n > 1
sont identiquement nulles.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Quelques exemples

Toute application constante f d’'un ouvert U d’'un e.v.n E dans un autre
e.v.n F est de classe C, et toutes ses différentielles d’ordre n > 1
sont identiquement nulles.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Toute application
linéaire continue f € L (E, F) est de classe C>, et pour tout x € E,

Df (x) = f et D"f = 0 pour tout n > 2.

Toutes les différentielles d’ordre n > 2 de f sont identiquement nulles.

o
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Soient E1, E; et F trois espaces vectoriels normés. Toute application
bilinéaire continue f : E; x E, — F est de classe C* ; plus
précisément, D?f est une application constante, et les différentielle
D"f sont donc nulles pour n > 3.

Ces résultats s’étendent aisément a toute application multilinéaire
continue.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Cas ou E = R" (dérivées partielles d’ordre supérieur)

Supposons ici que E = R" et soit f : U — F une application d’un
ouvert U c R" dans un e.v.n F. Sous réserve d’existence, on peut
définir par récurrence sur p, les dérivées partielles d’ordre p de f par la
relation :

oPf 0= 2 ® N
(9X,‘1 ({)X,'2 SR OX/p N ({)X,'1 ({)X,'2 cee (‘)x,-p '

avec iy, i, -+, ip € {1,2,- -+, n}.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Cas ou E = R" (dérivées partielles d’ordre supérieur)

Supposons ici que E = R" et soit f : U — F une application d’un
ouvert U c R" dans un e.v.n F. Sous réserve d’existence, on peut
définir par récurrence sur p, les dérivées partielles d’ordre p de f par la
relation :

oPf 0= 2 ® N
(9X,‘1 ({)X,'2 SR OX/p N ({)X,'1 ({)X,'2 cee (‘)x,-p '

avec iy, bp,- - -, ip € {1,2,-- -, n}.
Si f est p fois différentiable en un point a € U, alors les nP dérivées
partielles d’ordre p en a existent, et on a

OPf
0x,-1 8x,~2 cee aX,'p

(a) = DPf(a)- (ei,, €, €j)

ou (e, - - -, en) désigne la base canonique de R".
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Le théoréme de Schwarz (théoréme 5) montre alors que la valeur de

oPf ; , e
%, 0%, 0%y (a) ne change pas lorsqu’on change 'ordre des dérivations
successives.

En utilisant la multilinéarité de DPf (a) on obtient :

Soient U un ouvertdeR", p € N*, et f : U — F une application p fois
différentiable en un point a € U. Alors pour
hi = (hi1, hig, - hin) eR"(1<i<p)ona

OPf
Dpf (a)'(h17h27 T Z Z Z h1 i1 h2 o p,lp 8X/ aX, 8X,' (a ‘
A o

i1=1 =1 p=1

En particulier, sih = (hy, ho, - - -, hy) € R" alors

n n
OPf
DPf (h.h--- h) = hi h; - - :
(a)-(h.h,--- h) ZZ Z bt Ipaxl OXi, - - - OXj, (@)

,DfOiS i1:1 i2:1 lp—1
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)
Lexpression DPf(a) - (h, h, - - -, h) se note DPf (a) - (h)P, et elle s'écrit
N———’

p fois

aussi

(a)

! ov f
DPf(a)- (WP = YRRt RS /

aplas! - ay,! ‘ Oyt y® - - - D"
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Soient U un ouvert de R", p € N*. Pour qu’une application f : U — F
soit de classe CP sur U, il faut et il suffit que toutes ses dérivées
partielles d’ordre p,

oPf
(9X,'1 8x,-2 e OXj

o

(i17i25"'7ip:172""7n)

existent et soient continues sur U.
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Différentielle d’ordre n (avec n > 2)

Soient U un ouvert de R", p € N*. Pour qu’une application f : U — F
soit de classe CP sur U, il faut et il suffit que toutes ses dérivées
partielles d’ordre p,

OPf
8X/1 (9X,‘2 - 0X

o

(i17i25"'7ip:152""7n)

existent et soient continues sur U.

Toute fonction polynéme de n variables réelles est de classe C* ; toute
fonction rationnelle est de classe C*> sur son domaine de définition.
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Formules de Taylor

e Formules de Taylor
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Formules de Taylor

Dans tout ce paragraphe, f : U — F est une application d’'un ouvert
U d’'un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F,
et a est un point de U.

On suppose que l'application f est n fois différentiable ena € U (n
entier > 1). On a alors

fla+ h) - f(a ZKID" (hk=o(|Ih" .

On a posé D¥f (a) - (h)X = DKf(a) - (h,- - -, h).

k fois

Dans cet énonce la notation de Landau o (qu’on lit “petit o de ”)
signifie que le membre de gauche divisé par | h||” tend vers 0 lorsque h
tend vers 0. Cette “formule de Taylor” exprime seulement une propriété
“asymptotique”; elle dit ce qui se passe quand h tend vers zéro.
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Formules de Taylor

Pour n = 1, cette propriété résulte de la définition méme de la
différentielle :

f(a+ h) — f(a) — Df (a)-h = o(||h|]).

On va procéder par récurrence sur n. Supposons la établie pour n — 1,
et montrons qu’elle est vraie pour n, avec (n > 2). Puisque f est au
moins 2 fois différentiable en a, elle est différentiable en tout point d’un
voisinage ouvert V de a, V C U. Lapplication Df : V — L (E, F) est
n — 1 fois différentiable en a. D’aprées I'hypothése de récurrence, nous
pouvons écrire, puisque DX (Df) (a) = Dkt'f (a),

n—1
Df(a+ h) — Df(a) — > %Dk“f(a) (¥ =0 (Hh||"—1) .
k=1""
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Formules de Taylor

Donc pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout h € E vérifiant
[hl <nona

<elhl"™".

n—1
Df(a+ h) — Df(a) = %Dk“f(a) - (h)¥
k=1 """

Fixons h € E tel que || h|| < n. Pour tout t € R vérifiant 0 < t < 1 nous
avons ||th|| =t ||h|| <, et donc

n—1
tk

HDf(a+ th) — Df(a) — mDk+1f(a) - (h)¥
k=1""

<e|h" et (5)

Considérons I'application ¢ : [0,1] — F définie par

o(t) =fla+th) =S —Drf(a) (h)*
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Formules de Taylor

Lapplication ¢ est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1], et sa dérivée
verifie

n
tk1

¢'(t) = Df(a+th)-h— Z

f(a) - (h)*

— Df(a+th)-h—Df(a)-h— Z %Dk“f(a) - (hy<
2k
— L(h). 1

avec L= Df(a+th)— Df(a) — 7=} LDk f(a) - (h)¥,
c’estun élémentde L (E, F), et par suite

LA < IIL]-lIAll = Al

n—1
Df(a+ th) — Df (a) — > ;—k'Dk“f(a) - (h)¥
k=1""
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Formules de Taylor

Donc pour tout t € ]0, 1] on a d’aprés l'inégalité (4) :
@] = L]

Df(a + th) — Df (a) —

< D @) - (|- ln

< el <ehll”.
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Formules de Taylor

Donc pour tout t € ]0, 1] on a d’aprés l'inégalité (4) :

@) = LI
n—1 tk
< ||Df(a+ th)—Df (a) = >~ =D (a) - (W) - 1]
k=1
< e|h|"t" <e|h)".

Linégalité des accroissements finis entraine alors

o (1) — @) <e|hl".
C’est-a-dire,

ce qui établit le résultat annoncé.

f(a+h) - f(a Zlek (|| <elhl”,

L]
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Formules de Taylor

On suppose que l'application f est n+ 1 fois différentiable dans U
(avec n entier > 1). Soit h € E, et | un intervalle ouvert de R tel que
pour toutt € 1, a+ th € U. Alors la fonction ) : | — F définie par

n k
Y(t)=f(at+th)+> (1 ;t) D¥f(a+ th) - (h)
k=1 '

est dérivable dans | et a pour dérivée

P () = WD”“f(aJr th) - (h)™ .
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Formules de Taylor

En dérivant terme a terme I'expression de ¢ on trouve

¥ (t)

= Df(a+th)-h+zﬂ: (u_—ka‘Hf(aHh).(h)k“ ¢D FI(a+th)- (h)’“)
- %l (k—1)!

_ (1 ) 1 k1 1-t*"!

=  Df(a+th)- h+z = DR (a4 th) - (R) ZT i D¥f (a+th) - (h)*

— i%})k“f( +th) - (B! Z (] D"+1f(a+th)-(h)k+]
k=0
(1

- 7;!t)nD”+1f (atth) - ()"
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Formules de Taylor

On suppose que l'application f : U — F est n+ 1 fois différentiable
dans U ; Supposons qu’il existe un réel M > 0 tel que

HD”“f(x)H < M, pour tout x € U.
Soit h € E tel que le segment [a, a+ h] soit contenu dans U. Alors

MHth+1
- (n+ 1)

fla+ h) —f(a Zlek h)k

Voir note 11
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Formules de Taylor

La fonction ¢ : [0, 1] — F définie par

(1= k
¥ (t) = f(a+th)+ZTD f(a+ th) - (h)
k=1 '

est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[. D’aprés le lemme 12, elle a
pour dérivée, en tout point t € ]0, 1],

P (t) = “;—.t)nD"+1f(a+ th) - ()™,
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Formules de Taylor

La fonction ¢ : [0, 1] — F définie par

(1= k
¥ (t) = f(a+th)+ZTD f(a+ th) - (h)
k=1 '

est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[. D’aprés le lemme 12, elle a
pour dérivée, en tout point t € ]0, 1],

G () = uon+1f(a+ th) - (h)™",

n!
donc
1—1)"
Hl/)/(t)“ < % D”+1f(a+th)H . Hth—H
n
< M(1 _t) ‘”h”n—H'

n!
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Formules de Taylor

D’autre part, la fonction g : [0, 1] — R définie par

(1 _ t)n+1

Mo [l

g(t)=
est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[ et a pour dérivée,

1-1)"
g (1) = M et
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Formules de Taylor

D’autre part, la fonction g : [0, 1] — R définie par

(1 _ t)n+1

Mo [l

g(t)=
est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[ et a pour dérivée,

1-1)"
g (1) = M et

d’'ou l'inégalité
W' ()| < (t), vtelod[.
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Formules de Taylor

En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoréme 2.2),
nous obtenons

v (1) =4 (0) <g(1)—g(0),

c’est-a-dire,

_ Mjh|™

Hf(a+h)—fa) Zlek (n+1)!.
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Formules de Taylor

Soit f : U — R une fonction numérique de classe C"' dans U. Soit
h € E tel que le segment [a, a + h] soit contenu dans U. Alors

1-—1"

n!

fla+h)= fla) + %Dkf(a) (k) —/ D™ f (a+th) - (h)"T" dt
J0

k=
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Formules de Taylor

Les notations utilisées sont les mémes que dans la démonstration du
théoréme précédent. Puisque f : U — R est de classe C™t' sur U, la
fonction ¢ est de classe C' sur [0, 1]. Donc

1
w(1)—w(0>=/0 W (t) dt,

d’ou la formule indiquée. O
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Notes

Note 1 : Lisométrie naturelle

[,(E1,E2; F) ~ ,C(E1,[,(E2,F))

Rappelons que L (Eq, E; F) est 'espace des applications bilinéaires
continues de Ey x E> dans F, et que L (Eq, L(Ey, F)) est 'espace des
applications linéaires continues de E; dans L (Ep, F).

2022-2023 53/87
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Notes

Note 1 : Lisométrie naturelle

,C(E17E2; F) ~ ,C(E1,£(E2,F))

Rappelons que L (Eq, E; F) est 'espace des applications bilinéaires
continues de Ey x E> dans F, et que L (Eq, L(Ey, F)) est 'espace des
applications linéaires continues de E; dans L (Ep, F).

Soient Ey, E, et F trois K-e.v.n. Alors L (Ey, L (Ez, F)) est
canoniquement isomorphe a L (Eq, Ex; F).

2022-2023 53/87
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A chaque T € L (Ey, L(Ez, F)), on lui associe I'application
T : E; x Eo — F définie par

T (x1,%) =T (x1) (x2).
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A chaque T € L (Ey, L(Ez, F)), on lui associe I'application
T : E; x Eo — F définie par

T (x1,%) =T (x1) (x2).

Evidemment T est bilinéaire. En effet, pour tous
X1, ¥1 € E1, Xo,yo € Ecet A eKona:

T(x1) (x2) + AT (y1) (X2)
= T(x1, %)+ AT (1, %)

= T(x1,%)+ AT (x1,y2).

(FST Errachidia) Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et

T (X1 + Ay, %) = T(x34+ A1) (%) =[T(xq) + AT (y1)] (x2)

T(x1,x2+Ay2) = T(x1) (X +Ay2) = T(x1)(X2) + AT (x1) (¥2)
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De plus, puisque pour tout (xq,X2) € Ey x E;ona:

|7 a,0)|| = 1T 0) ) < T Gl el < T - - e
alors T est continue, et par suite T € £ (Ey, Ep; F). De plus on a

xﬂeo Y0 ||X1|| ||X2||
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De plus, puisque pour tout (xq,X2) € Ey x E;ona:

|7 a,0)|| = 1T 0) ) < T Gl el < T - - e

alors T est continue, et par suite T € £ (Ey, Ep; F). De plus on a

[reow]
= oo Tl el =11
Or pour tout (x1,x2) € E; x Eoona:
17 Ce) )l = | T x| < ||t - el

donc
ITCe)ll < ||| - Ixall, (91 € Ev)
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Notes

et par suite

171l

IA

D’ou
7]
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Notes

et par suite

i< |7
D’ou

I =||7-

Considérons maintenant I'application :

p: L(E,L(E2F)) —
T —
Elle est évidemment linéaire injective. En effet,

- linéarité de ¢ : Soient T, S € L (Eq, L (Ez, F)) et A € K. Pour tout
(X1,X2)€E1><E20n3.: [

v
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(TH28) (x1.0) = (T+18)(x1) (xe)

= [T(x1)+AS(x1)] (x)
T (x1) (x2) + AS (x1) (x2)
(x1,X2) + A8 (X1, x2)

-y
= ( )X1X2)

—_— ~ ~

T+AS=T+)\S

Donc

D’ou ¢ linéaire.
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(T+28) (i) = (T+28)(x1) ()
= [T(x1) +AS(x1)] (x2)
T (x1) (x2) + AS (x1) (X2)
(x1,X2) + A8 (X1, x2)

=
= ( ) (X1, X2) .

Donc

T+AS=T+23
D’ou ¢ linéaire. )
- injectivité de ¢ : Soit T € L (Ey,L(E, F)) telque o (T) =T =0.
Alors y
T(x1,X%) =0, V(xi,x)€ E xE
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Notes

c’est-a-dire,

T(X1)(X2) = 0, V(X1,X2) € E1 X E2.

Donc
T(x1):O, Vxq € Ey.

D'ou T =0, et par suite ¢ est injective.
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Notes

c’est-a-dire,
T(X1)(X2) = Oa V(X1,X2) € E1 X E2.

Donc
T(X1):0, Vxq € Ey.

D'ou T =0, et par suite ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective. Soit U € £ (Eq, Ep; F) une application
bilinéaire continue de E; x E, dans F. Pour chaque x; € E; fixé,
I'application partielle Uy, : xo — U (X1, X2) est une application linéaire
continue de E, dans F, c’est-a-dire, Uy, € L (E, F). De plus, on a

Ui [ < YN - Nl

(car pour tout xo € Eoona:
[ Ux, (2| = [[U (31, %) [| < UL - [ | - [ x2]])- O
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Notes

Considérons alors I'application

T:E1—>,C(E2,F), X1l—>UX1.

Il est facile de vérifier que T est une application linéaire continue,
cest-a-dire, T € L (Eq, L(Ep, F)).
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Notes

Considérons alors I'application
T:E1—),C(E2,F), X1l—>UX1.

Il est facile de vérifier que T est une application linéaire continue,
cest-a-dire, T € L(Ey,L(Ep, F)).

(((En effet,

- linéarité de T : Soient xq, y; € Eq et A € K. Pour tout x, € Eo on a:

T(x1+ A1) (X2) = Usxiry (X2) = U(x1 + Ay, X2)
= U(x1,x) + AU (11, X2)
= Uy (X2) + AUy, (x2)
= T (x1) (%) + AT (y1) (X2)
= [T(x1)+ AT (1)) (%)
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Notes

Donc
T(X1 —I—)\y1) = T(X1)—{—)\T(y1)

D’ou T est linéaire.
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Notes

Donc

T(X1 —I—)\y1) = T(X1)—{—)\T(y1)

D’ou T est linéaire.
- continuité de T : Puisque pour tout x; € E{ona:

IT ()l = 1Ux | < UL [l

alors 'application linéaire T est continue)))
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Notes

Donc

T(X1 —I—)\y1) = T(X1)—{—)\T(y1)

D’ou T est linéaire.
- continuité de T : Puisque pour tout x; € E{ona:

IT ()l = 1Ux | < UL [l

alors 'application linéaire T est continue)))
De plus, pour tout (xy,x2) € E; x E;ona:

T (x1,%2) = T (x1) (x2) = Uy, (x2) = U(xq,X2),

donc ¢ (T) = T = U. D’oli la surjectivité de .
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Notes

Donc
T(X1 —I—)\y1) = T(X1) —{—)\T(y1)

D’ou T est linéaire.
- continuité de T : Puisque pour tout x; € E{ona:
IT )l = U | < 1Y - NIl

alors 'application linéaire T est continue)))
De plus, pour tout (xy,x2) € E; x E;ona:

T (x1,%2) = T (x1) (x2) = Uy, (x2) = U(xq,X2),

donc ¢ (T) = T = U. D'ou la surjectivité de .
En tenant compte du || T|| = || T||, on conclut donc ¢ est une isométrie
de L (Ey, L (B, F)) sur £ (Ey, Ex: F). 0

v

(FST Errachidia) Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et 2022-2023 60/87



Notes

© Lorsque Ey = E; = E, onobtient : L(E,L(E,F))~ L>(E,F) .
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Notes

© Lorsque E{ = E; = E, onobtient : L(E,L(E,F)) ~ L>(E,F) .
Plus généralement, pour tout entiern > 1 on a

L(E,Lh(E,F))~ Ln1(E,F),

ouonaposé Ly (E,F)=L(E,F).
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Notes

© Lorsque E{ = E; = E, onobtient : L(E,L(E,F)) ~ L>(E,F) .
Plus généralement, pour tout entiern > 1 on a

L(E,Lh(E,F))~ Ln1(E,F),

ouonaposé Ly (E,F)=L(E,F).
® Lorsque E =K, on obtient :
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Notes

© Lorsque E{ = E; = E, onobtient : L(E,L(E,F)) ~ L>(E,F) .
Plus généralement, pour tout entiern > 1 on a

L(E,Lh(E,F))~ Ln1(E,F),

ouonaposé L1(E,F)=L(E,F).
® Lorsque E =K, on obtient :
Plus généralement, pour tout entiern>1ona L,(K,F)~F.

v
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Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Pour chaque vecteur
k € E fixé, on a
1) I'application
e: L(EF) — F
L —  L(k)
est linéaire continue, donc différentiable et on a
Dp(L)=¢| VLe L(E,F).

2) Soit g : | — L (E, F) une fonction définie sur un ouvert /de R a
valeurs dans L (E, F). Si g est dérivable en un point t, de /, alors
I'application composée
pog: /I — F
t — g(t)-k
est dérivable au point f, et sa dérivée en ce point est donnée par :

(pog) (o) = Do (9(t)) (9 () = (g (b)) =g (k) -k
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c’est-a-dire,

gt k- gt) K _ (Hm g(t)g(to)) »

t—t t—1y t—t -1ty
t#t t#1,

Autrement dit,

d

d
ag(t)'k

1I0)

t=ty

Autre méthode :
Puisque la fonction g est dérivable en t, alors

bien o 9() —g (o)
g (o) = fim ==—¢
t£ty

existe dans L (E, F). Et comme I'application ¢ est linéaire continue,

(o ) = iy o (SO=9D) _ yy 20(0) (00

t£ty t£ty
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Autrement dit,

(1) K — fim )k~ 0 () -k

g —>t0 t - to
t#1y
c’est-a-dire,
d d
—g(1)) = —g(t)-k
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Autre méthode

D’aprés la relation (1) on a

d d
2 —
D<f(a)(h,k) = dtdsf(a+th+sk)

t=s=0
Or

a+th+sk = (a,ao)+ (thy, tho) + (ski, sko)
= (a1+th1+sk1,a2+th2+sk2).

Donc, puisque f est bilinéaire, on a

f(a+ th+ sk)
= f(ay + thy + sky, a, + tho + skp)
= f(aj,a)+tf(ar,h)+sf(ar,ky)
+tf(hy,a0) + t2f(hy, hy) + tsf(hy, kp)
+5f(ky,a) + tsf(ky, hp) + 8% f (ky, ko)
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Par suite, on a

9 fattht sk)

:f(a1,k2)+tf(h1,k2)+f(k1,32)+tf(k1,h2)

ds s—0
donc
Eifif(a%—ﬂ7+-sk) = f(h1, ko) + f(kq, hy)
dt ds t:s:O__ 1, K2 1,M2) .
D’ou

D?f(a) (h, k) = f(hy, ko) + f (K1, hy) .
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Puisque a est élément de l'ouvert U, il existe r > 0 tel que
B(a,r) c U. Donc la fonction

(h, k) 25 f(a+ h+ k) — f(a+ h) — f(a+ k) + £ (a)

est bien définie sur le voisinage ouvert B (0, 5) x B (0, 5) de (0,0)
dans E x E.
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La fonction g : B (0,3) — F définie par
g(k)=f(a+h+k)—f(a+k)—f(a+h)+f(a)— (DZf(a) : h) k.

est différentiable sur B (0, 3) comme somme et différence
9 = ¢1 — p2 + 3 — T de fonctions différentiables sur B (0, 3) avec

p1 (k) = f(a+ h+ k)
p2 (k) = f(a+ k)
p3 (k) =f(a) - f(a+ h) = cte

T (k) = (D?f(a)- h) -k
De plus, pour tout point k € B(0,%) ona:

Dg (k) = Df(a+ h+ k) — Df(a+ k) — D?f(a) - (h).
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© Lapplication
p: B (0, g) — F
X — f(a+ x)
est différentiable sur B (0, 3), et pour tout point x € B(0,%) ona:
Dy (x) = Df (a+ x).
En effet, pour L = Df (a+ x) on a

i X+ M) — o (x) — L{A)]

RS 4]

h+0
_ o @+ x+h) — f(a+x) = Df(a+x) ()]
 h—0 Al

h+#0
-0

car f est différentiable au point a + x.
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© De méme, I'application

¢v: B(0,3) — F
X — f(a+h+x)

est différentiable sur B (0, %), et pour tout point x € B(0,3) ona:
Dy (x)=Df(a+ h+ x).

® Lapplication T = D?f(a) - h € L (E, F) est linéaire continue, donc
T est différentiable sur B (0, 3), et pour tout point x € B (0,3) on
a:
DT (x) =T = D?f(a) - h.
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Note 5(Rappel)

Soit U un ouvertde R", et f : U — F une application de U dans un
e.v.n (réel) F. Soita= (a1, --,an) € U.
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Note 5(Rappel)

Soit U un ouvertde R", et f : U — F une application de U dans un
e.v.n (réel) F. Soita= (a1, --,an) € U.

On appelle dérivée partielle de f au point a par rapport a la i-ieme
variable, lorsqu’elle existe, la dérivé au point a; de I'application partielle

XI"_>f(a17'"aai—17Xiaai+17"'aan)'

On la note g—;i(a) ; c’estun élément de F, et on a

of . . f(at+tte)—f(a) d .
%D = tlgo?J t = g@te)
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En particulier, pour g = ax on a par définition

2le] . gla+te)—g(a) d
hil — | _
aXi (a) l‘:;r{)g) t dtg (a+ tel) 10
c'est-a-dire,
?f o (of d of
i @ = o (5 ) = gy (avte)|
o 8f d
— (a+ te;) = —f(a+ tej + se))
ds s=0
Donc 5
o°f dd
DX, @)= g (a+ tej + sej) e

(FST Errachidia) Chapitre 4: Différentielles d’ordre supérieur et 2022-2023



Si ¢ : R” x R" — R est une forme bilinéaire, alors la matrice de la
forme bilinéaire ¢ dans la base canonique de R" est

v(er,e) ¢(er,€) - ¢(er,en)
A (e, e1) ¢(exe) -+ ¢(een)
o(en,e1) ¢(en,€) --- @(en en)

Soient x = (x1,- -+, xp) ety = (y1, - , ¥n) deux vecteurs de R". On a

n n
x=> xe et y=> ype
i— =
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Donc, par bilinéarité de ¢, on a:
n n
p(x,y) = ¢ inei,zyjej
i=1 j=1

n n
= Y D xiyje(es)

i=1 j=1

Si X est le vecteur colonne repésentant x dans la base canonique, et
si Y est le vecteur colonne repésentant y dans la base canonique,
alorson a

o (x,y) ='XAY.
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Soient U un ouvert de R”, p € N*, et f : U — F une application p fois
différentiable en un point a € U. Alors pour tous vecteurs

h1 = (h171,h1,2, BN h17n) S Rn, h2 = (h2,1,h272, EEEN h27n) S Rn, .

hp = (hp’1 , hp’g, SN hp,n) €R"ona

h1 = 2221 h17,'1 6/1, hg = 2221 hg,,-ze,-z, ...,hp = 2221 hp,,-pe,-p.

Donc par multilinéarité de DPf(a) on a

Dpf(a) : (h17h27 Y hp)

n n n
— Z Z e Z M iha, - - Bp i DPF(a) - (€5, €4, - €))
I1:1 ’2:1 Ip:1
n n n
OPf
—_ Z Z e Z h1,i1 h2,i2 RN hp,ip (a) ‘
i1=1p=1 ip=1 aX,'1 8X,-2 NN 8Xip
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En particulier, pour h = (hy, ho,- -+, hy) € R" on a

n n n
h= Z hi1 €, = Z hizefz == Z hipefp'

=1 =1 I'p:1
Donc par multilinéarité de DPf (a) on a
DPf (a) ' (h7 ha ) h)
~———

p fois

n n n
= Z Z ... Z h,‘1h,-2 .. hiprf(a) . (e’.”eiz, e e,.p)

h=1h=1  ip=1

n n n

OPf

= ZZ'”Zhﬁh’é'”hi (a)

h=1ip=1  ip=T1 P OXi, 0%, - - - OXj,
_ P e e o°f
a Z atlag! - - ap! " h i X1 0xy? - - - OX5" (@).

Qq,02,+,0n€
aqtap+--+apn=p
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Note 8 (Exemples)

-Casou n=23etp=2:Soient Uunouvertde R3 et f: U — F,
(x1, X2, X3) — f(Xq, X2, X3) une application 2 fois différentiable en un
point a € U. Alors pour tout h = (hy, ho, hs) € R3 on a

D?f (a) - (h, h)
3 3
0?f 0°f
- Zzh'hfaxax Zzhh ’28x, 8x,2 )
i=1 j=1 i1=1ib=1
9?f 9?f 0?f

8X1 8X2 (a) + h1 h3 3X1 8X3 (a)
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donc

D?f (a) - (h, h)
i

5 Eff h282f
0x;

—F (a
B 3a§()
0?f 0?f 0°f
2hih 2hoh
(9X1 3X2 (a) * 1 38X1 8X3 (a) + 2 38X26X3

2! o?f
= S hMhRRP L (a).
Z Qq 1042!043! 172773 8X1a1 8x§28X§‘3 (a)

= R (@)t (@)

12hyho

(a)

aq,0,03€EN
aqtaptag=2
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I,

-Casoun=3etp=23:

Soient U un ouvertde R3, et f: U — F, (xq, X2, X3) — f(Xy, X2, X3)
une application 3 fois différentiable en un point a € U. Alors pour tout
h= (h1,h2,h3) cR3ona

D°f (a)-(hhh)
93f
- ;;;hhhkax,amxk()

D S) ST Y LA
N i OX;, 0, 0Xi,

i1 =1 f2=1 I3:1

3
- Z I3I Iha1hgzhgsa 0418801:26 Qg (a)
aq'lon'o X. X X.
aq,a0,03€N 123 3
aqtagtag=3
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donc

D3f(a) - (h, h, h)

- h?giﬁ, () + hz;i; (a) + hggi;; (a)
+3h$h26)2:gx2 (a) + 3h$h3(%(‘?23;x3 (a) + 3hy hg(%f;f)é, (a)
+3h§h38)?;8;3 (a) +3h hg(%fz%? (a) + 3h2h§a)zgx32 (a)
+6h; h2h3ax1gf;% (a)
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Soit f : U — F une application p fois différentiable en un point a € U
(avec p>2).0Ona

DPf(a) e L(E,Lp—1(E,F)) = Ly (E,F).
Pour tout h € E on pose
DPf(a)- (h)® = DPf(a)- (h,h,--- h)
N————
p fois

c’'est un élément de F.
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Soit f : U — F une application p fois différentiable en un point a € U
(avec p>2).0Ona

DPf(a) e L(E,Lp—1(E,F)) = Ly (E,F).
Pour tout h € E on pose
DPf(a)- (h)® = DPf(a)- (h,h,--- h)
N————
p fois

c’'est un élément de F.
D’autre part, on a aussi

DPf(a) = DP~1 (Df)(a) e Ly_1(E,L(E,F))~=Ly(E,F).
Donc pour tout h € E on a
DPf(a)- (™' = DPf(a)- (h,h,---,h)
N———
(p—1) fois
estun élémentde L (E, F).
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Et pour tout x € Eon a

(p—1) fois
—_—~
(Dpf(a) : (h)P*) x=DPf(a)- | b hx
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Et pour tout x € Eon a

(p—1) fois
—_—~
(Dpf(a) : (h)P*) x=DPf(a)- | b hx

Notons que

DPf(a) - (th)P~" = P~ DPf(a)- (h)*~', VteR.
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Note 10

On a

Dk+1 (a) . (h)k+1

I G Wt

En effet, faisons le changement de variable p = k — 1. Puisque k varie
de 1an,alors pvariede0an—1.Dou

n(1—1‘)k1 ke S p+1 p+1

p=0 p'
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Note 11

Pour a € U et b € U tel que le segment [a, b] soit contenu dans U, on a

M|b— a|™""
- (n+1)!

f(b) — f(a) — Z %D"f(a) “(b—a)k
k=1""

(En effet, il suffit de faire le changement de variable b = a+ h)
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Notes

Soit f : | — F une application d’'un intervalle ouvert | de R dans un
espace vectoriel normé F. On suppose que l'application f : | — F est
n + 1 fois dérivable dans | ; Supposons qu'il existe un réel M > 0 tel
que

Pourtousac Uethe R telsque(a+ h)el,ona

fn+1) (X)H < M, pour tout x € I.

‘h‘n+1

fla+ h) - f(a Zklhk 7m.
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Pouracletbel,ona

1(6) - (@)~ " (b - a) 19 (a)

k=1

M |b— g™
< — |
(n+1)!

(En effet, il suffit de faire le changement de variable b = a+ h)
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Notes

Soit f : | — F une application 2 fois dérivable dans /; Supposons qu’il
existe un réel M > 0 tel que

| (x)|| < M, pour tout x € /.
Pour tout h € Rtel que (a+ h) € I, ona

M n?
2l

De méme, pour tout h € Rtelque (a— h) € l,ona

[f(a+ h) —f(a) — hf' (a) | <

M h?
2!

|[f(a— h) — f(a) + hf' (a)| <
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