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Exercice 1

Sur I'espace E = C ([0, 1] ,R) on définit les deux normes suivantes :

1
Illoe = sup 1FO)[ 5 (Il ==Jﬁ £ (x) ldx.

x€[0,1]

1) Montrer que ces deux normes ne sont pas equivalentes.
2) Montrer que (E, || - ||«) est complet.

3) Montrer que (E, || - ||1) n’est pas complet. [On pourra considérer,
par exemple, la suite de fonctions (fn),~3, définie sur [0, 1], par :

0 si 0<x<}
_ 1y g 1 i1
fl(X)=3% n(x—13%) si %<x§2+n
1 si T+l<x<1 ]

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2022-2023 3/83



Exercice 1

1) Montrons que les normes ||| et |-||; ne sont pas équivalentes.

Raisonnons par I'absurde, supposons que les normes ||-|| . et |||
sont équivalentes. Alors il existe deux constantes o > 0 et 5 > 0 telles

que
aflle < IIflly < Blflo, (VFeE). (1.1)
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Exercice 1

1) Montrons que les normes ||| et |-||; ne sont pas équivalentes.

Raisonnons par I'absurde, supposons que les normes ||-|| .,
sont équivalentes. Alors il existe deux constantes o > 0 et 5 > 0 telles

(1.1)

que
aflle < IIflly < Blflo, (VFeE).

Considerons la suite de fonctions (fn) . définies sur [0, 1
fa(x)=x", Vxe[0,1].
Pourtoutne Nona:f, e E,

Ifolloo = sup |fa(x)| = sup x" =1,
x€[0,1] x€[0,1]

X1 x=1
Il —/ o (x \dx—/ xax= ] -
" ! n+1 x=0

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel

et

et

| par

1
n+1’

2022-2023

4/83



Exercice 1

Donc d’apres (1.1) on aura
allfallee < fally £ B8, (YNneEN).

C’est-a-dire,
a <

< }
P <pB, (¥YneN)

En faisant tendre n vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient
«a < 0, contradiction.
Donc les normes ||-|| ., et ||-|l; ne sont pas équivalentes.
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Exercice 1

Notons que pour tout f € E, on a

1 1 1
Il = [ 1 eokex < [ Ilodx =l [ ax =Ml
0 0 0

c’est-a-dire,
Iflly < lIfllo  VF e E.
Donc la norme ||-|| . est plus fine que la norme ||-||, , mais la norme

|-Ily n’est pas plus fine que ||-||, car il existe une suite (f) . dans E
telle que

f,
o g

ntoo lfally

+00
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Exercice 1

2) Montrons que (E, || - ||~) est complet.
Soit (fa) ey Une suite de Cauchy dans (E, || - ||« ). Alors pour toute > 0
il existe N € N tel que

(Yn>N)Y(Ym > N), |[fo— fnl <e.

Nous devons montrer que la suite (f,) oy converge dans (E, || - [|«)-
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Exercice 1

2) Montrons que (E, || - ||~) est complet.
Soit (fa) ey Une suite de Cauchy dans (E, || - ||« ). Alors pour toute > 0
il existe N € N tel que

(vn> N)(Ym > N), |[fr— fnll. <e.

Nous devons montrer que la suite (f,) oy converge dans (E, || - [|«)-
Pour tout x € [0, 1], l'inégalité |fy (x) — fm (X)| < ||fa — fm|| . Montre que
la suite (numérique) (f, (X))o €st de Cauchy dans (R, |-|). Comme
(R, |-|) est complet, alors la suite (f, (X)), cONverge dans R, vers une
limite que nous notons f (x). On définit ainsi une fonction f : [0,1] — R
par

f(x)= Iimoof,,(x), Vx €[0,1].

n—+

(f est la limite simple de la suite de fonctions (f,) sur[0,1])
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Exercice 1

Il reste a montrons que

{ feE
limps oo [[fo — fll o = 0

Puisque (fn) . €St une suite de Cauchy dans (E, || - ||~), alors pour
toute > 0 il existe N € N tel que

(vn=N)(Ym=N), |fh -l <e,
donc
(Yn> N)(¥Ym > N) (Vx € [0,1]), |fa(X) — fm (X)| < &. (1.2)

Fixons un entier quelconque n > N et un x € [0, 1] quelconque. En
faisant tendre m vers +oo, on obtient |f, (x) — f (x)| < e et comme
n> N et x € [0, 1] étaient arbitraires, on obtient
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Exercice 1

donc

(Yn>N) sup |[fa(x)—Ff(x)| <e.
x€[0,1]
C’est-a-dire,
(W= N) |lf =l <e

Donc
lim ||f,— f|, = 0.
n—-o00

Cela montre que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur
[0, 1] vers la fonction f. Comme les fonctions f, sont continues sur [0, 1]
alors la fonction f est aussi continue sur [0, 1], donc f € E.

Par conséquent, la suite (f,) .oy converge vers f dans (E, || - ||«). Donc
(E,| - |lc) est complet.

v
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Exercice 1

3) Montrons que (E,| - ||1) n’est pas complet.

Considérons la suite de fonctions (fn) .3, définie sur [0, 1], par :
0 si 0<x<1}
_ 1y g 1 i
fa(x) =4 n(x—13%) si %<x§2+n
1 si T+1l<x<1 ]
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Exercice 1

Nous devons montrer que (fp) -5 est une suite de Cauchy non
convergente dans (E, || - ||1)-

v
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Exercice 1

En effet, pour tous entiers naturels n, m vérifiant m > n> 3 on a
1
05
fm
Cfn
1/2+1/m
0 05 1/2+1/in 1

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2022-2023 12/83



Exercice 1

1 1
ln— foll, = /O [ (X) — i (x) [dx = /O (i (%) — Fo (x)) dx

2 2t
— / (fm(x)_f,,(x))dx+/ (fn (x) — fm (x)) dx
0 1

2

3=

1

+[2+" (fm(x)_f,,(x))dx+[ (o (X) — £ (X)) dx

I+

SI=

2'm
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b+
ﬁ (fm (x) — fn (X)) dx

Exercice 1

Il
N\—‘\
roj—
T
3=
N
3
N

2
1 1
1 1\ 2 2tm
= (mMm—n)|5(Xx—5 dx
2
= (m-n) Lz
2m
1 n
- 2m  2m?’ |
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Exercice 1

donc
1 n 1 1 n
Ifom =Tl = (ﬁ‘ﬁ)*(ﬁ‘ﬁv*ﬁ)
_ 1 _ 1
 2n 2m’
D’ou
fr — Fll, < —.
”m n||1—2n

Puisque %7 — 0 quand n — +o0, on en déauit que (fn),~5 est une
suite de Cauchy dans (E, || - ||1).
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Exercice 1

Montrons maintenant que (f,) .5 est une suite divergente dans
(E, |l - l1). Raisonnons par I'absurde, supposons que la suite (fy) ;>3
converge dans (E, || - ||1) et soit f sa limite. Alors

{ feE
- Pour tout entier natureln > 3 on a

1 1

0 < /Ozyf(x)|dx:/02]f(x)—fn(x)\dx

IA

1
/0|f(x>—fn(x)|dx=||fn—f||1

En faisant tendre n vers +oc dans l'inégalité précédente, on obtient
1
J& If(x)]dx = 0.

v
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Exercice 1

Comme x — |f (x)| est une fonction continue et positive sur le
segment [0, 3], on en déduit que

f(x)=0, Vx € [o,%] .

- D’autre part, fixons un a € } Z [quelconque Pour tout n assez grand
(de sorte que a > 5 -|— —, c’est-a-dire n > 1/2) ona

0 < /1|f(x)—1]dx:/1|f(x)—fn(x)\dx
a1 [0
< /0|f(x)—fn(x)|dx=||fn—f||1

En faisant tendre n vers +oc dans l'inégalité précédente, on obtient
JNFe) —1ldx =0

v
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Exercice 1

Comme x — |f (x) — 1| est une fonction continue et positive sur le
segment [«, 1], on en déduit que

f(x)=1, ¥x € [a,1].

Puisque o € |, 1| est arbitraire, on obtient

f(x):1,Vxe]%,1].

D’ou 1
[0, vxelo}
f(X)_{ 1,\1x4 1

[ S—
\
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Exercice 1

On en déduit que la fonction f n’est pas continue en % doncf ¢ E,
contradiction. Donc (fy) ,~5 est une suite divergente dans (E, || - [|1).
D’ou (E, || - ||1) n’est pas complet.

v
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e Exercice 2
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Exercice 2

07
(

On munit I'espace E = C (|

(
uniforme : ||f|| ., = sup |f
x€[0,1]

|, R) de la norme de la convergence
|.

1
)|. Soit ¢ : E — E l'application définie
par:
X
o (f) (%) :/ f(t) dt, vfe E, vxe|0,1].
0

1) Montrer que ¢ est linéaire continue, et calculer ||¢|.

2) Méme question lorsqu’on munit E de la norme ||f||, = f01 |f (x) |dx.
3) Montrer que la forme linéaire L : (E, || - ||1) — R définie par

L(f)=f(0) VicE

n’est pas continue.
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Exercice 2

1) Montrons que ¢ est linéaire continue, et calculons ||¢|.
- Linéarité de ¢ : Soientf,g € E et A\ € R. Pour toutx € [0,1] ona:

o(f +2g)(x) = /0X<f+Ag)(t) dt
- /Xf(t)-i—)\g(t) dt

_ /f dt+)\/ g(t) dt

¢ () (X) + Ao (9) (x
= [¢(f)+>\¢(9)](x),

donc

¢(F+Ag) =9 (f)+ Ao (9).

Cela montre que I'application ¢ est linéaire.

v
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Exercice 2

- Continuité de ¢ : Pour toutf € E ona ¢ (f)| ., = sup |¢(f)(x)|, et
x€[0,1]

comme Vx € [0,1],

6(F) ()| = ‘/Oxf(t) dt'

X 1 1
< /Orfa)r dts/O ()] dts/O 1l dt = [l

donc
sup [ (f) (X)[ < [Ifll
x€[0,1]
d’ou,
¢ (Olles < Mflloo,  (VF€E). (2.1)

Cela montre que I'application linéaire ¢ est continue.

V.
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Exercice 2

- Calcul de ||¢|| : D’aprés (2.1) on a

R 10
o M

D’autre part, considérons la fonction constante :

fo: [0,1] — R
X — 1

Onafo e E,fy#0et|f.,=1. Deplus, ¥x € [0,1],
¢ (fo) (x) = [ fo(t) dt = [y dt=x.
donc

¢ (fo)llc = sup |¢(fo)(X)| = sup x=1.

x€[0,1] x€[0,1]
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Exercice 2

ol >

16 ()l oo _

1ol o

=1l
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Exercice 2

Ifolloo
Par conséquent,

ol =1.

2) Munissons E de la norme ||f||, = f01 |f (x) |dx et montrons que ¢

est linéaire continue, et calculons ||¢|| .
- Linéarité de ¢ : L'application ¢ est linéaire d’apres la question 1).
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Exercice 2

- Continuité de ¢ : Pour tout f € E on a

l6(Nl, = /|¢ )| dx = 1/oxf(t) at| ax

< /O (/O £ (8)| dt) dx

< /01 (/01 () dt) dx=/01 Iflly dx = |rfn1/01 ax = |f|
donc

le (Dlly <Ifly  VFeE (22)

Cela montre que I'application linéaire ¢ : (E, |-||;) — (E,||||;) est
continue.
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Exercice 2

- Calcul de ||¢|| : D'apres (2.2) on a

(Ol
M, =

D'autre part, considérons la suite de fonctions ().~ définies sur [0, 1]
par

]l = sup
f£0

f,()=(1-1", ¥Yn>1,Vvte][0,1].

Pourtoutn>1ona:f,e E, f, #0 et

1 1 —A-n™7
HMH=A\&®MH:A(LJWM=[ ]

n+i Tt
0
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Exercice 2

De plus, vx < [0,1],
—({—a
o(f) (x) = /fn(t) dt_/ (- prar— |=0=0™"
n+1 0
-1
B I s A
n—|—1 n+1 —
donc
16 (f)lly = /|¢ () (X|dx—_/ 1 (10 ] a
n+2
IR N PP ) " 1
n+1 n+2 n+ 1 nio2
_ 1
- |
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Exercice 2

D’ou pour toutn>1ona:

1o (Fa)ll4 _ n+1
[fall 4 n+2

loll >

En faisant tendre n vers +oo, on obtient

ol > 1.

Par conséquent,

ol = 1.
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Exercice 2

3) Montrons que la forme linéaire L : (E.| - |1) — R définie par
L(f)=1(0) VfeE

n’est pas continue. Vérifions d’abord que L est linéaire. Pour tous,
f,ge EetA\eRona
L(f+Xg) = (f+2xg)(0)
= £(0)+Ag(0)
L(f)+ AL(9)

Donc L est linéaire.

.
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Exercice 2

3) Montrons que la forme linéaire L : (E.| - |1) — R définie par

L(f)=f(0) VfecE

n’est pas continue. Vérifions d’abord que L est linéaire. Pour tous,
f,ge EetA\eRona

L(f+Xg) = (f+Xg)(0)
= 1(0)+2g(0)
L(f)+AL(9)
Donc L est linéaire. Montrons maintenant que L : (E, || - |[1) — R n’est

pas continue. Raisonnons par 'absurde, supposons que L est
continue. Alors il existe une constante M > 0 telle que

LD <MIflly,  (vFeE). (2.3)

v
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Exercice 2

Considérons la méme suite de fonctions (), définies sur [0, 1] par

f,()=01-8", vn>1,vte[0,1].

Pourtoutn >1onaf, € E, L(fy) = f,(0) =1 et |[fy||; = 1.
Donc d’apres (2.3) on a

IL(f)l < M|fally,  (Yn>1)
c’est-a-dire,
M
1< ,
~—n+1
En faisant tendre n vers +oo, on obtient 1 < 0, absurde. Donc la forme
linéaire L : (E, || - ||1) — R n’est pas continue.

(Yn>1)

v
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Exercice 2

On pourrait aussi envisager, par exemple, la suite de fonctions (fn) ;-1
définies sur [0, 1] par

—nt+1, Vte [0,1]

h(X)=1 o, vte]i1].
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Exercice 2

Pourtoutn>1onaf, € E, L(f,) =1,(0)=1et

1

1 n
Iy = [ 1) at= [ n)ar
0 0
1

B —N 5 g 1 1
= [2t+t]0_ 5+ T

1

2n’

Donc d’apres (2.3) on a |L(fy)| < M ||fal4 , (Vn>1)
c’est-a-dire,

M
< )
- 2n
En faisant tendre n vers +oo, on obtient 1 < 0, absurde.

1 (Yn>1)
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Exercice 2

Cela montre aussi que la forme linéaire L : (E,|| - |[1) — R n’est pas
continue.
2) La forme linéaire L : (E,| - ||~) — R est continue car

LA =11 (0) <|fl, VFfcE.
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Exercice 3

Soit C une partie fermée non vide d’'un espace de Banach E. Montrer
que toute application contractante f : C — C admet un point fixe et
un seul.

(Rappelons : - f est dite contractante s'il existe une constante réelle

k € [0, 1] telle que

V(x.y)€C? If ()~ fWI < klx =yl

- Un point a € C est appelé point fixe de f si et seulement si f (a) = a.)
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Exercice 3

Soit f : C — C une application contractante. Donc il existe une
constante k € [0, 1] telle que

V(x,y) € C2 If(x) —f(y)l < klx—yll. (3.1)

Existence : Fixons un point xo € C quelconque, et considérons la
suite récurrente (Xn) o définie par

Xni1 =f(Xxp), VneN.

Nous allons montrer que la suite (xn) oy CONverge vers un point fixe de
f.

v
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Exercice 3

D’aprés (3.1) on a

X2 = x| = [If (x1) — F (%) | < kX1 — Xol|,
IX3 = xel| = [If (x2) — £ (x)ll < kX2 = xall < K [x1 = xoll,
IXe = xall = I (xa) = f (%) | < K lIxa = xell < K° |11 = Xoll,

Donc par itération on a
X041 = Xnll < K™ [IX1 — xol|, VneN.
Puisque k € [0, 1] alors la série geometrique ), k" || X1 — Xo| est

convergente. On en déduit que la série )~ || Xn+1 — Xn|| st
convergente.
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Exercice 3

Autrement dlit, >~ (Xn+1 — Xn) est absolument convergente dans
I'espace complet E, donc elle converge dans E. Soit S sa somme. On
a

n——+o0
ou
n
Sn=>_ (Xiy1 = Xi) = Xnp1 — Xo

i=0
Donc

S= lim (Xpe1 — X

n—>+oo( 1 0)

D’ou

lim X,.q1 =S+ Xp.
e n-+1 0

Cela montre que la suite (xn), COnverge vers un point a € E avec
a= S+ xp.

v

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2022-2023 40/83



Exercice 3

Puisque x, € C pour toutn € N et C est un fermé de E, alors a € C.
Et comme f est contractante, alors f est continue sur C, en particulier,
f est continue en a.

Or

a= lim x, et x,.1="7(Xn).
e e n n+1 (n)

Donc
f(a) = nﬂToo f(xn) = nll>Too Xni1 = a.

D’ou a est un point fixe de f.
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Exercice 3

Unicité : Supposons que a et b sont deux points fixes de f. On a
f(a)=a et f(b)=>b.
D’apres (3.1)ona :
la— b =|f(a) - f(b)|| < klla— b

Puisque k < 1 on conclut que ||a — b|| = 0. Ce qui donne a = b. Ainsi
le point fixe de f est unique.
Par conséquent f admet un point fixe et un seul.
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© Exercice 4
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Exercice 4

Soient Eq, E,, et F des espaces vectoriels normés, et soit
f: Ey x E; — F une application bilinéaire continue.

1) Montrer que f est différentiable sur Ey x E,, et calculer Df (ay, ap)
pour tout point (a1, az) € Ey x Ep.
2) Montrer que f est de classe C'.
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Exercice 4

1) Fixons a = (ay,az) € E1 x Eo. Pourtouth = (hy,h2) € Ey x E;ona:

fla+th)—f(a) = f(ar+hM,a+h)—"f(ay,a)

f(ay + hy,a) +f(ar + hy,he) — f(ay, a)
f(ar,a) + f(h, a) + f(ar, h2) + (M, h2) — f(a
f(hy,a2) + f(ay, ho) + f(hy, ho).

Donc
f(a+h)—f(a)=L(h)+f(h),

oul: Ey x E; — F est l'application définie par
L(h)=f(hy,a2) + f(ay, h2), pour tout h= (hy, ho) € Ey x Es.

- Vérifions d’abord que I'application L est linéaire continue.
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Linéarité de L : Soient h = (hy,hp) € Ey x Ep, k = (ky, ko) € Ey X Ep

etA\cK.Ona

L(h+ k) =

Donc L est linéaire.

Exercice 4

(h1, h2) + A (ki, K2))

hy + ks, o + Ako)

f(hr + ks, @) + (a1, hp + Ako)

f(hy,a2) + M (ki,ao) + f(ay, he) + Mf(ay, ko)
[f(h1,a2) + f(a1, )] + A[f (K, a2) + (a1, k)]
L(h)+ AL (K).

L(
L(

Continuité de L : On munit E; x E, de la norme ||| ., définie par

||h||oo = ||(h1’h2)Hoo = sup(||h1 ” ) ||h2||)7 pour tout h = (h17h2) € E1 XE:
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Exercice 4

Pour tout h = (hy, ho) € E1 x Ex, on a

IL(MII = [If (h1,a2) + f (a1, h2)ll
< (I (hy, @)l + [If (a1, h2)l
< [AF- el - laell + 1] - lla ] - [[hel]
< il - llaell - 1Alloo + (- N2 ]l - 1Al o
< [l (el + llazll) [ All -

Donc I'application linéaire L est continue, et on a

ILI < [Ifll (e ]l + llazll) < 21/f] llall -
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- Il reste a montrer que

- |If(a+h) —f(a) - L(h)]

lim

=0.
o 1Al

Pour tout h = (hy, hp) € Ey x E\ {(0,0)}, on a

I () = 1If (1, h2) .|

If (a+h) —f(a) = L(h)]

< U Il - e
< 1l (A2
done If(ath)—f(a)—L(h)]
0< AL <l 1Al =, O-
D’ou

= 0.
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Par conséquent, l'application f est différentiable au point
a=(ay,a) € Ey x E; eton a Df (a) = L. Ainsi,

Df (ay, a0) (hy, ho) = f(hy,a2)+f (ay, ho), pour tout h= (hy, ho) € Eyx Ep

N

De plus on a

1Df (a1, &) || < 2]|f] lI(a1, a2)llo - (32)

D’ou f est différentiable sur E; x Es.
2) Montrer que f est de classe C'. D’aprés la question précédente, f
est différentiable sur Ey x E,. Il suffit donc de prouver que I'application

Df - E1><E2 — ,C(E1 XEQ,F)
a — Df(a)

est continue.
Vérifions d’abord que Df est linéaire.

v
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Soienta= (a1, a2) € Ey x Ex, b= (by,b2) € Ey x E; et A € K. Pour
touth= (hy,h) € Ey x Epona:

Df (a+Ab)(h) = DFf(as+ Aby, 8+ Ab) (hr, ha)
= f(hy,a+ Abo2) + f (a1 + by, ho)
= f(hy,a2) + M (M, b2) + f(a1, h2) + M (b1, h2)
= [f(M,a)+f(ar, ho)] + \[f(hy, b2) + f (b1, h2)]
= Df(a)(h) + ADf (b) (h)
= [Df(a) + ADf (b)] (h)

Donc

Df (a+ Ab) = Df (a) + ADf (b).

D’ou Df est linéaire. Or d’aprés l'inégalité (3.2)

I1Df ()l < 2[f]l llall
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Donc I'application linéaire Df est continue. Cela montre bien que f est
de classe C' sur E; x Ej.
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Exercice 5

Soient E, E,, E», et F des espaces vectoriels normés. Soit U un
ouvert non vide de E, et soit+ : E; x E, — F une application
bilinéaire continue.

1) Soientf: U — Eq etg: U — E, deux applications
différentiables en un point a € U. Soit p : U — F l'application
définie par

p(x) = (f(x), g(x))
Montrer que ¢ est différentiable en a et calculer Dp(a).

2) Application : soientf: U — R et g : U — R deux fonctions
numeériques, différentiables en un pointa € U. Soity : U — R la
fonction définie par

o(x) = f(x)g(x)
Montrer que ¢ est différentiable en a et calculer Dyp(a).

v
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1) Montrons que ¢ est différentiable en a et calculons Dy(a).
Lapplication ¢ est la composée p = ) o p des applications suivantes :

p: u — Ey x E>

x — (f(x),9(x)) et Y:E;xE —F.

- Lapplication p est différentiable au point a car ses composantes f et
g lesont, etona:
Dp(a)(h) = (Df(a)(h),Dg(a)(h)),  VheE.

- Lapplication v est bilinéaire continue (par hypothése), donc v est
différentiable sur E; x E, et on a

Dip(x1, x2) (K1, k2) = ¢ (ki, X2)+¢ (X1, k2), YV (X1,X2) € EyxEp, V(k1,kg

~
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Par conséquent l'application o = 1 o p est différentiable au point a, et
ona:

Dy (a) = D( 0 p)(a) = Dy (p(a)) o Dp(a).
Donc pour touthe Eona:
Dy (a)(h) = Dy(p(a))(Dp(a)(h))
= Dy(f(a),g(a))(Df(a)(h),Dg(a) (h))
= (Df(a)(h),g(a)) + ¥(f(a), Dg(a)(h)).
D’ou

Dy (a) (h) = ¢(Df (a) (h),g(a)) +¥(f(a),Dg(a)(h)), VheE.
(5.1)

v
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2) Application : Dans ce cas, I'application ¢ s’écrit sous la forme

¢ (xX) = f(x)g(x) = ¢ (f(x),9(x)),  vxeU.

ou 1y est l'application

v: RxR — R
(a,8) +— af

qui est bilinéaire continue. Puisque f et g sont différentiables au point
a € U, alors d’aprés 1) I'application ¢ est différentiable au point a, et
pour tout h € E on ad’aprés (5.1) :

Dy (a)(h) = «(Df(a)(h),g(a)+(f(a),Dg(a)(h)
= g(a)-Df(a)(h) +1(a)-Dg(a)(h).
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Donc

Dy (a)(h) = g(a) - Df (a) (h) + f(a) - Dg(a) (h), VheE.
(formule de Leibniz)

qui s’écrit aussi sous la forme suivante :

Dy(a) = g(a)- Df(a) +f(a)- Dg(a).
Cas particuliers : 1) si de plus, U estun ouvertde E =R, f: U — R
etg : U — R sont deux fonctions dérivables (= différentiables) en un
point a € U, alors d’aprés ce qui précéde, la fonction produit o = fg est

dérivable (= différentiable) en a et sa dérivée en ce point s’obtient
donc en prenant h = 1 dans la formule de Leibniz :

v'(a)=g(a)-'(a)+f(a)-d'(a).
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2) Si U est un ouvert de E = R, H est un espace préhilbertien réel,
f:U— Hetg: U— H sontdeux fonctions dérivables (=
différentiables) en un point a € U, alors d’aprés la question 1),
l'application ¢ : U — H définie par

est dérivable (= différentiable) en a. En effet, dans ce cas I'application
o S’écrit sous la forme

p (x) = (f(x),9(x)) = ¥ (f(x),9(x)),  vxeU.
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ou = (-,-) est le produit scalaire sur H, c’est-a-dire, I'application

v: HxH — R
v,2) — ¥,2)

qui est bilinéaire continue. De plus, la dérivée de ¢ au point a s’obtient
donc en prenant h = 1 dans la formule (5.1) :

¢'(a)=(f"(a).g(a)) +(f(a).9 (a))-
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Soient E un espace vectoriel normé réel, U un ouvert de E, a un point
de U, f et g deux applications de U dans R différentiables au point

a € U. On suppose que g ne s’annule pas sur U. On définit une
application g : U — R en posant, pour tout x € U, q (x) = %.
Montrer que q est différentiable au point a et déterminer sa
différentielle Dq (a).
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Soient E un espace vectoriel normé réel, U un ouvert de E, a un point
de U, f et g deux applications de U dans R différentiables au point
a € U. On suppose que g ne s’annule pas sur U. On définit une
application g : U — R en posant, pour tout x € U, q (x) = %.
Montrer que q est différentiable au point a et déterminer sa
différentielle Dq (a). )
Réponse
Lapplication q peut s’écrire comme produit de deux applications
qg=f-gy ou gy estl'application suivante.

g1 : Uu — R

;

X — m

L'application g, est bien définie puisque g ne s’annule pas sur U.
Par hypothese, I'application f est différentiable au point a € U.
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Montrons que gy est différentiable au point a € U. Lapplication g, est
la composée g, = r o g des applications suivantes :

r: R* - — R

gU—)R et A 17

On a g (U) C R*. Lapplication r est dérivable sur R* au sens usuel et
ona :
r/(t):t—z, Vvt € R*.

Donc r est différentiable sur R*, et sa différentielle en tout point t € R*
a pour expression :

Dr (£) (\) = A (f) = _t—j VA€ R.
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Et comme g est différentiable au point a € U (par hypotheése), alors
l'application g, = r o g est différentiable au point a et on a

Dgy(a) = D(rog)(a) = Dr(g(a))oDg(a).
Donc pour touth € E,ona:

Dy (a) () = Dr (g (a)) (Dg (a) () = —29 (&) ()
9(a)]

Par conséquent, I'application q = f - gy est différentiable au point a, et
on a d’aprés formule de Leibniz

Dq(a) = g1 (a) - Df (a) + f(a) - Dg1 (a) -
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Donc pour touth € E,ona:

Dq(a)(h) = g1 (a)-Df(a)(h)+f(a)~Dg1 (a) (h)
— Df(a)(h)+f(a).M

() [9(a)
g(a)- Df(a)(h) — f(a) - Dg (a) (h)
l9(a)
D’ou
Dq(a)(h):g(a)-Df(a)(h)—fz(a)-og(a)(h)’ vhe E| (6.1)
[9(a)]
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qui s’écrit aussi sous la forme suivante :

_9(a)-Df(a) —f(a)-Dg(a)
g (a))?
Cas patrticulier : Soient U un ouvertde E =R, f: U — R et
g : U — R deux fonctions dérivables (= différentiables) en un point
a € U. On suppose que g ne s’annule pas sur U. Alors d’aprés ce qui
précede, la fonction q = é est dérivable (= différentiable) en a et sa

dérivée en ce point s’obtient donc en prenant h = 1 dans la formule
(6.1) :

Dq(a)

o g(@)-F(a)-f(a) ¢
7 9 (@) '

v
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Exercice 7

Soit H un espace préhilbertien réel, et soit f : H — R l'application
définie par
f(xX)=In(1+(x,x)).

1) Montrer que I'application q : H — R définie par

q(x) = (x,x)

est de classe C' sur H, et calculer Dq (x) pour tout x € H.
L’application q est appelée la forme quadratique associée au
produit scalaire (-, -).

2) Montrer que f est différentiable en tout point x € H, et calculer sa
différentielle Df (x) pour tout x € H.

3) Montrer que pour tous x,y € H on a

[F(x) = fW)l < lIx =yl
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1) Montrons que q est différentiable sur H.
Lapplication q est la composée g = ¢ o p des applications suivantes :

p: H — HxH t p: HxH — R
x —  (x,X) (x,y) — xy)

- Lapplication p est linéaire continue car ses composantes py = ldy et
p2> = ldy le sont. Donc p est de classe C' sur H, et pour tout x € H on
a
Dp(x) = p.
D’ou
Dp(x) (h) =p(h) = (h,h), VheH.
- Lapplication ¢ est bilinéaire continue car c’est un produit scalaire.

Donc o est de classe C' sur H x H, et pour tous (x,y) € H x H et
(h,k)e Hx Hona

v
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Do (x,y)(h k)= ¢ (h,y)+ o (x,k) = (h,y) + (X, k).
Par conséquent I'application g = ¢ o p est de classe C' sur H, et pour

toutx € Hon a

Dq(x) = D (2 0 p) (x) = Dy (p(x)) o Dp (x)

Donc pour touth e Hon a :

Dq(x)(h) = Dy (p(x))(Dp(x)(h))
= Dy (x,x)(h,h)
= @(h,X)—i—cp(X,h)
= (h,x)+ (x, h)
= 2(x,h).
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D’ou

|Dq(x)(h)=2(x,h), VxeH, YheH. (7.1)

2) Montrons que f est différentiable en tout point x ¢ H, et
calculons sa différentielle Df (x) pour tout x € H.
Lapplication f est la composée f = r o q des applications suivantes :

qg: H — R of r: ]-1,4ocf — R

X — (X,X) t — In(141)

Onagq(H) c Rt C]-1,+o0].
D’aprés 1) I'application q est différentiable sur H, et sa différentielle est
donnée par (7.1).
Lapplication r est dérivale sur]—1,+oo|, et on a

r,(t):%_'_t, \V/te]—1,+OO[

v
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Donc r est différentiable sur]—1,+oc[, et sa différentielle en tout point
t € |-1,4o00[ @ pour expression :

Dr (t) () = AP (t) = %H (VA €R). (7.2)

Par conséquent I'application f = r o q est différentiable sur H, et pour
foutx € Hon a

Df (x) = D(r o q) (x) = Dr(q(x)) o Dq (x)
Donc pour touthe Hon a :
Df(x)(h) = Dr(q(x))(Dq(x)(h))
= Dr((x,x))(2(x,h))
2(x, h)
14 (x,x)
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D’ou

D (x)(h) = =X M el wheH.

- =
T+ ]

3) Montron que |f (x) — f(y)| < ||x — y|| pour tous x,y € H.
D’apres 2) I'application f est différentiable sur H, et pour tout x € H on

i v _ ., 2l
1A ko (14 1) 1]

|| Df (x)|| = sup
h+#0

Or pour tout h € H\ {0}, on a d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2l 20l _ 2l g
(1 IxIP) 1Al (1 xP) Al 1+ DX
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(car 2121,
1+ x]

vraie). D’'ou

2 <16 2|x| < 1+Ix|* & (x| - 1)* > 0 est toujours

IDf (x)| <1, V¥xeH.

De plus H est convexe (car c’est un espace vectoriel). Donc d’apres le
théoreme des accroissements finis on a :

) —fWI < Ix—yll, V(xy)eH-.
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Montrer, en utilisant une norme convenable, que le systeme :

x = Lsin(x+y)
Gl = L)

admet une solution et une seule dans RZ. )

Un point (a, b) € R? est solution de (S) si et seulement si

1 . 1
(§ sin(a+ b), 3 cos (a— b)) = (a,b)
si et seulement si
f(a,b) = (a,b)

c’est-a-dire, (a, b) est un point fixe de I'application f : R?> — R? définie
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f(x,y) = <%sin(x—|—y),1cos(x—y)>, V(x,y) € R2.

Donc il suffit de montrer que f admet un point et un seul.
Lapplication f est différentiable sur R? car ses deux composantes
fi: R — R hL: R> — R
1o e 1
(X,y) +— 3sin(x+Y) (X,y) +— zcos(x—y)

le sont. En effet, les dérivées partielles de f; et f, existent et sont
continues surR? :

of, 1 o R

a(Xa}’) = §C°5(X+Y)- @(Xa}’)—ECOS(XﬂLY)
Y DN SRS O
o 0Y) = sin(x—y); dy (x.y) = 5 sin(x—y).

o
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De plus Ia différentielle de f en chaque point (x, y) € R? est donnée
par la matrice jacobienne de f en (x,y) :

o on
sen=( §n Fon)
dy

Scos(x+y) Lcos(x+y)
%sin(x—y) +%sin(x—y)

Donc pour tout (h, k) € R? on a

| =

Dﬂmyﬂan(%w+kkmu+yL Gh+Mng—m)

On munit R? de la norme euclidienne :

I(h,K)|l, = Vh2 + k2, Y (h k) cR2
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Ona
1 1
IDf (x.y) (A K)llz = 4 (h+ k) cos® (x + ) + 4 (h— k)?sin® (x — y)
< %(h2+2hk+k2)+%(h — 2hk + k)

= 2P R) = TRl

Donc

IDf(x,y) (h, K)|lz < h Kz, V(hk)eR?

\/—II(

Or
1Df (x, y) (B, k),
Df(x,y)||= sup
e v A T 8
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Donc

1
IDF () < . V(x,y) € B2

De plus R? est convexe (car c’est un espace vectoriel). Donc d’aprés
le théoréme des accroissements finis on a :

1 V(x,y) € R2
=)o < ) - )| DR,

Cela montre que f est contractante de rapport \/Lé < 1. Et comme

(R2,|||l,) est complet, alors d'apres le Théoréme du point fixe,
I'application f admet un point et un seul. D’ou le systeme (S) admet
une solution et une seule dans R?.
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Le point crucial est donc que f soit une application contractante, i.e.
lipschitzienne de rapport strictement inférieur a 1.

Le choix de la norme euclidienne est important : la méthode ne
s’appliquerait plus avec les normes ||-||; ou ||-|| ., qui donneraient
|DF (x, )l =1 pour (x, y) = (5, ).

Par exemple, si on munit R? de la norme

Ith, )l = 1Al + |k|, ¥ (h, k) € R

alors pour tout (h, k) € R? on a

1 1
I0F ) (Rl = |5+ K)<os (x )| + |(=h-+ K)sin(x )
1 1
< _ Z—
< 2]h+k|+2| h+ k|
1 1
< (1A K1)+ % L+ 1KD) = 1A + K] = [ )|
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Donc
1Df (x.y) (h. K[y < (A Ky, ¥ (h.K) € B2.
or 1Df (x.y) (h. K)|
Xay ) 1
Df(x,y)||= sup
S v N [T
Donc

IDf (x,y) <1, V(x,y) € R?
Pour (x,y) = (%, F) et(h,k) = (1,0) on a||(1,0)||; = 1 et

Df<4 4 )(1 0) = (%(1 +0)cos(0)’%(_1 +0)sin (g>) _ (%_?1

T e |G-
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Par suite, ” ( ) H
_ Df (Z,=%)(1,0)
or (3.7 > 2B 0l _
H (4 4 1(1,0)ll4
D’ou
Jor(5:%)] =
Autre méthode :

Supposons qu'il existe une constante k € [0, 1] telle que

2
70— 10 <Ko - (A SR,
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Enprenant (x,y) = (7 +1t, %) et (x',y') = (%, %), on obtient
T —T ™=
1(G+3P) -G

f(

<Kk|(t0)l, VteR
1

On a .
9 T) = (0? 0)

et

T - 1. .1 T 1., -1
f(Z S T) = <§ sin t,écos(t+ E)) = <§ sin t,?sm t)

Donc
1. -1
H (E sin t, ? sin t)
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Exercice 8

C’est-a-dire, 1 1
e 1o
2|sml‘| + 2\sm f| < kjt] VteR

Donc _

s'—;‘t <k VieR*

Finalement, en faisant tendre t vers 0, on obtient 1 < k, absurde.
Par conséquent, I'application f : (R?, || - ||l1) — (R?,]| - ||1) n’est pas
contractante.
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