Université Moulay-Ismail Année universitaire 2016-2017
F. S. T. Errachidia Section : MIP S2
Département de Mathématiques Module : M 124

Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’ALGEBRE - 19 JUIN 2017
Durée : 2h

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices et té-
1éphones portables sont interdis.

Exercice 1 : (6 pts)
Soit g, la forme quadratique définie sur R” par :

n—1
q,,(x):x%+22x,-2+2 Y, xa

=2 1<i<j<n
avec n > 3.

1) Donner la matrice de g, dans la base canonique de R".
On prendra dans toute la suite n = 3, et on écrira g = g3.

2) Vérifier que, pour tout x = (x|, x2,x3) € R,
glx) = x% + 2)(% 4+ 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2X3.
3) Réduire, en utilisant la méthode de Gauss, la forme quadratique g.
4) En déduire le rang et la signature de g.
5) Déterminer une base orthogonale de g.

6) Ecrire la matrice de q dans cette base.

Exercice 2 : (4 pts)
Soit o € R et on considere le déterminant d’ordre n > 2 :

111 .. .1

o I 1 . . . 1

o o 1 . . . 1
Ap=1|. .

(04 d o 1

1) Calculer Aj et As.
2) Trouver une relation de récurrence entre A, et A,—.

3) En déduire la valeur de A,,.



Exercice 3 : (10 pts)
Soit I’espace vectoriel E = R3 muni de la base canonique B = {e,e2,e3} et

-2 00
A= 3 13
3 31

la matrice d’un endomorphisme f de E dans la base B.

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2) Montrer que la famille B’ = {¢],€,€}}, avec €] = (1,0,—1),e; = (0,1,—1) et
¢y = (0,1,1), est une base de E.

3) Ecrire la matrice D de f dans la base B'.

4) déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B’ et calculer P~ L
Pour toute matrice carrée M d’ordre 3, et pour tout entier n € N, on pose :

L]

1
2 n
2!M +...+—n!M .

1

5) Montrer que T,,(A) = PT,(D)P~".
6) Calculer 7,,(D) sous forme matricielle, puis calculer eri Tn.(D).
n oo
7) En déduire lim T,(A).
n—-+o0
Indications
. . s 1 L2 1 —=
- On rappelle que : Vx € R, nlrriw (1 + T G mx") = gF,

- SiM, = (af’j) est une suite de matrices dépendant de n, on définit _lgrl M,
n oo

comme étant la matrice lim a4t ).
n—s-oo 1

- La matrice Lnl T,(M) s’ appelle I’exponentielle de la matrice M.
n oo
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Université Moulay-Ismail Année universitaire 2018-2019
F. S. T. Errachidia Filiere : MIP

Département de Mathématiques Module : M 124

Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’ALGEBRE - SESSION NORMALE (DECEMBRE 2018)
Durée : 1h30

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 1h30. Les documents, calculatrices et
matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (4 pts)
Soit

S

Il
S O N
SN =
N - O

Pour tout n € N*, calculer A™.

Exercice 2 : (10 pts)
Soient (u,), (v,) et (wp) les suites définies par :

3u, +2

Vn>0, upp) = ———,
- T 2

Vnal = 3vp + 2w, et Wyl = vy + 2wy,

On suppose que ug >0, vo=up et wo = 1.

1) Montrer que, Vn >0, u, = 1"—.

Wn

2) a) Trouver une matrice A, telle que

Yn >0, (V"H) =A. (V"> .
Wn+1 Wn

b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D, telles que

A=PDP !

¢) Calculer A" et en déduire v,,w, et lim u,
n—r—+oo



|

Exercice 3 : (6 pts)

1) Décomposer en somme de carrés de formes linéairement indépendantes la forme
quadratique sur R¥Ysuivante :

Q(xvyaz,t) = y2 +22 — 4xz —4xt + 2yz.
Quelle est sa signature et son rang ?

2) Soit @ une application bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E, et soit Q sa
forme quadratique. Soient fi, ..., f des formes linéaires indépendantes, telles que
Q s’écrive sous la forme :

Vx€E, Qx)= Zl(f,(x

avec A, e Ret A; A0 pourtouti=1,...,r

a) Rappeler la définition du noyau d’une forme bilinéaire symétrique.

b) Vérifier que la forme bilinéaire symétrique ¢ associée a Q est donnée par :

Vx,y € E, @(x,y)= Z)vfz(x)fz(\’)
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Université Moulay—Ismail Année universitaire 2017-2018
F. S. T. Errachidia Section : MIP S2
Département de Mathématiques Module : M 124

Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’ALGEBRE (Pour les libres)
Durée : 1h30

Exercice 1 : (4 pts)
On considere 1’espace vectoriel E = R? rapporté a sa base canonique. Soit a un réel et ¢

la forme quadratique définie sur R? par :

q(x,y) = £ 4+ y* + 2axy.
1) Réduire g par la méthode de Gauss.
2) Discuter suivant les valeurs de a, le rang et la signature de g.
3) Déterminer une base {u,v} de R? orthogonale pour q.

Exercice 2 : (6 pts)
Soient m et a deux parameétres réels. On considére le systeme linéaire

mx—2y+z=1
(Sma){ —2x+y+mz=a
x+my—2z=1
1) Pour quelles valeurs de m, (S,,4) est: - de Cramer ?
2) Discuter suivant les valeurs de m le rang du systeme (S, ).
3) Résoudre le systeme (So,;) (m = 0 et a = 1) par la méthode des déterminants.

4) Résoudre le systeme (S 4). Discuter suivant la valeur du paramétre a.

Exercice 3 : (10 pts)
On considere I’application linéaire de R® dans R3 définie dans la base canonique B =

{e1,ez,e3} par:

x = (x1,x2,x3), f(x) = (x1, —=x1 +2x2,x] +3x2 + 5x3).
1) Ecrire la matrice A de f dans la base B.

2) A est-elle diagonalisable ?



3) Soient u; = (1,1,—1),u3 = (0,1,—1),u3 = (0,0, 1) des vecteurs de R>.
a) Vérifier que B’ = {uy,up,u3} est une base de R>.
b) Ecrire la matrice P de passage de B a B'.
¢) Calculer P!,
d) En déduire la matrice A’ de f dans la base B’

4) Calculer A", Vn € N.

5) On considere 3 suites (#,)nen, (Vn)neN €t (Wn)nen définies par :

Up = Up_1 ug =1
Vp = —Up_1+2vp_1 avec{ vo =2
Wn=Up_1| +3Vp_1 + 5wy wo =3

Exprimer u,, v, et w, en fonction n.
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