Université Moulay—Ismalil Année Universitaire: 2019/2020
F.S.T. Errachidia Module: M 512; MIP, S-
Département de Mathématiques Responsable: A. ELBOUR

Examen de rattrapage
Durée: 55 min

Exercice 1. Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1) Montrer que les solutions de l'équation

zv/1+y? +sin(zz) +e¥ — 2752 =0

au voisinage de (1,0,0) sont de la forme (z,y, ¢ (z,y)) ot ¢ est une fonction de classe
C! sur un voisinage de (1,0).

Calculer 32 (1,0) et %E (1,0).
2) Montrer que la fonction

F R? — R?
(z,y) — (e —¢€*,2z+y)

est un C'-difféomorphisme de R? sur R2.

Exercice 2. Soit E un espace hilbertien réel. On note (-,-) le produit scalaire sur E et ||-|| la
norme associée définie par ||z| = /(x,x). Considérons 'application suivante:

g: £ — FE

r — |z =
1) L’application g est-elle différentiable en 0% Justifier votre réponse.

2) Montrer que l'application
N: F — R

z — ||

est de classe C' sur Uowvert U = E\ {0} et calculer sa différentielle en tout point de U.
3) Montrer que g est de classe C* sur U et calculer sa différentielle en tout point de U.

4) L’application g est-elle un C'—difféornorphisme de U sur U ? Justifier votre réponse.

Scanné avec CamScanner



Université Mou] ‘
ay Ismall Année Universitaire:
F.S.T. Errachidia p o 9/2020

n L Module M512
ST-Maths Appliquées Responsable: Aziz ELBOUR

Examen du Calcul Différentiel
Durée: 2h

N.B. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de la rédaction.

Exercice 1. 1) Montrer que la fonction f : R* = R? définie par

1 |
— _ = oco8(3y) = _sin(z)

L

est un C*-difféomorphisme de R? sur R2.

2) Montrer que l’éguation

T+ 224 eV + cos(zyz) — 2 =0

définit au voisinage de origine de R® implicitement une fonction z = ¢ (z,y) de classe

gl Sur un voisinage de l'origine de R?. Calculer les deuz dérivées partielles %‘g (0,0) et
== (0,0).
Oy \?

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie. On suppose que la norme

sur B est associée & un produit scalaire: (z,y) (z,y). Soit ¢ : E — E une application de
classe C'. On suppose qu'il existe un réel a > 0 tel que, pour tout (z,y) € E?,

(p(z) - ),z -y) 2 allz—y|°. (%)
1. Montrer que, pour tousx € F et h € E,
(D (z) (h), k) > a||h*. (%%)

2. Montrer que, pour tout x € E, Dy (z) est un isomorphisme de E.

3. Montrer que ¢ est un C'—difféomorphisme de E sur lui-méme.

Exercice 3. Soit E un espace de Banach, et soit & (E) Uespace des endomorphismes continus
de £. On note I = idg lapplication identique de E, et on pose u* = wou pour toutu € £ (E).

1) Montrer que l'application f : & (E) — £ (E) définie par

flw) =u?~u,

est de classe C' sur £ (E) et déterminer sa différentielle.
2) Montrer que f est un C'-difféomorphisme local en I.
3) Considérons l'application g : Isom (E) — # (E) définie par
gu) =u* —u+ul.
Montrer que g est de classe C' sur Isom (E) et déterminer sa différentielle.

4) Calculer Dg(I), et montrer qu’il existe une boule fermée B C Isom (E) centrée en I et
de rayon r > 0 telle que

1 -
vue B, [Dg@l<z YEIO 1 BNy o ¥, 3e Tl
. o )
5) Soit ug € B et l'on définit par récurrence un+1 = g (un) pour tout n € N. \\\_E\\&r \\ D%{u\ - Db@q

(a) Montrer que pour tout n € N, u, € B.
(b) Montrer que la suite (u,) converge vers I dans Isom (E).
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Responsable: Aziz ELBOUR

Examen de Rattrapage du Calcul Différentiel

Durée: 1h 30min

N.B. 1l sera tenu compte de

la lisibilité et de la clarté de la rédaction.

Exercice 1. Montrer que la fonction f : R? — R? définie par

fz,y) = (:r:-l— v/ 2 +cos(y) , Y+ /2 — sin(:c)) :

est un C'-difféomorphisme de R? sur R?2. Calculer Df~1 (v/3,1/2).

Exercice 2. Spit E un espace préhilbertien réel. On note (-, -)

Il la norme associge définie par |z| = /{z,z). Soit L : E

continue.

le produit scalaire syr E et
— I une application lincaire

1) Montrer que I application f : E — R définie par f(z) = (L (z),L (z)), est de classe "
sur E. Calculer sa différentielle en tout pommtzr € E.

2) Montrer que Uapplication g: £ — R définie par g (z) = ¢~(22)+1

, est différentiable sur
E. Calculer sa différentielle en tout pointz € E.

3) Montrer que pour tous z,y € FE ona

9(2) - 9(v)| < Ve ||z —y.

4) En déduire que l'application ¢ E — R définie par

¢(a) = |IL (z)|* el
est différentiable sur E et calculer sa différentielle en tout point z € E.

Exercice 3. Soit E un espace de Banach, et soit & (E)
de E. Considérons l'application suivante:

l'espace des endomorphismes continus
I' ZE)x ¥E) — ZL(E) x Z(F)
(f!g) =2 (fogwf'—g)

1) Montrer que T est de classe C* sur & (E) x Z(E), et calculer DT(f,g) (h, k) pour tous
fra.h ke Z(E).

2) Montrer que T' est un C'—difféomorphisme local en (1,1), ou I = idp est Uapplication
identique de E.
3) L’application T est-elle un C'—diff ‘eomorphisme local au point (0,0)

¢ Justifier votre
réponse, |
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Examen de Rattrapage du Calcul Différentiel
02/7/2019
Durée: 2 h

Exercice 1. 1) Montrer que la fonction

[: R* — R
(.’I?,y) — (Sin (12!) — I,SsIn (%) — y)

est un C-difféomorphisine de R? sur R2.
2) Soit (a,b) € R%. On considére la fonction

R R? — R?
(z,y) — (z+asiny,y+ bsinz)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que la fonction g soit un
C'-difféomorphisme de R? sur R2,

Exercice 2. On considére le systéme d’équations suivant:

e —2\/1+1y2+3y+e¥ % =0
e™* —eY+sinz =0

Montrer qu’au voisinage de (0,0, 0) les solutions de ce systéme sont de la forme (z, ©1(z), 2(z)),

ou @1 et vy sont deux fonctions numériques de classe C' sur un voisinage ouvert de 0.
Calculer ©(0) et ©5(0).

Exercice 3. Soient E et F' deuz espaces de Banach. On appelle Z(E, F) l’espace des appli-
cations linéaires continues de I dans F. On appelle Isom(FE, F') l’ensemble des isomorphismes
de £ dans . St = F on écrira Z(F) = Z(E,E) et Isom(&) = Isom(E, ).

1) On considére Uapplication ¢ : £ (E) — £ (E) définie par ¢(f) = [o f.
Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme local en I = idp

2) Soit g € ZL(F) tel que ||g|| < 1. Montrer que I — g € Isom(FE).
3) Soient f € Isom(E, F) et h € Z(E, F). Montrer que

1
1/~

En déduire que Isom(E, F') est un ouvert de £(E, F).

|h|| < — [+ h € Isom(F, FF).

4) On considére Uapplication

Y Isom(E,F) — Z(FE)
fo— [

Montrer que v est différentiable et calculer Dy (f) pour tout [ € Isom(F, IF).
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F.S.T. Errachidia LST-Maths Appliquées
Département de Mathématiques Module M512

Responsable: Aziz ELBOUR

Examen de Calcul Différentiel
14/01/2019
Durée: 2 h 20 min

Exercice 1. Soit E un espace préhilbertien réel. On note (:,-) le produit scalaire sur E et H-.[l
la norme associée définie par ||z|| = \/(z,z). On considére l'application g : F — R, définie
par

g(xy=e¢"" Vze€E

1) Montrer que lapplication g est différentiable sur E et calculer sa différentielle en toul
pointx € E.

2) Montrer que pour tous z,y € E ona |g(z) — g(y)| £ \/g Iz = yl|-

Exercice 2. On considére la fonction f : R? — R* définie par

1
flz,y) = (m—%arctany,y+§\/l+:r2), V(:r:,y)ERz.

On munit R? de la norme euclidienne ||(z,y)|| = /2% + ¥°.

1) Montrer que la fonction f est de classe C* sur R? et que Df (z,y) € Isom(R? R?) pour
tout (z,y) € R2.

2) Soit (o, B) € R? fixé. Montrer que le systéme suivant

r=Qx-T %—arctany
y=p- -;-\/1 + z°
admet une solution et une seule dans R®.
3) En déduire que f est un C'-difféomorphisme de R* sur R?,
4) Déterminer Df1(0,3) .
Exercice 3. On note E = C([0,1],R) l'espace des fonctions continues f:10,1] — R, muni
de la norme ||f||, = sup |f(z)], et on rappelle que (E,||-||..) est un espace de Banach. On

r€(0,1]
note B la boule ouverte de E de centre 0 et de rayon 1.

1) On considére l'application L : E — E définie par

L(f)(:c)z-/:tf(t) it VfeE, Vze[n].

Montrer que ’application L est linéaire continue, et calculer ||L||.

2) Montrer que lapplication ¢ : E— E, fr— f* est de classe ! sur E et calculer sa
différentielle en tout point de E.

Scanné avec CamScanner



3) En déduire que Uapplication T : E — E définie par

T(f)(.r)=/:tf2(t) dt, VfeE, Yzel0,1]

est de classe C' sur E et calculer sa différentielle en tout point de E.

4) Montrer que pour tout f € E, | DT (f)|| < [|f]l.o
5) On pose ¥ = Idg — T o Idg désigne Vapplication identité de E.

1) Montrer que pour tout (f,q) € E?, on a

() =% @l 2 (1= 5 (1l + lale)) 15 =

11) Montrer que la restriction de ¥ & B est un C'-difféomorphisme de B sur son image

¥ (B).

6) Soit g : R — R une application de classe C'. Montrer que Uapplication ¢ : E — R

définie par |
' o= [ar®) dt  vIeE,

est différentiable sur E et que sa différentielle en tout point f € E est donnée par

Do(N)W)= [ g ®) h() &, VheE

Scanné avec CamScanner
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Lxamen de R alirapage de Calcul Différentiol
05/02/2019

Durde: 1 h 30 min
ixercice 1. Soif 12

( kB un espace prr‘hi!hnrfft_rg_l__r'fnl. On naote (-,-) le produit scalaire sur F et Il -
;: nerme associce définie par ||x|| = v (x,x) , Soil [,

€ 72 (1) un endomorphisme continu de -

1) Montrer que Vapplication q : I5 — R définie par

q(x) =(L(z),L(x)) Vzel
est différentiable sur I et caleuler sa différentielle en toul point = € I,

2) In déduire que Uapplication g : [ —3 R, définie par

g(z) =e™ "  Vzel
est dif[erentiable sur IS el calenler sa différenticlle en tout point z € E.

3) Soit x € I2. Montrer que Dg(x) = 0 si ef. seulement si L(z)=0.

i) Monirer que pour tous =,y € I on a |g (z) =g )| < ||L] \/g |z — vyl

-

tixercice 2. Soit I7 un espace de Banach, et soit £ (I5) Uespace des endomorphismes conlinus
de I,

1) Enoncer le théoréme d'inversion locale.

2) Montrer que Uapplication

T L(E)x L(E) — ZL(E)x Z(E)
([, 9) — (f—g,[09)

est de classe C', et caleuler D'T([, g) pour toul (f,q) € ZL(LF) x Z(F).

3) Montrer que I’ esl un C'—difféomorphisme local en (1,1), ot [ = idg.

Iixercice 3. On considére le systeme d’équations suwvand:

2 yz -3y —zV1 422 =0
e™ — ¢¥ ++ arctan(z) = 0 :

Montrer qu’au voisinage de (0,0, 0) les solulions de ce systeme sont de la formne (2,91 (2), p2(x)),
ot iy el (g sont dewr fonclions numeriques de classe C' sur un voisinage ouvert de 0.
s
><‘ Calenler ¢ (0) el py(0).
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Université Moulay Ismail Année Universitaire: 2017 /2018
F.S.T. Errachidia LST-Maths Appliquées
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Responsable: Aziz ELBOUR

Examen de Calcul Différentiel
30/05/2018

Durce: 2 h

Exercice 1. On considére la fonction f : R* = R* définte par

o

1 1 .
f(z,y)= (:1: - asiny,y+ asm:r) , V(z,y) € R

— el

On munit R? de la norme euclidienne ||(z,y)|| = V2% + ¥

)
-

1) Montrer que la fonction f est de classe C* sur R? et que Df (x,y) € Isom(It*,IR*) pour
tout (z,y) € R2.

2) Soit (a,b) € R2.

1) Démontrer que le probléme de trouver (x,vy) € R* tel que [ (x,y) = (a,b) est
équivaut au probléme de point fire ¢ (x,y) = (r,y), oti ¢ R? — IR* est
l'application définie par

I -,
p(z,y) = (n + ssiny, b - .';-‘“”-1') .

11) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tous
(z,y) € R® et (a',y') € R?, on a

o

o (x.0) = 2 (=, )| < 5 () = (2",
ii1) En déduire que f est bijective.
8) Conclure que f est un C'-difféomorphisme de R* sur R®.
4) Calculer Df~1(0,0).

Exercice 2. On note E =C ([0,1]) l'espace des fonctions continues f : [0,1] — &, muni de

la norme la convergence uniforme ||f|| = sup |f(x)]|, et on rappelle que (£, ||-||) est un espace
z€(0,1)

de Banach. On note B la boule ouverte de E de centre 0 et de rayon 1.

1) Montrer que l'application ¢ : E — E, f — [* est de classe C* sur E et calculer sa
différentielle en tout point de E.

2) On considére l'application L : E — E définie par
LN@=[ fO &, VieE, vaef)
0

!t!oﬁtrer que L : E — E est une application linéaire continue.




Allllée R
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3) En déduire que lapplication ) E — E défime par

¥ (/) (-'ff)=/:f2(f) dt, VfeE, VIE [0,1]

est de classe C' sur E et calculer sa différentielle en tout point de E.

{) Montrer que, pour tout f € E, [|[Dv (Ol < 20I£]l-
5) On pose ¢ = Idg + 1o ot Idg désigne Uapplication identité de E.

i) Montrer que pour tout (f,g) € E*, on a

o) - 9@ > (1= 3 U1+ 1ol ) 17 =l

i1) En déduire que la restriction de ¢ a B est injective.
iii) Montrer que la restriction de ¢ a B est un C'-difféomorphisme de B sur son image
¢ (B).

g &
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Examen de Rattrapage du Caleul Diflérenticel
03/07/2018
Durder 1 h 30 min

Exercice 1. On considére la fonction [: R* = R* définie par

| /.

f(x,y) = (.1' + 5\/1 + 4y - -gurr.tnn J') . V(x,y) € R*

On munit R* de la norme cuclidienne ||(x,y)|| = /2* + y*.

1) Montrer que la fonction [ est de classe C" sur R* el que Df (x,y) € Isom(R* %) ponr
tout (x,y) € R,

2) Soit (a,b) € R? fixd. Considérons l'application ¢ : R* — R* définie par

2

p(z,y) = (ﬂ - %\/1 +y°, b+ -jurctan:::) , V(x,y) € R”.

1) Vérifier que le probléme de trouver (x,y) € R* tel que f(z,y) = (a,b) est équivaut
au probléme de point fize p (2,y) = (2,y).

11) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que Uapplication p est
contractante.

ii1) En déduire que f est bijective.
3) Conclure que f est un C'-difféomorphisme de R* sur IR*.
4) Déterminer Df* (3,0) .

‘Exercice 2. Soit E un espace de Banach, et soil p: L () — Z () Uapplication définie
par p(u) = wou. On note I = idg l'application identité de I2, et B = B (I, 3) la boule ovverte
dans & (E), de centre I et de rayon 3.

1) Montrer que @ est de classe C' sur & (I2) et calculer sa différentielle en tout u € £ (I2).
2) Montrer que pour toutu € £ (E) on a
[P (w) = 2Z]| < 2w -1,
ot T =idy gy désigne 'application identité de £ (F).

3) En déduire que pour toul u € B, Dp(u) € Isom (& (£9)).
4) Considérons 'application ) : &£ (I) — £ (I7) définie par 1 (v) = p(u) — 2u.

1) Vérifier que U'application v est différentiable et que

[(u) = ()| < lu=vll  pour tous w,v € B.
11) En déduire que lu restriction de ¢ 4 B est injéctiww}

5) Montrer que @ est un C*—difféomorphisme de B sur ¢ (B).
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Fxamen de Calcul différentiel
(02/2/2018)

Durée: 2h 15min

N.B. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de la rédaction.

Exercice 1. Soit E un espace préhilbertien réel. On nole (-,-) le produil scalatre sur [ et |||
la norme associée définie par ||z|| = /{z,®). Soit L+ & — [2 un endomorphisme continu de
E vérifiant

(L(2),) = (& L) V() €L

1) Montrer que lapplication f: E — R défime par f(x) = (L(x),x), est de classe C' sur
E. Calculer sa différenticlle en tout point z € L.

2) Montrer que l’application g : E — R définie par g(r) = e~ (&9 est de classé (" s
E. Calculer sa différentielle en tout point x € I,

3) Montrer que pour tous x,y € Iy on a

19 (z) — 9 (W)| < \/g |z — vl -

4) En déduire que l'application ¢ : E — R définie par
&) = (L(z),x) e ™

est différentiable sur E et calculer sa différentielle en tout ponl x € L.

5) Soitz € E '\ {0}. Montrer que st D¢(z) = 0 alors x est un vecteur propie de L.

Exercice 2. Soit F un espace vectoriel normé de dimension finic et soil @ @ b — FE une
application de classe C'. On suppose qu'il eriste une constante k > 0 telle que

lo (z) — o) = kllz—yll, V(@.v)€ L
1) Montrer que (E) est un fermé de Iv.

2) Montrer que | .
|De () (W 2 kllall,  V(z,h) € £

3) En déduire que Dy (z) € Isom(E, ) pour toul T € K.
4) Montrer que @ est un GV -difféomorphisme de E sur L.

— - — A —— = W e — . — =
o



T —— — —

Exorcica 3. Soit U wun onvert convere d'un espace vectoriel normé E. Une fonclion
U R est dite a— convere (avec o > 0) si, pour tous T,y €U et toul t € 0, 1],

- O v t) < (1= 0 f @)+t ) = 5= 0z = ol

1) Soit f: U — B une fonction différentiable sur U. Montrer que les assertions sutvantes

sont dguealentes:

(1) [ esl a=convexe sur U;

(11) Pour tout (x,y) € U2, Df(x)(y—z)+5lz— Ullz < f(y) - f(z);
(111) Pour tout (x,y) € U?, Df(x)(y—2)+alz—y 2<Df(y)(y- T).

que [ est a—convexe sur U

2) Soit [ : U —> R une fonclion de classe C* sur U. Montrer

<1 ¢l seulement su,

Ve e U, Yhe L, D*f (z)(h 1) 2 a ||h||2. (*)
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'

. IExamen de Rattrapage
‘ 17/02/2018
Durée: 2 h

Exercice 1. Soit ¢ : R* = R? l'application définie par

]

2
p (T, y) = ( 1 sin(z +y), 1+ 3 arctan(x — 3!)) '

On munit R? de la norme ||(z, y) {I = |z| + |y|.

1) Montrer que pour tous (x,y) € R? et (z',y') € R?, |

e (@9) = o (vl < 33 ) = @)

2) En déduire que le systéme d’équations suivant

z = tsin(z +y)
4
(5) { y=1+ %arctan(ﬂ: ~Y)

admel une solulion et une seule dans R>.

Exercice 2. Soit I un espace préhilbertien réel. On note (-,-) le produit scalaire sur E et |||
la norme associée définie par ||z|| = \/{z,z). Soit L : E — E un endomorphisme continu de
E vérifiant

(L)) = (&, L0) V(o) € B

1) Montrer que l'application f : B — R définie par f (z) = (L (z),z), est de classe C' sur
E. Calculer sa différentielle en tout point z € E.

2) Montrer que U'application g : E — R définie par g (z) = e~ * 2 est de classe C! sur
E. Calculer sa différentielle en tout point z € E. |

3) Montrer que pour toust,y € E ona

o) -0l < /2 =l

4) En déduire que l'application ¢ : E — R définie par

¢(z) = (L (z),z) e~ (T, 7)

est différentiable sur E et calculer sa différentielle en tout point x € E.

L

5) Soit z € E\ {0} tel que D¢(x) = 0. Montrer que x est un vecleur propre de ..

N N o o = R
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) le produil scalaire sur E et ”“

xercice 3. Soit I2 un espace hilbertien réel. On note ( B\ {0}. On c onsidére les deuz

la morme associée définie par ||z|| = /(z,z). Posons U =
applicalions suivantes:

a: E — R - o BE — E
z — |z r +— |z|l=z

1) Montrer que « est de classe C* sur U et déterminer Do (z) pour tout z € U.

2) Montrer que ¢ est de classe C* sur U et calculer sa différentielle en tout point z € U.
3) Montrer que Dy (z) € Isom(E, E) pour tout x € U.

4) Montrer que ¢ est bijective et déterminer son application inverse ¢~

5) In déduire que ¢ est un Ct-difféomorphisme de U sur U.
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D.S. I'. Errachidia | LST-Matlhs Appliquées
épartement de Mathématiques Module M512 (Caleal différenticl)

Responsable: Aziz ELBOUR

lr ! t \
Fixamen { ! phic¢ ]
Durée: 2h

R
' li“ 0 el o ' ‘ . ‘ . |
1.&)[ oxercice L\-Sml I un espace hilbertien réel. On note (-,-) le produitl scalaire sur 1 el ||-|| la
norme associde définie par ||| = \/ (2, x). Considérons applicalion

f: H — R .
r +—— arctan ((z,x))
e |

el - 1) Montret que [ est différentiable sur IT et déterminer sa différenticlle en tout puint 2 € H.

I:lq‘H' 'll,I,‘.i
e

*2) Montrer que pour tout (x,v) € 112 on a . N *f,l'.

[/ (@) = f ()] < 2]l —y]|.

-
. *
-_—

_s2) Considérons Uapplication

R
- e -
& -
—
e,
-
-l

p: L) — £ ((H)

u — uou

(n) Aonlrer que @ est de classe C' et délerminer sa différentielle en ltout point u €
2 ().

(b} ANiontrer que p est un O —difféomorphisme local en w = Id),

a5 0
(&

ixerclice 2\ On considére le systéme d’équations survant:
SN

)
o T { e?* -2y |- zcos (w ~y - 2) = |

0 t‘}. . ;
' 1 . o .l t j ‘.- l 1|'I
(Y { \ :I.'I:Iyl‘l"y — 20" = ()

I T W W e e L —— P ——— i e T e
-

() Monlrer qu'an voisinage de (0,0,0) les solutions de ce systéme sont de la forine (2, (), p2()),
o @y el tpy sont dewr fonctions numériques de classe C' sur un voisinage ouvert de 0.

2) Calender ¢ (0) et 4 (0).

-

L k [ixercice JJ Soit 15 = C (|0, 1], R) Uespace des fonctions réelles continues sur [0, 1]. On inunit
" I de la norme de la convergence uniforme:

W/l = sup |f(2)], Jelk

x€|0,1]
On note 13 la boule ouverte de I2 de center 0 el Je rayon 1, el svit @ @ 1& —+ I Dupplication
définie par: ]
@ ([) () =/ JA(t) de, fekr, zell].
0

1) Montrer que p est de classe C' et déterminer D ([f) pour lout [ € 1Iv.

1

]
- , e L ———py e Ty - :
'.--I MM ———, " T ..-...I o SRR - R T - W L R g R R — i —— i __P P PP T P S THL Fu
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Responsable: Aziz BLBOUR
Examen de Rattrapage du Caleul diflérenticl [ 7270
(14/07/2017)

Durde: 1h30mn

Iixercice 1 (Questions de comrs). Svil 1§ un espace de Banach non nul (12 # {0}). On pose
| = l{fp

L. Monlrer que si w € £ (I) tel que ||Ju|| < 1, alors I —u € lsom (E) el que

(I —w)"" = Zu".

n=l()

2. I'n dédurre que Uensemble 1som (I7) est wn ouwvert de £ (13).

3. Montrer que Uapplicalion ¢ : [som (I5) — Z(19), w v—> u™ ' est différentiable ct |
déterminer sa différenticlle en toul point v € Isom (£).

ixercice 2, Soit f: R? - R? Vapplication définie par

[(z,y) = (1 sin(x — y), | — %altl,ml(r - y])

On munit R* de la norme ||(2, u‘|||. = |x| + |y|.

1) Mrmtn'r que pour tous (x,y) € R* el (2',y') € R?,

IU (H::y) o f (ﬂ:ftyi)" < 'i'E "(L:J) - U )“

2) I'n déduire que le systéme d’équations suivant

OIS

admet une solution el une seule dans IR2.

= 1 qm(l, ~y)
] —

2 arctan(x 4 y)

S
II

Iixercice 3. Seit 1Y un espace vectoricl normé de dimension finie ¢t soit [ : [J — 1 une
application de classe C'. On suppose qu’il existe une constante k > 0 tel que

IS (@)= FfI 2 k|le—yll, V(zy) e k=
1) Montrer que [ est injective et que f(IY) est une parlic fermnde de 19,

2) Monlrer que
N\Df () (h)

3) Monlrer que [ est un C'-difféomorphisme de B sur I5.

|, V(zh) e l*



Université Moulay Ismail Année Universitaire: 2016/202
F.S.T. Errachidia LST-Maths Appliquées
Département de Mathématiques Module NIH12

Responsable: Aziz ELBOUR

Examen de Calcul différentiel
(03/2/2017)
Durdée: 2h
_ g 2 ntal F G ' {
Exercice 1. Soit U un ouvert convexe d'un espace vectoriel norme réel [/ el 501
- 3 : Wpo @ I a7 ur Lous
f U — R une application. On dit que [ est convexre sur [J si, pour to
z,y €U et tout t € [0,1],

f(-Ha+ty) < Q=1t)f(z)+tfy).

1) On suppose f différentiable sur U. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes:

(i) f est convexe sur U,
(i1) Pour tous z,y € U, Df(z)(y—z)
(ii3) Pour tous x,y € U, Df(z) (y— )

fly) - flz)s
Df(y)(y—x).

2) On suppose que f est deux fois différentiable dans U. Montrer que si J €st
conveze sur U alors

vz e U, Yhe E, D*f(z)(h,h) = 0.

AN PAN

. .ﬁ o N
Exercice 2. On considére le systéme d’équations sutvant.

{ e=% + Oy +zcos(z—y+z)=1

:ce::yz —— y 4 2 /1_!__ I 0

1) Montrer qu’au voisinage de (0,0,0) les solutions de ce systéme sont de t;a
forme (z,0,(x), pa(T)), 00 Py €L Py sont deur fonctions numériques de
)

‘elasse O sur un voisinage ouvert de 0.

2) Calculer ©1(0) et ©5(0).
Exercice 3. Soit & un espace hilbertien réel. On_ note (-,-) le proaut Sca{azr‘e 5};*;‘
E et ||| la norme associée définie par ||z]| = V{z,z). Posons U = E\{0}. On
considére les deur applications survantes: .
a: E — R . f: B — L

z — |z z — @2
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1) Montrey | _
Te[. " que a est de classe C' sur U et déterminer Da(z) pour tout

2

Montrer que [ est de classe O

SuU U t s E‘ﬁl + T h
pour tout = € U et tout h cE rU et que Df () (h) z+ |2

B4

3) Véri :
3) Vérifier que f est différentiable en T =0 et que Df (0) =0.

4) Montrer gue IDf (z)]| < 2 |z|| pour tout z € E.

5) En déduire e ¢ 1
bt i o1y 55 e €' B ke (6) - £ )] < 20—

6) Montrer que D f (z) € Isom(E, E) pour tout z € U.

7) Montrer que f est bijective et déterminer son application inverse f~*.

8) En déduire que f est un C-diffeomorphisme de U sur U.
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Bxamen de Rattrapage du Caleul diflérentiel
(22/02/2017)
Durde: 1h30mn

i \ : - - ‘ _ .
O Exercice 1, Soit p: R* = I Vapplcation définie par

e (,y) = ('[I- sin(e -1-y), L -+ E}mclnu(i —y)

On munit R? de la norme ||(z,v)]| = |=| -+ |y|.
1) Montrer que pour tous (v,y) € R? et (2',9') € R?,

11 '
I (2,9) — @ (2", )| < T |G, ) — (2", ) -

2) FEn déduire que le systéme d’équations suivant

() { 2 = -'SIII(L 1)

y =1+ 3 arctan(z — y)
admet une solution et une seule dans R

(. Ixercico 2. Soit I un espace hilbertien réel. On note (, Y le produit scaluire sur Iv el ||| la
norme associde définie par ||x|| = ﬂ_ vy, Soil L € . (F) wn endomorphisme conlinu de Iv

vértfiand
(L(z),y) = (=, 1.(y)) V(x,y) € 1%
1) Montrer que Uapplication [ I5 —» I définie par [ (x) = (L (2) @), vsl de classe Ol osur

17, Caleuler sa différenticlle en tout point x € I,

2) Posons U/ = I\ {0}. Considérons Vapplication 1 : U ——» R définie pur )(x) == 4% Si}ﬂ‘

i- Montrer que 1,!; est différentiable sur U et calculer sa différentielle en toul potnt
€ /. "';n
ii- Montrer que si a € U est un vecteur propre de L alors Dy(a) = .

ha Txercice 3. Soil 1Y un espace vectoriel normé de dimension finie et soit [ : & —» I une
application de classe C'. On suppose qu'il evisle une constante k> 0 lel que

If (x) = f @ = klla-yl, Y(xv) e B
1) Montrer que [ est injective et que [ (I5) est fermée dans Is.

-

2) Montrer que
1DF (x) (W = kA, V() € B

3) Fn déduire que D f (2) € lsom(, IY) pour lout 2: € 15,
1) Montrer que [ est un C'-difféomorplusme de l5 sur Iy,
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Université Noulay Ismail Annde ”lll\l.'lhll |
1°.S.T. Errachidia Moduale MHT2 |
Département de Mathématigues Caleul l|lf|til'l:ll|l!:'li [ ‘
LS T-Naths Appligquées Responsables Aziz

Examen de juin 20106
Durde: 2hd0mn

Exercice 1. Soit [ : ® — IR? Uapplication définie pur
I 2
[(x,y) = (*i sin(c -+ y), |-+ Surutun(:tr |- y)) 1

On munit R* de la norme ||(x, v)|| = |«| + |yl

1. Montrer que [ est de classe C'' sur IR? et déterminer sa différenticlle en toul poinl (x, y,
2.
2. Montrer que pour tous (x,y) € R? et (2',y') € IR?,
I '
N @) = 1O S 35 ) = @Ol

3. En déduire que le systéme d’'équations swivanlt

(S) { T = %siu(u: + )

y =1+ 3 arctan(x + y)

. ) |
admet une solution et une seule dans £-°.

Exercice 2. Soit E un espace hilbertien réel. On note (-, -) le produit scalawre sur 15 el ||-|] ln
norme associée. Posons U = E'\ {0}.

1. Montrer que l'application g : U — R définie par g (x) = ﬁfil'g' est différentiable sur U et
calculer sa différenticlle en tout point de U.

2. Soit [:U — E définie par f (z) = "—:l-lg

(a) Montrer que [ est différentiable sur U el donner Uexpression de sa différentielle en
tout point de U.

(b) Montrer que f est une bijection de U sur U puis que [ est un C'-difféamorphismne
de U sur U.

Exercice 3. Soit U un ouvert conveze d'un espace vectoriel normdé véel I et soit [ U —» Rt
une application. On dit que [ est convere sur U si, pour tous x,y € U ¢l tout t € 0, 1],

(L =t)etty) < (1 =1) f(x)+ 1] (y).
1. On suppose [ différentiable sur U. Montrer que [ est convere sur U si, et seule

ment si,

VeeU, Vyell, Df(z)(y—-u)< f(y) — f(2).

e LY AN UL A LR AR T e O L R R s s s s e




. On suppose que f est de classe C? surUU. Montrer que [ est convexe sur U si, et seulement

(%)

51,

Veel Yhe E, D*f(x)(hh)=0.

J.On suppose [ convexe et différentiable sur 1J. Soit a € U tel que Df (a) = 0. Montrer
que [ a un minimum absoly en a.

Iixercice 4. On considére le systéme difTéventiel suivant sur I =)0, +00|:

1. Vérifier que X, : t —» (%, t) et Xo:t — (¢, t?) sont deuz solutions de (I%y), linéairement

mdépendanies.
2. Déduire la solution générale de ().

3. Iiésoudre le systéme différentiel suivant sur [ = |0, -+oo|:
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Népartement de Mathématiques Module MH12

Responsable: Aziz BELBOUR

Examen de Calcul différentiel
(12-02-2010)
Durde: 2hd0mn

Exercice 1. Mentrer que {'équation
Tyz 4 VY posin(r - 22) -1 =0

défmit au vorsinage de (0, 0,0) une fonction :mph:.ﬂ.e z =z, 5;) de classe C'' sur un voisinage
de U'oregine de R?. Calculer les -:Iértvees purtulhf 7. (0,0) et 7 =2 (0,0).

Exercice 2. Déferminer les solutions réelles définies sur ]?,’-;-[ de l'équation différentielle

r

v +uyu=tant,

Exercice 3. Soit 17 un espace de Banach, et soit f : & (E) — £ (E) l'application définie par
) = uwou. On note I = idg lapphcat:on identique de E, et B = B (I, 2) la boule ouverle
dans . (E). de centre 1 el de rayon 2

(. Mentier que f est de classe C' sur 2 (F) et que Df (u)(h) = voh -+ h owu pour lous
nhe. 7 (I9).

2. Montrer que pour teus u,h € £ (F),
1D f (1) (h) = 2h]| < 2{[R]l - [lu — 1]

cl

DS (w) —2Z|] < 2 fju— I,
o T ==1d o2y désigne 'application identitque de 2 (F).

7 Fn dédware que pour tout w € B, D f(u) esl un isomorphisme de 2 (E£') sur 2 ().
[ Clongidérons 'application g : & (E) — 2 (F) définie par g (u) = f(u) — 2u,
(n) Vévifier que Uapplication g est différentiable el montrer que

"-'7(") o G(U)“ < ”'”- -~V " pour lous u,v € B

(b) b déduire que la vestriction de [ a 3 est injective.

“ Montver que [ est un C'--difféornorphisme de B sur f (U).'

[Cxeveiee A, Soit I+ un espace vectoriel normé et soit ¢ : R —» E une :zpph'c ation de classe (2.

On suppose qual eniste des constantes A > 0 et 13 > 0 telles que ||¢ (2)]] < A et ||¢" ()] < B
o foul oo« JE

)16



1. En appliquant la formule de Taylor @ l'ordre 2 entre x ¢l @k h puws enlre v b0

montrer que pour tout © € R et tout h > 0, on a:

) AN
1# @) < 5 + By
2. I'n dédwire que ||¢' (z)|| € V2AB pour tout x € R.

3. Soit f : R — E une application de classe C*. On suppose que les derivees o ondre pu:
admettent dans R une majoration de la forme

“f{?ﬂ) (J:)“ S M x (2”)' < !.:""",
ou M et k sont des constantes > 0, indépendantes de n.

(a) Quelles majorations peut-on en déduire pour les dérveées de [ d'ovdre tnpua?

"]i.l..“j

L e . - < - o S
(b) En déduire que pour tout xg € R la série de Taylor >, (@ - wvy)" L‘,ﬁ = CUnverge
vers [ (z) en tout poinl x d’un veistnage ouvert de vy que Uon préceseru

A T it it . i T G B B i ——————i. s W TH i i, ek ol M Pl I BBl i =

- e _— P — = L - -r—_ - B
-
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(01-3-20106)

fren réel. On nole (-,) le produil cenlaire sur E et ||l

Pxorcicn 1. Sott 12 un espace préhalber :
3 It Uapplication défine par:

la norme enclidienne associde. Soil [0

[(x)=In(21 (r,2)), Veel,

1 Montrer que [ est différentinble sur 12 et calenler D f (r) (h) pour Lois 7, hels

9 Alontrer que powr lous Y C 5 on .

| !
|f (x) = [ (y)| = 7 |z = yll -

oy oadmetiant que [ oest dewe fos différentwable suir I, cadenter DAL (0) (I ) pour Lo
oo 10 P déduire que f (l1) = In (':.) 2 *}E "f?lr |- f”a"l“)

Fxorcice 2. On considére le systeme dCqnations suvant

vz - cos(xy) — e* =0
e —gin( - 2) Fy—1=0

olulions de ce systéme sont de la forme (x, i (x), walx)],

Monlyer qu'aw voisinage de (0,0,0) les s
s de classe C' sur un voisinage owvert de 0.

o1 1oy el py sond denz fonctions numérique
(alculer rﬂ'l (0) el f;?;(ﬂ)

n . . o : o ) - . g ‘ e ()
Fxercice 2 Soil I un espace de Banach, et soit @[5 —» I une application Jde classe €

On suppose qu'il existe une constante ke [0, 1] telle que

() — o ()l < klle =l v () € 17 (")

On considere Vapplication [ 18 —» 5 definee par f(x) =2 = ().

i1 Montrer gue || De(e) (W) <k |A]] pour fows @l € I,
plx heh)—pic) )

(hudication: on pourra wliliser o relelion Dyr() (h) = limuI — t
i

I déduire que | Dp(a)l| < & powr ok & OF
o Vénfter que [ est de claase OV oswr 15 el mondrer que poir toul « € 17, Df(x) =
lsom( 17, 14).

9 Montier que [ est une hiyjectwn de I sur by

o b dédure gue [oestan Cdefféomorplusine de L s 1
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[.S.T. Errachidia ément de Module MO

Département de Mathématiques Calcul dilférenticl

LST-Maths Appliquées Responsable: Aziz LU
Examen

(session de Janvier)
Durée: 11 30mn

N.B. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de la rédaclion.

& Exercice 1. Soit H un espace hilbertien réel, et soit f : H —i Ik Uapplivation défoue par
.H(_nmkﬁl_ f(r) . \/l + (ml 3:-5

1) Montrer que f est différentiable en tout point z de H, el caleuler [' (x).

2) Montrer que pour tous z,y € H,

1f(z) = ()] < llz -yl

|

Exercice 2. Soit E un espace de Banach, et soit  : E -3 I unc application de ol (!
telle que ¢ = sup ||¢'(z)|| < 1. On définit la fonction [ : I —-r Iv par [(x) = 1 ()
zEL ’

On va montrer que | est un C'—difféomorphisine de 1Iv sur 1.

1) Montrer que f est de classe C' sur E et que pour tout x € I, H(x) & lsom (2, 1)

2) Montrer que pour tous z,y € I,
1f(x) = fWIl = (1 =)z — vl
+ 3) Montrer que [ est une bijection de E sur E.
,4) Conclure.
IExercice 3. Montrer que I'éguation
cos(z +y) =1+ 2y
| définit tinplicitenent au voisinage de (0,0) une fonction p de clusse (' telle que

cos(z + @(z)) = 1+ x4 2p(z).
Calculer ¢'(0). |



Université Moulay Ismail Année Universitaire: 2014/2015

F.?.T. Errachidia Ilément de Module M1109

Département de Mathématiques Calcul différentiel

LST-Maths Appliquées ' Responsable: Aziz ELBOUR
Examen

(session de Juin)
Durée: 1h 30mn

N.B. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de la rédaction.

Exercice 1. Soit H un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire (-,-) et de la norme
associce. Soit f : H — R l'application définie par f(z) = /(z, ).

1) Montrer que f n'est pas différentiable en 0.
2) Montrer que f est différentiable en tout point x # Q de H, et calculer f' (z).

Exercice 2 On munit lespace E' = R™ (n > 2) du produit scalaire habituel (-,-) et dz la
norme assamég\l\l- |- Soit ¢ : E — E une application dé classe C'. On suppose qu’il eriste
k>0 tel que - = - / |

—— V(z,y) € E? (p(z) — oY),z — 1) > k| z yl|®. (=)

1) En utilisant la définition de la différentielle de @ en un point z € E, montrer queVz € T,

Vh € E, |
iy £ +E1) = () _@

t5#0

2) Déduire de (x) queVz € E, Yh € E,

(¢'(z)(R), k) 2 k|

hl? .

3) Montrer que Vz € E, ¢/(z) € Isom(E, E).
4) Montrer que  est un C’I—diﬁéoma:phisme.de E sur E.

Exercice 3. On considére le systéme d’équations suivant:

T —2y+1In(l+2%) =0
cos(z)+y+z=1

Montrer quau voisinage de (0,0, 0) les solutions de ce systéme sont de la forme (z, ¥, (), a(z)),
o0u ) ety sont deur fonctions numériques de clusse C* sur un voisinage ouvert de 0.
Calculer ¢4 (0) et ¢,(0).
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