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Exercice 1 (Raisonnement par récurrence simple)
Montrer que pour tout n � 3, il existe des entiers a1, · · · , an 2 N⇤ pour lesquels :

a1 < · · · < an et
nX

k=1

1

ak
= 1.

Exercice 2 (Raisonnement par récurrence double)
On note (un)n2N la suite réelle définie par : u0 = 4, u1 = 5 et pour tout n 2 N : un+2 = 3un+1 � 2un.
Montrer que :

8n 2 N, un = 2n + 3.

Exercice 3 (Raisonnement par récurrence forte)
Soit (un)n2N la suite réelle. On suppose que u0 � 0 et que pour tout n 2 N : un+1 

Pn
k=1 uk.

Montrer que :
8n 2 N, un  2nu0.

Exercice 4 (Raisonnement par l’absurde)
Soit n 2 N. Montrer que le réel

p
n2 + 2 n’est pas un entier.

Exercice 5 (Raisonnement par contraposée)
Soit n 2 N⇤. Montrer que :

(n2 � 1) n’est pas divisible par 8 ) n est pair.

Exercice 6 (Raisonnement par analyse-synthèse (1))
Trouver toutes les fonctions f : R ! R telles que :

8x, y 2 R, f(y � f(x)) = 2� x� y.

Exercice 7 (Raisonnement par analyse-synthèse (2))
Trouver toutes les fonctions f : R ! R telles que :

8x, y 2 R, |f(x)� f(y)| = |x� y|.

Exercice 8 (N et N2 sont équipotents)
Montrer que l’application f : N2 ! N⇤, (n, p) 7! 2n(2p+ 1) est bijective.
En déduire une bijection de N2 sur N.



Exercice 9
Soient E, F et G trois ensembles et soient f : E ! F et g : F ! G deux applications.

1. Montrer que si f et g sont injectives alors g � f est injective.

2. Montrer que si f et g sont surjectives alors g � f est surjective.

3. Que peut-on conclure sur g � f si f et g sont bijectives ?

4. Montrer que si g � f est injective alors f est injective.

5. Montrer que si g � f est surjective alors g est surjective.

6. Montrer que s’il existe h : F ! E telle que h � f = IdE et f � h = IdF , alors f est bijective et
f�1 = h.

Exercice 10
Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F . Pour A,B ⇢ E et C,D ⇢ F , montrer que :

1. Si A ⇢ B alors f(A) ⇢ f(B). En déduire que f(A \B) ⇢ f(A) \ f(B).

2. f est injective si et seulement si pour toutes parties A,B de E : f(A \B) = f(A) \ f(B).

3. f(A [B) = f(A) [ f(B).

4. f�1(C [D) = f�1(C) [ f�1(D) et f�1(C \D) = f�1(C) \ f�1(D).

5. A ⇢ f�1(f(A)) avec égalité quand f est injective.

6. f(f�1(C)) ⇢ C avec égalité quand f est surjective.

Exercice 11
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pout tout x 2 E, notons x̄ = {y 2 E | xRy} la
classe d’équivalence de x pour R.
Montrer que l’ensemble des classes d’équivalences de E forme une partition de E (i.e. E =

G

x2E
x̄).

L’ensemble des classes d’équivalences de E pour R est appelé l’ensemble quotient de E par R et souvent
noté E/R.

Exercice 12 (Théorème de Cantor)
En considérant la partie A = {x 2 E | x /2 f(x)}, montrer qu’il n’existe pas de surjection f de E sur
P(E).






































