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. Intégrale d’une fonction continue sur un segment.

a. Activité.
On consideére la fonction numérique f définie sur R par : f (x) = 3x? + 2x.
1. Donner trois fonctions primitives F, G et H de la fonction f sur R.
2. Calculer F(2) — F(—1),G(2) — G(—1) et H(2) — H(-1).
3. Que peut-on remarquer ?
On remarque que le nombre réel F(2) — F(—1) est indépendant du choix de la primitive choisie.

Ce nombre est appelé 'intégrale de f de —1 a 2, et se note f_zlf(x)dx, etona:

J% F()dx = F(2) - F(-1).
On écrit encore : f_zlf(x)dx = [F(x)]?,
= F(2) — F(~1)
b. Définition.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.
Le nombre réel F(b) — F(a), ou F est une primitive de f, est appelé I'intégrale de a a b de la fonction

f, et se note f:f(x)dx. On écrit alors : f:f(x)dx = [F(x)]2
= F(b) — F(a)

c. Remarques.

4 f: f(x)dx se lit somme de f(x)dx de a a b ou intégrale de a a b de f (x)dx.
v’ Les nombres réels a et b s’appellent les bornes de I'intégrale f: f(x)dx.

2.3 b . a 2 . ..
v’ Dans I'écriture fa f(x)dx, la variable x peut étre remplacée par une autre variable. Ainsi, on a :

[} fdx = [ fo)dy = [ f(t)dt = [, f(6)d6 =...

d. Exemples.

Calculons les intégrales suivantes : I = ff%dx, ] = fom(z) e?*dx, L = f:z %dx, M = fl_l Vx + 2dx et
N = f;f cos(2x)dx,

1. Calculons lintégrale 1 = | fidx.

On a : la fonction f:x — i est continue sur l'intervalle [1; e].

La fonction F: x — In (x) est une primitive de la fonction f sur I'intervalle [1; e].

Alors I = fleldx = In(e) — In (1)
T =1-0 Dou I = [ ldx=1
= [In(x)] —1 1x

2. Calculons l'intégrale | = foln(z)ezx dx.

On a : la fonction f : x — e?* est continue sur l'intervalle [0; In(2)].

La fonction F: x — %ezx est une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0; In(2)].

e 1 2 1 3
Alors | = fon( )82x dx =5€ln(2) —560 =3
In (2) 1 2 1 . n(2) 3
1 = = i ’ — 2 —
=[_32x] =-x25--x1 Dou]—fO e dx =2
12 o _4-1
_lo2m@ _1,20 ==
2 2

2 2
3. Calculons l'intégrale L = f: @dx.
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. In? . ). . .
On a: la fonction f : x — nT(x) est continue sur 'intervalle [e; e?] (en tant que quotient de deux fonctions

continues).

La fonction F: x — gln3 (x) est une primitive de la fonction f sur I'intervalle [e; e?]

(lnzx(x) = In'(x) X In? (x)).

2 2 1 1 7
Alors L = [} W dx = n*(e?) —;n’(e) =2
¥ e? 1 3_1 1 e? In2(x) 7
==-X2°—-=X toty T = _7
:[lln?,(x)] 3 3 D'ou L= [, —=dx =3
3 e _8-1

3
4. Calculons I'intégrale M = | 1_1\/x + 2dx.

On a : la fonction f : x = Vx + 2 est continue sur l'intervalle [—1; 1] (x = x + 2 est continue et positive sur
Vintervalle [—1; 1]).

. . Z 3 . oy e . e _1.
La fonction F: x — 3 \ (x + 2)3 est une primitive de la fonction f sur l'intervalle [—1; 1]

(\/x +2=(x+ 2)% =((x+2)(x+ 2)%).

Alors M = [V +2dx =2/ -3/B)? =5-23
-1 2 2 ’on
= E\/(x+2)3]1 =3V1-3;V3x3? 11\)40“]‘1 .
2 _2 = Vx X ==-
N ST EENCERE =5x1-2.3V3 1 3

5. Calculons I'intégrale N = | 0% cos(2x) dx.

On a : la fonction f : x — cos(2x) est continue sur l'intervalle [O; %] (en tant que composée de deux
fonctions continues).

La fonction F: x — %sin(Zx) est une primitive de la fonction f sur I'intervalle [O; %]

m 1. 1. m
Alors N = [# cos(Zx)cfx = gsm (2)1_ 5 sin(0) D'oi N = [*cos(2x)dx = %
[ ) =-X1—-=-%0
= [Esm(Zx)]O _i 2
1, 1 . -
=Esm(2xg)—zsm(2x0) 2

e. Exercice d’application.
Calculer les intégrales suivantes : I = [ (x? — x)dx, | = |, ) gy K = f__23\/1 — xdx,

0 eX—1
5 1 8
L= fZ (Zx—x—2+ﬁ)dx.
f. Conséquences.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de l'intervalle 1, et k un
nombre réel, alors on a : f: kdx = [kx]? ; f:f(x)dx =0; f;f(x)dx =— fbaf(x)dx.

=kb — ka

=k(b—a)

Il.  Relation de Chasles — Linéarité de l'intégrale.

1. Relation de Chasles.

a. Activite.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de l'intervalle 1, et k un nombre
réel. Montrer que : fac f(x)dx = fcb f)dx + bc f(x)dx. Cette égalité s’appelle la relation de Chasles pour

les intégrales. :
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b. Propriété (Relation de Chasles).

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de l'intervalle I, on a :

[{ fGodx = [ fG)dx + [; f(x)dx.

c. Exemples.

31

1. Calculons l'intégrale I = lecos (x)| dx.
. : ’ T 3]
Le tableau de signe de cos(x) sur 'intervalle [— 2

est donné ci-contre :
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

3

I = f_Tzlcos(x)l dx

2
31

= f_Ezlcos(x)l dx + [ |cos(x)| dx
2

2
31

= f_EE cos(x) dx + fg —cos(x) dx
2 2

= [sin(x)]g_E + [—sin(x)]

2

“RS|g

2. Calculons l'intégrale | = f_zllx2 — x| dx

Le tableau de signe du trinéme x? — x = x(x — 1) est
donné ci-contre
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

] = f_zllx2 — x| dx

= f_ollx2 — x| dx + follx2 — x| dx +

flzlx2 — x| dx

= f_ol(x2 —x)dx + fol —(x% —x)dx +

flz(x2 —x) dx

-2 o330
2

1 1
o241
3 2 1

d. Exercice d’application.

Calculer les intégrales suivantes : | = f_21|2x —1ldx,J={

L= f_32|2x2 —2x — 4| dx
2. Linéarité de l'intégrale.
a. Activite.

x T
2

Signe de
cos(x)

- n(2) - on () +(-sn () -

sin3)

3m

Doul = [ %lcos(x)| dx = 2
2

X —o0 0 1

Signe de
x?—x

— 03 C i 02— (=13 —L1x(=1)2) =

=2x03—2x0 Qx( 1) 2><(1))

IX134Ix12 = (=2x 03 +1%0%) +

3 2 3 2

l><23—1><22—(1><13—1><12)

3 2 3 2

=—(1><(—1)—1><1)—3><1+3><2+
3 2 3 2

lx8—1x4—(1x1—1x1)
3 2 3 2
(N -lpzetor (il
1 i 12 238243121 3 z
—l,r 12,8 4 1 41
P02 03023 %2 3% 2
111 y&841,2 2,1
3 3 3 2 2 2 2

, 2
Par suite | = [~ |x* — x| dx = z

1 2|x|
—1x2+1

dx, K = ff”n(x)ldx,
e

X

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1, a et b deux éléments de I'intervalle I, et k un

nombre réel. Montrer que : f: kf(x)dx =k f; f(x)dx et que
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PP(F0) + g(0)dx = [° Fdx + [F g(x)dx.
b. Propriété.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux éléments de I'intervalle I, et k un
nombre réel, on a : f: kf(x)dx =k f:f(x)dx et f:(f(x) +g(x))dx = f;f(x)dx + f:g(x)dx.

c. Remarque.

Soient k et k' deux nombres réels, on peut remplacer les deux formules de la propriété par la formule
suivante : f:(kf(x) +k'g(x))dx =k f:f(x)dx + k' f; g(x)dx. Cette formule est dite formule de
linéarité.
d. Exemple.
Calculons I'intégrale suivante : | = fe (l +2 ln(x)) dx + fle 2 (F + In ( )) dx.
Ona:l —f ( +2ln(x))dx+f 2( \/_+ln( ))dx
—feld +f 2ln(x)dx+f2 dx+f2ln()dx
e 1
_flfd +2f11ln(x)dx+f1 N Zf1 In(x) dx
e e
= fl ;dx + fl Td

= [tn @ + [Vx[©
=In(e) — In(1) + Ve — V1
e
Il s’ensuit que I = f ( +2 ln(x)) dx + f 2 (— + ln( )) dx
— Ve

e. Exercice d’application.

On considére les deux intégrales suivantes : M = | OZ cos(2x)cos(4x)dx et N = | OZ sin(2x)sin(4x)dx.
1. Calculer les deux intégrales M + N et M — N.
2. En déduire les valeurs des deux intégrales M et N.

Ill.  Expression d’une primitive a I'aide d’une intégrale.
a. Propriété.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a un élément de I'intervalle I et k un nombre réel, on
a : la fonction ¢ définie sur I'intervalle I par : p(x) = f; f(t)dt est une primitive de la fonction f sur
Iintervalle I s’annulant en a.

b. Remarque.

La fonction ¢ est dérivable sur I'intervalle I et on a : pour tout x de l'intervalle I : ¢'(x) = f(x).
X
d
Par suite pour tout a élément de l'intervalle I : limm lim £0-0(@) _ =¢'(a) = f(a).

x—>a X—a x-a x—a

c. Exemple.

On sait que la fonction In est la primitive de la fonction définie par : x — isur intervalle 10; +oo][, qui
s’annule en 1, alors In(x) = | 1x % dt pour tout x élément de l'intervalle ]10; +oo|.
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IV. Intégrale et ordre — Valeur moyenne.

1. Intégrale et ordre.
a. Activité.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] (a < b).

1. Montrer que si la fonction f est positive sur l'intervalle [a; b], alors fab f(x)dx = 0.

2. Montrer que si f(x) = g(x) pour tout x élément de I'intervalle [a; b], alors f; f(x)dx = ff g(x)dx.

b. Propriété.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] (a < b), ona:
v' Si la fonction f est positive sur l'intervalle [a; b], alors f: f(x)dx = 0.

v Si f(x) = g(x) pour tout x élément de I'intervalle [a; b], alors f: f(x)dx = f; g(x)dx.

c. Exemples.

1. On sait que la fonction In est continue et positive sur l'intervalle [1; €], alors |. f In (x)dx = 0.

2. On sait que la fonction In est continue et négative sur l'intervalle E ; 1], alors ff In (x)dx < 0.
e

3. Montrons que : 2e™* < foz e dx < 2-

Pour tout x de l'intervalle [0; 2] ona : 0 < x* < 4
Donc—4 < —x*<0

Et comme la fonction x — e* est strictement
croissant sur R, alors e™* < e™*"* < e°
Clest-a-dire quee™* < e ™" < 1

d. Propriété (Intégrale et valeur absolue).

7 2 —4 2 _xz 2
Il en résulte quef, e de </, 2e de < J; 21dx
C'est-a-dire que e™ [ "dx < [Te™ dx < [ dx
2
Ou encore e™*[x]§ < | e dx < [x]3

. - 2 _,2
Par conséquent 2e~* < fo e ¥ dx <2

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de l'intervalle I tels que

a<b,ona: If:f(x)dx| < f: |f (x)|dx.

2.La valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment.

a. Activité.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de l'intervalle I tels que a < b
1. Montrer que s’il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x de l'intervalle [a; b] :

m < f(x) <M, alorsm(b—a) < f;f(x)dx <M(b—a).
2. Montrer que s’il existe un nombre réel M tel que pour tout x de l'intervalle [a; b] : |f(x)| < M, alors

[} feodx| <M - ).
b. Propriété.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de l'intervalle I tels que

a<bona:

v' S’il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x de l'intervalle [a; b] :m < f(x) < M,

alorsm(b —a) < f:f(x)dx <M(b - a).

v’ S’il existe un nombre réel M tel que pour tout x de l'intervalle [a; b] : |f (x)| < M, alors

|12 Fydx| < M - o).
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c. Définition.

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de l'intervalle I tels que

a < b. La valeur moyenne de la fonction sur I'intervalle [a; b] est le nombre réel : ﬁ f: f(x)dx.

d. Remarques.

v’ Dans la pratique les deux nombres réels m et M représentent la valeur minimale et la valeur
maximale de la fonction f sur l'intervalle [a; b].

v’ Si pour tout x de l'intervalle [a; b] : m < f(x) < M, alors m < ﬁ f: f(x)dx < M, cette inégalité
est appelée inégalité de la moyenne.

l Tl

b 2 R (e g _
v’ La formule lea fa f(x)dx est une généralisation de la formule X = % 1 x; donnant la moyenne

arithmétique d’une série statistique.

e. Exemple.
. J x n(2)
La valeur moye/:/;:e de la fonction f définie sur R Par suite f n(2) xe 1)2 y [ - 1]
par: f(x) = —xrqy Sur l'intervalle [0; In(2)] est : * ot
1 n(2) e* = eln(2)+1 oJr1
In(2)-0 Iy (e*+1)2 dx. -4 1
n(2) e* 241 1+1
Calculons alors I'intégrale f dx _-1,1
(ex+1)? =3 +2
ona- e* _(e"+)'d la foncti 5 1
Na: e = teveny d0Nc la fonction x — —— ==
est une primitive de la fonction f sur l'intervalle Il s’ensuit que la valeur moyenne de la fonction f
0;n(2)]. ’; . R SO S
[ (2)] sur l'intervalle [0; In(2)] est : e s T s

f. Théoreme (Théoreme de la moyenne).

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de l'intervalle I tels que

. . , - b
a < b. Il existe au moins un nombre réel c de l'intervalle [a; b] tel que fa f(x)dx = (b —a)f(c).
Ce théoreme est appelé théoréme de la moyenne.

g. Exercice d’application.
Dans chacun des cas suivants : déterminer la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle I

fx) = %Z‘me” =[1;e]; f(x) =4sin 2x + 1) et] = [-m; 7] ; f(x) = sin?(x) et] = —%;%]

V. Quelques techniques pour le calcul d’intégrale.

1. Utilisation d’une fonction primitive.

Pour calculer une intégrale, on envisage en premier temps d’utilise les primitives des fonctions usuelles et
leurs propriétés (somme, produit...). Ainsi et avant de commencer le calcule d’une intégrale d’une fonction,
il faut vérifier que cette fonction est continue sur l'intervalle de I'intégration.

a. Exercice d’application.

o . 1 2x-3
1. Calculer l'intégrale suivante : I = fo x2—x3x+8

1_e X_e™X

2x_1
) s . o
2x+1 Sxro—x PUis calculer l'intégrale suivante : | —f (ezx+1) dx.

2. Vérifier que : (Vx € R) :

x2—4x+7

3. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que : (Vx # 2) : =ax+b + > puis calculer

. s H 1 2_4 ’
I'intégrale suivante : K = fo (x x_z+ )dx.
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4. Linéariser cos3(x), puis calculer I'intégrale suivante : L = | 05 cos3(x) dx.

2. Intégration par parties.
a. Activité.

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que leurs dérivées u’ et v' soient continues
sur I. Montrer que pour tous a et b éléments de l'intervalle I, on a :

f u' () v(x)dx = [u(x)v(x)]? +f u(x)v'(x)dx.
Cette technique est appelée intégration par parties.
b. Propriété.

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que leurs dérivées u' et v' soient
continues sur 1, alors pour tous a et b éléments de l'intervalle I, on a :

f u' () v(x)dx = [u(x)v(x)]? +f u(x)v'(x)dx.

c. Exemples.

1. En utilisant la formule de I'intégration par parties, calculons l'intégrale : I = f
(u'(x) =e” {u(x) =e*

Posons : { p(x) = x alors V(x) =1

Les deux fonctions u et v sont dérivables sur
intervalle [In(2) ; In(3)], et leurs dérivées u' et
v’ sont continues sur l'intervalle [In(2) ; In(3)].

Il s’ensuit donc que | = flzl((;’))xexdx

In(3)
n(2)
In(3) In(3) i

i)~ Jiny €7 0%

= In(3) e™® — [n(2) e"®@ — [ex]ﬁgg

=3n(3) — 2In(2) — (e"® — ")
=3mnB)-2n(2)-(3-2)
=3In(3) - 2In(2) - 1

Dot I = L:l((;)xexdx =3In3)—-2mn(2) -1

xe*dx

= [xe”]

2. En utilisant la formule de I'intégration par parties, calculons l'intégrale : ] = f:z (2x + Din (x)dx

"(x) = u(x) =x%+x
Posons : { u'(x) = 2x + 1 {

v(x) = In(x) v'(x) = <
Les deux fonctions u et v sont dérivables sur
I'intervalle [e; e?], et leurs dérivées u' et v' sont
continues sur l'intervalle [e; e?].

Il s’ensuit donc que | = fe (2x + 1) In(x) dx
= [(x* + x) In(x)]¢2 — fe XX e

= (e? +e)ln(e) — ((e?)? + ez) In(e?) —
[, (e + 1dx

=e?+e—2(e*+e?) - Exz +x]:2
=e?+e—2e*—2e*—

(%ez +e— G (e?)* + ez))

= —264—62+€—<%€2+e—%€4—62)
= —2e* —e? +e+%e2 —e+%e4

— —%e“—%ez

= —%(3644-62)

Dou] = f:z 2x + Din (x)dx = —%(384 + e?)

2. En utilisant la formule de I'intégration par parties, calculons l'intégrale : K = f OZ xcos(2x)dx

Posons : {u’(xz (j)cisx(Zx) alors
{u(x) = %sin (2x)
v'(x) =1

Les deux fonctions u et v sont dérivables sur

Vintervalle [0; %], et leurs dérivées u' et v' sont

continues sur l’intervalle [0 ; %]

Il s’ensuit donc que K = foz xcos(2x)dx

Chapitre 06 — Fonctions exponentielles — Mustapha Bag

=3« sin(Zx)]: — [ sin (2x)dx

1. 1T
= [Ex sm(Zx)]; — Ef04 sin (2x)dx

1 . 1 .
=E><%sm(2xg)—5xO><sm(2><0)—

= gsin (g) — %(%cos (2 X %) +%cos(2 X O))
= g x 1 —%(;cos (g) + %cos(O))

D

L____» &




T 1( 1 1 _r_1
=5-3(=3x0+5x1) B
b4 1 1 = = —
=5-3(0+3) =s(™-2)
1(1 ,os z 1
=§_5(5) D’ou K = f04xcos(2x)dx = E(n -2)

d. Exercice d’application.
.y . N .y . . 1 _
Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’une intégration par parties : I = f o Xe *dx, | = fgnx cos x dx,
2

X

dx, N = J-e Inx

_2m __re . _ z nx
K —fg e*cosxdx, L = [ In(x—1)dxM = [? | 5 ax.

cos?x

VI. Application du calcul intégral.

1. Calcul des aires. J K
Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0;7;])

On appelle unité d’aire, notée u. a I'aire du rectangle OIK] ou I, | et K
sont les points définis par: 01 =7, 0] = Jet OK = T +7.

L’unité d’aire donc est : u.a = ||7]| X |||

a. Propriété.

o

Soient f une fonction continue sur un segment [a; b] (a < b) et (Cf) sa courbe représentative dans un
repére orthogonal. L’aire A de la partie du plan délimitée par la courbe représentative (Cf), I'axe des

: . ) s . , . b o
abscisses et les deux droites d’équations x = a et x = b est égale a : A = fa |f (x)|dx en unité d’aire
u.a.

b. Remarques.

v’ Dans le cas ot la fonction f est positive sur 'intervalle [a; b], alors A, = f; f(x)dx en unité
d’aire u.a (figure 1).

v" Dans le cas ou la fonction f est négative sur l'intervalle [a; b], alors A, = — f; f(x)dx en unité
d’aire u. a (figure 2).

v’ Le nombre réel positif f:l f(x)|dx est appelé I'aire géométrique.

v’ Le nombre réel ff f(x)dx est appelé I'aire algébrique.

figure 1 figure 2
A, = f:f(x)dx en unité d’aire u. a Ay =— f:f(x)dx en unité d’aire u.a

r=a z="b Unité d'aire

[23

C% \
/ Unité d'aire
/ ‘

o

~_]
©)
i g ©=a z=b
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c. Exemples.

1. Soient f la fonction définie sur I'intervalle R par : f (x) = cos (x), et (Cf) sa courbe représentative dans

un repére orthonormé (0;1;J) avec ||T|]| = 2cm.
Calculons I'aire A de la partie du plan délimitée
par la courbe représentative (Cf), I'axe des

. . s . V3
abscisses et les droites d’équations x = — 3 et
s
X ==
2
T

Ona:A= (f_EEIf(x) Idx) u.a ol u. a est l'unité
2
d’aire.

Ona:f_gzlf(x)ldx = fglcos(x)ldx

= f_EE cos(x) dx,
2

Car cos(x) = 0 pour tout x de I'intervalle [— g ; g]

On a : la fonction f est continue sur I'intervalle
_r. z]
2’21
La fonction x — sin(x) est une primitive de la
fonction f sur l'intervalle [—g ; %]

71.'

par suite [ % cos(x) dx = [sin(x)]*x

= sin (2) - sin (~2)

=1-(-1)
=2
D’ou f_EE cos(x)dx = 2
2
Il s’sensuit donc que A = 2u.a

A = 2|[Tl] x |7l
Par suite A = 8cm?

_ - o
=T 2
2 (C'r)
T -y 2 0] T A2

2. Soient f la fonction définie sur l'intervalle R par : f(x) = e* — 1, et (Cf) sa courbe représentative dans

un repére orthonormé (0;1;]) avec ||t]| = 1cm.
Calculons I'aire A de la partie du plan délimitée
par la courbe représentative (Cf), I"axe des

abscisses et les droites d’équations x = In G) et

x = 0.

Ona:A= (fzi(i)lf(x)ldx) u.a ol u.a est

I'unité d’aire.

Ona: fiy(nyfOOldx = fynyle* - 1]dx

Etudions le signe de e* — 1 sur l'intervalle

[in(3)s0]

Soit x € [ln G) c O], donc

In G) <x<0= ) <er <o (%) (la

fonction x — e* est strictement croissante sur R)

(x) = i <e*<1

—--1<e*-1<1-1
=2<e"-1<0

Do (Ve |in(3);0]):e¥—1<0
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Il s’sensuit donc que
0 x _ 0 x
fln(%)h? —1ldx = fln(%z—(e — 1)dx
= foln(Z)(ex — 1)dx
(12 gz = = [} g(x)x)

On a : la fonction f est continue sur l'intervalle

1
[in(5): 0]
La fonction x — e* — x est une primitive de la
fonction f sur l'intervalle [ln G) ; O].
in(2) in(3)
Alors [ \*/(e* — Ddx = [e* — x], *
1
= eln(4—) —_ ln (i) — (eO - 0)
= i +In(4) -1
= In(4) -2
s (0 _ _ 3
D’ou fln(%)lex — 1ldx = In(4) -
Il s’sensuit donc que A = (ln(4) — Z) u.a
Donc A = (In(4) = 2 |I7ll x |1l
Par suite A = (ln(4) - %) cm? (Voir la figure)

B

L____» &




d. Exercice d’application.

1. Calculer en cm?, A I'aire du domaine du plan délimité par la courbe (Cf)
de la fonction f dans un repére orthogonal (0;7;]), I'axe des abscisses et
les deux droites d’équations : x = 0 etx = 2 ot f(x) = x3 — 1,

T
= [”(1)

(Cy)

I7l=2cmet| J II=v2cm.
2. Calculer en cm?, A I'aire du domaine du plan délimité par la courbe (Cy)

=2

=1

—1

de la fonction f dans un repére orthonormé (0;1; J), I'axe des abscisses et les deux droites d’équations :

x=0etx =4ouf(x)=x—2Vx.
e. Remarque.

Interprétation géométrique du théoréme de la moyenne : I'air
algébrique sous la courbe représentative (Cy) de la fonction f est
égale a celle d’un rectangle de dimensions b — a et

f(c) == (" f(x)dx.

f. Propriété.

Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a; b] (a < b) et soient (C;) et (C,) les
courbes représentatives de f et g dans un repere orthogonal. L’aire A de la partie du plan délimitée
par la courbe représentative (C;), la courbe représentative (C,) et les droites d’équations x = a et

x =bestégalea: A = f:lf(x) — g(x)|dx en unité d’aire u.a

g. Exemple.

La figure suivante 1 (Ve [1;4]D : f(x) > g(x)

représente les ‘ () Par suite I'aire A de la partie du plan délimitée
courbes par la courbe représentative (Cf), la courbe
représentatives i 1 2 3 ! représentative (C g) et les droites d’équations

(Cet(Cg)ae |

x=1etx =4estégalea:

deux fonctions f et (C)\ A= fflf(x) — g(x)|dx en unité d’aire u.a

g continues sur 3
intervalle [1; 4].
. . d’aire u.a
La courbe représentative (Cf) se trouve au-dessus
de la courbe représentative (Cg) sur l'intervalle
[1;4], alors

h. Exercice d’application.

C’est-a-dire A = ff(f(x) — g(x))dx en unité

I. Soient f la fonction numérique définie sur I'intervalle 10; +oo[ par : f(x) = x + (1 - %) In(x), et (Cf) sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1;J) avec ||t|| = 1cm.

2
1. Montrer que | 12 lnix) dx = (ln(zz))

2. Montrer que la fonction H définie par : H: x = 2 In(x) — x est une primitive de la fonction h définie

par: h(x) = % — 1 sur lintervalle ]0; +oo|.

3. Al’aide d’une intégration par partie, montrer que flz (1 - E) In(x)dx = (1 —In(2))>.

4. Calculer en cm?, A I'aire du domaine du plan délimité par la courbe (Cf) de la fonction f, la droite (D)
d’équation cartésienne y = x et les deux droites d’équations cartésiennes : x = 1 et x = 2
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Il. Soient f et g deux fonctions définies sur R par : f(x) =

—eYetg(x)=—e™* et (Cf) et (Cg) les

e*+1

courbes représentatives respectives de f et g dans un repére orthogonal (0;7;]) avec ||T|| = 2cm et
Il71l = 3cm. Calculer I'aire A de la partie du plan délimitée par la courbe représentative (Cf), la courbe
représentative (Cg) et les droites d’équations catésiennes : x = In(4) et x = In(6).

2. Calcul des volumes.

L’espace est rapporté a un repére orthogonal (0; T 73)

L’unité de volume est : u.v = ||T|| X ||J]| % ||E||
a. Propriété.

Soient (S) un solide délimité par les deux plans (P,) et (P,) paralléles au plan (0;1; ), d’équations
respectives z = a et z = b avec a < b, et soit S(t) Iaire de I'intersection du solide (S) et le plan

d’équationz =taveca <t < b.

Si la fonction définie par : t — S(t) est continue sur l'intervalle [a; b], alors le volume V du solide (S)

est:égalea:V = f: S(t)dx en unité de volume u. v.

b. Propriété.

L’espace est rapporté a un repére orthogonal (0; uJ; E)
Soient f une fonction continue sur un intervalle [a; b] avec a < b et (Cf) sa courbe représentative

dans le repére (0;7; J; E)

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe représentative (Cf) autour de

. 2 b 2 o2
I’axe des abscisses un tour complet est donné par la formule : V = w fa ( f (x)) dx en unité de volume

u. .

c. Exemple.

Soient f la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par: f(x) = 2v/xe*”
dans un repére orthonormé (0 LT E) avec ||7]| = 1cm.

Calculons le volume du solide de révolution
engendré par la rotation de la courbe
représentative (C f) autour de I'axe des abscisses
un tour complet sur l'intervalle [0; 1].
Ona:V=m fol(f(x))zdx u. v ol u. v est l'unité
de volume.

ol 2, x2\2
ona: [ (f(x)) dx= fal(Z\/}e ) dx

2
= [, 4xe* dx

On a : la fonction définie par : x — 4xe?*” est

continue sur l'intervalle [0; 1] (en tant que produit
de deux fonctions continues).

d. Exercice d’application.

, et (Cf) sa courbe représentative

La fonction définie par : x — e?*” est une
primitive de la fonction x — 4xe?” sur
lintervalle [0; 1].
Par suite fal 4xe? dx = [ezx2]0
— 62.12 _ 62.02
=e?—-1
D’ou fal 4xe? dx = e? — 1
Par conséquent V = m(e? — 1u.v
Clest-a-dire V = m(e? — DTl x |Ijll x |||
Ou encore V = (e? — 1)cmS3.

1

L’espace est rapporté & un repére orthonormé (0,17, E) (7= 2cm).
Dans chacun des cas suivants, calculer en cm3, V le volume du solide de révolution engendré par la rotation
de la courbe (Cf) de la fonction f auteur de I'axe des abscisses un tour complet sur le segment I ou

Inx

f) =—zetl=[le] f(x) = ==
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etI = [O \/_] f(x) = +sinxcosxet] = [E E]
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