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I. Intégrale d’une fonction continue sur un segment. 
a. Activité.  
On considère la fonction numérique 𝑓 définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑥. 
1. Donner trois fonctions primitives 𝐹, 𝐺 et 𝐻 de la fonction 𝑓 sur ℝ. 
2. Calculer 𝐹(2) − 𝐹(−1), 𝐺(2) − 𝐺(−1) et 𝐻(2) − 𝐻(−1). 
3. Que peut-on remarquer ? 

On remarque que le nombre réel 𝐹(2) − 𝐹(−1) est indépendant du choix de la primitive choisie. 

Ce nombre est appelé l’intégrale de 𝑓 de −1 à 2, et se note ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

−1
, et on a : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

−1
= 𝐹(2) − 𝐹(−1). 

On écrit encore :  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

−1
= [𝐹(𝑥)]−1

2  

                                                     = 𝐹(2) − 𝐹(−1) 

b. Définition. 

c. Remarques. 

d. Exemples. 

Calculons les intégrales suivantes : 𝐼 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
,  𝐽 = ∫ 𝑒2𝑥 𝑑𝑥

𝑙𝑛(2)

0
, 𝐿 = ∫

𝑙𝑛2𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

𝑒
, 𝑀 = ∫ √𝑥 + 2𝑑𝑥

−1

1
 et 

𝑁 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

, 

1. Calculons l’intégrale  𝐼 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
. 

On a : la fonction 𝑓: 𝑥 →
1

𝑥
 est continue sur l’intervalle [1; 𝑒]. 

La fonction 𝐹: 𝑥 → 𝑙𝑛⁡(𝑥) est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [1; 𝑒]. 
Alors 𝐼 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

             = [𝑙𝑛(𝑥)]1
𝑒  

 = 𝑙𝑛(𝑒) − 𝑙𝑛⁡(1)                                     
 = 1 − 0   
 = 1 

 

D’où  𝐼 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
= 1

2. Calculons l’intégrale  𝐽 = ∫ 𝑒2𝑥 𝑑𝑥
𝑙𝑛(2)

0
. 

On a : la fonction 𝑓 : 𝑥 → 𝑒2𝑥 est continue sur l’intervalle [0; 𝑙𝑛(2)]. 

La fonction 𝐹: 𝑥 →
1

2
𝑒2𝑥⁡ est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [0; 𝑙𝑛(2)]. 

Alors 𝐽 = ∫ 𝑒2𝑥 𝑑𝑥
𝑙𝑛(2)

0
 

             = [
1

2
𝑒2𝑥]

0

𝑙𝑛⁡(2)

  

             =
1

2
𝑒2 𝑙𝑛(2)⁡ −

1

2
𝑒2.0                            

 =
1

2
𝑒𝑙𝑛(2

2)⁡ −
1

2
𝑒0   

 =
1

2
× 22 −

1

2
× 1 

 =
4−1

2
  

=
3

2
  

D’où  𝐽 = ∫ 𝑒2𝑥 𝑑𝑥
𝑙𝑛(2)

0
=

3

2

3. Calculons l’intégrale  𝐿 = ∫
𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

𝑒
. 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de 𝐼.  
Le nombre réel 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎), où 𝐹 est une primitive de 𝑓, est appelé l’intégrale de 𝑎 à 𝑏 de la fonction 

𝑓, et se note ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. On écrit alors : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= [𝐹(𝑥)]𝑎

𝑏  

                                                                                            = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 
 

✓ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 se lit somme de 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 de 𝑎 à 𝑏 ou intégrale de 𝑎 à 𝑏 de 𝑓(𝑥)𝑑𝑥. 

✓ Les nombres réels 𝑎 et 𝑏 s’appellent les bornes de l’intégrale ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

✓  Dans l’écriture ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, la variable 𝑥 peut être remplacée par une autre variable. Ainsi, on a : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝜃)𝑑𝜃 =. . .

𝑏

𝑎
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On a : la fonction 𝑓 : 𝑥 →
𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
 est continue sur l’intervalle [𝑒; 𝑒2] (en tant que quotient de deux fonctions 

continues). 

La fonction 𝐹: 𝑥 →
1

3
𝑙𝑛3(𝑥)⁡est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [𝑒; 𝑒2]                              

(
𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
= 𝑙𝑛′(𝑥) × 𝑙𝑛2(𝑥)). 

Alors  𝐿 = ∫
𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

𝑒
 

               = [
1

3
𝑙𝑛3(𝑥)]

𝑒

𝑒2

  

=
1

3
𝑙𝑛3(𝑒2) −

1

3
𝑙𝑛3(𝑒)                            

 =
1

3
× 23 −

1

3
× 1  

 =
8−1

3
 

=
7

3
  

D’où  𝐿 = ∫
𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

𝑒
=

7

3
 

 

4. Calculons l’intégrale  𝑀 = ∫ √𝑥 + 2𝑑𝑥
−1

1
. 

On a : la fonction 𝑓 : 𝑥 → √𝑥 + 2 est continue sur l’intervalle [−1; 1] (𝑥 → 𝑥 + 2 est continue et positive sur 

l’intervalle [−1; 1]). 

La fonction 𝐹: 𝑥 →
2

3
√(𝑥 + 2)3⁡est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [−1; 1]                              

(√𝑥 + 2 = (𝑥 + 2)
1

2 = (𝑥 + 2)′(𝑥 + 2)
1

2). 

Alors  𝑀 = ∫ √𝑥 + 2𝑑𝑥
−1

1
 

               = [
2

3
√(𝑥 + 2)3]

1

−1

           

   =
2

3
√(−1 + 2)3 −

2

3
√(1 + 2)3                              

 =
2

3
√(1)3 −

2

3
√(3)3  

 =
2

3
√1 −

2

3
√3 × 32 

 =
2

3
× 1 −

2

3
. 3√3   

=
2

3
− 2√3  

D’où                                        

𝑀 = ∫ √𝑥 + 2𝑑𝑥
−1

1
=

2

3
− 2√3

5. Calculons l’intégrale  𝑁 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

4
0

.

On a : la fonction 𝑓 : 𝑥 → 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) est continue sur l’intervalle [0;
𝜋

4
] (en tant que composée de deux 

fonctions continues). 

La fonction 𝐹: 𝑥 →
1

2
𝑠𝑖𝑛(2𝑥)⁡est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [0;

𝜋

4
]. 

Alors 𝑁 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

                          

               = [
1

2
𝑠𝑖𝑛(2𝑥)]

0

𝜋

4
  

=
1

2
𝑠𝑖𝑛 (2 ×

𝜋

4
) −

1

2
𝑠𝑖𝑛(2 × 0)   

=
1

2
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) −

1

2
𝑠𝑖𝑛(0)      

=
1

2
× 1 −

1

2
× 0  

=
1

2
  

D’où 𝑁 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

=
1

2

e. Exercice d’application. 

Calculer les intégrales suivantes :  𝐼 = ∫ (𝑥2 − 𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1
,  𝐽 = ∫

𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

𝑙𝑛(3)

0
, 𝐾 = ∫ √1 − 𝑥𝑑𝑥

−3

−2
, 

𝐿 = ∫ (2𝑥 −
1

𝑥2
+

8

√𝑥−1
)𝑑𝑥

5

2
. 

f. Conséquences. 

II. Relation de Chasles – Linéarité de l’intégrale. 
1. Relation de Chasles. 
a. Activité. 
Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois éléments de l’intervalle 𝐼, et 𝑘 un nombre 

réel. Montrer que : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏
. Cette égalité s’appelle la relation de Chasles pour 

les intégrales.  

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois éléments de l’intervalle 𝐼, et 𝑘 un 

nombre réel, alors on a : ∫ 𝑘𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑘𝑥]𝑎

𝑏  ; ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0 ; ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
. 

                                                           = 𝑘𝑏 − 𝑘𝑎 
                                                           = 𝑘(𝑏 − 𝑎) 
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b. Propriété (Relation de Chasles).  

c. Exemples. 

1.  Calculons l’intégrale  𝐼 = ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| 𝑑𝑥
3𝜋

2

−
𝜋

2

. 

Le tableau de signe de 𝑐𝑜𝑠(𝑥) sur l’intervalle [−
𝜋

2
;
3𝜋

2
] 

est donné ci-contre : 
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :                  

𝐼 = ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| 𝑑𝑥
3𝜋

2

−
𝜋

2

 

   = ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| 𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

+ ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| 𝑑𝑥
3𝜋

2
𝜋

2

  

   = ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

+ ∫ −𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥
3𝜋

2
𝜋

2

  

   = [𝑠𝑖𝑛(𝑥)]
−
𝜋

2

𝜋

2 + [−𝑠𝑖𝑛(𝑥)]𝜋
2

3𝜋

2   

= 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
) − 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
) + (−𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋

2
)) −

(−𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
))  

= 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
) + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) − (−𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
)) + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
)  

= 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
) − 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
)  

= 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
)  

= 2⁡  

D’où 𝐼 = ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| 𝑑𝑥
3𝜋

2

−
𝜋

2

= 2 

2. Calculons l’intégrale  𝐽 = ∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥
2

−1

Le tableau de signe du trinôme 𝑥2 − 𝑥 = 𝑥(𝑥 − 1) est 
donné ci-contre  
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :                  

𝐽 = ∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥
2

−1
 

= ∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥
0

−1
+ ∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥

1

0
+⁡  

∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥
2

1
  

= ∫ (𝑥2 − 𝑥)𝑑𝑥
0

−1
+ ∫ −(𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥

1

0
+  

∫ (𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥
2

1
  

= [
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

−1

0

+ [−
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2]

0

1

+  

[
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

1

2

  

=
1

3
× 03 −

1

2
× 02 − (

1

3
× (−1)3 −

1

2
× (−1)2) −

1

3
× 13 +

1

2
× 12 − (−

1

3
× 03 +

1

2
× 02) +

1

3
× 23 −

1

2
× 22 − (

1

3
× 13 −

1

2
× 12)  

= −(
1

3
× (−1) −

1

2
× 1) −

1

3
× 1 +

1

2
× 2 +

1

3
× 8 −

1

2
× 4 − (

1

3
× 1 −

1

2
× 1)  

= −(
−1

3
−

1

2
) −

1

3
+

2

2
+

8

3
−

4

2
− (

1

3
−

1

2
)  

=
1

3
+

1

2
−

1

3
+

2

2
+

8

3
−

4

2
−

1

3
+

1

2
  

=
1

3
−

1

3
−

1

3
+

8

3
+

1

2
+

2

2
−

4

2
+

1

2
  

=
7

3
  

Par suite 𝐽 = ∫ |𝑥2 − 𝑥| 𝑑𝑥
2

−1
=

7

2

d. Exercice d’application. 

Calculer les intégrales suivantes :  𝐼 = ∫ |2𝑥 − 1| 𝑑𝑥
2

−1
, 𝐽 = ∫

2|𝑥|

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

−1
, 𝐾 = ∫

|𝑙𝑛(𝑥)|

𝑥
𝑑𝑥

𝑒
1

𝑒

,                            

⁡𝐿 = ∫ |2𝑥2 − 2𝑥 − 4| 𝑑𝑥
3

−2
 

2. Linéarité de l’intégrale. 
a. Activité . 
Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼, et 𝑘 un 

nombre réel. Montrer que : ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 et que  

𝑥 −
𝜋

2
                     

𝜋

2
                      

3𝜋

2
                          

Signe de  
𝑐𝑜𝑠(𝑥)  

+ − 

𝑥 −∞        0                   1       +∞ 
Signe de      
𝑥2 − 𝑥 

+ − + 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois éléments de l’intervalle 𝐼, on a : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏
.  
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∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

b. Propriété.  

c. Remarque. 

d. Exemple.  

Calculons l’intégrale suivante : 𝐼 = ∫ (
1

𝑥
+ 2 𝑙𝑛(𝑥))𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2 (

1

4√𝑥
+ 𝑙𝑛 (

1

𝑥
))𝑑𝑥

𝑒

1
. 

On a : 𝐼 = ∫ (
1

𝑥
+ 2 𝑙𝑛(𝑥)) 𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2 (

1

4√𝑥
+ 𝑙𝑛 (

1

𝑥
))𝑑𝑥

𝑒

1
 

               = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2

1

4√𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2 𝑙𝑛 (

1

𝑥
)𝑑𝑥

𝑒

1
  

               = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
+ 2∫ 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫

1

2√𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
− 2∫ 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑒

1
 

             = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫

1

2√𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
  

             = [𝑙𝑛⁡(𝑥)]1
𝑒 + [√𝑥]

1

𝑒
  

             = 𝑙𝑛(𝑒) − 𝑙𝑛(1) + √𝑒 − √1  

             = √𝑒 

 Il s’ensuit que 𝐼 = ∫ (
1

𝑥
+ 2 𝑙𝑛(𝑥)) 𝑑𝑥

𝑒

1
+ ∫ 2 (

1

4√𝑥
+ 𝑙𝑛 (

1

𝑥
))𝑑𝑥

𝑒

1
 

                         = √𝑒  

e. Exercice d’application. 

On considère les deux intégrales suivantes : 𝑀 = ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑐𝑜𝑠(4𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

 et 𝑁 = ∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑠𝑖𝑛(4𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

. 
1. Calculer les deux intégrales 𝑀 +𝑁 et 𝑀 −𝑁. 

2. En déduire les valeurs des deux intégrales 𝑀 et 𝑁. 

III. Expression d’une primitive à l’aide d’une intégrale. 
a. Propriété. 

b. Remarque. 

c. Exemple. 

On sait que la fonction 𝑙𝑛 est la primitive de la fonction définie par : 𝑥 →
1

𝑥
 sur l’intervalle ]0; +∞[, qui 

s’annule en 1, alors 𝑙𝑛(𝑥) = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡

𝑥

1
 pour tout 𝑥 élément de l’intervalle ]0; +∞[. 

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼, et 𝑘 un 

nombre réel, on a : ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 et ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

Soient 𝑘 et 𝑘′ deux nombres réels, on peut remplacer les deux formules de la propriété par la formule 

suivante : ∫ (𝑘𝑓(𝑥) + 𝑘′𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ 𝑘′ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. Cette formule est dite formule de 

linéarité. 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 un élément de l’intervalle 𝐼 et 𝑘 un nombre réel, on 

a : la fonction 𝜑 définie sur l’intervalle 𝐼 par : 𝜑(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 est une primitive de la fonction 𝑓 sur 

l’intervalle 𝐼 s’annulant en 𝑎. 
 

La fonction 𝜑 est dérivable sur l’intervalle 𝐼 et on a : pour tout 𝑥 de l’intervalle 𝐼 : 𝜑′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Par suite pour tout 𝑎 élément de l’intervalle 𝐼 : 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥
𝑎

𝑥−𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

𝜑(𝑥)−𝜑(𝑎)

𝑥−𝑎
= 𝜑′(𝑎) = 𝑓(𝑎). 
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IV. Intégrale et ordre – Valeur moyenne. 
1. Intégrale et ordre. 
a. Activité. 
Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle [𝑎; 𝑏] (𝑎 < 𝑏). 

1. Montrer que si la fonction 𝑓 est positive sur l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0. 

2. Montrer que si 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 élément de l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

b. Propriété.  

c. Exemples. 
1. On sait que la fonction 𝑙𝑛 est continue et positive sur l’intervalle [1; 𝑒], alors ∫ 𝑙𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥

𝑒

1
≥ 0. 

2. On sait que la fonction 𝑙𝑛 est continue et négative sur l’intervalle [
1

𝑒
; 1], alors ∫ 𝑙𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥

1
1

𝑒

≤ 0. 

3. Montrons que : 2𝑒−4 ≤ ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

2

0
≤ 2- 

Pour tout 𝑥 de l’intervalle [0; 2] on a : 0 ≤ 𝑥² ≤ 4 
Donc −4 ≤ −𝑥² ≤ 0 
Et comme la fonction 𝑥 → 𝑒𝑥 est strictement 

croissant sur ℝ, alors 𝑒−4 ≤ 𝑒−𝑥
2
≤ 𝑒0 

C’est-à-dire que 𝑒−4 ≤ 𝑒−𝑥
2
≤ 1 

Il en résulte que∫ 𝑒−4𝑑𝑥
2

0
≤ ∫ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥

2

0
≤ ∫ 1𝑑𝑥

2

0
 

C’est-à-dire que 𝑒−4 ∫ 𝑑𝑥
2

0
≤ ∫ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥

2

0
≤ ∫ 𝑑𝑥

2

0
 

Ou encore 𝑒−4[𝑥]0
2 ≤ ∫ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥

2

0
≤ [𝑥]0

2 

Par conséquent 2𝑒−4 ≤ ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

2

0
≤ 2 

d. Propriété (Intégrale et valeur absolue). 

2. La valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment. 
a. Activité. 
Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼 tels que 𝑎 ≤ 𝑏 
1. Montrer que s’il existe deux nombres réels 𝑚 et 𝑀 tels que pour tout 𝑥 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] ∶                   

𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, alors 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎). 

2. Montrer que s’il existe un nombre réel 𝑀 tel que pour tout 𝑥 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] ∶ |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀, alors 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎). 

b. Propriété. 

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle [𝑎; 𝑏] (𝑎 < 𝑏), on a : 

✓ Si la fonction 𝑓 est positive sur l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0. 

✓ Si 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 élément de l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼 tels que          

𝑎 ≤ 𝑏, on a :  |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼 tels que          
𝑎 ≤ 𝑏, on a :  
✓ S’il existe deux nombres réels 𝑚 et 𝑀 tels que pour tout 𝑥 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] ∶ 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, 

alors 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎). 

✓ S’il existe un nombre réel 𝑀 tel que pour tout 𝑥 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] ∶ |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀, alors 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎). 
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c. Définition. 

d. Remarques. 

e. Exemple. 
La valeur moyenne de la fonction 𝑓 définie sur ℝ 

par : 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2
 sur l’intervalle [0; 𝑙𝑛(2)] est : 

1

𝑙𝑛(2)−0
∫

𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2
𝑑𝑥

𝑙𝑛(2))

0
. 

Calculons alors l’intégrale ∫
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2
𝑑𝑥

𝑙𝑛(2)

0
 

On a : 
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2
=

(𝑒𝑥+1)′

(𝑒𝑥+1)2
 donc la fonction  𝑥 →

−1

𝑒𝑥+1
 

est une primitive de la fonction 𝑓 sur l’intervalle 
[0 ; 𝑙𝑛(2)]. 

Par suite ∫
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2
𝑑𝑥

𝑙𝑛(2)

0
= [

−1

𝑒𝑥+1
]
0

𝑙𝑛(2)

 

                                              =
−1

𝑒𝑙𝑛(2)+1
−

−1

𝑒0+1
  

                                              =
−1

2+1
+

1

1+1
  

                                              =
−1

3
+

1

2
  

                                              =
1

6
  

Il s’ensuit que la valeur moyenne de la fonction 𝑓 

sur l’intervalle [0; 𝑙𝑛(2)] est :  
1

𝑙𝑛(2)
×

1

6
=

1

6 𝑙𝑛(2)
 .

f. Théorème (Théorème de la moyenne).  

g. Exercice d’application. 
Dans chacun des cas suivants : déterminer la valeur moyenne de la fonction 𝑓 sur l’intervalle 𝐼  

𝑓(𝑥) =
𝑥+𝑙𝑛2(𝑥)

𝑥
 et 𝐼 = [1; 𝑒] ; 𝑓(𝑥) = 4𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥 + 1) et 𝐼 = [−𝜋; 𝜋] ;⁡𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) et 𝐼 = [−

𝜋

4
;
𝜋

4
] 

V. Quelques techniques pour le calcul d’intégrale. 

1. Utilisation d’une fonction primitive. 
Pour calculer une intégrale, on envisage en premier temps d’utilise les primitives des fonctions usuelles et 
leurs propriétés (somme, produit…). Ainsi et avant de commencer le calcule d’une intégrale d’une fonction, 
il faut vérifier que cette fonction est continue sur l’intervalle de l’intégration. 
a. Exercice d’application. 

1. Calculer l’intégrale suivante : 𝐼 = ∫
2𝑥−3

𝑥2−3𝑥+8
𝑑𝑥

1

0
. 

2. Vérifier que : (∀𝑥 ∈ ℝ) ∶ ⁡
𝑒2𝑥−1

𝑒2𝑥+1
=

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
, puis calculer l’intégrale suivante :  𝐽 = ∫ (⁡

𝑒2𝑥−1

𝑒2𝑥+1
)𝑑𝑥

1

0
. 

3. Déterminer les nombres réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que :  (∀𝑥 ≠ 2) ∶ ⁡
𝑥2−4𝑥+7

𝑥−2
= 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑐

𝑥−2
, puis calculer 

l’intégrale suivante :  𝐾 = ∫ (⁡
𝑥2−4𝑥+7

𝑥−2
)𝑑𝑥

1

0
. 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼 tels que          

𝑎 < 𝑏. La valeur moyenne de la fonction sur l’intervalle [𝑎; 𝑏] est le nombre réel : 
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

✓ Dans la pratique les deux nombres réels 𝑚 et 𝑀 représentent la valeur minimale et la valeur 

maximale de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [𝑎; 𝑏]. 

✓ Si pour tout 𝑥 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] ∶ 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, alors 𝑚 ≤
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑀, cette inégalité 

est appelée inégalité de la moyenne. 

✓ La formule 
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 est une généralisation de la formule 𝑥̅ =

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1  donnant la moyenne 

arithmétique d’une série statistique. 

 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼, 𝑎 et 𝑏 deux éléments de l’intervalle 𝐼 tels que          

𝑎 ≤ 𝑏. Il existe au moins un nombre réel 𝑐 de l’intervalle [𝑎; 𝑏] tel que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑐). 

Ce théorème est appelé théorème de la moyenne. 
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4.  Linéariser 𝑐𝑜𝑠3(𝑥), puis calculer l’intégrale suivante : 𝐿 = ∫ 𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

2
0

. 

2. Intégration par parties. 
a. Activité. 
Soient 𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur un intervalle 𝐼 telles que leurs dérivées 𝑢′ et 𝑣′ soient continues 
sur 𝐼. Montrer que pour tous 𝑎 et 𝑏 éléments de l’intervalle 𝐼, on a :  

∫ 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]𝑎

𝑏 + ∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

Cette technique est appelée intégration par parties. 

b. Propriété. 

c. Exemples. 

1. En utilisant la formule de l’intégration par parties, calculons l’intégrale : 𝐼 = ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
𝑙𝑛(3)

𝑙𝑛(2)
 

Posons : {
𝑢′(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑣(𝑥) = 𝑥
 alors {

𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑣′(𝑥) = 1
 

Les deux fonctions 𝑢 et 𝑣 sont dérivables sur 
l’intervalle [𝑙𝑛(2) ; 𝑙𝑛(3)], et leurs dérivées 𝑢′ et 
𝑣′ sont continues sur l’intervalle [𝑙𝑛(2) ; 𝑙𝑛(3)]. 

Il s’ensuit donc que 𝐼 = ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
𝑙𝑛(3)

𝑙𝑛(2)
 

= [𝑥𝑒𝑥]𝑙𝑛(2)
𝑙𝑛(3)

− ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥
𝑙𝑛(3)

𝑙𝑛(2)
  

= 𝑙𝑛(3) 𝑒𝑙𝑛(3) − 𝑙𝑛(2) 𝑒𝑙𝑛(2) − [𝑒𝑥]𝑙𝑛(2)
𝑙𝑛(3)

   

= 3 𝑙𝑛(3) − 2 𝑙𝑛(2) − (𝑒𝑙𝑛(3) − 𝑒𝑙𝑛(2))  

= 3 𝑙𝑛(3) − 2 𝑙𝑛(2) − (3 − 2)  
= 3 𝑙𝑛(3) − 2 𝑙𝑛(2) − 1  

D’où 𝐼 = ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
𝑙𝑛(3)

𝑙𝑛(2)
= 3 𝑙𝑛(3) − 2 𝑙𝑛(2) − 1  

2. En utilisant la formule de l’intégration par parties, calculons l’intégrale : 𝐽 = ∫ (2𝑥 + 1)𝑙𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

𝑒2
 

Posons : {
𝑢′(𝑥) = 2𝑥 + 1
𝑣(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥)

 alors {
𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥

𝑣′(𝑥) =
1

𝑥

 

Les deux fonctions 𝑢 et 𝑣 sont dérivables sur 
l’intervalle [𝑒; 𝑒2], et leurs dérivées 𝑢′ et 𝑣′ sont 
continues sur l’intervalle [𝑒; 𝑒2]. 

Il s’ensuit donc que 𝐽 = ∫ (2𝑥 + 1) 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
𝑒

𝑒2
 

= [(𝑥2 + 𝑥) 𝑙𝑛(𝑥)]𝑒2
𝑒 − ∫

𝑥2+𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

𝑒2
  

= (𝑒2 + 𝑒) 𝑙𝑛(𝑒) − ((𝑒2)2 + 𝑒2) 𝑙𝑛(𝑒2) −

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
𝑒

𝑒2
  

= 𝑒2 + 𝑒 − 2(𝑒4 + 𝑒2) − [
1

2
𝑥2 + 𝑥]

𝑒2

𝑒

  

= 𝑒2 + 𝑒 − 2𝑒4 − 2𝑒2 −  

(
1

2
𝑒2 + 𝑒 − (

1

2
(𝑒2)2 + 𝑒2))  

= −2𝑒4 − 𝑒2 + 𝑒 − (
1

2
𝑒2 + 𝑒 −

1

2
𝑒4 − 𝑒2)  

= −2𝑒4 − 𝑒2 + 𝑒 +
1

2
𝑒2 − 𝑒 +

1

2
𝑒4  

= −
3

2
𝑒4 −

1

2
𝑒2  

= −
1

2
(3𝑒4 + 𝑒2)  

D’où 𝐽 = ∫ (2𝑥 + 1)𝑙𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

𝑒2
= −

1

2
(3𝑒4 + 𝑒2)  

2. En utilisant la formule de l’intégration par parties, calculons l’intégrale : 𝐾 = ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

 

Posons : {
𝑢′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠⁡(2𝑥)

𝑣(𝑥) = 𝑥
 alors 

{
𝑢(𝑥) =

1

2
𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥)

𝑣′(𝑥) = 1
 

Les deux fonctions 𝑢 et 𝑣 sont dérivables sur 

l’intervalle [0;
𝜋

4
], et leurs dérivées 𝑢′ et 𝑣′ sont 

continues sur l’intervalle [0;
𝜋

4
]. 

Il s’ensuit donc que 𝐾 = ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

 

= [
1

2
𝑥 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)]

0

𝜋

4
− ∫

1

2
𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥)𝑑𝑥

𝜋

4
0

  

= [
1

2
𝑥 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)]

0

𝜋

4
−

1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

  

=
1

2
×

𝜋

4
𝑠𝑖𝑛 (2 ×

𝜋

4
) −

1

2
× 0 × 𝑠𝑖𝑛(2 × 0) −

1

2
[
−1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)]

0

𝜋

4
  

=
𝜋

8
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) −

1

2
(
−1

2
𝑐𝑜𝑠 (2 ×

𝜋

4
) +

1

2
𝑐𝑜𝑠(2 × 0))  

=
𝜋

8
× 1 −

1

2
(
−1

2
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
) +

1

2
𝑐𝑜𝑠(0))  

Soient 𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur un intervalle 𝐼 telles que leurs dérivées 𝑢′ et 𝑣′ soient 
continues sur 𝐼, alors pour tous 𝑎 et 𝑏 éléments de l’intervalle 𝐼, on a :                             

∫ 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]𝑎

𝑏 + ∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 
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=
𝜋

8
−

1

2
(−

1

2
× 0 +

1

2
× 1)  

=
𝜋

8
−

1

2
(0 +

1

2
)  

=
𝜋

8
−

1

2
(
1

2
)  

=
𝜋

8
−

1

4
  

=
1

8
(𝜋 − 2)  

D’où 𝐾 = ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

4
0

=
1

8
(𝜋 − 2) 

d. Exercice d’application. 

Calculer les intégrales suivantes à l’aide d’une intégration par parties : 𝐼⁡ = ∫ 𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥
1

0
,  𝐽⁡ = ∫ 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
𝜋

2

, 

𝐾⁡ = ∫ 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥
2𝜋
𝜋

2

, 𝐿⁡ = ∫ 𝑙𝑛(𝑥 − 1) 𝑑𝑥
𝑒

1
 𝑀 = ∫

𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
𝑑𝑥

𝜋

4
0

, 𝑁 = ∫
𝑙𝑛 𝑥

√𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
. 

VI. Application du calcul intégral. 

1. Calcul des aires. 
Le plan est rapporté à un repère orthogonal (𝑂; 𝑖; 𝑗) 
On appelle unité d’aire, notée 𝑢. 𝑎 l’aire du rectangle 𝑂𝐼𝐾𝐽 où 𝐼, 𝐽 et 𝐾 

sont les points définis par : 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑖, 𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑗 et 𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑖 + 𝑗. 
L’unité d’aire donc est : 𝑢. 𝑎 = ‖𝑖‖ × ‖𝑗‖

a. Propriété.  

b. Remarques. 

                      figure 1                                                                                                            figure 2 

𝒜1 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  en unité d’aire 𝑢. 𝑎                                         𝒜2 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 en unité d’aire 𝑢. 𝑎 

 
               
 
 
 
 
            
 
 
 
 
 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un segment [𝑎; 𝑏]⁡(𝑎 < 𝑏) et (𝐶𝑓) sa courbe représentative dans un 

repère orthogonal. L’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée par la courbe représentative (𝐶𝑓), l’axe des 

abscisses et les deux droites d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 est égale à : 𝒜 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 en unité d’aire 

𝑢. 𝑎. 
 

✓ Dans le cas où la fonction 𝑓 est positive sur l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors 𝒜1 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 en unité 

d’aire 𝑢. 𝑎 (figure 1). 

✓ Dans le cas où la fonction 𝑓 est négative sur l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors 𝒜2 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 en unité 

d’aire 𝑢. 𝑎 (figure 2). 

✓ Le nombre réel positif ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 est appelé l’aire géométrique. 

✓ Le nombre réel ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 est appelé l’aire algébrique. 
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c. Exemples. 
1. Soient 𝑓 la fonction définie sur l’intervalle ℝ par : 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥), et (𝐶𝑓) sa courbe représentative dans 

un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗) avec ‖𝑖‖ = 2𝑐𝑚. 

Calculons l’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée 

par la courbe représentative (𝐶𝑓), l’axe des 

abscisses et les droites d’équations 𝑥 = −
𝜋

2
 et 

𝑥 =
𝜋

2
. 

On a : 𝒜 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

) 𝑢. 𝑎 où 𝑢. 𝑎 est l’unité 

d’aire. 

On a : ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

= ∫ |𝑐𝑜𝑠(𝑥)|𝑑𝑥
𝜋

2
𝜋

2

 

                            = ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

,  

Car 𝑐𝑜𝑠(𝑥) ≥ 0 pour tout 𝑥 de l’intervalle [−
𝜋

2
;
𝜋

2
]  

On a : la fonction 𝑓 est continue sur l’intervalle 

[−
𝜋

2
;
𝜋

2
]. 

La fonction 𝑥 → 𝑠𝑖𝑛(𝑥) est une primitive de la 

fonction 𝑓 sur l’intervalle [−
𝜋

2
;
𝜋

2
]. 

Par suite ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

= [𝑠𝑖𝑛(𝑥)]
−
𝜋

2

𝜋

2  

                                    = 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
) − 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
)  

= 1 − (−1)  
= 2  

D’où ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

= 2 

Il s’sensuit donc que 𝒜 = 2𝑢. 𝑎 
𝒜 = 2‖𝑖‖ × ‖𝑗‖  
Par suite 𝒜 = 8𝑐𝑚2 

 

2. Soient 𝑓 la fonction définie sur l’intervalle ℝ par : 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1, et (𝐶𝑓) sa courbe représentative dans 

un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗) avec ‖𝑖‖ = 1𝑐𝑚. 

Calculons l’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée 

par la courbe représentative (𝐶𝑓), l’axe des 

abscisses et les droites d’équations 𝑥 = 𝑙𝑛 (
1

4
) et 

𝑥 = 0. 

On a : 𝒜 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

)𝑢. 𝑎 où 𝑢. 𝑎 est 

l’unité d’aire. 

On a : ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

= ∫ |𝑒𝑥 − 1|𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

 

Etudions le signe de 𝑒𝑥 − 1 sur l’intervalle 

[𝑙𝑛 (
1

4
) ; 0]. 

Soit 𝑥 ∈ [𝑙𝑛 (
1

4
) ; 0], donc                               

𝑙𝑛 (
1

4
) ≤ 𝑥 ≤ 0 ⟹ 𝑒

𝑙𝑛(
1

4
)
≤ 𝑒𝑥 ≤ 𝑒0⁡⁡(∗) (la 

fonction 𝑥 → 𝑒𝑥  est strictement croissante sur ℝ) 

               (∗) ⟹
1

4
≤ 𝑒𝑥 ≤ 1  

                      ⟹
1

4
− 1 ≤ 𝑒𝑥 − 1 ≤ 1 − 1  

                             ⟹
−3

4
≤ 𝑒𝑥 − 1 ≤ 0  

D’où (∀⁡∈ [𝑙𝑛 (
1

4
) ; 0]) ∶ 𝑒𝑥 − 1 ≤ 0 

Il s’sensuit donc que                                   

∫ |𝑒𝑥 − 1|𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

= ∫ −(𝑒𝑥 − 1)𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

 

                         = ∫ (𝑒𝑥 − 1)𝑑𝑥
𝑙𝑛(

1

4
)

0
  

(∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
)  

On a : la fonction 𝑓 est continue sur l’intervalle 

[𝑙𝑛 (
1

4
) ; 0]. 

La fonction 𝑥 → 𝑒𝑥 − 𝑥 est une primitive de la 

fonction 𝑓 sur l’intervalle [𝑙𝑛 (
1

4
) ; 0]. 

Alors ∫ (𝑒𝑥 − 1)𝑑𝑥
𝑙𝑛(

1

4
)

0
= [𝑒𝑥 − 𝑥]0

𝑙𝑛(
1

4
)
 

                                     = 𝑒𝑙𝑛(
1

4
) − 𝑙𝑛 (

1

4
) − (𝑒0 − 0)  

                               =
1

4
+ 𝑙𝑛(4) − 1  

                               = 𝑙𝑛(4) −
3

4
  

D’où ∫ |𝑒𝑥 − 1|𝑑𝑥
0

𝑙𝑛(
1

4
)

= 𝑙𝑛(4) −
3

4
 

Il s’sensuit donc que 𝒜 = (𝑙𝑛(4) −
3

4
) 𝑢. 𝑎 

Donc 𝒜 = (𝑙𝑛(4) −
3

4
) ‖𝑖‖ × ‖𝑗‖  

Par suite 𝒜 = (𝑙𝑛(4) −
3

4
) 𝑐𝑚2 (Voir la figure) 
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d. Exercice d’application. 
1. Calculer en 𝑐𝑚2, 𝒜 l’aire du domaine du plan délimité par la courbe (𝐶𝑓) 

de la fonction 𝑓 dans un repère orthogonal (𝑂; 𝑖; 𝑗), l’axe des abscisses et 

les deux droites d’équations : 𝑥 = 0 et 𝑥 = 2 où 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1,               

∥ 𝑖 ∥= 2𝑐𝑚 et ∥ 𝑗 ∥= √2𝑐𝑚. 

2. Calculer en 𝑐𝑚2, 𝒜 l’aire du domaine du plan délimité par la courbe (𝐶𝑓) 

de la fonction 𝑓 dans un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗), l’axe des abscisses et les deux droites d’équations : 

𝑥 = 0 et 𝑥 = 4 où 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 2√𝑥. 

e. Remarque. 

f. Propriété.  

g. Exemple. 
La figure suivante 

représente les 

courbes 

représentatives 

(𝐶𝑓) et (𝐶𝑔) de 

deux fonctions 𝑓 et 

𝑔 continues sur 

l’intervalle [1; 4]. 

La courbe représentative (𝐶𝑓) se trouve au-dessus 

de la courbe représentative (𝐶𝑔) sur l’intervalle 

[1 ; 4], alors 

(∀⁡∈ [1; 4]) ∶ 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)  

Par suite l’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée 

par la courbe représentative (𝐶𝑓), la courbe 

représentative (𝐶𝑔) et les droites d’équations  

𝑥 = 1 et 𝑥 = 4 est égale à :                                   

𝒜 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
4

1
 en unité d’aire 𝑢. 𝑎 

C’est-à-dire 𝒜 = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
4

1
 en unité 

d’aire 𝑢. 𝑎 

h. Exercice d’application. 

I. Soient 𝑓 la fonction numérique définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par : 𝑓(𝑥) = 𝑥 + (1 −
2

𝑥
) 𝑙𝑛(𝑥), et (𝐶𝑓) sa 

courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗) avec ‖𝑖‖ = 1𝑐𝑚. 

1. Montrer que ∫
𝑙𝑛(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

2

1
=

(𝑙𝑛(2))2

2
. 

2. Montrer que la fonction 𝐻 définie par : 𝐻: 𝑥 → 2 𝑙𝑛(𝑥) − 𝑥 est une primitive de la fonction ℎ définie 

par : ℎ(𝑥) =
2

𝑥
− 1 sur l’intervalle ]0; +∞[. 

3. A l’aide d’une intégration par partie, montrer que ∫ (1 −
2

𝑥
) 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

2

1
= (1 − 𝑙𝑛(2))2. 

4. Calculer en 𝑐𝑚2, 𝒜 l’aire du domaine du plan délimité par la courbe (𝐶𝑓) de la fonction 𝑓, la droite (𝐷) 

d’équation cartésienne 𝑦 = 𝑥 et les deux droites d’équations cartésiennes : 𝑥 = 1 et 𝑥 = 2 

Interprétation géométrique du théorème de la moyenne : l’air 

algébrique sous la courbe représentative (𝐶𝑓) de la fonction 𝑓 est 

égale à celle d’un rectangle de dimensions 𝑏 − 𝑎 et                           

𝑓(𝑐) =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un segment [𝑎; 𝑏]⁡(𝑎 < 𝑏) et soient (𝐶𝑓) et (𝐶𝑔) les 

courbes représentatives de 𝑓 et 𝑔 dans un repère orthogonal. L’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée 

par la courbe représentative (𝐶𝑓), la courbe représentative (𝐶𝑔) et les droites d’équations 𝑥 = 𝑎 et 

𝑥 = 𝑏 est égale à : 𝒜 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 en unité d’aire 𝑢. 𝑎 
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II. Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions définies sur ℝ par : 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
− 𝑒−𝑥 et 𝑔(𝑥) = −𝑒−𝑥, et (𝐶𝑓) et (𝐶𝑔) les 

courbes représentatives respectives de 𝑓 et 𝑔 dans un repère orthogonal (𝑂; 𝑖; 𝑗) avec ‖𝑖‖ = 2𝑐𝑚 et 

‖𝑗‖ = 3𝑐𝑚. Calculer l’aire 𝒜 de la partie du plan délimitée par la courbe représentative (𝐶𝑓), la courbe 

représentative (𝐶𝑔) et les droites d’équations catésiennes : 𝑥 = 𝑙𝑛(4) et 𝑥 = 𝑙𝑛(6). 

2. Calcul des volumes. 
L’espace est rapporté à un repère orthogonal (𝑂; 𝑖; 𝑗; 𝑘⃗⃗). 

L’unité de volume est : 𝑢. 𝑣 = ‖𝑖‖ × ‖𝑗‖ × ‖𝑘⃗⃗‖. 

a. Propriété. 

b. Propriété. 

c. Exemple. 
Soient 𝑓 la fonction définie sur l’intervalle [0; +∞[ par : 𝑓(𝑥) = 2√𝑥𝑒𝑥

2
, et (𝐶𝑓) sa courbe représentative 

dans un repère orthonormé (𝑂; 𝑖; 𝑗; 𝑘⃗⃗) avec ‖𝑖‖ = 1𝑐𝑚. 

Calculons le volume du solide de révolution 
engendré par la rotation de la courbe 

représentative (𝐶𝑓) autour de l’axe des abscisses 

un tour complet sur l’intervalle [0; 1].  

On a : 𝑉 = 𝜋 ∫ (𝑓(𝑥))
2
𝑑𝑥

1

0
 𝑢. 𝑣 où 𝑢. 𝑣 est l’unité 

de volume. 

On a : ∫ (𝑓(𝑥))
2
𝑑𝑥

1

𝑎
= ∫ (2√𝑥𝑒𝑥

2
)
2
𝑑𝑥

1

𝑎
                                                    

                                     = ∫ 4𝑥𝑒2𝑥
2
𝑑𝑥

1

𝑎
  

On a : la fonction définie par : 𝑥 → 4𝑥𝑒2𝑥
2
 est 

continue sur l’intervalle [0; 1] (en tant que produit 
de deux fonctions continues). 

La fonction définie par : 𝑥 → 𝑒2𝑥
2
 est une 

primitive de la fonction 𝑥 → 4𝑥𝑒2𝑥
2
 sur 

l’intervalle [0; 1]. 

Par suite ∫ 4𝑥𝑒2𝑥
2
𝑑𝑥

1

𝑎
= [𝑒2𝑥

2
]
0

1
 

                                   = 𝑒2.1
2
− 𝑒2.0

2
  

                                   = 𝑒2 − 1  

D’où ∫ 4𝑥𝑒2𝑥
2
𝑑𝑥

1

𝑎
= 𝑒2 − 1 

Par conséquent 𝑉 = 𝜋(𝑒2 − 1)𝑢. 𝑣 

C’est-à-dire 𝑉 = 𝜋(𝑒2 − 1)‖𝑖‖ × ‖𝑗‖ × ‖𝑘⃗⃗‖ 

Ou encore 𝑉 = 𝜋(𝑒2 − 1)𝑐𝑚3. 

d. Exercice d’application. 
L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗) (∥ 𝑖 ∥= 2𝑐𝑚). 

Dans chacun des cas suivants, calculer en 𝑐𝑚3, 𝑉 le volume du solide de révolution engendré par la rotation 

de la courbe (𝐶𝑓) de la fonction 𝑓 auteur de l’axe des abscisses un tour complet sur le segment 𝐼 où   

𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛 𝑥

√𝑥
 et 𝐼 = [1, 𝑒], 𝑓(𝑥) =

𝑥

√𝑥3+1
 et 𝐼 = [0, √2

3
], 𝑓(𝑥) = √𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 et 𝐼 = [

𝜋

3
;
𝜋

2
]

 

Soient (𝑆) un solide délimité par les deux plans (𝑃1) et (𝑃2) parallèles au plan (𝑂; 𝑖; 𝑗), d’équations 
respectives 𝑧 = 𝑎 et 𝑧 = 𝑏 avec 𝑎 < 𝑏, et soit 𝑆(𝑡) l’aire de l’intersection du solide ⁡(𝑆) et le plan 
d’équation 𝑧 = 𝑡 avec 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. 
Si la fonction définie par : 𝑡 → 𝑆(𝑡) est continue sur l’intervalle [𝑎; 𝑏], alors le volume 𝑉 du solide (𝑆) 

est : égale à : 𝑉 = ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 en unité de volume 𝑢. 𝑣. 

 

L’espace est rapporté à un repère orthogonal (𝑂; 𝑖; 𝑗; 𝑘⃗⃗). 

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle [𝑎; 𝑏] avec 𝑎 < 𝑏 et (𝐶𝑓) sa courbe représentative 

dans le repère (𝑂; 𝑖; 𝑗; 𝑘⃗⃗). 

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe représentative (𝐶𝑓) autour de 

l’axe des abscisses un tour complet est donné par la formule : 𝑉 = 𝜋 ∫ (𝑓(𝑥))
2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 en unité de volume 

𝑢. 𝑣. 
 


