CHAPITRE 9
CALCUL INTEGRAL

9.1 Intégrale d’une fonction continue :

Le plan est rapporté a un repere orthogonal (0;7; j).

Définition 9.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et soit F' sa primitive sur [a;b].

b
Le réel F(b) — F(a) est appelé I’intégrale (ou somme) de a a b de f on le note / f(x)dx.
a

Exemple :
1
Calculons : / x%dx, on a la fonction x — f(x) = x? est continue sur [0; 1] donc admet une primitive
0
x3 1 1
sur [0; 1] qu’est : F(x) = 3 donc : / xX2dx=F(1)—F(0) = 3
0

Exercice :
Calculer les intégrales suivantes :

2 71 1n(2) t 2 1
1)/ 43 —xdx 2)/ cos(x)dx 3)/ e2dx ; 4)/ —dx
0 0 0 1 X

Interprétation géométrique :
Si f est une fonction continue positive sur [a;b], alors I"aire du domaine D limité par la courbe

b — —
(Cy); I’axe des abscisses et les droites d’équation x =a et x = b : est égale a : / Feoydx || il -] Jl
a

}, )
2 | Ix =4 - | Ix = 1‘3
1 et |
- ] f(z)dz !
I a r
4 Unité d’aire II | _ J
A i ]
e l :
1 | |
- : : a
b ) ) 0 —[fr 1 a 2 3 b 4
On note :/ F)dx || 71| - 1| 7 || = Aire(D).
a
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

Remarques :

e On peut remplacer x dans 1’écriture / f(x)dx par n’importe qu’elle lettre :

/fdx—/fdt/fdy— ......

e D={(x;y)eR? /a<x<bet0<y< f(x)}
b — —

e Si f est négative sur [a;b] alors : —/ fydx || | j|l= Aire(D).
a

Yy ¢
| a b x
0 1 IFT 3 B :
o | I
/ flz)dze ' :
a2 : | |
i i
=l : &
: - }
2 | | -
X=a X=b
Proprieté 9.1

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] et k et ¢ deux réels.

. / b(f+g)(x)dx= / bf(x)dx+ / bg(x)dx et / b(kf)(x)dx:k / ’ f(x)dx
/f dx—/ flx dx—l—/
/f(x / f(x)dx et /Qf():de

Exercice :
1) Calculer les intégrales

2
11=/ lx—1|dx; L = / 3 —dx; 3 = / Vi+2dt; 14—/
0 +1 In(2) €

2) a) Linéariser sin>(x),
I
b) Calculer I'intégrale : / sin® (x)dx
0

1

3
ldt;l5 =/ x? —3x42|dx
0

9.2 Méthode de calcule des intégrales

9.2.1 Meéthode directe

Calculer les intégrales suivantes : (Il faut chercher une primitive de la fonction) :

e 3
1o [,
1 X
L |
oJ:/ dx
er+1
%
o K= /cos
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

9.2.2 Meéthode d’intégration par parties

Théoreme 9.1
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a D] telles que leurs dérivés sont

b
continue sur [a;b] alors : /a f(x)g(x)dx = [f(x)g(x) / fx)g (x)dx

Exemple :

1
Calculons I'intégrale : I = / xe*dx, posons : f'(x) =€ et g(x) =x, alors : f(x) =e"etg'(x) =1

1
donc : I = [f(x)g(x)]p — /f (x)dx = [xe"]y — /Oexdx=e—[ex](l)=e—(e—l)=l

Exercice :
En utilisant la méthode de I’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e e 1 b
I :/ xIn(x)dx ; b :/ In(x)dx ; & :/ (2x—1)e¥dx ; I :/ xcos(x)dx ;
1 1 0 0

3 ¢ In(x)

T 1 1
Is = /2 sin(x)e“dx ; Is :/ In(x+1)dx ; & :/ s—dx 5 Iy :/ etdx
0 0 e X 0

9.3 Intégrale et ordre

9.3.1 Comparaison de deux intégrales :

Proprieté 9.2
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].

" ra] < [ 170kta

b
e Si (Vx € a;b]): f(x) >0 alors : /a fx)dx>0

o Si (Vx e a;b]): f(x) > g(x) alors : /abf(x)dx > /abg(x)dx

Exercice :
x2 x?
1) Montrer que : Vx € [0;1] : E e <x?
2) En déduire un encadrement de I’intégrale : I = / 5dx.
o 1+x

9.3.2 La valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment

Définition 9.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b).

Le réel : —— / f(x)dx est appelé la valeur moyenne de f sur [a;b].
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Théoréme 9.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].

e Si deux réels m et M sont tels que : Vx € [a;b] m < f(x) <M, alors :

b
mgb—ia/a fx)dx <M,

o Il existe ¢ € [a;b] tel que : /abf(x)dx = f(c)(b—a)

Exercice :

Déterminer la valeur moyenne de la fonction In sur [1;e].

9.4 Calcul d’aires - Calcul de volumes
Le plan est rapporté a un repere orthogonal (07;)

94.1 Calcul d’aires

Théoréme 9.3
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].
L’aire exprimée en unités d’aires, de la surface comprise entre les deux courbes des fonctions f

b
et g et les droites d’équations : x = a et x = b, est le réel positif : 4 = / |f(x) —g(x)|dx
a

Cas particulier :
Laire exprimée en unités d’aires, de la surface comprise entre la courbe de f et les droites d’équa-

b
tions : x = a et x = b, est le réel positif : 4 = / | f(x)|dx
a

9.4.2 Calcul de volumes

Théoreme 9.4

Soit S un solide comprit entre deux plans paralleles d’équations : z =a et z = b et soit S(¢) la
section du solide S par le plan d’équation z =t avec a <t < b.

Si la fonction # — S(¢) est continue sur [a;b] alors le volume V du solide S, exprimée en unité de

b
volume, est le réel positif : V = / S(t)dr.
a
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Conséquences 9.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].
Le volume de solide engendré par la rotation de la courbe représentative de f sur [a;b], autour

b
de I’axe des abscisse, exprimée en unité de volume, est le réel positif : V = / n(f (t))zdt.
a

A

Cas particulier : Si f est une constante : par exemple f(x) = R > 0, le solide sera un cylindre

b
son volume est : V = / nR2dr = [xTCRZ]Z = (b—a)nR? c’est le volume d’un cylindre de hauteur
a
h=0b—a (b > a) et de base cercle de rayon R.
A
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