Denombrement

I - Principe fondamental de dénombrement

1) Définition
Soient n un entier naturel non nul et E un ensemble a n élément .
On dit que E est un ensemble fini.
Le nombre d’éléments d’un ensemble E est appelé Cardinal de E
noté Card (E) = n

Dénombrer un ensemble fini, c’est compter ses éléments, c’est-a-dire
calculer son cardinal.

2 - Exemple
Si A= {1;2;3;a; b;c} alors Card(A) = 6.

Si A= ¢ il comporte 0 element alors Card(A) =0
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Denombrement

3 - Propriétes

Soient A et B deux parties d’un ensemble finis E .
Card(Au B) = Card(A) + Card(B) — Card( A B)
Card(A v B) = Card( A) + Card(B) si AnB=¢
Card ( A) = Card(E) - Card(A)
Card( A x B) = Card( A) * Card(B)

4 - Exemple

Un centre de loisirs accueille 100 éleves, 53 éleves pratiquent le football,

33 pratiquent le basket-ball et 15 pratiquent le football et le basket-ball.

1) Quelle est le nombre d’éleves qui pratiquent au moins un sport?

2) Quelle est le nombre d’éleves qui pratiquent le football sans le basket-ball?
3) Quelle est le nombre d’éleves qui pratiquent le basket-ball sans le football ?

4) Quelle est le nombre d’éléves qui ne pratiquent pas les deux sports?
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Denombrement

5) Principe multiplicatif

a - Activite

1) Quels sont les nombres de deux chiffres distincts que [’on peut former a
partir des chiffres suivants : 1, 2 et 3.

Arbre des cas POW

Chiffre des unités 1 2 3

AP A
[Ghifre desdzaines | 2 3 i B

Ily a 3 choix possibles pour choisir le chiffre des unités et 2 choix possibles pour choisir le
chiffre des dizaines donc on a 3 x 2 = 6 nombres possibles

les nombres formés par deux chiffres parmi les chiffres 1, 2 et 3 sans répétition sont :

21; 31; 12; 32; 13; 23.
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Denombrement

2) Quels sont les nombres de deux chiffres que I’on peut former a partir
des chiffres suivants : 1, 2 et 3.

Arbre des cas possibles

Chiffre des unités 1 2

Il y a 3 choix possibles pour choisir le chiffre des unités et 3 choix possibles
pour choisir le chiffre des dizaines donc on a 3 x 3 = 9 nombres possibles

les nombres formés par deux chiffres parmi les chiffres 1, 2 et 3 avec répétition
sont: 21; 31; 12; 32; 13; 23; 11; 22; 33.
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Déenombrement

b - Principe multiplicatif

Si une expeérience peut se décomposer en p opérations élémentaires tels que:
* La premiere opeération peut étre effectuée de n, manieres différentes.
* La deuxieme operation peut éetre effectuee de n, manieres différentes.
* La troisieme opeération peut étre effectuée de n; manieres differentes.
* La Peme opération peut étre effectuée de n, manieres différentes.
Alors l’ensemble de toutes ces opérations peut étre effectuees de
N = n,x n,x nyx......... x n, manieres différentes.

C-Exemples

1)Dans la classe 2BPCF il y a 21 filles et 12 garcons.
Il faut une fille et un garcon pour représenter la classe dans un événement

culturel. Combien de possibilités de choix?
Solution: 21 possibilités pour choisir une fille et 12 possibilités pour choisir un

garcon. Il y a 21 x 12 = 252 possibilités
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Denombrement

2) Combien de nombres de trois chiffres qu'on peut former avec les chiffres
Suivants: 0;1:;2;3;4;..;97?

Solution:

Il y’a 10 possibilités pour le chiffre des unités

Il y’a 10 possibilités pour le chiffre des dizaines

Il y’a 9 possibilités pour le chiffre des centaines

Le nombre de possibilités est: 10 x 10 x 9 = 900

3) On lance une piece de monnaie 2 fois de suites. Quelle est le
possibilités?

Solution:

Il y’a 2 possibilités pour le premier jet: P (pile) ou F (face)

Il y’a 2 possibilités pour le deuxieme jet: P (pile) ou F (face)

Le nombre de possibilités est 2 x 2 = 4

L'ensemble des possibilites est : A
Q={PP,FF;FF;FP} g 21=2
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Denombrement

II - Arrangement avec répétition
1 - Définition

Soit E un ensemble fini, card(E) = n on pose E = {X;, X5, X3,e0ee., X,} PN’
Chaque element (a,, a,, as,....., a,) de EP s’appelle un arrangement avec
réepéetition d’ordre p de n éléments.

Exemple: E={1, 2, 3,4}

Les triplets (1,1,2) ; (1,4,2) ; (2,3,2) ... sont des arrangements avec répétition
d’ordre 3 de 4 eléments .

Les 5-uplets (1,1,2;2;3) ; (1,3;4,4,2) ... sont des arrangements avec repétition
d’ordre 5 de 4 eléments

2 - Propriéte

Soit E un ensemble fini, card(E) = n, le nombre des arrangements avec repétition
d’ordre p de n éléments est le cardinal de EP qui est card(EP)=(cardE)P
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Denombrement

3 - Exemple

Une urne contient: 6 boules blanches, 4 boules noires et 2 boules
rouges
On tire arbitrairement, successivement et avec remise 3 boules de
’urne.
1) Quel est le nombre des cas possibles?
2) Déenombrer le nombre des éventualités des evénements suivants:
A” les 3 boules tirées sont blanches”
B” les 3 boules tirées sont de la méme couleur”
C” les 3 boules tirées sont de couleurs différentes”
D" les 3 boules tirées sont de couleurs differentes deux a deux”
E” parmi les boules tirées il y a au moins une boule noire”
G"” parmi les boules tirées il y a au plus une boule rouge”

AHMED AGOUZAL




Denombrement

D'ou card(C) =1440

Dot card(C) =1440
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Denombrement

D" les 3 boules tir€es sont de couleur différentes deux a deux”
Card(D) = (6" x4 x2') =288

Pour ordonner les 3 couleurs dans un triplet on a 6 possibilites
(B;N;R);(B;R;N);(N;BSR);(NGR;B);(R;N;B);(R;B;N)

E" parmi les boules tir€es il y a au moins une boule noire”
L'evenement contraire de E est E « parmi les boules tirées il n’y a pas de boule noire”

Card(E) =8’ =512
Onsaitque card(E)=card(Q)—card(E) donc card(E)=1728-288=1216
D'ou card(E)=1216

G" parmi les boules tir€es il y a au plus une boule rouge”
Pour ordonner |a boule rouge dans un triplet on a 3 possibilites

Card(G)=3(2" x10%) +10° =1600
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Déenombrement

IIT - Arrangement sans répétition
1 - Définition

Soit E un ensemble fini, card(E) = n on pose E = {X;, X, X3yeeece, X}

Chaque element (a;, a,, as,....., a,) de EP ou (1<p<n) sont differents
deux a deux s’appelle un arrangement sans réepétition d’ordre p de
n éléments.

Exemple: E={1, 2, 3,4}
Les triplets (1,3,2) ; (1,4,2) ; (4,3,2) ... sont des arrangements sans
répétition d’ordre 3 de 4 éléments .

On ne peut pas avoir des arrangements sans répétition d’ordre 5 de 4
éléments
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2 - Propriéte
Soit E = {x,%y, ..., X} le nombre des arrangements sans répétition d’ordre p de n éléments. (p < n) est :
A =nxm-1)Xx.xXMn-p+1)

Exercice  Calculer les entiers suivant : A}, ;47 etAj

3 - Permutation

Cas particulier :

Sip =n;l'arrangements sans répetition d'ordre n de n éléments s'appelle une permutation d'ordre n
le nombre des permutation d'ordrenest Ay =nX(m-1)X..X(n-n+1)=nxm-1)X...2x1

ce nombre entier naturel s'appelle n factoriel ; on le note n!
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Denombrement

4 - Exemple

Une urne contient: 6 boules blanches, 4 boules noires et 2 boules
rouges
On tire arbitrairement, successivement et sans remise 3 boules de
’urne.
1) Quel est le nombre des cas possibles?
2) Déenombrer le nombre des éventualités des evénements suivants:
A” les 3 boules tirées sont blanches”
B” les 3 boules tirées sont de la méme couleur”
C” les 3 boules tirées sont de couleurs différentes”
D" les 3 boules tirées sont de couleurs differentes deux a deux”
E” parmi les boules tirées il y a au moins une boule noire”
F” parmi les boules tirées il y a au plus une boule rouge”
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12 npr 3 = 1320




Denombrement

D" Ies 3 boules tirees sont de couleur différentes deux a deux”

Card(D)=6(Akx ALx A D) =288
Pour ordonner les 3 couleurs dans un triplet on a 6 possibilités
(BiN:R):(B:R:N);(N:B;R);(N;R;B);(R:N:B);(R:B;N)

E" parmi les boules fir¢es il y a au moins une boule noire”
L’évenement contraire de E est E « parmi les boules tirées 1l n’y a pas de boule noire”

Card(E)= A3=336

Onsait que card(E)=card(Q) - card(E)  donc card(E)=1320-336=984
D’ou card(E) =984

G" parmi les boules tirees 11 y a au plus une boule rouge”
Pour ordonner la boule rouge dans un triplet on a 5 possibilites

Card(G)=3(A x Afy) + Ay, =1260
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Denombrement

VI — Les combinaisons
1 - Définition

Soit E un ensemble fini, card(E) = n tout sous ensemble Ade E
contenant p élements (p < n) s’appelle une combinaison d’ordre p de n

eléments.

Dans un ensemble Iordre o écriture des éléments n'est pas important, {x, y,2} = {y,, 2} ce quin'est pas le cas pour
les arrangements : (x,y,2) # (y,x,2)

2 - Propriéte

| in - ! Ap
Soit E un ensemble fi, card E = nle nombre de combinaisons d'ordre p de n éléments est: €} = p—’,'
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Denombrement

3 - Proprietes

Soient n et p deux entiers naturelstelsquep < n:

p . . . n! P A:: . n!
@A =nx@-DX.X@—p+1) =" @ G == i)
@ CcP=ct @ cP 1 +CcP_, =P
4 - Exemple

Une urne contient: 6 boules blanches, 4 boules noires et 2 boules rouges
On tire arbitrairement, simultanément 3 boules de l'urne.
1) Quel est le nombre des cas possibles?
2) Deénombrer le nombre des éventualités des evénements suivants:
A" les 3 boules tirées sont blanches”
B” les 3 boules tirées sont de la méme couleur”
C” les 3 boules tirées sont de couleurs differentes”
D” les 3 boules tirées sont de couleurs différentes deux a deux”
E” parmi les boules tirées il y a au moins une boule noire”
G” parmi les boules tirées il y a au plus une boule rouge”




Denombrement

| ) . . -y
houles parnu 12

12 ncr 3 =22C

’
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Card(G)=Cx () + (=210 ’
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Denombrement

r Tlrage 1
[ Successif } SUCCGSSlf
J [A (n p)‘} [ Cﬁz%ﬁ }

avec remise Sans remlse

[ Ordre important ] [ Ordre lmportant ] [Ordre pas important]

Simultane
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Probabilité

I — Vocabulaires
1 — Exemple

Lancons un dé, a l’arrét, sa face supérieure porte [’un des nombres 1, 2,
3, 4, 50u 6. Si le dé est non trugué (on dit encore bien équilibré ou
parfait). Nous sommes incapables de prévoir quelle face va apparaitre.

Nous sommes en présence d’une experience aleatoire. °
o ®
1, 2, 3, 4, 5 ou 6 sont les resultats ou les cas possibles 2 ©

ou les issues ou les eventualités.
L’ensemble des eéventualités est 'univers Q. Q=1{1,2,3,4,5, 6}

Remarqgue: Le lancer d’une piéce de monnaie, le lancer d’un dé bien équilibré, le tirage
des boules simultanément ou successivement avec remise ou sans remise... sont des
expériences aléatoires, car avant de les effectuer, on ne peut pas prévoir avec certitude quel
en sera le résultat. Le résultat dépend en effet du hasard.
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2 - Evéenement

Considérons Q = {1, 2, 3, 4,5, 6} lunivers ou ensemble des eventualités
de cette expérience.

L'événement A= {1, 3, 5} est une partie de Q est l'événement "Obtenir un
nombre impair”

Y
B={2, 4, 6} est 'événement "Obtenir un nombre pair” P
L’univers Q est I’événement certain. . 4

L’ensemble vide ¢ est I’événement impossible.

3 —Evénement élémentaire

C = {3} est un événement qui ne contient qu'une seule éventualité.
On dit que c'est un événement élémentaire.
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Probabilité

4 — Evénement incompatible

'événement A "Obtenir un nombre impair” et soit |’évéenement D ={4, 63.
Aucune éventualité ne realise simultanément A et D; on dit que Aet D
sont incompatibles et on note AN D = ¢

5 —Evénement contraire

Soit E "Obtenir un nombre premier” donc E = {2, 3, 5}

On note E l'événement contraire de E dans Q c'est-a-dire "obtenir un
nombre non premier”. o

OnaE={2,3,5 donc E={1,4,66}

Ona EUE=Q Q=1{1,2,3,4,5,6}

AHMED AGOUZAL




Probabilité

|1- Probabilité

1 — Définition

Soit E une épreuve aléatoire. L'ensemble des éventualités est

Q = {m,0,, .:.,,oon}. - , ,
A chaque evenement elementaire {®;} est associe un nhombre reel,
élément de [0;1] appelé probabilité de l'événement elémentaire
tel que : p(io}) + P(ly) + ...+ p(iwp}) =1 ,

- La probabilite de tout evenement A est la somme des probabilites

des evénements elémentaires qui le composent.

- p(Q2) = 1.

-SiA=¢ alorsp(A)=0
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Probabilité

2 - L'hypothese d'équiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d’une expérience ont la méme
Probabilite, on dit qu’il y a équiprobabilité.

Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggerées par des
expressions comme:  "On tire au hasard"”, "boules indiscernables au
toucher”, "dé bien équilibré”, "dé non pipé" ...

propriéte

Soit p une probabilité sur un univers Q
Dans l'hypothese d'équiprobabilité, le nombre total d'éventualités étant
n, si un événement A est constitué de m éventualités alors sa
probabilité est : p(A) = %
Card(A) card(A) le nombre de cas favorables
P(A) = Card(Q) card(Q) le nombre de cas possibles
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Probabilité

3 — Propriéeteées des probabilités

Parties de £ |Vocabulaire des evenements | Propriete
A [Adquelcongue 0<pA)<!
0 |Evenement impossible p(0)= 0
; Evenement certain B(E)- 1
AnB=0  |AetB sont incompatibles (AU B)=p(A)+p(B)
A [Aestlovinement contrairede A |p(A)=1-p(A)
AB |AetBquelcongues p(AUB)=1(A)+p(B)-n(AnB)
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4 — Exemple

Un examen oral de mathématique comporte 5 questions en géométrie, 4 questions
en algebre et 3 questions en analyse.
1)L’ étudiant tire simultanément 3 questions d’un sac contenant les 12 questions.

Calculer la probabilité des événements suivants: [ an, A
A « les trois questions sont en géométrie » P ;
B « une seule question pour chaque matiére » N\ UL ZX
C « au moins une question en géométrie » w? \ o Y% /<o

2)L’étudiant tire les 3 questions ’une aprés ’autre sans remise
Calculer la probabilité des événements A, B et C.

3)L’étudiant tire les 3 questions |’'une aprés |’autre avec remise
Calculer la probabilité des événements A, B et C.
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SIBEOMERiE - 4 algbre : 3 analyse

Solution:

1)
Tirage simultane de 3 boules parmi 12
Card(Q) = (3, =220 calculatrice -
. card(A) 10 1 ) 1
Card(A)=C5=10 Donc p(A) cardQ) 22022 ou p(A) 27

B)=AdB) _ 60 _3 oy pB)=3

S P IS B
Card(B)=C5x(C4x(C3=060 Donc card(Q) 220 11

Premiere methode

1.2 2 Al 3 card(C) 185 37 o
b — — 5
Card(C) = C5x C3+C3xCh+C3=185 bone p(C) = res =755 = 37 d'ol p(C) =

Deuxieme methode
C « au moins une question en géométrie » I’€v€nement contraire de C est :

44

C « aucune gquestion en g€éometrie » c'est-a-dire C « les 3 questions en algébre ou en analyse »

card(C) 35 7
card(Q) 220 44

Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p(C)=1--_ ! dou dou p(t)—44

Card(C)=C3=35 donc p(C)=

44
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2) L’€tudiant tire les 3 questions |’une aprés |’autre sans remise
Tirage successif de 3 boules sans remise parnu 12

Card(Q2) = Afz =1320 calculatrice 12 npr3=1320
card(A) 60 1
card(Q) 1320 22

: _aal 1 1y _ :(‘ﬂl‘d(B) _ 360 _ 3 .
Card(B)=3!(Asx A;4x A3)=360 Donc p(B) card(Q) 1320 11 d’ou p(B)

Card(A)= A:=60 Donc p(A)=

d'oll p(A) =55

Premiére méthode
C « au moins une question en géomeétrie » |’év€énement contraire de C est :

C « aucune question en géomeétrie »

e —_cﬂl'd(E)_zl{)_?
Card(C)= A3=210 done p(C)= - 55=300 =

Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p({j):l_‘il——f’;£1 d'ou d'ou p(C):%
Deuxieme methode

Card(C) =3(A x AD+3(AIx AD+ A=1110

_card(C) 1110 _ 37 . 37
Done P(O)=Crd@) 1320~ 44 ™
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3) L’€tudiant tire les 3 questions I’une aprés I’autre avec remise
Tirage successif de 3 boules avec remise parmu 12

Card(Q)=12°=1728

card(A) 125
card(Q2) 1728

d'oll p(A) =2

Card(A)=5> =125 Donc p(A)= 1728

P B B N _card(B) _ 360 _ 5 ) _5
Card(B)=06(5 x4"x3")=360 Donc p(B)= card(Q) " 1728~ 24 d'ou p(B)= 3

Premiere méthode
C « au moins une question en géomeétrie » I’€v€nement contraire de C est :

C « aucune question en g€éométrie »

card(C) _ 343
card(Q) 1728

_ = 343 ) s ) _ 1385
Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p(C)=1 1728 d'ou  d'ou p(C) 1728

Card(C)=7° =343 donc p(C)=

Deuxieme methode

Card(C) =3(5' x7%) +3(5% x 71) +5° =1385 Donc p(C) =

card(C) 1385 1385
d C)=
card(€2) 1728 ol p(C)= 1728
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Exercice

Dans une urne se trouve 9 jetons :
Quiatre jetons rouges numerotés 0;1;1;2 et trois jetons verts numérotes 1; 2; 2 et
deux jetons noirs numérotés 1; 3
1) On tire simultanément et au hasard trois jetons de 1’urne
On considere les évenements suivants:
A" Obtenir 3 jetons verts " B ” Obtenir 3 jetons de méme couleurs ”
C " Obtenir 3 jetons de couleurs différents ”
D " Obtenir 3 jetons qui portent le méme numero”
E " Obtenir au moins un jeton qui porte le numeéro 1”
F " Obtenir au plus un jeton vert ”
G ” Obtenir 3 jetons de couleurs différents deux a deux”
Déterminer La probabilité des évenements A; B; C; D; E; F; G.
2) Méme question pour le tirage successif de trois jetons avec remise.
3) Méme question pour le tirage successif de trois jetons sans remise.
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IV — Probabilité conditionnelle

1) Définition:

Soient les événements A et B d’un univers Q) .

La probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé est le nombre
ANDB

P A ) ; P(A)=0
P(A)

réel noté P,(B) ou P(B/A) donc Pa (B) =

Remarqgue :
Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles

p(A/B) et p(B/A) sont toutes les deux définies et ona: p(A m B)=p(A/B)p(B) = p(B/A)p(A).

2) Evénements indépendants:
A et B deux événements de probabilité non nulle.
A et B sont indépendants si et seulement si p(A N B) = p(A) x p(B)
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Exemple

une urne U contient neuf jetons indiscernables au toucher:
e Trois jetons blancs numerotés 2 ; 2 ; 1.

e Deux jetons jaunes numeroteés 1 ; 1.

e Quatre jetons noirs numerotéees 1 ;1 ;1 ; 2.

On tire au hasard et simultanément trois jetons de I’urne.
On considere les deux événements suivants :

A « Les trois jetons tirés ont le méme numéro »
B « Les trois jetons tirés de couleurs différents deux a deux »

1. Calculer p(A) et p(B) probabiliteé des événements A et B .

1
2. Montrer que: p(ANB)=—.
p(aNB)=13

3. Est-ce que les événements A et B sont indépendants ?
4. Donner la probabilité de l’événement C« Les jetons tirés ont le méme numéro

sachant que les trois jetons tirés de couleurs différents deux a deux »
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Solution:

TroisB:2:2:1: DeuxJ:1:1 QuatreN:1:1:1:2
1)
Tirage simultané de 3 jetons parmi 9 6- 3-
Card(Q) = C3 =84

card(A) 21 1
card(QQ) 84 4

: _ 1 1 1 _ _card(B) 24 2 - B
Card(B)=(C3x(C>;xC4=24 Donc p(B)_card(ﬂ}_Szl_? d’on p(B) =
2)On a

i o 1 1 _card(AnB) ¢ 1 _

Card(AnB)=CxC5xC3=6 pAnB)= card(Q) 84 14 p(AmB)=

3)On a

Card(A)=Ci+(C3=21Donc p(A)= d’oll p(A) =

[ S

01
14

_ 1 =2zl 1
D'ou p(AnB)=p(A)xp(B) dou A et B sont indépendants.

4) C « Les trois jetons tires ont le méme numero sachant que les jetons tires sont de couleurs différents deux a
deuxtn

%: don P(C)=1

P(C)=Pg(A) donc P(C)=Pg(A)= Z

~A[1 |4 =
I
00|~

AHMED AGOUZAL




Probabilité
IV — Variables aléatoires

Dans toute la suite () désigne 'univers associé & chaque expérience aléatoire,

1) Exemple introductif:

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.

On tire simultanément 2 boules. On percoit un Dirham par boule rouge tirée.

Quels sont les gains possibles ? Avec quelles probabilités ?

On peut tirer 0. 1 ou 2 boules rouges. et donc gagner 0. 1 ou 2 Dirhams.

Designons par X la somme percue. La probabilite que X soit ¢gal a 0 est note p(X =0)
elle est ¢gale a la probabilite de I'évenement « tirer 0 boule rouge et 2 boules blanches» :

0. 2
xC
mx:mzc324 6 _2
c2 A7

7




Probabilité

La probabilité que X soit €gal a 1 est noté p(X=1) ; elle est égale a la probabilité de
I’évenement « tirer 1 boule rouge et 1 boules blanches » ;
Gre, 12 4

¢z 2 71’
La probabilité que X soit €gal a 2 est noté p(X=2) ; elle est €gale a la probabilit¢ de
I’événement « tirer 2 boules rouges et 0 boule blanche » ;

GxC; 3 |

p(X =1)=

¢ 27
Ces résultats peuvent se présenter dans un tableau, la premiere ligne indiquant les

valeurs possibles x de X.

p(X=2)=

X 1 2

p(X = X)

N O

. £
7 7

Ce tableau définit la loi de probabilité de X.
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2) Variable aléatoire - Loi de probabilité:

a) Définition 1 :

On appelle variable alé¢atoire X réelle toute application de Q dans R,

qui a chaque élément de Q fait correspondre un nombre réel.

Notons X(Q) I’ensemble des valeurs possibles de X. X(Q) ={ x;; X5 ;...... 5.4 3

b) Définition 2 :

La loi de probabilité de X est la fonction qui a tout élément x de X(Q) fait
correspondre la probabilité que X prenne cette valeur x. Par abus de langage on dit
que c’est la probabilité que « X soit égal a x » et que I'on note : p( X = x).

1 est commode de présenter cette loi de probabilité sous forme d’un tableau

X X1 B | e e Xn

p(X = x) Pi - P [ e Pa

Conseil : Lorsqu’on calcul une loi de probabilité d’une variable aléatoire, il est

indispensable de vérifier que : > p; =1 .

i=l
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3 - Espérance mathématique

a) Définition

Soit une variable aleatoire X prenant les valeurs X;; X; ....... ; X, avec les probabilités

Py Pos cvenen ; P, - On appelle espéerance mathématique de X le nombre réel positif noté E(X) et
i—n

défini par:  E(X) = p1X1 + P2X2 +...+ PnXn ECO = > pixi

Dans la pratique, la loi de probabilité étant donnée par un tableau :

X X1 X3 | saaesies Xn
piX =x) P P | e Pa
Il suffit de calculer la somme : X ;p; + Xap2 + ...... + Xqu Pu -
b) Exemple

Pour I'exemple introductif on a E(X) = 0xp(X=0) + 1 xp(X=1) + 2xp(X=2) = g

AHMED AGOUZAL




Probabilité

4 - Variance - Ecart type

a) Définition de la variance

Soit une variable aleatoire X prenant les valeurs X;; X; ....... ; X, avec les probabilites
Py Pos venen ; P, - On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) et defini par:

V(X) = p1(x1 — E(X))? + p2(x2 — E(X))? +... + pn (Xn — E(X))?

VOO = 3 pi (6 — EC))?

b) Autre expression de la variance

V(X) = p1x1® + p2ax2® +... + prxn® — (E(X))?

=N 2 2
V(X)) = _lei (xi)T —(E(X))
i=
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c) Ecart-type:

Pour tout variable aléatoire X , On appelle écart-type de X le nombre réel positif

noté o(X) et défini par:  (X) = \/V(X)

d) Exemple:

Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules noires indiscernables
au toucher. On tire simultanément de I’urne 3 boules et ’on considere
la variable aléatoire X définie par « nombre de boules noires parmi les
boules tirées ».

a) Quelles sont les valeurs prises par X?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c¢) Calculer I’espérance mathématique, la variance et I’écart-type de X.
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Solution:
a) X efo,;1;2;3}
3 0 2 1
Px=0)=pP;=3253_19 . px_y)_p,- X5 _30.
S 56 & 56
1 i 0 3
P(X =2)=P;= Cs :~:3C3 _ 15 S P(X =3) = P,= Cs ><3C3 _ 1 .
Ca 56 Cy 56
b) Lot de probabilité
X 0 I 2 3 Total
10 30 15 i
P(X=x) 56 56 56 56 1
c) L'Espérance mathématiqgue E(x) = Z": Px;=FPx +Pxs5 +......... 5 D S, P
i=1
56 56 56 56 56 8

i
La variance est V(X )= >_ P.(x; — E(x))*.

i=1

2 2 2
V(X)=I’,(x.—§) +P2(x2—-z—) o e +P4(x4—% S

2 > 2
vea=10o- 2 WG 2 UL o) L5 2
S56 S 56 S 56 2 56

L'Ecart type est o(X ) = -.JV(X) ol XY=~10.5 =020
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