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1 Exercice (3.75 points) ‘ Page 1/3‘

les parties I) et II) sont indépendantes
Partie I)

On rappelle que (M3(R); +; x) est un anneau unitaire De zéro la matrice nulle

0 00 100 2 -2 1
Os=10 0 0] et d'unité la matrice I = |9 1 (| et soit la matrice A=1] 9 _3 92
0 0 0 0 01 -1 2 0

0.25 || 1)Montrer que A? = 31 — 24

0.5 2) En déduire que la matrice A est inversible et que anneau (M3(R); +; x) est non intégre
Partie IT)

Pour tout (z;y) € R?;onpose vy =2 =y =2y

1) On pose G =R — {-1}

0.75 a) Monter que x est une loi de composition interne commutative et associative dans G
0.5 b) Montrer que (Gj;*) est un groupe commutatif
0.25 ¢) soit € G on pose M =2; 23 =z %z et pour tout n € N*; (") = z(n) 4 o

Montrer que (Vo € N* : (" = (z +1)" — 1
2) On rappelle que (M3(R); +; X) est un anneau unitaire
1—-2z x
On considére 'ensemble F = ¢ M (z) = JreG
-2z 1+2z
0.25 a) Montrer que E est une partie stable de (M3(R); x)

b) Soit ¢ lapplication de G vers E définie par (Vz € G):  ¢(x) = M(z)

0.5 Montrer ¢ est un isomorphisme de (G ) vers (E; x); en déduire la structure de (F; X)
0.5 ¢) Montrer que H = {M(z)/x €]0;+oo[} est un sous-groupe de (E; X)
0 2

0.25 d) Résoudre dans E 1'équation A x X = M (0), avec A
-2 3
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Exercice 2 (3.5 points) Page 2/3

Les parties I) et II) sont indépendantes
I) 1) Résoudre dans I'ensemble C I’équation (E): 23 =1
2) En déduire dans C les solutions de I’équation 23 — (2 + 1) = 0 sous leurs forme algébrique

IT) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé directe (O; 4; ¥)
27
Pnia

Soit B le point d’affixe j = ¢ 3

—_
+

<
|

Soit f I’application qui & tout point M (z) différent de B associe le pont M’(z’) tel que 2’ =

wl
[
=

1)vérifier que j = j2 et que 1 + 5 + 52 =0
2)a) Montrer que 2’ = j + 22;,

| ER en déduire que M’ # B
Z2=1]

b) Montrer que les points B; M et M’ sont alignés

¢) On pose (E) Pensemble des points invariants par f

Mountrer que (F) est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon
III) On considére le point © d’affixe 2

Et soit r la rotation de centre Q et d’angle 7 et h I'homothétie de centre 2 et de rapport g
1) Pour tout pont M(z) du plan on pose M (z") son image par 1’application g = hor

a) Montrer que z — 2" = i(2 — ")

b) En déduire la nature du triangle QM M" lorsqueM # Q

¢) Soit A le point d’affixe a =2+

Pour tout entier naturel n on pose Ag = A et A,,11 = g(A4,) et on pose z, affixe du pont A,
(n+2)w

p AT 2T
Montrer que z, = (%) ¢ 4 +2

d)déterminer Pentier naturel n pour que 2 , Ag et A, soit alignés

Exercice 3 (3 points)

1) Montrer que 163 est un nombre premier

2)Résoudre dans Z?2 Péquation 13z — 162y = 1

x = a[13]

. tel ,b) € 22
x = b162] el que (a.b)

3)On considere dans Z le systeme (5) : {

a)Montrer que le nombre xy = 325b — 324a est une solution de (S)
b)Montrer que z est solution de (S) si et seulement si 2106 divise x —
c)Résoudre dans Z? le systeme (9)

4)Soit = € Z tel que 225 = 3[163]

a) Montrer que x A 163 =1

b) Montrer que 2% = 3[163] < = = 3'3[163]
125 = 3[163)

¢) déterminer Uentier naturel z tel que
x <162
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Exercice 4 (Probléme) Page 3/3

Soit n € N*; on considere I’équation : (E) S ¥ ln(x) = % tel que x E]O; —i—oo[

Partie I)

1) Etudier les variation de la fonction définie par par g(z) = x In(x)
2)Montrer que 1'équation (E) admet une solution unique «,, dans l'intervalle ]0; +o0[

3)a) Montrer que la suite (o) (,>1) est décroissate en déduire qu’elle est convergente
1
b)Montrer que (Vn € N*): 1<aq, <en ,en déduire lim «,

n—-+oo

3 ny —
c¢) Montrer que nEI—&I-loo apIn(al?) =1

Partie IT)

(z) = zeww 5 siz >0

fn(0) =0

On considere la fonction f,, définie sur [0; 4+oo[ par

-,

et on note par (C,) sa courbe dans un repére orthonormé (O;7; )
1)Etudier la continuité et la dérivabilité de f,, & droite en 0
2)a)Calculer xgrfoo fn(x)

b)Montrer que f,, est strictement croissante sur [0; +oo[; puis dresser son tableau de variation
3)a)Montrer que : (Vt >0) 0<1—et<t

b)En déduire que (Vx >0): 0<e*+z—-1< %

¢)Montrer que la droite d’équation y = x — % est une asymptote oblique a la courbe (C,,)

d)précisez la position relative de la courbe (C,,) avec son asymptote oblique
4)a)Soit n € N* ;étudier la position relative de (Cj11) et (Cy)

b)Tracer les courbes (C1) et (Cy) dans le méme repere (O;7;7)

Partie IIT)

1
nn(z)
Pour tout n € N* on consideére la fonction définie sur ]1; +o0o[ par F3, (SL’) = n(t)dt
1)a)Montrer que (Vn € N*)(Vt > 1): e n < te n
1
b)Montrer que (n € N*)(Vx > 1) : 27161—11?95) < F, () ; en déduire TliirrllJr Fo(x)

2)Montrer que (V¢ >1): 0<te wr <t ,en déduire que liril F,(x)=0
r—+00
1
221
3)a)En utilisant le changement de variable u = e~ #f Montrer que (Vz > 1): F,(z) = / ﬁdu
1 In’(u

b) Montrer que F), est dérivable sur |1; +oo[ et (Vo €]1;+oc[) :  F!(7) = 42

423 In3(z)

¢)En déduire le sens de variation de F), sur ]1;+o0[




Exercice : 1 .
Soit n € N* ; on considére l’équation : (E) : xln(x) = % tel que x 6]0; —i—oo[
Partie I)

1) Etudier les variation de la fonction définie par g(x) = xIn(z)
2) Montrer que "équation (E) admet une solution unique o, dans Uintervalle |0; +00]
3) a) Montrer que la suite (o), est décroissate en déduire qu’elle est convergente
b) Montrer que (Yn € N*):  a, >1
Partie II)

—1 .
fo=xen ; stz >0

ful0) =0

et on note par (C,,) sa courbe dans un repére orthonormé (O;1; )

On considére la fonction f,, définie sur [0; 00| par

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f, a droite en 0
2) a) Calculer mgrfoo fn(2)
b) Montrer que f, est strictement croissante sur [0;400[; puis dresser son tableau de variation
3) a) En utilisant le théoréme des accroissement finis Montrer que : (Vt >0) 0<1—et <t
b) En déduire que (Vx >0): 0<e ®+zx—-1< I—;
¢) Montrer que la droite d’équation y = x — % est une asymptote oblique a la courbe (C,)
4) a) Soit n € N* ;étudier la position relative de (Cp41) et (Cy)

b) Tracer les courbes (Cy) et (Cy) dans le méme repére (O;1;7)

5) Calculer fn(ay) , en déduire que lir+n a, =1
n—-—+0o0
Partie II1)
1
nln(z)
Pour tout n € N* on considére la fonction définie sur ]1;+o0[ par Fn(x) = fn(t)dt
e
1) a) Montrer que (n € N*)(Vo > 1): e n < e an
_1
b) Montrer que (n € N*)(Vz > 1) : #n?x) < Fo(x) ; en déduire $1Lr{1+ F, ()
2) Montrer que (Yo >2): -5 < F,(z) < 5= En déduire lim F,(x)
T—>+00
3) Montrer que F,, est dérivable sur|l;+oo| et (Vz €]1;+00]) :  F () = #n(zz) , en déduire le sens

de variation de F,, sur (Vx €]1;+00[)

Soit m un nombre complexe non nul
Partie I) On considére dans I’ensemble des nombres complexe C 1’équation :
(En): m2Z?2-2mZ+1+m?=0
1) a) Résoudre I’équation (E,,) dans l’ensemble C
b) Pour m = €'5 ; écrire les deux solutions de I’équation sous la forme exponentielle
Partie I) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O; @; )
On considere les points A et B d’affixes respectifs @ = 1 +4im? et b =1 — im?
(On suppose que m? # i et m? # —i )
1) a) Montrer que les points O; A et B sont alignés si et seulement si m? € iR
b) Montrer que (OA) L (OB) si et seulement si |m| =1
¢) En déduire que le triangle OAB est isocele et rectangle en O si et seulement si
m=1loum= -1
2) Soit f l'application du plan complexe qui & tout point M d’affixe Z associe le point M’
daffixe Z’ tel que Z' = (1 +4)Z — i +m?
a) Si Z # a , montrer que 2z’ — z = i(Z — i —im?); en déduire la nature du triangle AM M’
b) Déterminer la nature de 'application f et ces éléments caractéristiques
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NB : il ne s’agit pas d’un contréle continu , mais il s’agit d’un examen

blanc pour vous préparer a I’examen national.
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Exercice 1 (3.75 points) ‘ Page 1/3‘

les parties I) et II) sont indépendantes
Partie I) On rappelle que (M3(R); +; x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle
0 0 0 1 00 2 2 2
Os=10 0 0] et d'unité la matrice/=|g 1 (| .Soit lamatrice A=|1 1 1
0 0 0 0 01 2 2 2
1) Montrer A% =54
2) En déduire que la matrice A est non inversible et que A est un diviseur de zéro dans (M3(R); +; %)
Partie IT)  On rappelle que (C; +; X) est un corps commutatif
Soit * la loi de composition interne définie sue C par
(V(z;y) € R?) (V(a;b) € R?) : (z+iy)* (a+ib) = (x+a+za) +i(ly+b—1)
1) a) Montrer que la loi * est commutative et admet un élément neutre e que ’on déterminera
b) Déterminer ’ensemble des éléments symétrisables pour la loi * dans C
¢) On pose G ={Z € C/Re(Z) # —1} . Montrer que (G;*) est un groupe commutatif

2) Soit H = {z + iy/z €] — 1;4+00[;y € R} . Montrer que H est un sous-groupe de (G; )

10
3) On rappelle que (M3(R); +; X) est un anneau unitaire , d’unité la matrice I =
0 1
1+2 =
On considere I'ensemble £ = ¢ M(x) = Jr e R—{-1}
0 1

a)Montrer que F est une partie stable de (M (R); %)
b) Soit ¢ 'application qui & tout nombre complexe = + iy associe la matrice M (z) de E
Montrer que ¢ est un homomorphisme de (G;*) vers (F; X)

¢) Soit M(z) € E . Montrer que M (z) est inversible dans (E; x) et déterminer son inverse




Exercice 2 (3.75 points) ‘ Page 2/3‘

Soit m un nombre complexe tel que m # 2

Partie I) On considere dans I’ensemble des nombres complexe C I’équation :

(Em): Z*°—(1-=i)(m+2)Z—i(m*+4)=0

0.5 1) a)Montrer que le discriminant A de Péquation (E,,) est A = ((1 + i)(m — 2))?
0.5 b)Déterminer Z; et Zs les deux racines de 1'équation (E,,) dans I’ensemble C
7r
0.5 2) pour m = 2€i§ , donner une forme trigonométrique des solutions Z; et Zs
Partie IT)
Dans le plan complexe rapporté & un repere orthonormé direct (O; @; ¥/)
On considere les points A;B; C et Q d’affixes respectifsa = m — 2i; b =2 —im
c=%(1+i)—4dietw=2—2i
0.25 || 1)a) Déterminer e l'affixe du point I milieu de [AB]
0.75 b)Montrer que e — w = %(m — 2) , puis montrer que ﬁi il E
2) Soit R la rotation de centre €2 et d’angle —%
0.5 a) Montrer que R(A) = B
0.25 b)Montrer que l'affixe du point C” image du point C' par la rotation R est % (1 —1)
0.5 ¢) Montrer que l'affixe du vecteur C_>’I est indépendant de m
en déduire une méthode de construction des points I , A et B a partir du point C
Exercice 3 (3points)
Le but de cet exercice est de déterminer les entiers naturels premiers p et ¢ qui vérifient la relation
(R): 47=1[p] et 47 = 1[q]
1) dans cette question on suppose p = ¢
0.25 a) Montrer que pA4d =1
0.5 b) Montrer que 4?~! = 1[p] , en déduire que p = 3
2) dans cette question on suppose que p # ¢ et on prend p < ¢
0.5 a) Montrer que 4°~! = 1[p]
0.5 b) On pose d le plus petit entier naturel non nul tel que 4¢ = 1[p]; montrer que d|(p — 1) et d|q
(utiliser les restes de la division euclidienne de p — 1 et de ¢ par d )
0.5 ¢) Montrer que (p — 1) A g = 1; en déduire que d =1
0.5 d) En déduire que p =3 et que ¢ =7
0.25 e)En déduire tous les entiers naturels premiers p et ¢ qui vérifient la relation (R)
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Exercice 4 (9.5 points) Page 3/3

Soit n un entier naturel tel que n > 2

Partie I)

1) Calculer lim f,(z) et lim f,(z) , puis étudier les branches infinies de (C},)

z—0+t T—+00

2) Etudier les variations de f, , et dresser son tableau de variations
3)a)En utilisant le théoreme des accroissements finis montrer que (Vn >2) :ln(n) <n—1
b) Montrer que I'équation f,,(z) = 0 admet une solution unique a,, dans I'intervalle ]0; 1|

¢) Montrer que (Vn >2):  fn(ant1) = ant1 — 1; en déduire que la suite (a,,) est décroissante

In(ay) -1

d)Monter que lim a, =0 et que lim —~

n—-+o0o n—-+oo

4) Tracez (C3) la courbe de fo (On donne ag ~ 0.2 et In(2) ~ 0.7)

Partie IT)
In(2x) et
F(a?):/l Tdtsix#o

n(x)

F(0)=0

Soit F la fonction définie sur Dp = [0; 5 [U]1; +oo| par

x
In( —
1) a) Montrer que F' est dérivable sur Dr — {0} et que (V& € Dp — {0}): F'(x) w)
b) En déduire les variations de F'
2)a) Montrer que (Vo € Dy — {0})(3c €]In(z);In(22)[) :  F(z) =In(2)%

b) Montrer que (Y2 €]0; 1)) = 555 < F() < 5

en déduire que f est continue a droite en 0

¢) Montrer que(Vz €]1;400]) : "fnl&(f)) < F(z) < 2311111?1()2) , puis calculer Erf F(z)

2x
3) Montrer que (Vz € Dp —{0}): F(z) = / ﬁdt

2z
1
4)a) déterminer le signe de f5 sur [ap; 3[ , puis en déduire que (Vz € [ag; 1) :  F(z) < /

2t — 2

b) Montrer que lim+ F(z) = -0

1
z—1

2z
1
5) a) Montrer que (Vz > 1): F(z) > / t—ldt , en déduire lim+ F(x)
T - z—1
(Remarquer que V¢t > 1) : In(t) <t—1)

b) Dresser le tableau de variations de F’

dt

Fin
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NB : L’épreuve comporte 5 exercices , le candidat doit choisir entere
I’exercice 1 ou 2 et les exercices 3; 4 et 5 sont obligatoires

Exercice 1 (4 points) | Page 1/3]

On rappelle que (Z, +, x) est un anneau commutatif unitaire integre
Soient * et T' les deux lois de composition internes définies sur Z par :
(V(z,y) €Z%) xxy=ax+y—2etaTy=ay—21v—2y+6

0.75 || 1) Montrer que (Z, *) est un groupe commutatif

2) On considere 'application ¢ définie de Z vers Z par : (Vx € Z):  o(x) =x + 2
0.25 a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (Z, x) vers (Z,T)

0.25 b)Déterminer 1’élément neutre pour la loi T' dans Z

0.5 3) Montrer que la loi T" est distributive par rapport a la loi * dans Z

0.75 || 4) Montrer que (Z,*,T) est un anneau commutatif unitaire

0.5 5) a) Montrer que Panneau (Z, *,T) est integre

0.5 b) (Z,*,T) est -il un corps ? justifier votre réponse

0.5 || 6) Pour tout n € N* on pose z(!) = z et z("t1) = z(") Tz résoudre dans Z I’équation 4Tz = 18

Exercice 2 (4 points)
0.25 || 1) Montrer que 163 est un nombre premier

0.75 || 2)Résoudre dans Z? I'équation 13z — 162y = 1

x = a[13]

. tel ,b) € 72
r=piey e (@)

3)On considere dans Z le systeme (S) : {

0.25 a)Montrer que le nombre zo = 3256 — 324a est une solution de (.5)

0.5 b) Soit « € Z , montrer que z est solution de (.5) si et seulement si 2106 divise z — x
0.5 ¢)Résoudre dans Z le systeme (.5)

4)Soit x € Z tel que 2% = 3[163]

0.5 a) Montrer que z A 163 =1

0.75 b) Montrer que z2° = 3[163] < x = 3'3[163]

2 = 3[163
0.5 c¢) déterminer l'entier naturel x tel que v [163]
r <162




Exercice 3 (5 points) Page 2/3

Les parties I) , II) et III) sont indépendantes

0.5 || I) 1) Résoudre dans I'ensemble C I'équation (E): 23 =1
0.5 2) En déduire dans C les solutions de 1’équation 23 — (z + 1)3 = 0 sous leurs formes algébriques
IT) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé directe (O; 4; ¥)
27
—
Soit B le point d’affixe j = ¢ 3
. , . N . .y . . .y , 1+z
Soit f I’application qui & tout point M(z) différent de B associe le point M'(2’) tel que 2z’ = —=
Z=1]
0.5 1)vérifier que j = j2 et que 1 + 5 + 52 =0
0.75 || 2)a) Montrer que 2z’ = j + 2‘2;‘,7'2 , en déduire que M’ # B
z—]
0.5 b) Montrer que les points B; M et M’ sont alignés
¢) On pose (E) Pensemble des points invariants par f
0.5 Montrer que (E) est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon
III) On considére le point © d’affixe 2
Et soit r la rotation de centre Q et d’angle 7 et h I'homothétie de centre 2 et de rapport g
1) Pour tout point M (z) du plan on pose M"(2") son image par application g = hor
0.5 a) Montrer que z — 2" = i(2 — ")
0.25 b) En déduire la nature du triangle QM M" lorsqueM # Q
¢) Soit A le point d’affixe a =2+
Pour tout entier naturel n on pose Ag = A et A, 11 = g(4,) et on pose z, l'affixe du point A,
(n+2)w
n j—_
0.5 Montrer que z, = (%) e 4 + 2
0.5 d)Déterminer U'entier naturel n pour que les points Q , Ay et A,, soient alignés
Exercice 4 (2 points)
1) Soit n un entier naturel non nul
k=2n—1 1 k=2n
0.5 Mont VE>0): 1 )P < —— <1 —1)k¢k
a) Montrer que (V¢ > 0) + Z( ) <1 S +Z( )
k=1 k=1
(Cestadite 1—t412—-- =1 < g ST —t 12— =271 4 #77)
k=2n (_1)k—1 k=2n-+1 (_1)k—1
0.5 b) En déduire que pour tout > 0 on a Z ’ z* < In(z+1) < Z Tﬂck
k=1 k=1
k=n (_1)k71
2) On considere la suite (S,,),, cy-définie par :(Vn € N*): S, = i
k=1
et pour tout n € N* on pose u,, = S, et v, = Son11
0.5 a) Montrer que les suites (u,),cy- €t (Un),cy- sont adjacentes
0.5 b) Calculer lim u,, ?




Exercice 5 (9 points) Page 3/3

Partie I) Soit n € N*; on considére 'équation : (E) :  zln(x) = % tel que x €]0; 00|
0.5 1) Etudier les variations de la fonction définie par par g(z) = zIn(x)
0.5 2)Montrer que I’équation (E) admet une solution unique «,, dans 'intervalle ]0; +oo]
0.5 3)a) Montrer que la suite (an)(n>1) est strictement décroissate et en déduire qu’elle est convergente
1
0.5 b)Montrer que (Vn € N*): 1<, <en ,en déduire hrf Qi
n—r+00
0.5 c¢) Calculer lim In(af))
n—+oo

Partie IT) Pour tout n € N*; On considére la fonction f, définie sur [0; +oo[ par :
folz) = z€m ;siz >0
fn(0) =0
et on note par (C,) sa courbe dans un repére orthonormé (O;7; )
0.5 1)Etudier la continuité et la dérivabilité de f, & droite en 0
0.25 || 2)a)Calculer ngoo fn(x)
0.5 b)Montrer que f,, est strictement croissante sur [0; +oo[; puis dresser son tableau de variation
0.5 || 3)a)Montrer que : (Vt >0) 0<1—e*<t
0.5 b)En déduire que (Vo >0): 0<e ®+z—-1< z—;
0.75 ¢)Montrer que la droite d’équation y = z — % est une asymptote oblique & la courbe (C,,) , puis
précisez la position relative de la courbe (C},) avec son asymptote oblique

0.25 || 4)a)Soit n € N* ;étudier la position relative de (Cp11) et (Cy)

0.5 b)Tracer les courbes (C1) et (Cy) dans le méme repere (O;7; )
Partie III)
1
nlIn(z)
Pour tout n € N* on considere la fonction définie sur |1; 4+o00[ par Fn (33) = fn(t>dt
2nl}1(x)
0.25 || 1)a)Mont (Vn € N*)(Vx > 1) : f, L L
. a)Montrer que (Vn € N*)(Vx > 1) : —_— | =
d "\ 2n1In(z) 2nz? In(x)
0.5 b)Montrer que (n € N*) (Vo > 1) : —————— < F,(2); en déduire lim F),(x
) aue ( ) ) (2nzIn(x))? — () r—1+ n(®)
1 .
0.5 2)Montrer que (Vt > 1) : 0 < te i < t;endéduire que lim Fn(x) =0

r—+400

1
0.5 || 3)a)En utilisant le changement de variable &4 = €~ n¢ , montrer que :
1

2 1
Ver>1): F,(r)= %/ ——d

0.75 b) Montrer que F3, est dérivable sur ]1; +o0[ et que :

(Vo €]1;+00]) : Fy(z) = 15 (L)

n? \ 423 In®(z)

0.25 ¢)En déduire le sens de variation de £}, sur ]1; +o0]
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N B : - L’épreuve comporte 5 exercices

- Le candldat doit choisir entre ’exercice 1 ou 2 et
les exercices 3; 4 et 5 sont obligatoires

La durée de I’épreuve est de 4 heures

- les exercices peuvent étre traités selon ’ordre choisi par le candidat

L’exercice 1 se rapporte aux structures algébriques .......... (3.5 points)
L’exercice 2 se rapporte a arithmétique ........ccceeeereunneenen. (3.5 points)
L’exercice 3 se rapporte aux nombres complexes ........... (3.5 points)
L’exercice 4 se rapporte a I’analyse ......ccccceeecerencrnnnnnn. (3.25 points)
L’exercice 5 se rapporte a I’analyse .......ccceeeervueecerennnnanes (9.75 points)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
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Exercice 1 (3.5 points) | Page 2/4

0 0
On rappelle que (M3(R), +, x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle O =
0 0
10
et d’unité la matrice I = , et que (M3(R),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 4
0 1
et que (C,+, x) est un corps commutatif
r —ay
Pour tout a € R* , on considere 'ensemble E, = < M(x,y) = /(z,y) € R?
y x
1) a) Montrer que (E,, +,-) est un espace vectoriel réel
0 —a
b) On pose A = . Montrer que (I; A) est une base de E,
1 0

2) a) Calculer A% | puis montrer que E, est une partie stable de (Ma(R), x)
b) Montrer que (E,,+, X) est un anneau commutatif unitaire

3) Dans cette question on suppose que a <0 :

Montrer que A2 + al = O , puis en déduire que (E,,+, X) n’est pas un corps

4) Dans cette question on suppose que a > 0 :

On considere I'application ¢ de C vers E, qui a tout nombre complexe z = x + iy de C
-y
Vva

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C, x) vers (Eq, X)

fait correspondre la matrice M (z, ) de E,

b) En déduire que (E,,+, x) est un corps commutatif

Exercice 2 (3.5 points)
les parties I) et IT) sont indépendantes
Partie I) Soient p et ¢ deux nombres premiers positifs distincts et différents de 5

On considére dans Z; Péquation (E) :  ax = 1[pg| avec a € N*

1)Montrer que si (E) admet au moins une solution dans Z alors aAp=1letaAg=1
2) Dans cette question on suppose que aAp=1letaAg=1

a) Montrer que a1 = 1[pq]

b) En déduire que : (Vo € Z):  azx = 1[pq] & = a®P~D=D=1 [pq]
3)Résoudre dans Z Iéquation 5z = 1[26)
Partie IT) soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2
1) Montrer que 2 x 10™ + 1 = 0[3]

2) Soit N D’entier naturel écrit dans le systéme décimal par : N =  44...488...89
——————
n fois 4 et (n—1) fois 8

Montrer que 9N = (1 + 2 x 10™)? en déduire que N est un carrée parfait
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Exercice 3 (3.5 points) | Page 3/4|

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, 7, 7) .
1

On considere dans C 1'équation (E) : —2z? + (1 — 3i)z — 4m = 0 avec m € C*
m

1) a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i

21

b) Déterminer en fonction de m; z; et zo les solutions de I’équation (E) tel que Re(—) < 0

m
c¢) Calculer arg(z1) et arg(zz2) en fonction de arg(m)
2) On considere les points My ,Ms .M et D d’affixes respectives z1 , zo , m et 1+ 3i
a) Montrer que le triangle OM; M; est rectangle en O et que OM; = 20 M,
b) Montrer que si arg(z; + z2) = 0[n] , alors les points O,M et D sont alignés.
¢) Déterminer I’ensemble des points M tel que arg(z; + z2) = 0[n]
3)Le point M] est 'image de M; par la rotation de centre O et d’angle g

M, est I'image de M, par la rotation de centre O et d’angle —g

Montrer que les points My ,Ms ,Mj et M} sont cocycliques.

Exercice 4 (3.25 points)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

On considere la fonction numérique g¢,, définie sur R par : g, (:I:) =—14x+ % + -4 %
1) Montrer que pour tout n > 2 il existe un réel unique §,, de l'intervalle ]0, 1 tel que g,(8,) =0
2) Montrer que la suite (3, )n>2 est strictement décroissante, en déduire qu’elle est convergente.

On pose : Il = lim f,.

n—4oo
1 t'rL
3)a) Vérifier que pour t #lona:1+t+-- +t""1 = i
2 n Bn n
b E d/d n - J:—l 1-—- n) _ dt
) nelllrequeﬁ+2+ +n n(l —B,) /O T
Bn t’n
¢) Montrer que (Vn >2) 1+1In(1—-8,) = _/ - tdt
0 —
t'n, 1

Bn
4) a) Montrer que (Vn >2) 0< dt <

b) En déduire que [ =1 — e~}

Voir page suivante SVP
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Exercice 5 (9.75 points) | Page 4/4|

Soit n un entier naturel non nul .

e’ﬂI

On considere la fonction f,, définie sur R* par : f,(z) = Pl 1

Partie I) : Dans cette partie on pend n = 1.
1)a) Calculer TEIEOO filz) , f(:EIEloo fi(z) et }qll)l}) fi(x)
b) Etudier les branches infinies de (CY,) la courbe représentative de f; dans un repere
orthonormé (0 ; )
2) Calculer f{(z) pour tout x dans R*, puis dresser le tableau de variation de la fonction f; sur R*.
3)a) Soit h la restriction de f; sur ]0,2]. Montrer que h est une bijection de |0, 2] vers J & déterminer.
2
b) Montrer que h~! est dérivable sur ] ez -1, —l—oo[ puis calculer (h=1) (e —1)
4) Construire (C},) et (C,-1) la courbe représentative de la fonction A~ dans le méme repere (O;7; )
2
( On donne i 1.82)
Partie II) :

1) Etudier les variations de f,, sur les intervalles | — oo, 0] et ]0, +00|.

2) Montrer que 'équation f,(x) = 0 admet une solution unique «,, dans Uintervalle | — 1, 0]

2
Y%

k=n
3)Pour tout n € N* on pose : W, = Z 2
k=1

Montrer que (W,,) est croissante et qu’elle est convergente.(Remarquer que : Vk >2 5 < k(klfl))

Partie III) :

On considere la fonction F' définie par

1) Vérifier que F est définie sur R

T 2x 2x
2) a) Montrer que : (Va > 0) % < F(z) < C et que (Yz <0)

2
b) En déduire que F est continue au point 0.

3) Calculer lim F(z)et lim F(z)
r——00

r—r+00

2z 2t
4)a) Montrer que : (Vo € R*) F(x) =¢e" — % + x/ %dt

b) Montrer que F' est dérivable sur ]0, +oo[ et sur | — oo, 0] et que :

2t
(Vz € R*) F'(z) :/ %dt
x

5)a) Montrer que :
2x et 2x et
(Ve >0): e*in2< / ?dt <e*In2 et que (Vr<0) e*in2< / Tdt < e"ln2
2$$et T
b) En déduire lim / —dt
z—0 /. t

1 T _1q 2 2r ¢
6)a) Vérifier que (Vo € R*) F(z) — 3= _% + az/ e?dt

b) En déduire que F est dérivable au point 0.

¢) Dresser le tableau de variations de F. - Fin -
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28m A/B EXAMEN BLANC A.S : 2020-2021

Date : 18 Mai 2021 Durée :4h Coefficient : 9

INSTRUCTIONS GENERALES

1. L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée

2. Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant l'ordre qui lui
convient.

3. Ne pas oublier de noter les pages de vos copies

4. L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions
est a éviter

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de deux exercices et un probléme repartis
suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Nombres complexes 4 points

Exercice 2 Arithmétique 4 points

Exercice 3 (Probleme) Analyse 12 points




Exercice 1 4 points

On considére dans ’ensemble C I'équation (E): 2z?—az+ % +z’§ ,aveca € C
0,5 pt 1. Montrer que : |z||z1| =1 et arg(zo) + arg(z1) = §[27]
2. On pose 2y = €' avec § € R
0,5 pt (a) Montrer que a = 2cos(f — F)e's .
0,5 pt  (b) En déduire que si zg = i alors 1 +ia — a? — ia® + a* + ia® = 0

3. On suppose que : zp = g(l +1) .

0,75 pt (a) déterminer z; sous formes algébrique et trigonométrique , puis en dé-
duire les valeurs de cos({;) et sin({5) .
0,5 pt (b) Ecrire a sous formes algébrique et trigonométrique

4. Dans le plan complexe on considére la transformation R qui a tout point
M (z) associe le point M'(2) telle que 2’ =iz + /2e7's.
On considere les points A(a) ,B(b) et C(c) tels que : a = e'i2 b = €'l et
C =R(B) .
0,5 pt (a) Montrer que R est une rotation et déterminer son centre et une mesure
de son angle

0,25 pt (b) Vérifier que : ¢—a=1i(b—a)

0,5 pt (¢) On pose D = R(C) .
Montrer que A est le milieu du segment [BD] .

Exercice 2 4 points

Les parties I) et 1) sont indépendantes .
I) Soit @ € N*\{1}.
Posons S =1+a+a*+..... + 2018

0,5 pt  1)a) Vérifier que (a — 1)S = a®"? — 1
0,5 pt b) En déduire que a* A (a — 1) = 1
0,75 pt  2) Résoudre dans Z x Z l'équation : a*Pz + (a — 1)y =1
I1) Soit dans Z I'équation : (E) 2z%+ 3z + 1 = 0[10]
0,5 pt 1. Montrer que si x est solution de I’équation (F) , alors x A 10 =1

0,75 pt 2. En utilisant le théoréme de Fermat :

= 1|2
Montrer que si z est solution de (F) , alors v 2]
r = —1[5]
. s ' : r = 1[2]
0.5 pt 3. En déduire que : =z est solution de (F) < 5]
T=—

0.5 pt 4. Déterminer I’ensemble des solutions de 1'équation (E)
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0,75 pt
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0,75 pt

0,5 pt
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0,75 pt
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0,25 pt

0,75 pt
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Exercice 3 12 points

Soit n entier naturel tel que n > 2 .
On considere les fonctions f,, et g, définies sur |0, +oo[ par :

<ln(a:)>n

fulz) = -1 st x#1 et  gn(z) =n(zr—1)—xln(x)
fu(l)=0
Partie I :
1)a) Calculer les limites Jim gn(x) et lim g, ()
>0
b) Etudier les variations de la fonction g, et dresser son tableau de varia-
tions
c¢) Montrer que (V¢ >1): el™1 >1
d) Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une solution unique «,, dans
Iintervalle Je" !, +o00]
2) Montrer que (Vn >2) e<a, <e"
3) On considere la suite (u,),-, telle que :  a, = " (1 +u,) , pour tout
n > 2
a) Montrer que : (Vn>2) (1+4+wu,)In(1+wu,)=—ne™
b) Montrer que : (Vn > 2) ‘ln (14 u,)| < nel™ | puis en déduire que
lim wu, =0
n——+00
4) Calculer g,(1) et déterminer le signe de g,(x) sur I'intervalle |0, +o00]
Partie 11 :
1) Etudier la dérivabilité de la fonction f, au point a = 1
2) Calculer lim f,(z) et montrer que xl_l)f_{loo fulz) =0
>0
n—1
gn(x)( n(z)
3)a) Montrer que (Va: € R* — {1}) o fl(x) = ( 2
z(z—1)
21
b) Montrer que fg(@g) = n(as)
Qo
¢) Etudier les variations de la fonction f; et dresser son tableau de varia-
tions
4) Tracer la courbe (C) de la fonction fo ( On prend o ~ 4.9 et [ (ag) ~

0.65)



0,75 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,75 pt

Partie 111 :

F(x) = o()dt  ,x #£1
Soit I la fonction définie sur |-, 400 | par : ( ) 2r—1 4 ( ) 7
’ (1) =0
1)a) Montrer que (Vx € ;,1[U}1,2D ;
(1 — x>f2(293 —1) < F(x) < (1 — a:)fg(x)
b) Etudier la dérivabilité de F au point 1
2)a) Montrer que (Va: > 5) ; —(1n(x)>2 < F(z) < —1<ln(2:1: — 1))2
q . > ="y

b) Calculer les limites lim F(z) et lim
T—+00 T—+00 o

quement le résultat obtenu

puis interpréter géométri-

et ]1,+oo[ et que :
(ln(x)>2 — <ln(2x — 1)>2

(==1)

1
57 1[ et décroissante sur }1, +oo{

1
3) a) Montrer que F' est dérivable sur les intervalles ]2, 1

(Vx €

;,1[U]1,—|—OOD . Fl(z) =

b) Montrer que F' est croissante sur
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25m A/B EXAMEN BLANC 1 A.S : 2021-2022

Date : 10 Mazi 2022 Durée :4h Coefficient : 9

INSTRUCTIONS GENERALES

1. L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée

2. Le candidat peut traiter les exercices de 1’épreuve suivant 1'ordre qui lui
convient.

3. Ne pas oublier de noter les pages de vos copies

4. L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions
est a éviter

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de trois exercices et un probleme repartis
suivant les domaines comme suit :

Exercice 1| structures algébriques 4 points

Exercice 2 Arithmétique 3 points

Exercice 3 | les nombres complexes 3 points

Probleme Analyse 10 points




Exercice 1 4 points

On munit I =R — {;} de la loi de composition interne x définie par :
(V(x,y) € I?) zxy=z+y— 2y

0.5 pt 1(a) Montrer que la loi * est associative et commutative

0.5 pt (b) Montrer que (I, *) admet un élément neutre que I'on déterminera

0.5 pt  (c) Montrer que (I, *) est un groupe abélien.
T _ [ 1—-xz =z 1
2. On consideére 'ensemble £ = {M(:z:) = ( s 1—uz ) |z € R—{2}}

0.5 pt  (a) Montrer que F est une partie stable de M(R, x)
(b) On considere I'application ¢: I — E définie par :

o : I - FE
0.75 pt i. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (1, x) vers (F, X)
0.5 pt ii. En déduire la structure de (F, x)
2 -1
0.75 pt iii. On pose A = 1 9 |
1+3" 1-3"
Vérifier que A € E, puis montrer que : (Vn € N) A" = 1 2 31 _E 3n
2 2

(Noter bien que : A" = AXx Ax -+ x A)
nfois

Question bonus : Vérifier que * est une loi de composition interne sur /.

Exercice 2 3 points

Soit = un entier naturel vérifiant : 10" = 2 [19].
0.5 pt 1(a) Vérifier que : 10°T1 =1 [19].
0.5 pt (b) Montrer que : 10'® = 1 [19).
2. Soit d le Plus grand diviseur commun de 18 et  + 1
0.75 pt (a) Montrer que : 10¢ =1 [19].
0.5 pt (b) Montrer que d = 18
0.75 pt (c) En déduire que : x = 17 [1§]



0,5 pt

0,5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt
0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 3 3 points

Partie I :
Soit m un nombre complexe non nul .
On consideére dans C Déquation  (E): 2> +22+m?*+1=0

1. Déterminer z; et 25 les deux solutions de I'équation (F)

2. Déterminer m pour que e'5 soit une solution de I’équation (E)

- 3. Déterminer I’ensemble des points M (m) qui vérifient  |z1| = |22

0

- b s 3T
4. On pose m = ¢ avec 5 <0 <.

Ecrire z; et zo sous forme trigonométrique

Partie 11 :
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct .
On considere les points M, M’ et M" d’affixes respectives :

m m=—-1+im e m'=-1—1im.

1. Déterminer I’ensemble des points M (m) tels que
M, M’ et M" soient alignés

2. Soit F' la transformation complexe qui a chaque point M;(z1)
est associé le point Ms(29) tel que 29 =iz — 1
Déterminer la nature I’ en précisant ces caractéristique.

Exercice 4 10 points

Partie I :

On considere la fonction g définie sur R par : g(z) = ze™

1. Etudier les variations de ¢ sur R

1
2. En déduire que Vz € R : g(z) < —
e
Partie II : N
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = ¢
et —x

- -

Soit (C') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, 7)
1(a) Montrer que la fonction f est définie sur R

(b) Calculer les deux limites lim f (x) et xl_lg{loo f(x) , puis donner une

interprétation géométrique a ces deux résultats .

(c) Montrer que f est dérivable sur R | et que :

(1 —xz)e”
Vz e R (@) =
( L ) f (I) (ex . £L’)2
(d) En déduire les variations de la fonction f , puis dresser le tableau de

variations .



0.75 pt  (e) Tracer la courbe (C) (On admet que (C') admet deux points d’in-
flexion a ne pas déterminer! )

0.5 pt 2(a) Déterminer f([0,1] et f([1,+o0]) .
0.5 pt (b) En déduire que :

(Ve € [0,400)) 1< fa) < —= et que f([L - - ) C
e
1
[ 76 . 1]
0.5 pt  (c) Montrer que I’équation  f(x) = x admet une solution unique
e
o€ {1, - J
0.5 pt 3(a) Vérifier que :
1
(reR) ()=~ [f@)Eoe 1)
1
0.5 pt (b) Montrer que (Vz € [1,+00) :  |f(x)] < -1
6 —
0.5 pt  (c¢) En déduire que :
1
(V(z,y) € ([L,+00))?)  [f(2) = fFy)l < (e l)glﬂf |
Partie 111 :
Soit la suite (u,) définie par : { ggz:e %\L U1 = f(ty)
0.5 pt 1. Montrer que Vn e N: 1<, < ¢ ]
e p—
1
0.5 pt 2(a) Montrer que Vn € N |up41 — o] < (1)2|un —qf
e J—
0.5 pt (b) En déduire que la suite (u,) est convergente et que nl_l)IJlrrloo Uy =
Partie IV : )
Soit F' la fonction définie sur R par : F(x) = /Ox f(t)dt
x2
0.5 pt 1. Montrer que Vx € [1,+o0] : /1 ft)ydt > 2* —1
0.5 pt 2. En déduire chacune des deux limites :  lim F(z) et lim £
T——+00 r—+o00 T

0.5 pt 3. Montrer que la fonction F' est dérivable sur R |, et que
VeeR: F'(x)=2zxf(2?)

0.5 pt 4. En déduire le sens de variations de la fonction I, puis dresser le tableau
de variations .
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INSTRUCTION GENERALE

v/ L’utilisation de la calculatrice non autorisée.

v/ L’utilisation de couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

Exercice 1 Les structures 4 points
Exercice 2 Arithmétiques 3 points
Exercice 3 Nombres complexes 3 points

Probleme | Etude d’une fonction numérique | 10 points

Les suites - Calcul intégral

v/ In désigne la fonction logarithme népérien

v/ Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant I'ordre qui lui convient.

L’épreuve est composée de trois exercices et un probleme indépendants entre eux et
répartis suivant les domaines comme suit :
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EXERCICE 1 :(4 points)

On rappelle que (M5(R); +; x ) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle

00 10
O = et d’unité la matrice I = et que (M>(R);+;-) est un
00 01
1 3
espace vectoriel réel.Considérons la matrice J = et le sous-ensemble
-1 -1
r+y 3By
E={M(x,y) = /(x;y) € R?} de My(R) .
-y -y

1) Montrer que (F;+;-) est un espace vectoriel réel.
2)a)Montrer que la famille (/; J) est une base de E.
b)Calculer J? puis montrer que x est une loi de composition interne dans F.
c)Montrer que (£;+; x ) est un anneau commutatif et unitaire.
3)a)Montrer que tout élément de £ — {0} admet un inverse dans £ qu’on
déterminera.
b)Déduire la structure algébrique de (F;+; x).
4)Munissons 1’ensemble F' = R* — {(0;0)} de la loi de composition interne *
définie par :(V(z;y) € F)(Y(a;b) € F) : (a;b) * (x;y) = (ax — 2by; ay + bx)
et considérons I’application ¢ de £F — {0} vers F' qui & chaque matrice M (z;y)
de E — {0} fait correspondre le couple (z;y) de F.
a)Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E — {0}; x) vers (F; x).
b)Déduire la structure algébrique de (F';x) .
EXERCICE 2 :(3 points)
On considere dans ’ensembe C des nombres complexes 1’équation
(E): 2%+ (1 —=3i)mz—4m* =0 tel que m € C*
1)a)Vérifier que le discriminant de ’équation (E) est A = ((3 —i)m)? .
b)Déterminer les solutions z; et z; de I’équation (F) .
c) Calculer arg(z;) et arg(z;) en fonction de arg(m)

2)Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, , 7)
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On considere les points A,B, C' et D d’affixes respectives z1, 20, m et 1+3i .
0.5 | a)Montrer que (OA) L (OB) .
0.5 | b)Montrer que les points O,C' et D sont alignés < arg(z; + z2) = 0[]
1| 3)Soit A’ le point image de A par la rotation R de centre O et d’angle 7 et B’
le point image de B par la rotation R’ de centre O et d’angle —*
Montrer que les points A,B ,A’ et B’ sont cocycliques.
EXERCICE 3 :(3 points)
On considére dans Z? I’équation (F): 187z — 255y = 68
0.25 |1)a) vérifier que le couple (—1; —1) est une solution particuliére de (F)
05 | b)Résoudre dans Z? ’équation (E) en indiquant les étapes de la résolution.
0.5 | 2)Soit n un entier naturel non nul et soit p un nombre premier positif qui ne
divise pas n et p > 2.
Montrer que Vk € N;n(P~1kF = 1[p]
0.5 |3)a)Soient x et y deux entiers naturels non nuls tels que x = y[p — 1]
Montrer que Vn € N* : n* = n¥[p|
0.5 | b)Déduire que Vn € N* : n* = n¥|[2p]
0.75 | 4)Soit = et y deux entiers naturels tels que le couple (z;y) soit solution .
de I’équation E.
Montrer que pour tout n dans N* les nombres n” et nY ont le méme chiffre
d’unité dans le systeme de numération décimal.
Probléme :(10 points)
Partie : I
Considérons la fonction g définie sur |0; +-oo[ par g(z) = zin(z) —z + 1
0.25 | 1)Montrer que g est dérivable sur |0; +oo].
05 | 2)Montrer que (Vx €]0; +o0[) : g(x) > 0.
Partie : 11

Considérons la fonction f définie sur [0; +00] par :

(¥ elorrool—{1}) f(a) = -

, f(0)=0et f(1)=1
0.5 | 1)Montrer que f est continue sur [0; +00].

0.75 | 2)a) Montrer que f est dérivable sur ]0; 1] et sur ]1;+o0[ et que
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0.5

0.25

0.25

0.5

0.5

(V €]0; 1[U]1; +o00]) : f'(w) = AL

b)Déduire la monotonie de f sur [0; +o0].
3)a)Montrer que le signe de f”(x) sur ]0; 1] est celui de In(x)h(x) ot h est

la fonction définie sur |0; +o00| par h(x) = —zin(z) — In(z) + 2z — 2
b)Montrer que (Vx €]0;1[) : h(x) > 0.
c)En déduire que f’ est strictement décroissante sur |0; 1].
4)Montrer que : (o €]0;1[) : f'(a) =1
5)Considérons la suite (u,),>o définie par :a < uy < 1 et (Vn € N) : up1 = f(uy).
a)Montrer que (Vn € N) : 0 < u,, < 1 et que (u,),>0 est croissante.
b)Montrer que (Vn € N) : |u,41 — 1| < f/(uo)|u, — 1.

c)Déterminer la limite de (u,),>0 -

Partie : 111
Considérons la fonction F' définie sur [ par :
(Vz €]0; +00[—{1}) : / f(t)dt et F(0) = F(1) =0.

1)Montrer que : (Vx €]0; 1[U]1; +o0[) : (22 — 2) f(z) < F(z) < (2* — 2) f(2?).
2)Déterminer la branche infinie de (Cr) , la courbe de F' au voisinage de +oo .
3)a)Montrer que /' est dérivable en 0 a droite et dérivable en 1.

b)Interpréter géométriquement les résultats précédents.

c)Donner I’équation de la tangente a (Cr) au point d’abscisse 1.

4)a)Montrer que F' est dérivable sur [0; +oo] .

b)Montrer que le signe de F”’ sur ]0; 1{U]1; 40| est celui de P(z) = 2? +z — 1
c)Dresser le tableau des variations de F'.

77

— —
5)Tracer (Cr) dans un repére orthonormé (O, )avec || i || =1 J | = 2cm.

On donne :¥3-1 ~ 0,6 et F(¥5-1) ~ —0,2.

Y

Bon courage Les Lydexiens
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INSTRUCTIONS GENERALES

1. L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée

2. Le candidat peut traiter les exercices de 1’épreuve suivant 'ordre qui lui

convient.

3. Ne pas oublier de noter les pages de vos copies

4. L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions

est a éviter

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices repartis

suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 | structures algébriques | 3,5 points
Exercice 2 Arithmétique 3 points
Exercice 3 | les nombres complexes | 3,5 points
Exercice 4 Analyse 10 points




Exercice 1 3,5 points

On rappelle que (M(R), +, ) est un espace vectoriel réel.

On considere les deux matrices : I = ( (1) (1) ) et J = ( _01 13 ) )

On considere 'ensemble F = {M (z,y) = _xy . +y\/§y ) /(z,y) € R?}

0,5 pt 1(a) Montrer que (E,+,-) est espace vectoriel réel.
=
)

5 pt (b) Montrer que (1, J) est une famille libre, puis en déduire la dimension
de 'espace vectoriel F.

0,25 pt 2(a) Vérifier que J? = /3J — I.
0.5 pt (b) Montrer que E est une partie stable de (Ms(R), x).
0,25 pt 3. Soit a € C—R. Montrer que (1, a) est une base de 1’espace vectoriel réel
(C,+, ).
4. On considere 'application ¢,: E — C définie par :
Vg E — C
M(z,y) — x+ay
5 pt (a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (F,+) vers (C, +).

.
)

0,5 pt (b)) Déterminer les valeurs de a tels que ¢, soit un homomorphisme de

(E, x) vers (C, x).

, 3 1
0,5 pt  (c) Posons a = \é_ + 5@ Soit n dans N.
Calculer p,(J") en fonction de n, en déduire que : J" = I < n = 0[12].

Exercice 2 3 points

Partie A :
Soit n € N, tel que : n > 2.
Posons U,, = 55...57 I'écriture dans la base 7.
n fois
0,75 pt 1. Montrer que : 6U,, = 5(7" — 1), en déduire que U, 1 A7 = 1.
0.5 pt 2. Montrer que : U1 AU, = 5.
Partie B :
On admet que 2003 est un nombre premier.
Soit z un entier naturel tel que : 22 +1 = 0 [2003]
0,5 pt 1. Montrer que : 2% = —z [2003].
0,75 pt 2. Montrer que : 2% = 2 [2003], en déduire que 2z = 0 [2003].
0,5 pt 3. Montrer que I’équation : 2% +1 = 0 [2003] n’admet pas de solution dans
N.



Exercice 3 3,5 points

Le plan est rapporté a un repere orthonormée direct (O, 7, 7)
Soit m € C*. On considere dans C I’équation
(B): 222 +m(1l+4)z+m*(1+4) =0
25 pt 1(a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A = (m(1 — 3i))>.
0.5 pt  (b) Résoudre I'équation (FE).
0,25 pt (¢) Déterminer la forme algébrique de m tel que : z; X 2z = 1.
)

0,5 pt  (d) Dans cette question en suppose que m = e’ ott v € R. Ecrire 21 et
29 sous la forme trigonométrique.

2. On considere les points A, B et C respectivement d’affixes a = —im,
m
bz—;%—%im, c:—m—%mi.
b—c
0,75 pt  (a) Vérifier que : = 4, en déduire la nature du triangle ABC.
a—c

0.5 pt  (b) Soit (I') I'ensemble des points M (m) du plan, tel que le rayon du
cercle circonscrit au triangle ABC égale 1/10. Montrer que (I') est un
cercle de centre O et de rayon 4.

3. On considere la transformation F' qui associer a chaque point M (Z) le
point M'(Z') tel que :

7 =27 —m(2+1)

0.5 pt (a) Déterminer la nature de F.

0,25 pt (b) Déterminer I'image du cercle (I') par F.

Exercice 4 10 points

Partie I)
On considere la fonction ¢ définie sur R par :

plr) = (2 —z)e’ =2
0.5 pt 1. Calculer xl_l)ljpoogp(x) et xl_l)l_noogo(x).
0,5 pt 2. Dresser le tableau de variations de la fonction .

0.5 pt 3. Montrer que I’équation p(x) = 0 admet unique solution a dans [1, +o0|
et que 1,59 < a < 1, 60.



Partie II)
On considere la fonction f définie sur R par :

ZEQ

flo) = w0
f0) =0

Soit (C'y) la courbe représentative de la fonction f dans un repere ortho-

— —
normé (O, i, j) tel que: || || =1]j || = 2cm.
0,25 pt 1. Etudier la continuité de la fonction f en 0.

0,5 pt 2. Montrer que xl_l}f()o f(z) =0 et calculer im f(x).

0,25 pt 3(a) Etudier la dérivabilité de la fonction f en 0.
0,5 pt (b) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo| et sur | — oo0,0[ et que :

N 22 €
(Vz € R¥) f(x)—(ex_DQ

0.5 pt (c) Montrer que : f(a) = (2 — «) et dresser le tableau de variations de
la fonction f. (remarquer que ¢(0) = 0)

0.5 pt 4. Etudier les branches infinies de la courbe (Cy).
0.5 pt 5. Construire (C).
Partie I1T) On pose F(x) = /Ox f(t)dt et G(z) = /Ox tre~dt
0,75 pt 1. Calculer G(x) et lig)l G(x).
0,25 pt 2. Montrer que la fonction F est croissante sur R™.
0.5 pt 3(a) Montrer que (V¢ € [In2, +o0]) f(t) < 2%,
0.5 pt  (b) Montrer que la fonction F' est majorée sur R,

Partie IV)
On admet que mgﬁloo F(z)=L,ou LeR

0,25 pt 1(a) Montrer que (Vn € N*)(Vz € R¥) = + > e P,
e —1 e"—1 ;5
a2 — a)

0.5 pt (b) Montrer que (Vn € N*)(Vz € RT) 0 < /Ox fte ™dt <

0,5 pt  (c) Calculer I,(x) = /Ox t*e”"dt pour tout n € N*(on pourra utiliser
'intégration par partie)
0,25 pt (d) Déterminer xl_l)IEOO L,(z).
0.5 pt 2(a) Montrer que (Vn € N*)(Vx € R") /Ox f)e™™dt = F(z) — > I(z)
p=1
0,25 pt  (b) En déduire que la fonction z /0 " f (t)e " dt admet une limite fini
lorsque © — +o00.



0,5 pt  (¢) On pose pour tout n € N*, L, = lim / f(t)e ™dt.

Tr—+00

Montrer que L — L, = 2(1 o5+ ).

0,25 pt (d) Montrer que la suite (L, ),en+ est convergente. (utiliser la question IV)
1-b)

0.5 pt (e) On considére la suite (U, )nen- définie par : U, = 1+ 5+ -+ + 5

h

Montrer que (U,),en+ est convergente et que ngrfm U, = 5
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INSTRUCTIONS GENERALES

o L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

e Le candidat peut traiter les exercices de 1’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

e L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et répartis sur 4 pages

et suivant les domaines comme ci-dessous :

Exercice 1 Fonction logarithme suites et intégrales Page 2 9.75 points
Exercice 3 Nombres complexes page3 3.5 points
Exercice 4 Structure algébriques page 4 3.75 points
Exercice 5 Arithmétique Page 5 3 points

e C désigne I’ensemble des nombres complexes

e On désigne par z le conjugué du nombre complexe z

o |z| désigne le module du nombre complexe z

e In désigne la fonction logarithme népérien
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Exercice : 1 ( 9.75 Points )
Partie 1
1 .
: : - - fl@) = ————;siz >0
Soit f la fonction numérique définie sur I = [0, +oo] par : x — In(x)
f(0)=0
, . N , -

Et on pose (%)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, ¢, j )
0.25 1) a) Montrer que (Vz €]0,+o0[) : = —In(z) >0
0.75 b) Montrer que f et continue sur I puis calculer lim f(x)

x—+oo
0.25 C) Etudier la derivabilite def a droite au point 0
1—=x
0.5 2) Montrer que V& €]0, +ocol, f'(x) = ( > (f(a:))2 , puis dresser le tableau de variations de f
x
3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 (n > 2)
1
0.5 a) Montrer que I’équation f(x) = — admet exactement dans I deux solutions distinctes ay, et by, tels que :
n
0<a,<1<b,
0.5 b) Montrer que Vn > 2; n < bp en déduire la limite de la suite (brn),,>o
0.5 C) Montrer que la suite (@rn),,~o est décroissante en déduire qu’elle est convergente
1
0.75 d) Montrer que lim a, = 0, puis calculer lim n(an)
n—+oo n—+o0o n
4) Soit g la restriction de la fonction f sur I'intervalle [1, +oo[
0.5 a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g ! définie sur un intervalle J & déterminé
1 1 2p
0.75 b) Soit n > 2, montrer que g1 est dérivable au point — et que (g_l)' )= o
n n 1-0b,
1 5) T . —1 . A~ N - —
racer (6)et (‘@”g_l) la courbe de la fonction g~ * dans le méme repere (O, %, j )

Partie I1
2x

F(x) :/ F(t)dt;siz >0
xr

F(0) =0

Soit F' la fonction définie sur I = [0, 4oo[ par :

1 x
0.25 1) a) Montrer que (V& € |0, = | | (3¢ €]z,2z]): F(z) = ————
2 c—1In(c)
0.5 b) Montrer que F est dérivable a droite en O ( Remarque que f est croissante sur [0, 1])

2x 2x
0.25 2) a) Montrer que Vz > 1; F(z) = / (1 — 1) f(t)dt+/ %f(t)dt

In(2) 2z q lnz:2)
. >1; —— < — < ————

0.5 b) Montrer que Vx > 1; 22— In(22) = /z ; f()dt < 7 —In(a)

2x
0.5 Cc) Montrer que Va > 1: / 1-— ! f)dt=In|1+ @ = In(2)

- t z — In(x)
0.5 d) Déduire lim F(x)
T —+00

In(2) — In(x)

- ) ’ _
0.5 3) Montrer que F' est dérivable sur ]0, +oo[ et que V& €]0, +o00[; F'(x) = 2z —In(22))(z — In(2))

0.5 4) Soit a €]0, 400 , on désigne par &/ () I'aire du domaine du plan délimité par la courbe (€¢), I'axe des

abscisses et les droites d’équations : * = a et * = 2« ,pour qu’elle valeur de « la valeur
de () est maximale
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Exercice : 2 ( 3.5 Points )

0.25
0.5

0.5

0.5

0.5

0.25
0.25

0.75

Les parties I et II sont indépendantes

Partie 1
Soit ™ un nombre réel strictement positif (m > 0)
On considére dans I'ensemble C I'équation : (E) : 2% +m(1 + 2i)z + m?(1 +7i) = 0
1) Déterminer dans C les deux racines carrées du nombre complexe : —7 — 244

2) Déterminer z1 et z2 les solutions de I’équation (E) tel que : Re(z1) < 0

—37
z V2 i
3) Montrer que : Y2 4
F2) 2

4) Dans cette question on pose z1 = mre® tel quer >0et 8 € R
Donner en fonction de 7 et 8 la forme exponentielle du nombre complexe 1 + 71
Partie 1T
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, ., ).
On considere les points A et B respectivement d’affixesa = 1 et b = —1.

Et soit I'application f du plan qui & tout point M (z) différent de A associe le point

z—1
M'(2') tel que 2’ = —
1—-2
1) soitzeC—{1}
2—1  —(2+2-2) o : ' o
a) Montrer que I = | 1|2 , en déduire que les points A , M et M" sont alignés
z— z—

b) Si 2z’ # —1 et Im(z") # 0, montrer que les droites (BM’) et (AM) sont perpendiculaires
C) Sans calculer 2’ , construire les points M et M’ si z = 34
1
2= 2(2+42)2
Sz +2)
|z| = V2

Montrer que si z est une solution du systéme (S) alors z est une solution de

2) On considére dans C le systéme (.S);

I’équation (z2 + 2) (z —4) = 0 puis recoudre le systéme (S)
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Exercice : 3 ( 3.75 Points )

0.5

0.25

0.5

0.25

0.5

0.25

0.25

0.5

0.5

0.25

Les deux parties I et II sont indépendantes
Partie 1

On rappelle que (‘v’(:c, y) € IR2> (‘v’(a, b) € ]R2> : (zyy) =(a,b) & x=aety=0>

On munit R? de la loi de composition interne T' définie par :

(Y(x,y,a,b) € R*) (x,y)T(a,b) = (x + a + za,y + b)
1) Montrer que la loi T' est commutative et associative.
2) Montrer que (R?,T) admet un élément neutre que 'on déterminera.
3) Déterminer ’ensemble des couples symétrisables dans R2 pour la loi T'.
4) On considére ’ensemble G = {(:L',y) € ]Rz/x #* —1}
a) Montrer que G est une partie stable de (R2,T")
b) En déduire que (G, T') est un groupe commutatif.

Partie 11
10

On rappelle que (Mz2(R), +, X) est un anneau non commutatif unitaire d’unité I =
01

r X
Soit E = { M(x) = /wE]R
r X
1) Montrer que (E, +) est un groupe commutatif

2) On pose E* = E — {M(O)} , montrer que E™ est une partie stable de (Ma2(R), X)

3) Soit I'application f:R —F
2
a) Montrer que f est isomorphisme de (R*, x) vers (E*, X)
b) Montrer que (E, +, X) est un corps commutatif

4) On pose H = {M(em)/a: € ]R} , montrer que H est un sous groupe de (E*, X)
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Exercice : 4 ( 3 Points )

0.5

0.25

0.5
0.5
0.5
0.5

0.25

Les deux parties I et II sont indépendantes

Partie I

1) Résoudre dans Z2 'équation : (F): 11z — 7y =1
2) En déduire les entiers relatifs a vérifiant : ¢ =1h
a =2][7]
Partie I1
Soient p et g deux nombres premiers positifs distincts et soit @ un élément de IN* tels que :
pANa=1letgNha=1

On considére dans Z I'équation (E) : ax = 1 [pq]

1) Montrer que : a(P~1(@=1) = 1[p] et aP~D(a—1) = 1][q]

2) En déduire que le nombre : g = aP=1(a=1)~1 ogt yne solution de I’équation (E).

3) Montrer que : (E) <= az = axo [pq]

4) En déduire ’ensemble de solution de 1’équation (E)

5) Résoudre dans 1'ensemble Z ’équation : 10x = 1 [33]




