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Introduction

Ce livre est le fruit d’années de travail sérieux, il vient dans le contexte d’aider les excellents éléves de la terminale
a découvrir des exercices loin de ce qui est habitué. En effet, le contenu de ce livre mets en place des exercices clas-
siques, parfois originaux tout en respectant le programme marocain de la classe terminale sciences mathématiques.

Cet ouvrage est également un cadeau pour tous les éleves et les enseignants du lycée qui sont curieux, il est
destiné principalement aux éléves souhaitant poursuivre un programme post-bac a densité mathématique (les classes
de mathématiques supérieures et la branche mathématique de l'université).

Avant de commencer le travail sur les exercices d'un chapitre de ce livre, il est strictement conseillé d’avoir
maitrisé le cours correspondant. En effet, la majorité des exercices donnés ne constituent pas des exercices de com-
préhension ou d’assimilation, ils demandent plutot un effort et une recherche non évidente.

Je tiens a remercier tous les gens qui m’ont aidé a accomplir ce travail, Younes Chbihi pour la création de la
couverture du livre ainsi que la mise en page actuelle du contenu, Zakaria Jammaa pour la reclecture de certains
chapitres, Issam El Kadiri a qui je dois un exercice de sa création et une élégante solution, ainsi que mes amis
dans I'association Math&Maroc, Saad Ait Khouya, Mamoun Benchekroun, Youssef Kaichouh, Ilias Ftouhi, Mouad
Moutaoukil, Omar El Housni, Amine Bennouna, Omar El Hadri, Mohamed EI Alami et Amine Natik.

Finalement, je serais reconnaissant a ceux de mes lecteurs qui me feront parvenir leurs remarques, propositions
d’améliorations et corrections, etc. Contactez moi a I’adresse suivante saadchoukriO0@gmail.com

Saad Choukri

=


saadchoukri00@gmail.com
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CHAPITRE 1

LIMITES ET CONTINUITE

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions continues numériques sur un segment [a, b] ol a et b deux nombres
réels avec a < b. Supposons que f > g > 0, montrer qu’il existe une constante A > 1 telle que f > Ag.

Solution.

Les fonctions f et g étant continues. La fonction h définie sur le segment [a,b] par h(z) = f(z)/g(x) pour tout
x € [a,b] est continue; de plus cette fonction est & valeurs > 1. La fonction h admet donc un minimum A sur le
segment [a,b], et ce minimum est atteint pour un certain ¢ € [a, b] par la fonction h. Donc A = h(c) > 1 et de plus
h(z) > X pour tout réel x € [a,b]. Donc f(z) > Ag(x) pour tout x € [a,b] ol A est une constante > 1.

Exercice 2 (limites et périodicité).

1/ Soit f une fonction continue sur R et périodique. Montrer que f est bornée sur R.

2/ On considére une fonction continue périodique admettant une limite en +oco0. Que peut-on dire de cette
fonction ?

3/ Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oc.

4/ Justifier pourquoi la fonction cosinus n’est pas une fonction polynémiale.

Solution.

1/ Soit T > 0 une période de la fonction f. Puisque la fonction f est continue sur R, elle est en particulier continue
sur [0,7], donc I'image du segment [0, 7] par la fonction f est un segment [m, M]. On va montrer que pour tout
z € R, on a f(z) € [m, M]. En effet il suffit de remarquer que

f(R) = f( U InT, (n + 1)T}> = J f(InT, (n + )T]) = [m, M]

nez nez

Puisque f([nT, (n+1)T] = f([0,T]) pour tout entier n (car la fonction f est T-périodique). Donc pour tout réel x,
onam < f(xr) < M. Autrement dit, la fonction f est bornée.

2/ Soit T une période de f. La fonction f étant continue et périodique, d’apres la question précédente, elle est
bornée. Par conséquent, si f admet une limite en 400, alors celle-ci est finie. Appelons cette limite [. Fixons x un
réel et soit € > 0, on a Dexistence de A > 0 telle que pour tout * > A on a |f(x) — ] < e. Il existe ng € N tel que
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x+noT > A et puisque f(z) = f(z + noT), alors pour tout € > 0 on a |f(x) — | < € et en faisant tendre € vers 0T
on obtient f(z) =1 et ceci pour tout réel z. Finalement, la fonction f est constante.

3/ La fonction sinus étant non constante, continue, périodique et non bornée, alors d’apres la de la question précé-
dente la fonction sinus ne peut pas admettre une limite en +oo0.

4/ La fonction cosinus n’admet pas de limite en +00 pour les mémes raisons évoquées dans la question précédente.
Pourtant toute fonction polynomiale admet une limite en +o0o, donc la fonction cosinus n’est pas une fonction
polynomiale.

Exercice 3 (Une caractérisation de I'injectivité d'une fonction continue).
Soit f une fonction définie sur un intervalle I a valeurs réels continue. Montrer que si f est injective, alors
f est strictement monotone.

Solution.

Par absurde, on suppose que la fonction f n’est pas strictement monotone, l'injectivité de f implique qu’il existe
des réels a, b et ¢ tels que a < b < ¢ et les deux réels f(c) — f(b) et f(b) — f(a) ont des signes différents, autrement
dit (f(c) — f(0))(f(b) — f(a)) < 0. On consideére la fonction h définie sur [0,1] par

h(t) = (f(e) = FO)F((1 =)o+ te) — f((1 = t)a + tb)]

La fonction h est continue sur [0, 1] (par opérations), et de plus h(0) x h(1) < 0 et alors par le théoréme des valeurs
intermédiaires, h s’annule et par conséquent il existe a € [0, 1] tel que

F(1 = )b+ ac) = F(1 - a)a + ab)

@0 Bo

Mais on a ag # fy (facile a vérifier). Ceci contredit 'injectivité de la fonction f. En conclusion, toute fonction
continue sur un intervalle et injective est strictement monotone.

2+ Ce résultat est d’une importance capitale, en effet il permet de caractériser I'injectivité d’une fonction continue
sur un intervalle.

Exercice 4. Soit f une fonction a valeurs réelle continue sur le segment [a, b] et soient x1, xa, ..., z, € [a,b]
et a1, ag,...,apn > 0 tels que ag + as + ... + @, = 1. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

fle) = a1 f(x1) +aof(w2) + ... + anf(2n)

Solution.

On propose deux méthodes pour résoudre cet exercice.

Premiére méthode. La fonction f étant continue sur le segment [a,b], 'image de celui ci par f est également un
segment [m, M]. On sait que pour tout i € {1,2,..,n} on a m < f(z;) < M, les a; étant tous positifs, alors
a;m < a; f(x;) < a; M pour tout ¢, et en sommant sur les ¢ € {1,2,...,n} on obtient

m < ayf(21) + aaf(@s) + o+ anflan) < M

puisque la somme des «; vaut 1. Finalement, on a prouvé que oy f(x1)+as f(x2)+...+an f(x,) € f([a,b]). Autrement
dit, il existe ¢ € [a, b] tel que
fle) = arf(z1) + oz f(z2) + ... + o f(an)




Seconde méthode. On considére la fonction h définie sur [a, b] par

h(z) = f(x) — a1 f(z1) — asf(xa) — ... — anf(zn)

Il s’agit de prouver que la fonction h s’annule. Notons p lindice € {1,2,...,n} tel que f(z,) = 121_21 flx;) et g
<n

I'indice € {1,2,...,n} tel que f(zq) = max f(z;). 11 est facile de vérifier que h(z,) < 0 < h(zy), donc d’apres le
<in

théoreme des valeurs intermédiaires il existe un réel ¢ compris entre =, et =, tel que la fonction h s’annule en c, et

le résultat découle d'une maniére immeédiate.

»+ Le théoreme utilisé dans la premiere méthode est un théoréme tres puissant, il permet de résoudre plusieurs
situations compliquées.

»+ En posant pour tout 4, a; = 1/n on retrouve un résultat intéressant ; la moyenne arithmétique des f(x;) admet
un antécédent par la fonction f.

Exercice 5. Soit f une fonction continue sur R. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a

- f(sinz) _
T—00 Tz

Solution.

Il suffit de remarquer que fosin est bornée sur R comme composée d’une fonction continue et d’une fonction bornée,
donc il existe une constante K > 0 telle que pour tout x > 0,
’ f(sinz) K
xn

xn

Le terme de droite tend vers 0 quand = tend vers +oo, et le résultat découle immédiatement.

Exercice 6. Soit f une fonction numérique vérifiant pour tous réels z,y la propriété

flx+y) = f(x)+ fy)

On suppose que la fonction f est continue a gauche en zéro. Prouver que f est continue partout sur R.

Solution.

Pour x = y = 0, on obtient f(0) = 0. En substituant y par —z et en gardant x libre, on trouve 0 = f(0) =
f(@) + f(—=x), par conséquent f(—x) = —f(x) pour tout réel . Commencgons par montrer que la fonction f est
continue en 0. Il suffit de montrer que f est continue & droite en 0. On a

lim f(z) = lim f(—t)= lim —f(¢)=— lim f(¢t) =—f(0)=0= f(0)

z—0t t—0— t—0— t—0—

Donc f est continue a droite en zéro. Par conséquent, f est continue en zéro. Fixons maintenant x¢ € R, il s’agit de
montrer que f est continue en g, c’est a dire }lbin%) f(zo+h) = f(xo) et ceci est immédiat, puisque pour tout h réel,
—
on a f(xg+h) = f(xo) + f(h) et la continuité de f en 0 fournit }lzin%) f(zo + h) = f(x). En conclusion, la fonction
—

f est continue sur R.




Exercice 6. Soit g : R — R une fonction numérique vérifiant g o g = —Idg. Montrer que la fonction g ne
peut pas étre continue sur R.

Solution.

Par I'absurde, supposons que la fonction g est continue sur R. On remarque que la fonction g est injective. En
effet, soient = et y deux nombres réels tels que g(x) = g(y), ceci donne g o g(z) = go g(y) et alors —z = —y et
donc x = y. Finalement, la fonction g est injective. Puisque la fonction g est supposée continue alors d’apres le
résultat de D'exercice 3, la fonction g est strictement monotone, et alors la fonction g o g est strictement croissante
comme composée de deux fonctions strictement monotones de méme monotonie, mais g o g = —id est strictement
décroissante. Finalement, la fonction g ne peut pas étre continue sur R.

Exercice 7. Soient ay, ..., a, des nombres réels de 'intervalle [0, 1]. Montrer que I’équation

|z—ai|l+|z—as+.. ]z —as 1

(E) : = 5

admet au moins une solution dans l'intervalle [0, 1].

Solution.

On considere la fonction f : [0,1] — R définie par
n
f(z) = 22|x—ak| -n
k=0
11 est clair que la fonction f est continue sur [0, 1]. De plus remarquons que
FO) +f(1)=2> ax—n+2n-2Y ap—n=0
k=0 k=0

Donc f(0)f(1) = —f(1)? < 0 et alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0,1] tel que
f(e) =0. Autrement dit, ’équation (F) admet une solution dans lintervalle [0, 1].

Exercice 8. Soit f une fonction numérique définie d’un segment [a, b] vers [a, b] tel que pour tous z,y € [a, b]
tels que = # y, on a

|f(z) = f(y) <]z —yl

Montrer que la fonction f admet un unique point fixe.

Solution.

Montrons d’abord que la fonction f est continue sur [a, b]. On se fixe zg € [a,b]. On sait que pour tout x € R,z # xg
on a

|f(x) = f(@o)| <[z — ol
En faisant tendre x vers zp, on obtient lim f(x) = f(zo), donc f est continue en x, et ceci pour tout =g € [a, b].
Tr—rxo

Donc f est continue sur [a,b]. De plus h(a) x h(b) < 0 ou h la fonction continue définie par h = f — Id sur [a, b].




Donc f admet un point fixe u. Supposons que f admet un autre point fixe v différent de u, d’apres 'inégalité de
base on obtient

lu—vf = [f(u) = f(v)] <|u—vl

Ce qui constitue une absurdité. Résumons, la fonction f admet un point fixe u et celui ci est unique.

Exercice 9. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I tel que

|f1 =19l >0

Montrer que f =g ou f = —g.

Solution.

Procédons par absurde. On considére la fonction h définie par h = f/g. Cette fonction est continue sur . On sait
que |h(x)| = 1 pour tout réel = € I. Il s’agit de montrer que que h = 1 ou h = —1, supposons par I'absurde qu’il
existe a et b deux réels € I tels que h(a) =1 et h(b) = —1, donc h(b) < 0 < h(a) et alors h s’annule sur I d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, c’est a dire f s’annule sur I, et ceci contredit les hypotheses. Finalement, on
a prouvé que f =g ou f = —g.

Exercice 10. Soit f une fonction une fonction numérique continue sur R tel que pour tout € R, on a

flx) #

Montrer que 1’équation f o f(z) = x n’admet pas de solution dans R.

Solution.

Les hypothéses de l’exercice permettent de dire que f(z) > x pour tout z € R ou f(z) < x pour tout z € R. En
effet s’il existe a et b de R tels que f(a) —a <0 et f(b) —b > 0, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il
existe ¢ € R tel que f(c) = ¢ et ceci contredit le fait que pour tout € R on a f(x) # x. Supposons par exemple
que f(z) > x pour tout = € R, en particulier, on a f(f(z)) > f(z) > x, donc I'équation f o f(z) = x n’admet pas
de solution dans ce cas. Le cas f(x) < z pour tout réel x se traite de maniére similaire.

2+ Si on dispose de deux fonctions f et g continues sur un intervalle T telles que pour tout x € I, on a f(z) # g(x),
alors f > gou f <g.

Exercice 11.

1/ Soit I =]a,b[ un intervalle de R ouvert. Si f : I — R est dérivable, montrer qu’elle est continue. La
réciproque est elle toujours vraie ?

2/ Donner un exemple d’une fonction continue sur R non dérivable en une infinité de points.




Solution.

1/ Soit zp € I, puisque f est dérivable en ¢, alors

i 1@ = fao)

T—To T — X0

= f'(wo0)
f(x) — f(xo)

— f'(z0), on obtient pour tout réel x,
r — X

En posant ¢(z) =

f@) = f(@o) + (x = z0) f'(x0) + (x — wo)e(z), (%)

avec lim e(z) = 0. En faisant tendre x vers z¢ dans (%), on obtient lim f(z) = f(xg) et ceci pour tout g € I, f
T—To T—To

est alors continue sur I.
La réciproque n’est pas toujours vraie, la fonction v : R — R,  + |z| est continue sur R, mais elle est non dérivable
sur R car elle n’est pas dérivable en 0 (puisque f;(0) # f;(0)).

»+ [’expression (x) est appelé le développement limité d’ordre 1 de f en zg.

2/ Définissons la fonction V sur R par qu’elle soit périodique de période 1, et que pour tout z € [0,1], on a
V(z) = |z|. La fonction V, n’est pas dérivable en zy = 0, et puisque V est périodique de période 1, alors V n’est
pas dérivable en tout n € Z. L’ensemble des entiers relatifs Z étant infini, la fonction V' est non dérivable en une
infinité de points.

»+ ][] existe des fonctions continues nulle part dérivables. La preuve de ce résultat dépasse largement le niveau de la
terminale.

Exercice 12.
1/ Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue entre R et R*.
2/ Montrer qu’il existe une bijection continue entre R et | — 1, 1].

T
3/ Montrer qu’il existe une bijection continue entre ] =y { et ] —1,1[.

Solution.

1/ Supposons qu’une telle fonction f : R — R* existe. Puisque f est surjective, on a alors f(R) = R*, donc la
fonction f ne s’annule pas. D’autre part —1,1 € R* admettent des antécédents a et b différents respectivement.
Mais on a f(a) x f(b) = —1 < 0, et puisque f est continue sur R, en particulier sur le segment d’extrémités a et
b, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires la fonction f s’annule et ceci n’est pas possible en vertu de ce qui
précede. On conclut qu’il n’existe pas de bijection continue de R vers R*.

2/ Définissons la fonction ¢ sur R par
x

T 147

p()

La fonction ¢ est continue par opérations. De plus elle est strictement croissante. En effet, elle est d’abord impaire
et de plus pour tous z # y de [0, +o0[, on a

ro_ Y
o) —ply) _ 1+la] 14y z—yt+alyl—ylzl _ 1 50
Ty =y (@—y)A+lzDA+ )  A+z)(l+y)

Par conséquent, ¢ est strictement croissante, en particulier elle est injective, donc ¢ est une bijection puisqu’elle
est continue sur R. Et d’aprés le théoreme de I'image d’un intervalle par une fonction continue, on obtient

P(R) = ¢(] = 0o, +o0[=] lim o(z), lim o(z)=]-1,1]

T——00 xr——+00

0]




En conclusion, la fonction ¢ est une solution du probléme.
3/ D’apres la question précédente, il existe une fonction ¢ continue et bijective entre R et | — 1, 1. Pour répondre &

T
la question, il suffit de trouver une fonction v continue et bijective de } 35 [ vers R. Or la fonction v restriction
. ™ T . . ™ T . P .
de la fonction tangente sur } —33 [ convient. La fonction po1) : } ~33 —] —1, 1] bien définie est une solution

puisqu’elle est bijective continue comme composée de deux fonctions bijectives et continues.

Exercice 13. Soit f une fonction continue sur R et vérifiant lim f(z) = -3 et lim f(z) = +o0.
T——00 T—+0o0

Montrer que la fonction f s’annule sur R.

Solution.

Puisque li)lzl f(z) = -3, alors

(Ve>0)3A>0)(Ve €R), z< A= |f(z)+3| <e

En particulier pour € = 2, on a f(—A) + 3 < 2, donc f(—A) <0.
D’autre part puisque lirf f(x) = 400, alors
Tr—r 400

(VB >0)(3C >0)(Vz eR), z>C= f(z)>B

Pour B=1,ona f(C)>12>0.
Finalement, la fonction f est continue sur [—A, C] et vérifie f(—A) x f(C) < 0, donc d’apres le théoréeme des valeurs
intermédiaires, la fonction f s’annule sur [—A, C], en particulier la fonction f s’annule sur R.

#» D’une maniére similaire, on montre que si f est une fonction continue sur R et sa limite en 400 vaut +oo et
sa limite en —oo vaut —oo, alors f s’annule. En particulier, toute fonction polynémiale de degré impair admet une
racine dans R.

Exercice 14 (Isométries de R).
Déterminer toutes les fonctions f : R — R vérifiant pour tous réels z et y,

[f(z) = f()l = |z -yl

Solution.

La fonction f est continue sur R. En effet, fixons g € R, on sait que pour tout z € R, on a |f(x) — f(xo)| = |z — x0].
En faisant tendre x vers zg, on trouve lim |f(z) — f(xo)] = 0 et alors lim f(x) = f(zo) et ceci pour tout réel
T—To T—To

x¢. La fonction f est alors continue sur R. En substituant y par 0 dans la relation fonctionnelles de base on trouve
pour tout = € R, |f(z) — f(0)| = |z|. Les deux fonction = — f(x) — f(0) et I'identité étant continues sur R. Elles
sont continues sur ]0, +o00[ et de plus pour tout = > 0, | f(z) — f(0)| = |z| > 0 alors d’apres le résultat de I'exercice
9, pour tout z > 0 on a f(x) — f(0) = = ou pour tout x > 0 on a f(z) — f(0) = —z, c-a-d pour tout f(z) =x +¢
pour tout > 0 ou f(z) = —x + ¢ pour tout > 0 o ¢ = f(0). On montre de méme que pour tout z < 0 on a
f(z) = x + c ou pour tout < 0 on a f(z) = —x + ¢. Puisque f(0) = ¢, alors quatre cas se présentent soit f est
sur R est du type 2 — x + ¢ ou de type © — —x + c ou f(x) = x + ¢ sur [0,4o00[ et f(z) = —x + ¢ sur | — o0, 0] ou
f(z) = —x +csur [0,+o00] et f(z) = x + ¢ sur | — 00,0[. Les fonctions des deux premiéres cas vérifient la relation
fonctionnelle de base. En revanche, les deux autres cas ne sont pas possibles puisque f est strictement monotone

L



sur R d’apres le résultat de l’exercice 3 puisque f est continue est injective. Les solutions du probléme sont donc
les fonctions de type x — x + ¢ et les fonction du type —x + ¢ ou ¢ une constante réelle.

Exercice 14. Soit f une fonction décroissante sur ]0,+oo[, supposons que la fonction z — xf(z) est
croissante sur |0, +oo[. Montrer que f est continue sur |0, 4o0].

Solution.

Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(z) = 2z f(x). Pour montrer que la fonction f est continue sur ]0, 4+o0],
il suffit de prouver que la fonction g est continue sur ]0, +oo[. Remarquons que pour tout zy €]0, 400 et pour tout
réel x > 0 différent de xp, on a

o) glwo)
f(z) — f (o) __Z To  _ zog(z) — zg(zo) _ zog(z) — 2og(20) + zog(zo) — zg(z0) _ 9(z) — g(z0) _ 9(z0)
T — Xo T — xo xxo(T — ) xxo(x — T0) xz(x — x9) TTo

Le c6té de gauche étant négatif puisque la fonction f est décroissante, il en est de méme pour le c6té de droite, donc

9(x) —g(xo) _ g(xo)
x(x — x9) = xTxo

La fonction g étant croissante, on obtient

g(wo)

lg(z) —g(z0)| < X |z — 0

En faisant tendre x vers xg, on obtient lim g(x) = g(zo), et ceci pour tout g €]0, +oo[. La fonction g est continue
xr—rx0o

sur ]0, +o0o[ et alors il en est de méme pour la fonction f.

Exercice 15. Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1]. Supposons de plus que

fog=gof

Montrer qu'’il existe « € [0, 1] tel que f(a) = g(a).

Solution.

On consideére la fonction h définie sur [0,1] par h = f — g. Il s’agit de montrer que la fonction i s’annule au moins
une fois sur [0, 1]. La fonction h étant continue sur le segment [0, 1] comme différence de deux fonctions continues sur
[0, 1], on peut poser A([0, 1]) = [m, M]. On sait que pour tout = € [0, 1] onam < f(z)—g(r) < M, en particulier pour
f(z),9(z) € [0,1] on am < f(g(z)) — g(g9(x)) < M et m < f(f(x)) — g(f(x)), alors 2m < f(f(x)) — g(g(z)) < 2M
puisque f(g(z)) = g(f(x)). Une récurrence simple permet de montrer que pour tout entier naturel non nul n,
nm < flPl(z) — g™ (z) < nM ot f"! 1a composée n-eme de f. En particulier, pour z = 1, on obtient

JoI) — gy _

mais on sait que




Donc pour tout entier n, on a m < 1/n et M > —1/n et en faisant tendre n — oo, on obtient m < 0 et M > 0,
c’est & dire 0 € [m, M] = h([0,1]) et ceci est équivalent & dire qu’il existe o € [0,1] tel que h(a) = 0, c’est & dire
qu’il existe a € [0,1] tel que f(a) = g(a).

Exercice 16. Soit f :]0, +o00[ une fonction continue vérifiant pour tout = > 0,

f(z) x sin (313) =0

Montrer que la fonction f est identiquement nulle.

Solution.

1
Soit = €]0, 27| tel que x # T pour tout k£ € N*. D’aprés les hypotheses, on sait que
T

f(z) x sin (i) =0

1 1

Sachant que sin <> # 0 (car 1/x # kr), alors f(z) = 0. Donc on a montré que pour tout x # o= ou k un entier
x 0

naturel non nul, on a f(z) = 0. Pour conclure a la nullité de la fonction f, il reste & montrer que f est nulle en tout

T = o ou k un entier naturel non nul. Par absurde supposons qu’il existe xo = F ou kg un entier naturel non
T 0

nul tel que f(zg) # 0, supposons par exemple que f(zg) > 0. Puisque f est continue sur |0, 4+oc[ et en particulier
en xg, alors
(Ve >0)(3n > 0)(Vz €]0, +0[), |z —zo| <n= —f(z)+ f(20) <€

f(@o)
2

> 0, on a lexistence de 1y > 0 tel que pour tout = €|xg — 1o, xo + Mo on a

f(wo)
2

En particulier pour ¢ =

@)+ fao) < L0

qu’il existe un voisinage Jxg — 19, o + 10| de xo tel que pour tout = €]xg — 19, o + o[, on a f(z) > 0, mais on peut

> 0. Finalement, on a montré

, alors pour tout x €]xg — 10, o + Mo, on a f(z) >

choisir « dans l'intervalle |xg — 19, xo + 10| tel que « ne s’écrit pas sous la forme o ou k un entier naturel non nul.
™
1
En effet, supposons que tous les éléments de Uintervalle |zo — 1o, zo + 1o s’écrivent sous la forme s L’application
T

1
o : N* =|xg—no, zo+m0[, kr— T est bien définie. De plus, elle est surjective d’apres ce qui précede. Remarquons
0

o+«

qu’elle est également injective. C’est donc une bijection. Soient oy = (1) et as = ©(2), I'élément v = ot s
est encore un élément de Vintervalle Jzo — 1o, xo + 7o, donc elle admet un antécédent a € N* par lapplication ¢.

. . a) +a 1)+ ¢(2 1+2 3
Autrement dit il existe a € N* tel que p(a) = v = ! 2 = () + 0 (2) = = —, donc a = -, par

2 2 2 X 27 47 3

injectivité de I'application ¢ et ceci n’est pas possible puisque a € N*. On montre d’une maniére similaire que f(z)
ne peut pas étre strictement négative. Donc, pour tout x € R, on a f(z) = 0. Autrement dit f est identiquement

nulle.

Exercice 17. Soit I un intervalle ouvert sur lequel une fonction f est continue. On suppose de plus que
f admet un extremum local sur l'intervalle I. Montrer qu’il existe deux éléments a et b de I tel que

fla) = f(b).




Solution.

Il s’agit de montrer que la fonction f n’est pas injective sur l'intervalle I. Par absurde, supposons qu’elle est in-
jective, puisque f est continue sur U'intervalle I, elle est alors strictement monotone sur I d’apres le résultat de
lexercice 3. Puisque f admet un extremum local m = f(a) qu’on va supposer un minimum local sur I, il existe
un segment [a,b] C I tel que a < a (puisque I est ouvert) et pour tout = € [a,b], on a f(x) > m, et puisque la
restriction fij,,5) de f & [a,b] est strictement monotone, alors m = f(a) et puisque m = f(«a), alors par injectivité
de f, on a a = « et ceci n’est pas possible puisque a est supposé strictement inférieur & «. Le cas ou f admet un
maximum local se traite avec une maniére similaire.

Exercice 18. Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] ol a et b deux nombres réels avec
a < b. On suppose que pour tout x € [a,b], il existe y € [a,b] tel que f(x) = g(y). Montrer qu’il existe

¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).

Solution.

On suppose que pour tout z € [a,b], on a f(x) # g(x). On distingue deux cas f > g ou f < g puisque f et g sont
continues sur le segment [a, b]. Plagons nous dans le premier cas. La fonction g étant continue sur le segment [a, ],
elle admet un maximum global M sur [a, b] et celui ci est atteint. Posons alors M = g(a), or on sait que f(a) > g(«)
mais d’apres les hypothéeses de lexercice, il existe 8 € [a,b] tel que f(a) = g(B), donc il existe 8 € [a,b] tel que
9(B) > g(a) = M et ceci n’est pas possible puisque M est le maximum de g sur le segment [a, b]. Le cas ou f < g
se traite de maniére similaire. Finalement, on a montré qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = g(c) par absurde.

Exercice 19 (Continuité et point fixe).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue avec a < b deux nombres réels. On suppose que [a,b] C f([a, b]).
Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = c.

Solution.

La fonction f : [a,b] — R est une fonction continue, donc f([a,b]) est un segment qu’on notera [m, M]. Il existe
a, B € [a,b] tel que m = f(a) et M = f(B). Mais a € [a,b] C [m,M], alors @« > m = f(a), de méme on obtient
B < f(B). Si on considere la fonction g définie par g(z) = f(x) — x, on obtient g(a) < 0 < g(B). Le théoreme des
valeurs intermédiaires assure I’existence d’un ¢ € [min(«, ), max(a, )] vérifiant g(c) = 0 (puisque g est continue
sur [a, b]). Donc, il existe un élément ¢ € [a,b] vérifiant f(c) = c.




CHAPITRE 2

LIMITE D’UNE SUITE

Exercice 1.
1/ Montrer que la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est divergente.
2/ Soit (uy) une suite numérique & valeurs réelles. Montrer que si la suite (u,) converge vers [, alors la
suite (|un)|) converge vers |I].
(=1)"

1
3/ La suite de terme général a, = — + ~———. La suite (a,)nen- est elle convergente 7
n n

4/ Soit (uy) une suite numérique & valeurs réelles tels que les deux suites extraites (uan) et (ugni1)
convergent vers la méme la méme limite /. Montrer que la suite (u,) est convergente et sa limite vaut {.

Solution.

1/ Soit (u,) une suite convergente et (v,,) une suite divergente. Il s’agit de montrer que la suite de terme général
Wy, = Uy, + v, diverge. Par absurde, en supposant que la suite (w,,) est convergente, on trouve que la suite de terme
général v,, = w, — u, converge (la différence de deux suites convergentes et aussi convergente) et ceci le fait que
(vy,) diverge.
2/ Un argument immédiat est la continuité de la fonction z — |x|, proposons une autre méthode. Remarquons que
pour tous x et zg de R, on a

2] = ol < o — ol

Donc en particulier, pour tout entier naturel n, on a
|[tn] = 12]] < Jun —1]

En faisant tendre n vers oo, on obtient lim |u,| = |l|, d’ou le résultat.
n—oo

3/ La suite de terme général a,, est convergente comme somme de deux suites convergentes car la suite de terme
général 1/n? converge ainsi que la suite de terme général b,, = (—1)"/n qui converge également vers 0, car |b,| — 0
quand n — oo.

4/ Cest facile, il suffit d’écrire la définition. Puisque les deux suites (ugy,) et (uz,41) convergent vers I, pour tout
e > 0, il existe un rang ng a partir duquel on a |us, —I| < € et |us,11 — | < €, Soit n > N = 2ng + 1, deux cas se
présentent, le premier cas est n pair, par conséquent n = 2k, alors on a k > ng et alors d’apres ce qui précede, on
a |u, —I| = |ugx, — 1] < € et le cas oll n est impair se traite similairement. Finalement, on a montré que pour tout
€ > 0, il existe un rang N € N a partir duquel, on a |u,, — | < e. C’est équivalent & dire que la suite (u,) converge
vers [.
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®+ On peut montrer comme en derniére question, que si les suites extraites (usn), (ugnt1) et (ugnt2) d'une suite
(uy,) convergent vers la méme limite [, alors il en est de méme pour la suite (uy,).

Exercice 2. Montrer que la suite (u,)nen+ de terme général

n n n

- + 4L
Vni+1l Vnt+42 vVnt+n

converge et déterminer sa limite.

Solution.

Remarquons que pour tout entier naturel n > 1 et pour tout k € {1,2,...,n}, on a

n - n < n
Vni4n T Vni+EkE T Vni+l

Donc
n2
\/n4—|—n Z\/ﬂ“—l-k vnt+1
%,_/
Mais on sait que
2 2
lim —— = lim —— =1

n—oo \/nd 4+ n n—oo \/n4 + 41

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, la suite (uy,)nen+< converge et sa limite vaut 1.

» En général, si (un)n>1 est une suite monotone, alors nmin(uy, u,) < ug +ug + ... + Uy < nmax(uy, uy).

Exercice 3. Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que u2 + u,v, +v2 — 0 quand n — co. Montrer
que les deux suites (uy,) et (v,) convergent et déterminer leurs limites.

Solution.

On sait que
0 < (U +vn)? = 202 + 2unv, + 202 = 2(u2 + upv, +02)

Et d’apres les hypotheses de terme de droite converge vers 0, donc il en est de méme pour (u,, + v,)?, or on a
UnUp = (Un + Un)2 - (ui + vi + upv,) > 0 quand n — o0

D’autre part, on a u2 + v2 = (u, + vn)? — 2u,v, qui converge aussi vers 0. Donc, les deux suites (uy,) et (v,) sont
tous les deux convergentes et leur limite vaut 0.




Exercice 4 (Un cas particulier des séries de Riemann).
Soit (un)nen+ la suite de terme général
n
1
w3
k=1 \/E

1/ En considérant les deux suites (z,)nen+ €t (Yn)nen+ de termes généraux z, = u, — 2v/n et y, =
un — 2y/n + 1, montrer que que la suite (uy,),en+ est divergente.

2/ Proposer une autre méthode pour montrer que la suite (uy,)nen+ est divergente puis déterminer sa
limite.

Solution.

2/ Les deux suites (2 )nen+ et (Yn)nen+ sont adjacentes. En effet, on a d’abord

= 2AVAF T - V) =

— 0 quand n — o0

Ve

Et de plus pour tout entier naturel n, on a

1 2 1 2 2
Tpal — Ty = Upa1l — Up — 2(VR+1—+/n) = — [ _ <0
+1 +1 (Vn+1—+/n) 1 CES TN 2( T T+1+\/ﬁ>

Et

2 1/ 2 2
Ynt1 7Y +1 ( —Vidl) = ¢n+1 Vn+2+Vn+1 2(¢n+1 Vn+2+vn+1

Résumons, les suites (2, )nen+ €t (Yn)nen~ ont une différence qui converge vers 0 et 1'une croissante et autre
décroissante. Elles sont donc adjacentes, et en particulier la suite (x,)nen+ converge. La suite de terme général
Up = T, — 24/n s'écrit comme somme de suite convergente et une suite divergente, elle alors divergente.

2/ Soit n > 1 un entier naturel. On remarque que pour tout k € {1,2,...,n},

1 1 I
ok i vE EF1-vE

Donc en sommant, on obtient

up > 2(vVn+1-1)

Le terme de droite tend vers +00 quand n tend vers co, donc en comparant on déduit que la suite (uy,)nen+ diverge
et sa limite vaut +oco.

Exercice 5 (La série harmonique).
Montrer que la suite de terme général

11 1
Hy=1d+T4+-1 4+
gt ts

diverge et sa limite vaut +oo.

Solution.

Commencgons par remarquer que la suite de terme général H,, est croissante, pour montrer que H,, — oo, il suffit
de montrer que la suite de terme général H, n’est pas majorée. Par absurde, si la suite de terme général H,, est
majorée, elle est alors convergente puisqu’elle est croissante. Mais on a pour tout entier naturel n,

2n

1 U |
4, ;*—Zk YEz Y o=y O

k=n+1
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Donc en notant [ = lim H,, un passage & la limite dans U'inégalité (x) fournit I — 1 = 0 > 1/2 et ceci n’est pas
n—oo

possible. Donc la suite de terme général n’est pas majorée, et par conséquent elle diverge et sa limite vaut 4o0.

»+ D’autres preuves de ce résultat sont proposées dans les chapitres suivants.

Exercice 6 (Moyennes de Cesaro).
1/ Soit (un)nen+ une suite numérique & valeurs réelles convergeant vers [. Appelons m,, la moyenne
arithmétique des u;, 7 € {1,2,...,n}, c’est & dire

- Uy +ug + ... +uy

n =

n

Montrer que la suite (my,),en+ converge et sa limite vaut [.
2/ (Application) Soit (z,) une suite numérique telle que lim z,41 — z, = [. Montrer que la suite de
n—oo

terme général — est convergente et que lim — = 1.
n n—,oo M

Solution.

1/ La suite de terme général u,, étant convergente, alors pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,
on a |u, —l| < €/2. Donc pour tout entier naturel n > ng,

n n _ 1
R ED S EEL R
k:no k:no
no—1
De plus, en posant A = Z (ug — 1), on obtient
k=1
n n 7Z _
iy — 1] = |2k A2k Z D A ool A e
n n n n 2n n 2

Puisque A/n tend vers 0, alors a partir d’une certain rang N, A/n < ¢/2. Finalement, on a montré que pour tout
e >0, il existe N € N, tel que pour tout n > N on a |m,, — | < € et ceci est équivaut a dire que la suite (1, )nen
converge vers .

2/ 1l suffit de remarquer que

Tn —%0  Tp —Tp—1+Tn—1 —Tp-2+..+2T1— 2o

n n

Le terme de droite est la moyenne arithmétique des y; = x; — x;—1 pour ¢ € {1,2,...,n}, donc d’apres la premiere

question, on a

ﬂLn:@_i_Z‘n—l‘n—1+9€n—1—l‘n—2+---+l‘1—l‘o Ny
n n n

Donc la suite de terme général — est convergente et sa limite vaut [.
n

»+ Le résultat de la question 1/ est d’une importance capitale; il en existe de nombreuses généralisations de ce
théoreme.




Exercice 7. On définit la suite (A, )nen+ par son terme général

Montrer que la suite (A, )nen+ converge.

Solution.

On va montrer que les deux suites extraites (As,)nen et (Aant1)nen sont adjacentes. Par conséquence, la suite
(An)nen va étre convergente. On a Asp,q1 — Agy, = —1/(2n 4 1) converge vers 0. De plus, pour tout entier naturel
n>1,

1 1 1

_ - _ <0
2n+2 2n+1 2n+1)2n+2) —

Agpyo — Agp =

Et
1 1 1

243 mt2  (n+2)2n+3)

Donc les deux suites (Aay, )2, sont monotones de monotonies différentes, par conséquent elles sont adjacentes. D’otl
le résultat.

>0

Aogpys — Aonyr =

®+ On peut montrer que la limite de la suite (A, )nen+ vaut In 2.

Exercice 8. Etudier la convergence et déterminer la limite, lorsqu’elle existe, de la suite définie par son

terme général
a” —b"

=

ou a et b deux réels tels que |a| # |b].

Solution.

n_

- . . -1 :
On distingue deux cas, |a| < [b| ou |a| > |b]. Le premier cas fournit u, = ~— T ore= a/b. Donc la suite (uy,)nen
q
converge vers —1. Le second cas se traite de maniere similaire, et on trouve u,, converge vers 1 dans ce cas.

Exercice 9 (Un critére de D'alembert).

B 3 . R B ole B Up 41
Soit (uy,) une suite numérique a valeurs strictement positives telle que lim ==
n—00 Uy

1/ Montrer que si @ < 1, alors lim u, = 0.
n—oo

2/ Montrer que si « > 1, alors lim u,, = +00.
n—oo
3/ Que peut-on dire si « =1 7
4/ (Application) Etudier la convergence des suites de termes généraux u,, = n*/z" et v, = 2" /n! ou k
un entier naturel non nul et = un réel strictement positif.




Solution.

. . R . . U a+1l | a+1
1/ Puisque lim w,41/u, = @ < 1, alors a partir d’un certain rang ng, on aura ntl < 5 buisque o < —
n— 00 Uy,
Donc pour tout entier naturel n > ng, on a
-1 —1 -1 _
wof | 7 e < T < IO (250) - (55)
Ung Uk Uk - 2 2
k=ng k=ngo k=ngo

Le terme de droite converge vers 0, il en est de méme pour le terme de gauche, par conséquent lim wu, = 0, d’'ou
n—oo

le résultat.

»+ En général si (v,) est une suite convergente de limite [, et « > > 3, alors & partir d’un certain rang ng, on a
pour tout n > ng, 8 < u, < a. On peut montrer facilement cette proposition en utilisant la définition de la limite
d’une suite.

1 1
Untl 5, @ puisque o > L—; .

2/ Puisque lim up41/un, = a > 1, alors & partir d’un certain rang ng, on aura
n—00 Un

n—1 n—n
a+1 a+1 0
> =
=ng

Le terme de droite tend vers 400, il en est de méme pour le terme de gauche, par conséquent lim wu, = +o00, d’ou
n—oo

Donc pour tout entier naturel n > ng, on a

n—1

-1l

k}:no

n—1
1"
U

/C:TLO

Un

Ung

Uk41
U

le résultat.

3/ Si lim u, = 1, on peut pas conclure & propos de la nature de la suite (u,). Par exemple la suite de terme
n—r oo

général n vérifie lim = 1 et la suite de terme général n diverge. Pourtant la suite de terme général 1/n,

n—oo n
1
vérifie lim _tm
n—oo 1/(n+1)
4/ On a pour tout entier naturel n,

= 1 mais la suite de terme général 1/n converge.

Upy1  (n+1 k1_>1
U, o n T x

Donc si > 1, d’aprés la premiére question, la suite (u,) converge vers 0. Si, z < 1, alors d’apres la deuxiéme
question, on a lim w, = 4o00. Si = 1, on revient & Pexpression de la suite (u,), on a u, = n* — 4o0.

n—oo
Pour la suite (vy,), on a pour tout entier naturel n,

Untl _ " g
Up, n+1

Donc si x < 1, alors d’apres la premiere question lim v, = 0. Si > 1, alors d’apres la deuxiéme question on a
n—oo

lim v, = +o00. Si z = 1, revenons a ’expression de la suite du terme général v,,. On a pour tout entier naturel n,
n—oo

Up = — — 0, donc la suite (v,) est de limite nulle dans ce cas.
n

Exercice 10. Montrer que la suite (e, )nen+ de terme général

Ly 1
en=1+g+5+.+—

converge.




Solution.

Remarquons d’abord que la suite (e, )nen+ est croissante, pour montrer qu’elle converge, il suffit donc de montrer
qu’elle est majorée. On va montrer par la suite que la suite (e,)nen+ est majorée par 3. On a pour tout entier
naturel n,

—1+1+—1+1+»-+1<1+1+1+:l+ + !
" 1 20 3T 2 22 77 gn—l

Du fait que pour tout entier naturel k, on a k! > 2¥=1. Donc

1-(1/2)"

<142=3
—12 =7

en <1+
Et ceci acheve la preuve.

»+ On peut montrer que la suite (e,) converge vers la constante e (base du logarithme néperien) et que cette limite
est un nombre irrationnel.

Exercice 11. Déterminer la limite de la suite de terme général

ou pour tout k € {0,1,...,n}, on a <Z> = kl(n — k)!'

Solution.

On a pour tout n > 4,

1 w7
N,=1+- —+1
+n+g;Q> +—+

n—2 —1
La suite de terme général Z (Z) est de limite nulle. En effet, on a
k=2
n—2 -1 n—2 —1 n—2
n n 2(n -3)
< 0
2 () =x6) ~Zamn-aen

Puisque pour tout k € {2,3,...,n— 1}, on a <Z) < (Z) (c’est facile & vérifier). En conclusion, la suite de terme

général N,, est convergente et sa limite vaut 2.

Exercice 12. Soit a un réel > 0. Discuter suivant la valeur du parametre m la nature de la suite P, de
terme général

ﬁ 1—|—a (1—|—a)><(1—|—a2)><...><(1—|—a2n)

Et déterminer sa limite lorsqu’elle existe.




Solution.

Supposons que a > 1, alors

n n
Pn:H(l‘i‘azk) >[[+a)=1+a)" — 400
k=1 k=1

Alors, par comparaison, on déduit que la suite (Py,),en+ diverge et sa limite vaut +oo.
Supposons maintenant que 0 < a < 1, alors remarquons que

n n

(lfa)xPn:(lfa)(lJra)ﬁ(lJraZk):(17a2)(1+a2)H(1+a2k) =(1-a) ] (1 +a*)

k=2 k=3 k=2

+

Et de proche en proche, on obtient (1 —a)P, =1 — a®" 1, et par conséquent

1—a2"" 1

_>
1—a 1—a

P, =

1
Finalement, on déduit que si a < 1, alors la suite de terme général P, converge et sa limite vaut 1T—a

Exercice 13. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soient (uy,) et (vy,) deux suites définies par leurs

Algnd . ) Uy + U
termes initiaux ug = a et vg = b et les relations de récurrences un11 = /Unty €t V11 = e pour

tout entier naturel n.
Montrer que les deux suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.

Solution.

On va montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes, mais pas en utilisant le théoréme de 'adjacence
de deux suites. On procede en montrant d’abord par une récurrence que u,, < v, pour tout entier naturel n. Pour
n =0, on a bien évidemment ug < vy, supposons que u,, < v, et montrons que u,+1 < VUp41, O0 a

un“”vni (\/un_\/m)2<0

Un41 — Un41 = A/ UnpUn — =
* 2 2

Donc, pour tout entier naturel n, on a wu,, < v,. Montrons maintenant que la suite (u,,) est croissante. On procéde

, . up + v1 a+b
par récurrence, pour n = 0 on a bien évidemment u; = —5 = > a = ug. Supposons que U, > U,_1 et

montrons que 41 > U,. On a
Up + VUn Un — Un
un+1_un:T_un:TZO
Donc la suite (u, ) est croissante. On montre de manieére similaire que la suite (v,,) est décroissante. Mais remarquons
que a = ug < up, < v, < vy = b pour tout entier naturel n. Donc la suite (u,) est majorée et la suite (v,) est
minorée. Puisque la suite (u,,) est croissante et que la suite (v,,) est décroissante, alors les deux suites (u,,) et (vy,)

convergent. Appelons u et v leurs limites respectives. Puisque w1 est la moyenne arithmétique de u,, et v, pour

tout entier naturel n, un passage a la limite fournit v = et par conséquent u© = v. Résumons, on a montré

que les deux suites (u,) et (v,) sont monotones de monotonie différentes et qu’elle converge vers la méme limite,
elles sont alors adjacentes.

»+ D’une maniére similaire, on peut montrer que les deux suites (u,) et (v,) définies par 0 < ug < vy et par

UpUp Uy, + Up
Upy1 = ——— et v = ———

sont adjacentes.
Uy, + U




Exercice 14. Soit @ > 1 un nombre réel.
1/ Déterminer toutes les fonctions f continues en zéro vérifiant pour tout réel z, f(az) = f(x).
2/ Déterminer toutes les fonctions f dérivables en zéro vérifiant pour tout réel z, f(azx) = af(z).

Solution.

1/ La relation f(z) = f(ax) est vraie pour tout réel z. En remplagant « par x/a, on obtient f(x) = f (I) et ceci
a

) . . . X .
pour tout réel . On montre facilement par récurrence que pour tout entier naturel, on a f(z) = f <n> et en faisant
a
tendre n vers l'infini, on obtient f(z) = f(0) puisque la fonction f est continue en 0 par hypothése. Réciproquement,
les fonctions constantes vérifie la relation donnée. Finalement, les fonctions f vérifiant f(z) = f(az) pour tout réel

x sont les fonctions constantes.

2/ D’abord en remplagant x par 0, on obtient f(0) = 0. D’autre part, on sait que pour tout réel z, on a f(x) = M.
a
n
Une récurrence simple permet de montrer que pour tout entier naturel n, on a f(x) = f(ainx)' En particulier en
a
remplagant x par x/a™ on obtient f <i) = Lf), donc pour tout réel z # 0, on a
a a
x x
(&) 1(&)-ro
a a
flz)=ax =X
o a0

Puisque la fonction f est dérivable en 0, on obtient en faisant tendre n — oo, f(xz) = f'(0) x z. Cette égalité est bien
évidemment vraie pour x = 0. Réciproquement, les fonctions z — Az ou A une constante réelle vérifient 1’équation
de base. Finalement, les fonctions vérifiant f(ax) = af(x) pour tout réel z sont les fonctions linéaires.

» Remarquer que les résultats de I’exercice reste vrais si la constante a est supposé 0 < a < 1.

Exercice 15 (Une suite récurrente).
Montrer que la suite (uy,)nen+ de terme général w,, définie par u; > 0 et pour tout entier naturel non nul
n?
Up, 1
U =—+—=
n+1 P n2

est convergente et déterminer sa limite.

Solution.

Un calcul des premiers termes de la suite (uy,)nen- montre que la suite (uy,),>2 est décroissante. Montrons que la
1

—n

suite (up)n>2 est décroissante. Commengons par montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a u, > 5
= n

Procédons par récurrence. Pour n = 2, on a ug = u; + 1 > 1/2. Supposons que u,, > et montrons que

n2

1 1

n+1)2—(n+1) n2+n

Un+41 2 (

On a
Un+ 1 S 1 n 1 S 1 n 1 1
Upp1= —+ 5 > ———— + — > >
T TR T 21 n2 T n2(n—-1) n2+n " n2+n

El



Donc, pour tout entier naturel n > 2, on a u, > . La suite (uy,),>2 est décroissante. En effet, on a

Up 1 1 1 1 1 1

n2

Donc, la suite (uy,)n>2 est décroissante et puisqu’elle est & termes positifs, elle est alors convergente, et par consé-
quent la suite (uy)nen+ est convergente. Appelons  sa limite, un passage a la limite dans la relation de récurrence

montre que u = 0. En conclusion, la suite (u,)nen+ est convergente et on a lim w, = 0.
n— o0

Exercice 16. Soit (E,,)nen+ la suite de terme général

est convergente. On désigne par |z | la parie entiére du réel x.

Solution.

k*\Vk
On remarque que E, est la moyenne arithmétique des e, = Lkz\\/f; pour k € {1,2,...,n}, donc si la suite de
terme général e,, converge, d’apres le résultat de I'exercice 6, la suite (E,),cn- est également convergente et on a

lim F,, = lim e,. Montrons que la suite de terme général e,, est convergente. On sait que pour tout entier naturel n,

- —<e, <1
n2ln] S

Donc, en faisant tendre n vers co et en comparant, on obtient lim e, = 1. On en déduit que la suite (E,,),en+ est
n—oo

convergente et que lim FE,, = 1.
n—oo

Exercice 17 (Couple de suites récurrentes).
Soient (z,) et (yn) deux suites réelles. On suppose que xg < yo et pour tout entier naturel n, on a

2z x 2
I e et Yni1 = M Montrer que les deux suites (z,) et (y,) sont convergentes de

xn+1 3

méme limite que I'on précisera.

Solution.

Premiere méthode. Montrons d’abord que pour tout entier naturel n, on a x,, < y,. Procédons par récurrence, pour
n = 0, rien & démontrer. Supposons que z,, < ¥, on a

2%y + Yn — T — 2Yn Tn — Yn

Tpt+1 — 1= = <0
n+ Yn+ 3 3
Donc pour tout entier naturel n, on a x,, < y,. Remarquons que la suite (z,,) est croissante, en effet on a pour tout
2 —T . L. . .
entier naturel n, x,+1 —x, = M > 0. De méme, on montre que la suite (yn) est décroissante, mais on sait

que pour tout entier naturel n, xg < x, <y, < yo, donc la suite (z,) est majorée et la suite (y,) est minorée. Ces
deux suites convergent alors. Appelons x et y leurs limites respectives. Un passage & la limite dans la relation de

Tn + 2yn

récurrence T,4+1 = fournit x = y. Donc les deux suites (z,,) et (y,) sont convergentes de méme limite.

Mais on sait que pour tout entier naturel n,

2x, + Ty +2
$n+1+yn+1: n3 yn+ n 3 Yn :$n+yn

E



Donc la suite de terme général z,, +y,, est constante, par conséquent pour tout entier naturel n, on a x,,+y, = ro+vo,
R - . . o +
un passage a la limite montre que lim z, = lim = o Yo
n—oo n—oo
Seconde méthode. Comme dans la premiere solution, on remarque que la suite de terme général X,, = x,, + y,
est constante. Donc, en particulier elle converge. Mais d’autre part, la suite de terme général Y,, = x,, — y,, est

convergente également, en effet elle est géométrique de raison 1/3 < 1. Finalement les deux suites de terme généraux

X, +Y, X, Y
T, = An ¥ In et y, = % sont convergentes, et de plus elles ont la méme limite, puisque z,, —y, = Y,, — 0.

Pour déterminer la limite commune des deux suites (z,,) et (y,), on utilise le méme argument de la premiére solu-
tion.

»+ Remarquer que la premiere solution proposée est similaire a celle utilisée dans la résolution de I’exercice 13.

Exercice 18. Soit (ay,)nen+ une suite définie par a; = 2 et pour tout entier naturel n,

a
an+1:an+ﬂl+7n
n

L 2z Qn
Montrer que la suite de terme général — est convergente.
n

Solution.

On consideére la suite (by, )nen- de terme général b, = a,, /n. Il ’agit de montrer que la suite (b, ),en+ est convergente.

14+5

2
récurrence, pour n = 1, on a bien sur b; = 2 > ¢. Supposons que le résultat est vrai pour le rang n, on a

On commence par montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a b, > ¢ ou ¢ = . On procede par

an
n 1 -
i1 R TR nb, + 1+ b, n Vo +1 n ¢
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

En remarquant que 1 4+ ¢ = ¢2, et la récurrence est établit. Finalement, on a pour tout n entier naturel non nul,
b, > ¢. Mais remarquons que pour tout réel x > ¢, on a 2 —x — 1 > 0 (puisque (z — ¢)(x — ¢') > 0) ou ¢’ est
la seconde racine du trindme z2 — x — 1). Donc pour tout réel & > ¢, on a 22 > x + 1 et en particulier, pour tout
entier naturel n non nul, on a b2 > b, + 1 et puisque la suite (b, ),en+ est & termes positifs, on a pour tout entier
naturel n, b, > /1 + b,. D’autre part, la suite (b, )nen+ est décroissante. En effet, on a pour tout entier naturel n
non nul,

nb, ++1-+0b, _nb,+b,
n+1 n+1

Puisque la suite (by,)nen+ est minorée par 0, elle est alors convergente. Et ceci achéve la preuve.

est appelée le nombre d’or. C’est la racine positive du trinéme X2 — X — 1. Cette

» La constante ¢ =

constante apparalt dans de nombreuses situations, voir notamment la suite de Fibonacci, dont quelques propriétés,
algébriques, arithmétiques et combinatoires sont étudiées dans le probléme (x).

a
Exercice 19. Soit (a,)nen+ une suite arithmétique & termes positifs. Supposons que lim — = 1. Montrer
n—oo n

que la suite (Sy,)nen+ de terme général




| est convergente. ‘l

Solution.

Soit @ = a; le premier terme de la suite (an)nen+. La suite (ap)nen+ est arithmétique, alors on peut écrire pour
tout entier naturel n non nul, a,, = a+ (n — 1)r ot r la raison de la suite (@, )nen-. Donc

D Dl P

k=1 k=1 )

An+k

an, a n—1)r+a
L’hypothése hm — permet de déterminer 7, en effet on a lim — = lim # =r, donc r = 1. Revenons
n

n—oo n n—oo n
A la suite (Sn)neN*, on a alors
n

n—1
1 1
Sn: =
;a—k(n—kk—l) I;)a—kn—kk

Remarquons que la suite (S, )nen+ est croissante, pour montrer qu’elle est convergente, il suffit alors de montrer
qu’elle est majorée. Mais remarquons que

z:: +n+k

Donc, la suite de terme général S,, est majorée, puisqu’elle est croissante, elle est alors convergente.

3
|
—-

M |
5.“

n

E

o

=0

Exercice 20. Montrer que toute suite convergente est bornée. La réciproque est elle vraie ?

Solution.

Soit (u,) une suite convergente de limite {. Montrons que la suite (u,) est bornée. On sait que pour tout € > 0, il
existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng, on a |u,, —I| < e. Pour e = 1 > 0, il existe donc un rang ng & partir
duquel pour tout n > ng, on a |u,| — |I| < 1. Donc pour tout n > ng, on a |u,| < K ot K =1+ |l|. D’autre part,
posons M = max{|ug|, |u1], ..., |tny,—1], K}, donc pour tout n € N, on a |u,| < M et ceci est équivalent & dire que
la suite (uy) est bornée.

La réciproque est bien évidemment fausse, prendre par exemple la suite de terme général (—1)™ est bornée, pourtant
elle est divergente.

#»+ Ce résultat est tres utile. En effet, il permet de faciliter plusieurs majorations.

Exercice 21. Déterminer la limite éventuelle de la suite (2, ),en+ définie par

a + aa + aaa + ... + aa...q

n chiffres

Ty =

10




Solution.

n—1

On sait que pour tout entier naturel n, on a aa..a =a+ 10a+ ...+ 10" ta = a x Z 10%, donc, on a

n chiffres i=0
n n p—1 n n—1
> aa.q 33 10 3 (0P - 1) 103107 — 0 -9
=1 p chiffres p=1i=0 p=1 a 9
Tp=QX ———— =X — =g X —————— =X ———————— = — X
10™ 107 9 x 10" 9 x 10m 9 10™
aXlO"'H—QO—Qn_)lO><
= — _— — a
81 10m 81

. _ 10
Donc la suite (x,,) est convergente et sa limite vaut i’

Exercice 22. Soit @ un nombre réel non nul. On définit la suite (P, )nen par son terme général
n
18, = H sin(2%a)
k=0
V3

1/ Montrer que pour tout réel z, on a |sinx x sin(2x)| < -
2/ En déduire le calcul de la limite de la suite (P, )nen-

Solution.

1/ Soit 2 un nombre réel, il s’agit de prouver que

|G

|sinz x sin(2z)| = max(sinz X sin 2z, —sinx x sin(2x)) <

(%)

3
Pour montrer que pour tout z € R, on a sinx x sin(2z) < g, on va étudier la fonction f; définie pour pour tout

réel x par
fi(z) =sinz x sin(2x)

Remarquons que la fonction f; est 2m-périodique. Il suffit donc de la étudier sur [0, 27[. La fonction f; est dérivable
sur [0, 27[ et on a pour tout réel x,

fi(z) = cosxsin(2x) + 2sin z cos(2z) = 2 cos? xsin x + 2sin x cos(2x) = 2sinz(1 — sin®z + 1 — 2sin® 2)

2 2
= 2sinz(2 — 3sin® z) = —4sinz x (sinx—\/;) X (sinx—i— \/?)

2
Or il existe exactement deux réels a3 < ag € [0, 27| antécédents du réel —\/; € [-1,1], et il existe exactement

2
deux réels B; < B € [0, 27| deux antécédents du réels \/g € [—1,1]. Le tableau des variations de la fonction f est

comme suit (car f1 < B2 < 7™ < a1 < ag -Tracer la courbe de la restriction de la fonction sinus & [0, 27| pour s’en
convaincre-)




T 0 51 Bo T Qaq Q2 2

@) | 0 + 0 - 0 + 0 — 0 + 0 -

|
. ./f(&)\./f(ﬂ)\-/f(az)\.

La valeur maximale de la fonction f; sur [0, 27[ est donc max(f1(81), f1(7), fi(az)), mais on a f1(7) =0 et
2 1 4
= si in(23;) = 2sin® B = 2sin? By /1 —sin® B =2 x = X —= = —=
f1(B1) = sin By x sin(201) sin“ 31 cos 31 sin” 3y sin” (31 X 3 X N NG

4 4
. Donc le maximum de f; sur Uintervalle [0, 27| est —=, puisque —= <

4
3v3 3V3 3V3

3
alors pour tout « € [0,27[ on a f(x) < g Puisque la fonction fi est 2m-périodique, alors pour tout z € R, on a

| S

Et de méme on trouve fi(aq) =

w

3 3
fiz) < - Soit fo la fonction définie sur R par fo(x) = — sin 2 sin(2x). Il s’agit de montrer que fo < g On pourra
3
étudier la fonction fo comme on a fait pour fi, mais remarquons que pour tout réel z, on a fo(z) = fi(r+z) < g

)

et l'inégalité (x) découle.

2/ Montrons que lim P, = 0 Pour arriver & ceci, on va montrer par la suite que lim Py,1; = lim P, =0. On a
n—oo n— o0 n—oo
2n+1 n n+1
3 3
| Popt1]| = I | sin(2%a)| = [sin a sin 2a] x [sin 4a sin 8a] x ... x [sin(22"a) sin (22" 1a)] < I I <\2[> = <\2[> —0
k=0 k=0

ER
2

Car d’aprés la question précédente, on sait que pour tout entier naturel k, on a |sin 2*x x sin(2+1z)| <

pour la suite (Pay,)nen, remarquons que pour tout n > 1 entier naturel, on a
0 < |Pon| < |[Pop—1| =0

Donc la suite de terme général Ps,, converge vers 0 d’apres le théoreme des gendarmes. Résumons, on a montré que
les deux suites extraites (Pay,) et (Pany1) convergent vers la méme limite nulle. Donc la suite (P,) converge, et on
a lim P, =0.

n—oo

Exercice 23 (Suites entiéres).

1/ Soit (up) une suite & valeurs dans ensemble des entiers Z. Supposons que la suite (u,) converge.
Montrer qu’elle est stationnaire.

2/ La suite (u,) est convergente. La suite (|uy,]) est elle convergente ?

Solution.

1/ La suite (u,) étant convergente, alors pour tout ¢ > 0, il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, on a
|un, — 1| < €. Pour € = 1/4, on a lexistence d’un rang ng tel que pour tout n > ng, on a |u, — | < 1/4, donc pour

tout n > ng, on a

1 1 1
|un_un0|§|Un_l|+|un0—l|<1+1:§

Puisque u,, — up, € Z, alors u, — u,, = 0 et par conséquent u, = u,, et ceci pour tout n > ngy. Donc la suite (uy,)
est stationnaire.
2/ En général c’est pas vrai. On considere la suite (v, )nen+ de terme général (—1)"/n, est convergente mais les

B




deux suites de terme général |vap]| et |vopt1]| sont convergentes de limites différentes et par conséquent, la suite
(lvn])nen+ est divergente.

Exercice 24 (Suite définie comme étant la racine d'un polyndme).
Pour tout entier naturel n > 1, on consideére la fonction polynomiale définie par

P@) =t +a" T + ..z |1

1/ Démontrer que P, posséde une unique racine dans R™ qu’on notera a,,, puis montrer que la suite
(an)n>1 est convergente.
2/ Démontrer que la suite (o, ),>1 converge vers 1/2.

Solution.

1/ La fonction P, est dérivable sur [0, +oo[ et on a pour tout = € [0, +oo[, P (z) = nz" t.(n—1)a"2+...+1 > 0.
Donc la fonction P, est strictement croissante sur [0, +oo[. Puisque P, (0) x P(1) <0, et la fonction P, est continue
sur [0, 1], alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction P, admet une racine «,, € [0, 1], et puisque
la fonction P, est injective sur [0, +o0o[ (car elle est strictement croissante), alors cette racine est unique dans RT.
Montrons que la suite (an)nzl est convergente. On a

Poii(an) = aZ'H +ar+ .. ta,—1= aZH >0=P,y1(nt1)
—_—

Pn(an)

Puisque, la fonction P, 41 est croissante sur [0, +oo[ et au,, apt1 € [0, +00[, alors a,, > v, 41 et ceci pour tout entier
naturel n > 1. La suite (ay,), est donc décroissante, et puisqu’elle est minorée (par 0), elle est alors convergente.
2/ On sait que

JoO (0 [ S U eV P S S SR
"\2) 2n "on-1 T T T 11/2 ST oon - 2n —

Donc, pour tout entier naturel n, on a «, > 1. Appelons « la limite de la suite (a,),>1. On sait que pour tout
entier naturel n, on a 1/2 < a,, < 1, un passage a la limite fournit 1/2 < o < 1, mais on sait que pour tout entier
naturel n > 2, on a a,, < as < 1, puisque 1 n’est pas racine du polynéme X2+ X — 1. Un passage & la limite donne
a < as < 1. Donc, on a arriver a montrer que « € [1/2,1]. Considérons maintenant un 0 < ¢ < 1/2, on a

1 n+1 1 n+1
1 1\" | (”2) -1 <6+2> Ty
Pn(e+):(e+) —|—...—|—(6+2)—1:—2: — >0

2 2 e—1/2 c—1/2 1—2¢

1
Donc, pour n suffisamment grand, on a P, (e + 2) > 0, par croissance de la fonction n, on a a partir d’un certain

rang ng, &, < €+ —. On a finalement montrer que pour tout € > 0, il existe un rang ng, tel que pour tout n > ng

ona0<a,—1/2<e¢, et ceci est équivalent a dire que la suite (a,),>1 converge vers 1/2.

Exercice 25 (Radicaux itérés).
Soit a un réel strictement positif. Etudier la nature de la suite suivante et donner sa limite éventuelle.

n=a-+ \/a + \/a +1/a+..++va (aapparait n € N* fois dans I'expression)

B



Solution.

On peut définir la suite (r,),en+ comme suit 71 = a et pour tout entier naturel n > 1, r,,41 = a + /Tn. 1l s’agit
donc d’une suite de type w,41 = f(un). Définissons la fonction f sur R par f(z) = a+ /, on a bien évidemment
f(RT) C R . Notons d’abord que pour tout entier n > 1, on a 7, > a. Cherchons les points fixes de la fonction f
sur [a,+oo[, on a

flx)=2 <= a+ V=0 <= z =102z +ad’

<:>xe{

20 +1—+/4a+1 2a—|—1—|—\/4a—|—1}
2 ’ 2

On vérifie facilement que

2a +1—+/4a +1 < 20+ 1++4da+1
2 2
2a +14++/4da+1

Donc 'unique point fixe de f sur [a, +oo[ est o = 5 . On sait que m; = a < «, alors la croissance

stricte de f sur [0, +oo[ permet de voir que pour tout entier naturel n > 1, on a r,, < a. De plus, la suite (r,)n>1
est croissante, puisque pour tout 0 < z < «, on a f(x) > z (facile a vérifier). Finalement, on a prouvé que la suite
(rn)n>1 est croissante, et puisqu’elle est majorée (par «), elle est alors convergente vers I'unique point fixe a de la
fonction f (f est continue sur [0, +o00[) sur [a, +00l.

Exercice 26. Soient n un entier naturel non nul et f,, la fonction définie sur R par

fr@)=(z-—nl+@-—-n+1P2+.. . +2°—(z+13 - (z+2)3—...— (z+n)}
Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique réel «,, tel que f(a,) = 0 puis
déterminer lim «,,.
n—oo

Solution.

La fonction f,, est dérivable sur R (c’est une fonction polynomiale) et on a pour tout réel x,
fi(x)=3(x—-n)?+3x—-—n+1)2+ .. +3@x—-1)2+32> -3 +1)2 -3z +2)* — ... - 3(x +n)?
=3[(x—n)?—(z+n)?}+3[(z—n+1)?—(xz+n—1D+..+[(x—1)* - (x+1)%] + 322
= 3[—dnz] + 3[—4(n — )] + ... + 3[-4x] + 32* =32 — 12 x [n+ (n — 1) + ... + 1]
= 32% — 6n(n + 1)z = 3z[z — 2n(n + 1)]

En notant v, = 2n(n + 1), le tableau des variations de la fonction f,, sur R est comme suit

T —00 0 Tn +00
! () . + 0 - 0 +
f(0) <0 —+o0
—0 f(m) <0
Dans 'intervalle | — 0o, 7,], 'équation f,(x) = 0 n’admet pas de solution puisque le maximum de f,, < 0 sur cet

intervalle. Mais, on a fy, ([yn, +00[) = [fn(Yn), +0]) et 0 € [fn(Vn), +00[ (fru(yn) < 0 car fr(vn) < fn(0) < 0), donc

0 admet un antécédent «,, par la fonction f,, puisque celle-ci est strictement croissante sur [y, +00[, alors «;, est

unique. Or on sait que pour tout entier naturel n > 1, on a «,, puisque lim ~, = lim 2n(n+ 1) = +o0, alors par
n—oo n—oo

comparaison, on obtient lim «, = +oc.
n—oo

»+ Un point fixe o d’une fonction f est un réel vérifiant f(a) = a.
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CHAPITRE 3

FONCTIONS USUELLES ET DERIVATION

Exercice 1. On considére la suite de fonctions (f,,(x))n>2 définie par

fn(x) = ¥/ cos?™ 4 sin®"

Déterminer suivant les valeurs de x la limite lim f, ().
n— oo

Solution.

Commencons par remarquer que pour tout réel z, on a x +7/2 € R et

fn (;T + x) = 2‘K”/COSQ" (;T + x) + sin?" (;T + x) = 27\L/sin2”(:1c) + cos?™(z) = fn(x)

™
Donc, pour tout entier naturel n, la fonction f,, est §—périodique. Par conséquent, il suffit de déterminer lim f,(x)
n—oo

m
pour x € [0, 3 [ Si x = 0, alors pour tout entier naturel n > 2, on a

Fal@) = fu(0) = *§/cos?(0) + sin?(0) = 1 — 1

Sinon, supposons que x € }O, g [, on définit la suite de fonctions (g, (x))n>2 par g,(z) = cos®(z) + sin®*(x) pour

™ ™ ™
tout = € |0, 5 Pour tout x € }07 5 [, la suite (g, (x))n>2 est décroissante. En effet, on a pour tout = € ]0, 5 [ et
pour tout entier n > 3,

gn(x) = cos®(z) + sin®"(z) < cos? z cos? ™V 2 + sin? zsin? Y 1 < cos? ™V z +sin? "V & = g, (2)

™
Donc pour tout réel x € ]0, 5 [ et tout entier naturel n > 2, on a

gn(z) < go(z) = cos*(x) + sin?(z) = (cos? z + sin® z)? — 2cos? zsin®z =1 — 2cos® zsin®z < 1
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Comme pour tout x € ]0, 5 [ et pour tout entier n > 2 on a f,,(x) = */gn(x), on déduit que pour tout x € }O, 5 [

et pour tout entier n > 2, on a

0< fulz) < /1 - 2cos?zsinx (%)
par croissance de la fonction ¢ — %/t sur [0, +oo[. Pour tout x € ]0, g {, le coté de droite de (x) converge vers

0. Donc par le théoréme des gendarmes, on obtient lim f,(z) = 0 pour tout = € }0, g [ Résumons, pour tout x
n—oo

T v
qui s’écrit sous la forme k x 3 ol k un entier, on a lim f,(z) =1etsiz # k x 5 pour tout k € Z, alors on a
n—oo

nh_)rr;o fu(z) =0.

Exercice 2. On pose = arctan /2. Montrer que 0 < 7 — 2z < 72_r puis déduire que

arctan 2\/§ + 2 arctan \/5 =

Solution.

On sait que x = arctan /2 < 7/2, donc 0 < 7 — 2x. Pour la deuxiéme inégalité, on sait que 1 < /2, donc par
croissance stricte de la fonction arctan, on a 7/4 < arctan V2 = , et par conséquent 7 — 2z < /2.

Il ’agit de prouver que ™ — 2arctan v/2 = arctan 2/2. Puisque 0 < 7 — 2arctan v/2 < g, alors
7 — 2arctan /2 = arctan 2v/2 <= tan(r — 2arctan v/2) = tan(arctan 2v/2) <= — tan(2arctan v2) = 2v/2
Mais on sait que

tan(arctan v2) + tan(arctan v2)  2v/2 93

tan(2 arctan v/2) = tan(arctan v/2 + arctan v'2) =
( ) ( ) 1 — tan? arctan v/2 1-2

Par équivalences successives, on obtient le résultat.

., . , L. . . a+b
» En général, si a et b deux réels vérifiant ab # 1, on peut écrire arctan a+arctan b en fonction de arctan (1 b) .
—a

Voir I’exercice suivant.

Exercice 3 (Une formule sur arctan).
1/ Soit & un nombre réel, écrire cos(arctan ) et sin(arctanz) en fonction de z.
2/ Soient a et b deux nombres réels tels que ab # 1.

. h a+b
Donner une expression de arctan a + arctan b en fonction de arctan (1 b).
—a

Solution.

1/ On sait que
1 1

1 + tan?(arctan z) T 1+a?

cos?(arctan z) =
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Or, on sait que arctanx € } 55 [, donc cos(arctanx) > 0 et par conséquent,

1
V14 22

cos(arctan ) =

D’autre part, on a
x

V1422

sin(arctan z) = cos(arctan z) x tan(arctanz) =

2/ On sait que

cos(arctan a + arctan b) = cosarctan a x cosarctan b — sinarctan a x sinarctanb
1 ab
V1+a?x V1462 - V1+a?x V1402
1—ab
V1+a?x V1452

Et cette quantité est différente de 0 (puisque ab # 1). Donc tan(arctan a + arctan b) existe dans R. Or, on sait que

tan(arctana) 4+ tan(arctand)  a+b
tan(arctan a + arctanb) = 1 —arctana x arctanb 1 — ab ()

. . T
On sait que arctana + arctanb € } -, 7T|: puisque arctan a,arctanb € ] — 503 [ et de plus arctan a + arctan b #

T
33 puisque cos(arctan a+arctan b) # 0. Distinguons deux cas, ab < 1, dans ce cas on a cos(arctan a+arctan b) >

0 et alors arctana + arctanb € } —

)

T N a

33 [, donc (%) entraine arctana + arctanb = arctan (1 L) Supposons
—a

T i
maintenant que ab > 1, donc cos(arctan a + arctan b) < 0, et alors arctan a + arctan b € ] -, —3 [ U} 5 T [ Si on

7r
—, 7|, et ceci implique que —7 + arctana + arctanb €

suppose de plus que a > 0, alors arctana + arctanb € } 3

T ) . a+b ,
~3 5 Par conséquent, en utilisant (x), on trouve —m +arctan a4 arctan b = arctan 1T—ab et par consequent
—a

b
b)' Si on suppose a < 0, en procédant comme dans le cas ou a > 0, on
—a

a
arctan a + arctanb = 7w + arctan <1

a+b
trouve arctan a + arctan b = arctan 1=ab -7
—a

Exercice 4. Calculer

lim V22 +1—2V/23 + 2+ Vot + 22
T—+00

Solution.

Ecrivons

\/x2+1—2§°’/x3+x+ {L/x‘l—&-m?:\/x2+1—{’/x3+m+{l/m4+m2—f’/x?’—I—x

fi(z) f2(z)




Déterminons lim fi(z). On a
T—+00

filz) = Vai+1-Vad+a
= V@17 - /@ oy

(22 +1)3 — (23 + )2

Y@+ )P+ Y (@ + )Y (23 + )2+ .. 4 (23 +2)10
2 + 321 + 922 + 1 — 26 — 221 — 22
V(@2 + DB+ /(22 + )23 + )2+ ... + /(a3 + )10
z* + 822

Q/($2+1)15_|_ f/(x2+1)12(x3+x)2+...+ /(23 4 x)10

En observant que pour tout 4,5 € {0,2,..,,5} aveci+j =25, on a

, , oy P
{;/(xg T 1)3’(x3 +x)2% = Q/xﬁz-&-ﬁj + Pi,j(x) = </$30 + Pi,j(x) — 581 + %

avec les P; ; sont des fonctions polynémiales de degrés < 30. Par conséquent

1+48/x3

x<§/1+135£ff)+\/1+P (@) | 1+Pojgga;)>

Donc lim fi(x) =0. On montrer de méme que lim f>(z) = 0. Et alors
Tr—+0o0 T—r+o0

fi(z) =

llLI_l Va2 +1-2Ya3 4o+ Vat +22=0

Exercice 5. Calculer
lim arctan(z + 1) — arctan(z)
i

zHoo | ( 1 ) | (1)
sin| —— | —sin | —
r+1 T

Solution.

1 0
On va utiliser le fait que pour tout = € R*, on a arctan x + arctan () =3 et un un cas particulier du résultat de
T

I’exercice 3. On a pour tous a,b > 0,

a—2>b
1+ab

1) f ()
+ >_Sm(;>
)i
Een

arctan a — arctan b = arctan a + arctan(—b) = arctan ( ) (puisque —ab <0 < 1)

Ecrivons pour tout z > 0

= —arct
arctan(z + 1) — arctan(z) arctan

I

(1) e (;) f
(

(

=]+
-

[y

arctan

SBI=8— 8

sin




et (1/x —1(x+ 1))

arctan(z + 1) — arctan(x) B 1+1/z(x+1)
. 1 (1 N 1 1 (1 1
sin| —— | —sin | — 2cos | —+ ——)sin| — —
(Q:+1) (z) (x m+1) <x x+1>
" 1
arctan [ ————
B 2+z+1

2oy ()

2
1 JEa (x +x+1)arctan<x2+x+l)
- w1\ ratl 1
2 cos (22 + ) sin
x?+x 2?2+

Or avec un simple changement de variable, on obtient

1 1
lim (2% + x + 1) arctan ———— | = lim (22 +2)sin [ —— | =1
z—r+00 2?2+ac+1 @—+00 x? 4+

Et puisque

24z . 2¢ + 1
——— = lim cos 5 =1
e+ x

Alors
arctan(z 4+ 1) — arctan(z) _ 1

. . . = 5 i ™
Exercice 6. Soient n,m > 2 deux entiers naturels. On consideére la fonction f définie sur } - =, =

70 g . I .
= A= voosz) Ml = eosa)

Montrer que la fonction f admet un prolongement par continuité en xy = 0.

Solution.

Il s’agit de montrer que la fonction f admet une limite finie en xy = 0. Notons d’abord que la fonction f est définie
au voisinage de x¢p = 0. Pour déterminer 1im0 f(x), on va effectué le changement de variable suivant, X = "%/cosx
n—

n—1 m—1

k k

m X E X" —nx E X
k=0 k=0

1 1
ilg%)f(z) o )lflglo n(l—Xm)  m(l— X")} N )1(1210 m—1 n—1
nmx Yy XEx YT XF < (1-X)
k=0 k=0
nin—1) m(m — 1)
mX T X T el —(m-1) _n-m
N mn X mn N 2nm T 2nm

Donc la fonction f admet un prolongement g par continuité définie par g(z) = f(x) pour z # 0 € } — g, ;T[ et

9(0) =

n—m

2nm




Exercice 7. Soit f : [0,1] — R une fonction continue vérifiant pour tout z € [0, 1],

1(3)+1(5) 21

Montrer que f est identiquement nulle.

Solution.

Premiére méthode. La fonction f étant continue sur [0,1], I'image de [0,1] par f est un segment [m, M]. Soit

y = f(z), on sait que
et - (2) 41750 oz

i 2m 2M ) . ‘1 :
Par conséquent y € EREEHE une récurrence immédiate montre que pour tout entier naturel non nul n, on a
2\" 2\" 2\" 2\"
ye|l=) m,[ =) M|, c’est a dire pour tout entier naturel non nul n,ona [ =) m <y < (=] M, en faisant
3 3 3 3

tendre n vers oo, on obtient y = 0, c’est & dire f(xz) = 0 et ceci pour tout = € [0,1], la fonction f est donc
identiquement nulle.

Seconde méthode. La fonction f étant continue sur [0, 1], il en est de méme pour |f| comme composée de deux
fonctions continues. Soit s le maximum de la fonction |f| sur [0,1], ce maximum est atteint pour un certain
a € [0,1], c’est & dire s = |f(a)[, on a

s ) <P b e

Donc s = 0, donc pour tout € [0,1], on a f(z) = 0 et ceci est équivaut & dire que la fonction f est identiquement
nulle.

Exercice 8. Soit n un entier naturel non nul. Calculer
2n+1

1-— H (=
lim

x—0

Solution.

Soit n un entier naturel non nul. En remarquant que
1-— a102...02p4+1 = 1-— a + a1(1 — ag) + a1a2(1 — a3) +...+ap X..X agn(l — a2n+1)

Ecrivons

2n—+1 2n+1

1—H i+ (-Dkz 1—VI+z+V1+adT—z—VI+azdT—a+.. +H{“/1+ kx—H 1+ (-

1_ _2n+11
= — Vx+\/1+a:>< iz, +H{“/1+ kg x —— Y- =




et pour tout p € {2,3,...,2n + 1}. Pour tout
fp(0) = (=1)?/p , donc
2n-+1

1— J[ ¢/1+ (-1
k=2

lim
z—0

= f5(0) + f3(0) + ... + f5,,(0) + £3,11(0)

Finalement, on obtient
2n-+1

k
1— H Y1+ (Dra
k=2 _
X

p=2

(Glig
p

lim
z—0

1- H cos(kx)
k=0

. . . . . x2 . . 7’ .
» On peut calculer la limite autrement en justifiant son existence dans R, puis en considérant la suite de terme
général

»+ Utiliser la méme technique pour calculer la limite lin})
T

2n+1

1= [ Y1+ (-1
k=2

puis trouver une relation de récurrence reliant U,, et U,,_1.

U, = lim

z—0

Exercice 9 (La parité et les primitives).

1/ Soit f une fonction dérivable sur R tel que f’ soit impaire et f(0) = 0. Montrer que f est une fonction
paire.

2/ Que peut-on dire si f’ est supposé paire sous I’hypothese f(0) =0 ?

Solution.

D’abord, pour tout z € R, on a —z. On considére la fonction g définie sur R par g(x) = f(—z) — f(z). Mon-
trons que la fonction g est constante. La fonction g est dérivable (par opérations) sur R et on a pour tout = € R,
g (x) =—f(—x) — f'(x) = f'(x) — f'(x) = 0 puisque la fonction f’ est impaire. Donc, la fonction g est constante
et par conséquent, pour tout x € R, on a g(z) = ¢g(0) = 0, donc pour tout z € R, on a f(—z) = f(z) et ceci est
équivaut a dire que la fonction f est paire.

2/ La fonction f est impaire. En effet, pour tout z € R, on a —z € R. On considére la fonction h définie sur R par
h(z) = f(x)+ f(—z). Montrons que la fonction h est constante, la fonction h est dérivable sur R (par opérations) et
on a pour tout z € R, h'(z) = f'(x) — f'(—x) = 0 puisque la fonction f’ est paire. Donc, la fonction h est constante
et on a pour tout = € R, h(z) = h(0) = 0 et alors pour tout € R, on a f(—x) = —f(—x) et ceci est équivaut a
dire que la fonction f est impaire.

»+ Un résultat similaire que la dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire tandis que la dérivée d’une
fonction impaire est une fonction paire.

Exercice 10. Soit n > 2 un entier naturel. Déterminer en fonction de n la valeur de la somme

Sil = zn: K*Cy
k=0




Solution.

On va d’abord commencer par déterminer en fonction de n la somme S), = E EC*. On considere la fonction F
k=0

définie sur R par
n

F(z)=(1+z)" =) Cka*

k=0
La fonction F est dérivable sur R (c’est une fonction polynémiale) et on a pour tout z € R,

F'(z) =n(l+2)" ! = Z kCFLk—1
k=0

Remarquons que S/, = F'(1) = n2"~1. Pour S,,, on sait que la fonction F est dérivables deux fois sur R et que pour
tout z € R, on a

F'(z) =n(n—-1)1+z)" Zk 1)CFgh—2 ZkQC’k k=2 Zka k=2
k=1

Donc
nn—-12"?=F"1)=8,-1-8,+1=8,—-Sn=25, —n2""!

Et par conséquent
S, =n2""! 4 n(n—1)2"2

Exercice 11. Parmi tous les losanges qui ont le méme périmetre p, quel est celui qui a la plus grande surface
?

Solution.

Notons = un diameétre d’un losange et a l'autre diametre. Soit S(x) la surface de ce losange. On sait que S(x) = ax.
On va déterminer a en fonction de p et x, d’apres le théoréme de Pythagore, on sait que

2 2
a_ J(p\ _(z\ L, P VPP
2 4 2 4 2

, il ’agit de déterminer le maximum de la fonction S(z). La fonction S est dérivable sur

2 _ g2
Donc S(x):u

[0,p/2] et on a pour tout = € [0,p/2],

1 4 2 —4 2_4 2 2 -8 2 2
S'(@) = = (Vp? — 4a? — —— et o i
p2—4$2

2 2¢/p? — 422 2y/p? — 422

Et on a

V2p

S'(x) =0 <= —82°+p* =0 = v= -~

4
Le tableau des variations de la fonction S est comme suit
| —oo 0 V2p/4 p/2 +o0
o R

p*/8




La valeur maximale que peut prendre un losange de périmétre p est p?/8, tel que un de ces diamétres vaut v/2p/4.

2 2
Soit a le second diameétre d’un losange de surface maximale (son périmétre étant p). On sait que a x % = %, et

V2p
alors a = T Finalement la nature d’un losange de surface maximale avec un périmetre donné est un carré.

Exercice 12. Montrer que

lim ¢/n=1

n—oo

Solution.

Puisque pour tout n > 2, on a {/n —1 > 0, il s’agit donc de montrer que

Ve>0, dnpeN, VneN, n>ng= Yn—1<e
Et ceci est équivaut a dire que

Ve >0, dngeN, VneN, n>ng=n<(e+1)"

Puisque pour tout € > 0, et pour tout entier n > 2, on a

(n—1)

-1
(1+e)"=1+n6+n nn—1)

5 €2+"'+GH>T€

11 suffit donc de montrer que pour tout € > 0, il existe ng € N, tel que pour tout n > ng, on a

n(n—1)

2
5 e >n <:>n>€—2+1

2 2
Il suffit donc de prendre ng = E(l + ) +1= E<2> + 2 pour un € > 0 donné. Résumons, pour tout € > 0,
€ €

on a trouvé un ng = F 2) + 2, tel que pour tout n > ng, on a |{¥/n — 1| < e. Et ceci est équivaut & dire que
€

lim ¢/n=1.

n— oo

»+ Cette limite peut étre évaluée immédiatement en utilisant la fonction logarithme, mais ’avantage de la méthode
proposée est qu’elle est plus générale.







CHAPITRE 4

NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1. Déterminer le module et 'argument du nombre complexe

z:\/2+\/§+i\/2—\/§

Solution.

On sait que

|z|:\/m:\/\/2—\/§2+\/2+\/§2=2

Soit # l'argument de z qu’on peut choisir dans [0,7/2] puisque Re(z),Im(z) > 0, de plus cosf = /2 +v/2/2 et

sinf = /2 — \/5/2, et alors

22 +v2xV2-v2 2
4 2

sin(26) = 2siné x cosd =

et puisque 20 € [0,7], alors 20 = 7/4, et par conséquent § = 7/8. En conclusion, le module de z est 2 et son
argument est /8.

Exercice 2 (Inégalité du parallélogramme).
Montrer que pour tous nombres complexes z et 2/, on a 'inégalité

2] + 12| < |z + 2| + |z = 2|

Solution.

Soient z et 2z’ deux nombres complexes. D’apres I'inégalité triangulaire, on a
2zl =122 =2+ 2 + 22| < |2+ 72|+ |z — 7
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Et aussi
21| < |2+ 2|+ 12—zl =z + 2|+ |z — 7]

Donc, en sommant on obtient
21z| + 2] < 2|2+ 2| + 2|z —

Et par conséquent, on obtient
2| + || < |z + 2| + |2 = 2]

» On peut interpréter géométriquement cette inégalité par le fait que la somme des longueurs des deux cotés du
parallélogramme est inférieur a la somme des longueurs des deux diagonales.

Exercice 3. Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes respectifs a, b et c.
Montrer que le triangle ABC' est équilatéral si et seulement si a? + b? + ¢ = ab + bc + ca.

Solution.

On désigne par j le nombre complexe €2*5. Supposons que le triangle ABC est équilatéral. On peut supposer que
C est 'image de B par la rotation de centre A et d’angle — et que A est I'image de C par la rotation de centre B

0
et d’angle 3 Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

c—a=e%(b—a) et a—b=¢e5(c—D)

Donc si le triangle ABC' est équilatéral, alors
2 2
a—>b b—c ,, . .
a—c a—c

(a—=b)*+(b—c)*+(a—c)?=0

Par conséquent,
C’est a dire
2a% + 2b% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca = 0
Alors a® + b% + ¢® = ab + bc + ca. Réciproquement, supposons que a® + b% + ¢? = ab + be + ca. Remarquons que
(a+bj+ci*)a+bj®+cj)=a> +b*+c+ (5 +532)ab+ (5 +j5)be + (j + 5%)ca = a® +b* + ¢* —ab — be — ca = 0

Donc a+bj+cj? = 0 ou a+bj?+cj = 0. Supposons par exemple que a+bj+cj? = 0, alors a+bj+bj2 —bj%+cj? = 0,
—-b

= j2, par conséquent AB = |b—a| = |c — b| = BC et (BX,B(E) = g (mod 27) et par conséquent le
—c
triangle ABC' est équilatéral.

a
et alors

»+ On pourrait montrer I’équivalence directement en partant par des équivalences dans la réciproque.
»+ Le nombre complexe j vérifie j2 + j + 1 = 0. Il est caractérisé par le fait qu’il est I'unique racine cubique de
I'unité dont la partie imaginaire est strictement positive.

Exercice 4. Quelle est 'image du cercle unité privé du point d’affixe 1 par I'application z — 7

—z




Solution.

Soit M (z) un point du cercle unité privé du point d’affixe 2y = 1. Il existe un unique 0 €]0, 7| tel que z = €?. On a

1 1 e, 1 g AV CANEE 11 (0
=— _—¢ - = — = cos|{=)—isin|= — _ —_ 4 —jcot| =
1—z 1—¢f e~ % _ ¢i% 2sin (g) 2 2 2sin (%) 2 2 2

Quand 6 parcourt |0, 7|, 8/2 parcourt ]0, g [ et alors cot(#/2) parcourt R. L’image du cercle unité privé du point

d’affixe 1 par 'application z +— 1 est la droite A d’équation x = 1/2.

T 2 i .
Exercice 5. On munit de plan complexe par un repére (O, i, j ) orthonormé direct. Soient M (z) et M'(z)
deux points différents de O et différents tels que les affixes z et 2’ vérifient |z + 2/| = |z| + |2/|. Montrer
que les points O, M et M’ sont alignés.

Solution.

Soient z = x + 1y et 2’ = x’ + iy’ les formes algébriques des nombres complexes z et z’. On sait que

V(@ + a2+ (y +y)? = Va2 +y? + Va? + y?

El élevant au carré les deux cotés, on obtient

' +yy = (22 +y2) (22 +y?) = 2ua'yy = 2%? + 2P = (zy —2'y)? =0 = a2y =2y
Si par exemple z’ # 0, alors ¥’ # 0, puis /2’ = y/y’, nommons ce nombre réel k. D’apres ce qui précede, si deux
nombres complexes différents z et 2’ et différents de 0 vérifient |z + z| = |z| + |#/|, alors z = @ + iy = ka' + iky' =
k(z' +iy’") = k2’ et ceci équivaut & dire que les points O, M et M’ sont alignés.

»* Le résultat ci-dessus donne une caractérisation géométrique du cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire portant
sur les nombres complexes.

Exercice 6. Soient a et x ¢ 27Z des nombres réels et n un entier naturel non nul. Simplifier les sommes

n

S = Z sin(a + kx) et S = Z CF cos(kx)
k=0 k=0

Solution.

S = g sin(a + kx) = g sin a cos(kx) + E cosasin(kz) = sina g cos(kx) + cosa E sin(kx)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
—_————— —_———
S1 Sa

On a alors besoin de calculer Sy et Sa, on sait que

. n+1
no i(n+1l)x _ 1 ) ] jatly  _ndly sin ( 5 x)
; _ ikz _ € Gz jotl. € 2 e 2 . n . n
S1+1iSy = E et = w1 - e'2xe" 7 Tx 7T T = [cos <2x+x> +1i sin <2m—|—m)] — N
k=0 sin 5




En comparant, on obtient

. n—+1 . n—+1
sin T sin T
n 2 . n 2
S1 = cos §:c+z X ————— et Sy =sin|-oz+x| X —7nv-%

. z 2 (T

sin [ = sin | —
2 2

On en déduit que
) <n+1 ) . <n+1 )
n sin (| ——=x sin [ —ux
S—Zsin(a+kx)—sinaxcos(nm—i—x)><2—|—cosa><sin Dt ><72
k=0 sin [ = sin [ =
2 2
. (n+1 )
sin T
2 . n . n
= —————%>|sina Xcos| =x+x ) +cosaXxXsm|—=-x+=x
sin [ =
. n+1
sin T
2 ) ( n+1 )
= — 2 Xsin|la+ —=x
. x 2
sin [ =

Pour la somme S’, écrivons

n

S = ick cos(kz) = 1 Z Ckeibr 4 1 i: Cke—ike _ A+em) + (1 +e )" e BT(e137 4 ¢71E%) 4 e EO(e15T 4 e7150)
= 2z 2z 2 2

cos [ 2 (i%””+ 71%1)—2(:0‘ ) xcos (2
s| @) e = 513 s| 5@

En conclusion

. n+1
st 2 x n+1 x n
S=—— 72 xsin|la+ —2x et S'=2cos| =] xcos| =z
. (x) 2 2 2
Sin 5

Exercice 7. On désigne par U ’ensemble des nombres complexes de module 1. Montrer que pour tous a, b
et ¢ des éléments de U on a
la + b+ c| = |ab+ be + cal

Solution.

On va montrer que |ab + bc + cal? = |a + b + ¢|?. On sait que

FE 1 1 1 b+b
lab + be + cal® = (ab+ b+ ca) x ab+ be+ ca = (ab+be+ca) x | — + — + — :mx(a—kb—kc)
ab  bc  ca abc

1 1 1 _
= <a+b+c) x(a+b+c)=@+b+c)x(a+b+c)=la+b+c]?

Et ceci acheve la preuve.

»+ ][] est important de se souvenir de la propriété tres utile ; un nombre complexe est de module 1 si et seulement
siz=1/z.




Exercice 8 (Les coordonnées entiéres).

1/ Soit ABCD un carré dans le plan complexe. Prouver que, si A et B sont & coordonnées entiéres, il en
est de méme de C' et D.

2/ Peut-on trouver un triangle équilatéral dont les trois sommets sont & coordonnées entiéres ?

Solution.

1/ On note a = x + iy et b = 2’ + iy’ les affixes respectifs de A et B. Par hypothese, z,z’,y et 3 sont des entiers.
Puisque ABCD est un carré, D est 'image de B par la rotation de centre A et d’angle w/2. Traduit en termes de
nombres complexes, si d est I'affixe de D, ceci signifie que

d—a=ilb—a)=d=a+ilb—a)=c+iy+(z—2)+ily—y))=x+y—vy +i(ly+2' —x)

Ainsi, les coordonnées de D sont bien des entiers. Pour prouver que les coordonnées de C' sont des entiers, on
procede de la méme fagon, en utilisant cette fois le fait que C' est I'image de A dans la rotation de centre D et
d’angle /2.

2/ Imaginons maintenant que ABC soit un triangle équilatéral dont les trois sommets sont & coordonnées entieéres,
et gardons les notations précédentes. Alors, C, d’affixe ¢ = 2" + iy” est I'image de B par la rotation de centre A et
d’angle /3. Autrement dit,

cma=cSh-a) = o= i)+ (4% (@) + il o)

En développant, on trouve

c=x+ - +

-2 V3 —vy) . v —y V3 —=x)
2 2 +Z<y+ 2 2 )

Pour que la partie réelle de c soit un entier, il est nécessaire que y = y’ et pour que la partie imaginaire de ¢ soit
nulle, il est nécessaire que z = z’. Finalement, ceci entraine A = B, c¢’est-a-dire que le triangle est réduit & un point !

Exercice 9 (Inégalités sur les nombres complexes).
1/ Montrer que pour tous nombres complexes u et v, on a

|u+ vl |ul |v]
1+ utov] = 14 u 14|y

2/ Soient 2y, 29, ..., 2z, des nombres complexes. Montrer que

2k

k=0
n

>
k=0

3/ Soient z et z’ deux nombres complexes. Montrer que

n

|2k
<
- Z 1+ |Zk|

k=1

1+

|2+ 22 < (L4 [2?) x (1+]2')




Solution.

1/ Notons D le coté droit de 'inégalité et G le cdté gauche de 'inégalité. 11 est facile de voir que

B (o ] S 4 ] o ) S (o
Lt Jul + [ol + fuv] = 1+ ful + o + uo] = 1+ [u+ |

est croissante.

. _ x
Puisque |u| + |v]| + |uv| > |u 4 v] et la fonction z — 1
T

2/ Utiliser la question 1/ et une récurrence simple.
3/ On montre que la différence (1 + [z|?) x (1 + [2'|?) — |z + 2/|? est toujours positive. On a pour tous nombres
complexes z et 2/,

L+ 2P+ [P+ |22 — (2 + 2) x Z+ 7))

!/

(L4 12*) x @+ 121%) = 2 + 2

1+ |22/|2 — 22/ — 22
= 142222 — 22/ — 22
(1—22") x (1 -22)

= |1 — 22)?

D’ou l'inégalité souhaitée.

Exercice 10 (Une inégalité géométrique).
Soit z €* et 0 €] — 7, 7] son argument principal. Montrer que

|z = 1] < [[2] = 1] + |20

Solution.

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O, u, 7) Soit z un nombre complexe non nul de module
r et d’argument principal § €] — m,7]. Soit M le point du plan complexe d’affixe z, A le point du plan complexe
d’affixe 1. Soient B le point d’intersection du cercle unité C et la droite (OM) et C' le point d’intersection du cercle
de centre O et de rayon r et 'axe des abscisses. Supposons que |z| < 1. Désignons par a 'arc d’extrémités M et C.
Il s’agit de montrer que

AM =z —1|<||z| = 1|+ |20 = BM +a=CA+a

Mais on sait déja d’apres 'inégalité triangulaire que CA +a > CA+ CM > AM. D’ou le résultat. Pour le cas
|z| > 1, on montre 'inégalité de maniére similaire.




» On peut montrer cette inégalité a la main en écrivant I’écriture exponentielle de z et en utilisant de bonnes
majorations.

Exercice 11. Soient 21, 29, ..., 2, des nombres de méme module tous non nuls. Montrer que le rapport

(21 + 22)(22 + 23) ... (20 + 21)

Z1%22 ...2n
est un nombre réel.
Solution.
Premiére méthode. Soit z,11 = 2. Ecrivons pour tout p € {1,2,...,n+1}, z, = re'% écriture exponentielle de

zp. En utilisant I'identité d’Euler, le rapport en question vaut

n n n
; ; i OptOpta ;Op—Op41 _ = %+1

I I ,r,(ewp +610p+1) I I T2 | I (ez 5 e it 2 )
n n

p=1 p=1 p=1 0 =Opt1 L Op—Opia n Op — Opt1

= = - = e 2 e 2 =2 I I cos | ————
R el(@1+92++9n) + 1 2

= p=

1

n
[]re p
p=1

Donc R est un nombre réel.

Seconde méthode. Quitte & multiplier par r > 0, on peut supposer |z1| = |z2| = ... = |z,| = 1 et par conséquent
pour tout ¢ € {1,2,...,n} on a Z; = 1/z;. Appelons R le rapport en question, il s’agit de montrer que R =R, ce
qui est facile & voir.

| Exercice 12. Soient zi, 23, ..., z, les solutions complexes de 1’équation z” = 1 d’inconnu z. Dans le plan ‘l
complexe, soit M; le point d’affixe (1 + z;)™ pour tout i € {1,2,...,n}. Montrer que les points M; sont ‘
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| tous alignés. ‘l

Solution.

On va montrer que pour tout ¢ € {1,2,...,n — 1}, le point M; d’affixe 1 appartient & la droite (M;M; ). Pour
(I+2zi41)" =1

est un nombre réel.

i =1, c’est évident. Supposons ¢ > 2, il s’agit de montrer que le rapport R =

Or, puisque pour tout i{2,...,n — 1} on a |z;| = 1, alors

o Qtz)r -1 (Q+Z)" -1 A+ lz)" -1 (+zp)" -1,
(I+z)"—1 (I+z)n -1 (L+1/z)" =1 (1+2)"—1

Donc, pour tout i € {2,3,...,n — 1}, les points M;(z1), M; et M;;1 sont alignés. Par conséquent, tous les points
M; sont alignés.

Exercice 13. Soit n un entier naturel > 2. Montrer que

Solution.

C’est classique ! Soit n > 2 un entier naturel. Considérons le polynéme P = X"~ !+ X"=2 + . + X + 1, pour tout
z € U, différent de 1 (U,, étant Pensemble des racines n-iémes de 'unité), on a P(z) = 0, les z € U différents de 1

n—1
étant en nombre n — 1, le polynéme unitaire P de degré n — 1 s’écrit P = H (X —wP) ot w = €2*%. En particulier
p=1
n—1 n—1 n—1 (ne1) n—1 T n—1 -
n=P(1)= 1—wP) = 7 x —ipT _ PRy = gnlin-l e in( —p- | =271 (T
(1) H( w?) Hw H(e e'’Pn) " w Hsm b, Hsm b,
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1

n(n—1)

Puisque i"tw = (—1)""! (& vérifier). Finalement, on en déduit que

Exercice 14 (Une équation a inconnu complexe).
Trouver tous les nombres complexes z vérifiant I’équation

zZlz = 1)|= 22(z — 1)

Solution.

Notons (E) 'équation en question. Il est clair que 0 et 1 sont solutions de I’équation (F). Supposons par la suite
que z est différent de 0 et 1. Un passage au conjugué dans I’équation (F) montre que z(Z — 1) = z2(z — 1), sachant
que z2(Z — 1) = Z(z — 1), donc 22/z = Z/Z2, c’est a dire z = 1/Z, et par conséquent |z| = 1, réciproquement on
vérifie facilement que tous les éléments de U (I'ensemble des nombres complexes de module 1) sont solutions de
léquation de (F). Finalement l'ensemble des solutions de 1’équation (E) est S = U U {0}.
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Exercice 15 (Ensemble de points).
On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O, U, 7) et considérons un triangle ABC' ou
a,b et c les affixes respectifs des points A, B et C'. Déterminer A ’ensemble des points du plan M d’affixe

z vérifiant
z—a

— €eR
b+c—2a

Solution.

11 est clair que a € A. Soit G d’affixe g le barycentre du triangle ABC| on sait que g = (a + b + ¢)/3. Remarquons

que
z—a z—a z—a

R

= = (=
3(z—g) 3¢g—3a b+c—2a

Donc le rapport (z —a)/(g — a) est un nombre réel et ceci est équivalent & dire que les points M(z), A(a) et G(g)
sont alignés. Donc M(z) € (AG), et réciproquement tout point de la droite (AG) privée de G vérifie la condition
donnée. En conclusion, A est la droite (AG) privée de G ot G est le barycentre du triangle ABC.

Exercice 16. Soient p un entier naturel non nul et ai,as,...,ap,b1,b2,...,b, des nombres rationnels.
Montrer qu’il existe deux nombres rationnels z et y tels que

p
[Tk +03) =2* +47
k=1

Solution.

Premiére méthode. On montre le résultat par récurrence. Pour p = 1, rien a démontrer. Pour p = 2, on a pour tous
a,b, c et d des nombres rationnels.

(a® +b%) x (2 + d?) = (ac)® + (bd)* + (bc)* + (ad)? = (ac + bd)? + (bc — ad)?

A B
Supposons que le résultat est vrai pour le rang n > 2 et montrons le pour le rang n+1. On se donne ay, ..., Gy, Gpt1
et by,..., by, b,+1 des nombres rationnels. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe x et y deux nombres rationnels
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n
tels que H(ai +b2) = 2% + y% et alors

k=1
n+1 n
H(ai +07) = (ahyqy +biyq) X H aj, +b3) = (ah4y + Uiy (@ + 47
k=1 k=1
n+1
Or, puisque le résultat est vrai pour le rang n = 2, on déduit que le produit H (a% + bi) est somme de deux carrés
k=1
de nombres rationnels, et ceci acheve la récurrence.
Seconde méthode. Pour tout k € {1,2,...,p}, notons z; le nombre complexe z; = ay + ibg. Donc
n n n 2
[ +02) =] I1z1* =[] 2| =Re(2)*+1m(2)>
k=1 k=1 k=1
~——
z

Or la partie réelle et la partie imaginaire de Z sont des nombres rationnels (c’est facile & voir), d’ot le résultat.

Exercice 17 (Nombres complexes et géométrie).
Soit ABC' un triangle et AEC et AFB deux triangles isoceles et rectangles en A et I le milieu de [EF].
Montrer que les droites (BC) et (I A) sont perpendiculaires et que A = BC/2.

Solution.

On considere la figure ci-dessous.

C

Munissouns le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7) Soient a, b, c, e, f, z1 les affixes respectifs des
points A, B,C, D, E et I. Les points E et I’ sont respectivement les images des points C' et B par les rotations
r1(A, AC) et r2(A, AB). Par conséquent e = a+e'> (c—a) et f = a+e'2(b—a). Or I(zr) est le milieu du segment
[EF], donc z; = (e + f)/2. On vérifie facilement que

Zr—a )
c—b 2
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Donc les deux droites (AI) et (BC) sont perpendiculaires. D’autre part, on a
Al |zr—a| 1

BC ~ Je—b] 2
Et ceci entraine que AI = BC/2.

Exercice 18 (Une suite de nombres complexes).
On considére la suite complexe (z,,) définie par zg = 1 + i et

| zd ]zl
Il = =g

pour tout entier naturel n. Montrer que la suite (z,) converge et déterminer sa limite.

Solution.

Premiére méthode. Pour tout entier naturel n, on pose z, = x, + iy, avec x,,y, € R pour tout entier naturel n.
On a alors g = yg = 1 et de plus pour tout entier naturel n, on a

) Zn+lzn| T iy + 22+ Y2
Ln41 + 1Yn+1 = Zn+1 = -

3 3
Par identification, on trouve pour tout entier naturel
1 T+ /22 +y2
Yn+1 = gym Tpt+1 = - 3

Ty + /72 + 1/9"
Donc pour tout entier naturel n, on a y, = 1/3" et z,,1 = — nt1/

. De l'expression de (z,), on peut

montrer que la suite (z,,) converge. En effet, on vérifie immédiatement que x,, 11 > /3. Une récurrence immédiate
permet de voir que pour tout entier naturel n, on a x, > 1/3™ et par conséquent

22+ /22 +1/9"  x,+ 22+ 22 (1+V2)z,
Tp+1 = 3 S 3 - 3 S

Tn

Donc la suite (z,) est décroissante, sachant qu’elle est minorée (par 1/3), elle est alors convergente. De plus,
en appelant x la limite de la suite réelle (x,), un passage a la limite dans la relation de récurrence montre que

(1+V2)z

x = ~———— et alors = 0, sachant que la limite de la suite réelle (y,) vaut 0, on conclut que la suite complexe

(2n) est convergente et sa limite vaut 0.
Seconde méthode. On a d’apres I'inégalité triangulaire (sur les nombres complexes),

_ |zn + |2nl| < |2n| + |2n| _ 2|Zn|
3 3 3

Y

Une récurrence immédiate permet de voir que |z,| < (2/3)"V/2, sachant que (2/3)" — 0 quand n — oo, donc par
comparaison on déduit que la suite complexe (z,) est convergente et que sa limite vaut 0.

» [avantage de la premiere méthode est qu’elle est plus générale que la seconde, en effet cette méthode peut
étre utilisée de maniere inverse; plus précisément, étant donnée un couple de suites réelles, on peut étudier leur
convergence en les regardant comme étant les parties réelles et imaginaires d’une suite de nombres complexes.

Exercice 19. Montrer que tout polynéme a coefficients réels de degré impair admet une racine réelle.
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Solution.

Soit P un polynoéme a coefficients réels de degré impair. Le nombre complexe « est une racine de P si et seulement
si & l'est. Comptées avec leurs multiplicités, le polynéme P admet un nombre impair de racines complexes, par
conséquent il existe une racine complexe de P qui coincide avec son conjugué. C’est donc une racine réelle.

2 On a utilisé le fait que tout polyndéme a coefficients de degré n admet exactement n racines complexes comptées
avec leurs multiplicités.
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CHAPITRE b

LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

Exercice 1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n > 2, on a

\" "
n n

Solution.

Notons que pour tout nombre réel z > —1, on a In(1 + z) < z (inégalité qu’on peut démontrer par exemple par une
étude rapide de fonction). De cette inégalité on va dériver une inégalité aussi importante. En effet, pour > 0, on a
In(1 —1/z) < —1/x. En particulier, pour un entier naturel n > 2, on a In(1 — 1/n) < —1/n, par la suite on obtient

1 —n
eS(l——)
n

1\"
(1 + _) _ enln(l-ﬁ-%) < 6n><% —e
n

D’autre part, on a

D’aprés la premiere inégalité notée et le caractere croissant de la fonction exponentielle. D’ou le résultat.

1 n —n
» On peut montrer que les deux suites de termes généraux (1 + —) et (1 — —) sont adjacentes de limite
n n

commune e.

Exercice 2 (Lemme de Gibbs).
Soient n un entier naturel non nul et p1,...,pn,q1, ..., ¢, des nombres réels strictement positifs vérifiant
pr+...+pn=q +...+ g, = 1. Montrer que

p p
> pilng <Y pilnp;
=1 =1

54



Solution.

Rappelons d’abord 'inégalité classique Inz < z — 1 vraie pour tout réel > 0. Pour montrer I'inégalité souhaitée,
on étudie la différence. On a

p p p p P n
D=3 pilap;— Y pilngi=)» p;ln <&> =-> piln (ﬂ> > Zm(l - %> => pi—q=0
i=1 i=1 i=1 ¢ i=1 Pi i=1 Pi i=1

Et le résultat découle.

Exercice 3 (Un systéme d'équations).
Déterminer tous les triplets de nombres réels (a, b, c) tels que a +b+c=0et e? + e’ +e° = 3.

Solution.

En posant 2 = e et y = €, les équations sur a,b et ¢ entrainent z +y + 1/zy = 3. En posant pour tout z,y > 0,
f(z,y) = z+y+1/zy. On montre que la fonction f & deux variable admet un minimum global sur ]0, +00[x]0, +-00[
qui vaut 3 en (1,1). En laissant z fixé, la fonction f; = f(z,.) (qui varie en fonction de y) admet un minimum global
en y = 1/y/x qui vaut fo(z) = z + 2/+/x. Cette fonction & son tour & comme minimum 3 en z = 1. Résumons, on
a montrer que pour tous x,y > 0, on a x + y + 1/xzy > 3 avec égalité si et seulement si z = 1 et (par conséquent)
y =1. Donc a = b = 0 et finalement ¢ = 0 (puisque a + b+ ¢ = 0). Réciproquement, on voit facilement que le triplet
(0,0,0) vérifie le systéme d’équations donné.

Exercice 4. Soit f : [0,4+o00[— [0, +00[ une fonction qu’on suppose non dérivable et qui vérifie pour tout
x € [0, o0
f@)e!@ = 2

Etudier les variations de la fonction f.

Solution.

Pas de difficulté. On va montrer que la fonction f est strictement croissante en procédant par contra-position. On
se donne z,y € [0, 400 tels que f(z) > f(y). On sait e/(®) > f(¥) par croissance de la fonction exponentielle,
donc f(x)ef(””) > f(x)ef(y) > f(y)ef(y) et puisque f prend des valeurs positives, et ceci entraine que x > y. Donc
on a montré que pour tous z,y > 0, f(x) > f(y) entraine z > y. Donc par par contra-position, on obtient pour
tous z,y € [0, +o0], x < y entraine f(z) < f(y) et ceci équivaut & dire que la fonction f strictement croissante sur
[0, +o00].

Exercice 5 (L'inégalité arithmético-géométrique).
Soient ay, as, ...a, des nombres réels positifs ou n > 1 un entier naturel. Montrer que

a; +ag+...+a,
n

> Yaias...a,

Solution.




On utilisera la fameuse inégalité e* > x + 1 vraie pour tout réel & > 0. On peut aussi écrire e*~! > x pour tout
nombre réel z. Soient M = (a1 + ...+ a,)/n et pour tout k& € {1,...,n} on note My = ay/M. On sait que pour
tout k € {1,2,...,n}, on a eM-=1 > M donc

n

Mi+..4+M,—n _ My—1 _ E _
e = e 2I|Mk—||———>< a
M  Mn
1 k=1 k=1 k=1

Le cbté de gauche de cette inégalité vaut 1 (puisque M;+...4+M,, = n). Finalement, on a montré que M"™ > HZ=1 ak,
ce qui permet de conclure.

Exercice 6. Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a

n i
[k < Y-

n
k=2

Solution.

On considere la suite (F,),>2 définie par son terme général

ﬁ Ink
k=2

F, =

La suite (F},)n,>2 est a valeurs strictement positives. De plus, on a pour tout entier naturel n > 2,

Foy1  Vn+1ln(n+1)
F, n

Une rapide étude de la fonction f(x) = 2lnz — = sur [3, +00[ montre que pour tout > 3, on a 2lnz < z, donc
pour tout entier naturel n > 2, on a In(n + 1) < v/n+ 1/2 et par conséquent F,11/F, < (n+1)/2n < 1. Donc
la suite (Fy,)n>2 est décroissante et en particulier on a F,, < Fy pour tout entier naturel n > 2. Or Fy < 1, donc
F,, < 1 pour tout entier naturel n > 2 et finalement on en déduit 'inégalité souhaitée.

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction dérivable vérifiant pour tout « € R,

If'(@)] < |f(x)]

Montrer que la fonction f est identiquement nulle.

Solution.

Par absurde, supposons qu’il existe g € R tel que f(xg) # 0. Quitte & considérer —f, on peut supposer que
f(a) > 0, la continuité de f assure lexistence d’un réel ¢ > 0 (quitte a considérer la fonction =z — f(—z) tel que
f(e) = 0 et pour tout t € [¢,zp] on a f(x) > 0. L’hypothése de I'exercice permet d’écrire f'(x)/f(x) < 1 pour
tout = €], xg]. On en déduit que la fonction z — In f(z) — x est décroissante sur l'intervalle ¢, zg] (car sa fonction
dérivée est négative). En particulier, on a pour tout z,t €]c, zo] tels que z < ¢t on a In f(t) — ¢ > In f(z) — z, ceci
entraine In f(t) — ¢t > In f(zg) — zg, ce qu’on peut réécrire f(t) > !~ f(xq) pour tout ¢ €]c, zg]. La continuité de
la fonction f en ¢ entraine par un passage a la limite a droite en ¢ que f(c) > e“~®° f(zp) > 0 mais le terme de
gauche vaut 0 par définition du réel ¢, ce qui n’est pas possible. Donc f est la fonction nulle.
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CHAPITRE O

DERIVABILITE, THEOREME DE ROLLE ET ACCROISSEMENTS

FINIS

Exercice 1 (Série harmonique).
Montrer que la série (H,)nen+ de terme général

1
Hn:1+§+...+—

est divergente et déterminer sa limite.

Solution.

On va minorer le terme général de la suite (H,)nen+ par le terme général d’une suite de limite +00. On se fixe
x > 0, on considére la fonction f : ¢ > 0 +— Int. La fonction f est continue sur le segment [z, z + 1] et dérivable
sur |x,x + 1], donc on peut appliquer le théoréme d’accroissements finis sur f, il existe donc ¢ €]z, z + 1] tel que
la différence f(z) — f(z + 1) vaut f'(c) = 1/c mais on sait que 1/c < 1/z (par construction du réel ¢), autrement
dit on a montrer que pour tout > 0, on a In(x + 1) — Inz < 1/z. En particulier, pour tout k € {1,2,...,n} (n
étant un entier naturel non nul fixé), on a 1/k > In(k + 1) — Ink en sommant les inégalités pour k € {1,2;...,n},
on obtient en télescopant H,, > In(n+ 1) —In1 = In(n + 1), et ceci pour tout entier naturel non nul n, puisque le
terme de droite de la derniere inégalité diverge et sa limite vaut 400, il en est de méme pour la suite (Hp,)nens. Ce

qui permet de conclure.

Exercice 2 (Dérivée a droite et croissance).

fi(z) > 0. Montrer que la fonction f est croissante.

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f : I — R une fonction continue sur l'intervalle
[a, b, dérivable & droite en tout point de cet intervalle, on suppose de plus que pour tout x € [a,b[ on a
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Solution.

On montre d’abord le résultat en supposant que f/;(z) > 0 pour tout € [a, b[. On se donne z et y dans I'intervalle
[a, b] tels que 2 < y et montrons que f(z) < f(y). La fonction f est continue sur le segment [z, y], donc son maximum
sur le segment [x,y] existe et il est atteint en ¢ € [z,y]. On veut montrer que ¢ = y pour conclure. Supposons par
absurde que ¢ € [z,y[. On peut trouver une suite (¢,,) & valeurs dans l'intervalle [z, y[ tels que & partir d’un certain
rang on a ¢, > c et la suite (¢,) converge vers ¢ (c’est facile & voir en considérant la suite qui son terme général
égal & ¢+ 1/n a partir d’un certain rang). Mais on sait que

flen) = £(c)

p— — falc) >0

Ce qui contredit le caractére négatif du terme de gauche puisque f(c) = max, 3 f et ¢, > c a partir d'un certain
rang par construction de la suite (c¢,). Finalement on a montré le résultat pour toute fonction dont la fonction
dérivée a droite est a valeurs strictement positives.

Supposons maintenant comme dans l’exercice que la fonction f) peut prendre des valeurs nulles. Pour € > 0, on
considere la fonction g. définie par g.(z) = f(x) + ez, la fonction dérivée a droite de cette fonction existe bien sur
(par opérations) et on a pour tout x € [a,b], g.(x) > 0, donc en vertu de ce qui précéde, on déduit que pour tout
x,y € [a,b] tels que < y on a g.(x) < g.(y), autrement dit on a f(x) < f(y) + e(x — y) et ceci pour tout € > 0.
En faisant tendre € vers 0, on obtient I'inégalité f(z) < f(y). Ce qui fallait démontrer.

2+ On peut obtenir un résultat similaire en supposant que f :Ja,b] — R posséde une dérivée & gauche & valeurs
positives.
»+ La perturbation par e utilisée est une technique classique. On va 'utiliser dans d’autres contextes !

Exercice 3 (Valeur moyenne de Cauchy-Regle de I'Hospital).

1/a/ (Valeur moyenne de Cauchy). Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f,g : [a,b] = R
deux fonctions continues et dérivables sur |a, b tels que g(a) # g(b) et on suppose de plus que pour tout
x €la,b[ on a ¢'(x) # 0. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

f'(c) _ fla) = f(b)
g'(c)  gla) —g(b)

b/ (Regle de I'Hospital) Soient I un intervalle ouvert et f,g : I — R deux fonctions dérivables sur I
et a € I. On suppose que f et g s’annulent en a. Si [ = lim f/(x)/g'(z) existe dans R, montrer que
r—a

lim f(z)/g(z) existe dans R et que cette limite vaut I.
Tr—a
2/ (Application). Calculer les limites suivantes

1 —cosx . x—sinx et —x-1
e Ly =1lim ————, L3 = lim

Ll = lim
z—0 x3 z—0 z4

x—0 1‘2 ’

Solution.

1/a/ Remarquer que pour g = id, on retrouve le théoréme des accroissements finis. Pour la preuve, on proceéde
comme dans la démonstration du théoréme des accroissements finis. En effet, on considére la fonction A : [a,b] — R
définie par

h(z) = f(z)lg(a) — g(b)] — g(x)[f(a) — f(b)]

pour tout z € [a,b]. La fonction h est combinaison linéaire de f et g, donc h est continue sur le segment [a, b] et
dérivable sur I'intervalle ]a, b[, de plus remarquons que h(a) = h(b) (c’est facile & voir), donc d’apres le théoréme de
Rolle, on a l'existence de ¢ €]a, b] vérifiant h'(c) = 0, c’est a dire f'(c)/g'(c) = [f(a) — f(b)]/[g(a) — g(b)] en vertu
du caractere non nul de la fonction g. Ce qui acheve la preuve.
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b/ On applique le résultat précédent en considérant le segment [a,z] € I tel que x > q, il existe donc ¢, € [a, x] tel

que
f@) _ fl@)— fla) _ flca)
- - / (*)
g(x)  g(x)—gla)  ¢'(ca)
Quand zx tend vers a (par valeurs supérieures), ¢, tend aussi vers a. Par conséquent le terme de droite de (*), tend
vers [ quand z tend vers a (par valeurs supérieures), donc il est de méme pour le terme de gauche de (x).

2/ En appliquant la régle de I'Hospital & fi(z) = 1 — cosx et g1(x) = 22, et en utilisant le fait que lir% sinx/x =
xr—r

hH}J fi(x)/g1(z) = 1, on trouve L; = 1/2. De méme pour les deux autres limites on retrouve Ly = 1/6 et L3 = 1/2.
T—

#»+ La regle de I’'Hopistal reste vraie si ’on suppose | = oc.
» Attention ! La régle de I’'Hospital ne donne qu’une condition suffisante. Cependant, il peut exister des cas ou la
limite du rapport f(x)/g(z) existe sans que la limite du rapport f'(x)/g’(x) existe. Prendre par exemple le cas de
2 .
x?sin(1/x)

la limite lim ————=.
x—0 x

Exercice 4 (Deux généralisations du théoréme de Rolle).
1/a/ Soit f : R — R une fonction dérivable, telle que liT f(z) = lim f(z). Montrer qu'’il existe
r—+00

T——00
c € R tel que f'(c) = 0.
b/ (Application) Montrer que toute fonction polyndémiale & coefficients réels de degré impair admet une
racine dans R.
2/ Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f : [a,b] — R. On suppose de plus que f est dérivable
n — 1 (n un entier naturel > 1) fois sur [a, b], sa dérivée (n — 1)-éme continue sur [a,b] et dérivable sur
]a, b[. On suppose de plus que f s’annule en n + 1 points a = ag < a1 < ... < ap—1 < a,, = b. Montrer
qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que £ (c) =0 (™) désigne la fonction dérivée n-eme de f).

Solution.

1/a/ Si lirf f(z)= lim f(z)=1€R,alorsil existe a < 0 tel que f(a) > 1/2 et il existe b > 0 tel que f(b) > 1/2.
r—r 400 xr—r—00
Quitte a considérer —f et —g, on peut supposer [ > 0, on en déduit que f(a) > 1/2 > 0 et f(b) > 1/2 > 0. En
appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires sur les segments [a, 0] et [0, 5] on déduit I'existence de a € [a, 0]
et B € [0,0] tels que f(a) = f(B) = 0. La fonction f étant dérivable sur R (en particulier sur le segment [a, A]), il
existe donc ¢ € [o, f] C R tel que f/(c¢) = 0. On procéde de méme si la limite liIJIrl f(z) est supposée infinie.
Tr—r+00
b/ Soit une fonction polyndmiale a coefficients réels de degré impair. Appelons F' la primitive de la fonction f,
la fonction polynémiale F' de coefficients réels est de degré pair, par conséquent lim f(z) = lir+n flx) = 400,
r—r — 00 Tr—r+00

donc d’apreés le résultat de la question précédente on obtient I'existence de ¢ € R tel que F'(c) = 0, c’est & dire, il
existe ¢ € R tel que f(c) =0, d’olt la conclusion.

2/ Pour tout k € {1,2,...,n}, la fonction f est continue sur le segment [a;_1, ax] et dérivable sur |ak, ax41[, donc
d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢x €]ag, ar11] tel que f'(cx) = 0. Donc, il existe a < ¢ < ca < ... <¢p, <Db
tels que f'(c1) = f'(c2) = ... = f'(cn). En réitérant notre raisonnement sur les f*) pour 2 < k < n (ce qu’on peut

exprimer en utiliser une récurrence bornée), on obtient ainsi I'existence de ¢ € [a, b] tel que f(™)(c) = 0.

Exercice 5. Déterminer la valeur de la limite suivante

lim 22| ex 1 —ex i
T—+00 P x P x+1




Solution.

Soit « > 0 un réel positif. On considére la fonction f :]0, +oo[— R définie par f(¢) = exp(1/t). La fonction f est
dérivable sur [z, z + 1], donc d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, €]z, x + 1] tel que

P (;J —exXp (i) =fla+1) = f(@) = f'(ca) = —% exp (cl)

Ao () oo () e () - (2) o ()

Et ceci pour tout 2 > 0, donc en faisant tendre x vers 400, le terme de droite tend vers 1 (puisque ¢, — +0o -car
¢z > x pour tout x > 0- et ¢ /x — 1 -puisque = < ¢, < z + 1 pour tout = > 0-).

Donc

Exercice 6. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I et a,b et c trois
réels tous différents de I. Montrer qu’il existe d € I tel que

f(a) f(0) flo  _ "4

@tblate |GLcolcra) (-8 | 2

Solution.

La solution proposée est un peu technique ! On consideére la fonction ¢ définie sur I par

p(a) = (x =b)f(a) + (a =) f(b) + (b —a) f(z) - %A(a —b)(b—z)(z - a)

pour tout & € I. La constante A est choisie de maniére que ¢(c) = 0. On peut supposer que a < b < ¢, on applique
le théoréme de Rolle sur [a,b] et [b, ] sur la fonction ¢ (qui est clairement deux fois dérivable sur I), on obtient
lexistence de a €]a, b] et S €]b, [ tel que ¢’ () = ¢’(5) = 0. On applique une seconde fois le théoréme de Rolle sur
[a, 8] sur la fonction ¢’ ( qui est dérivable sur I). On obtient donc lexistence de d € [«, 8] C I tel que ¢”(d) = 0.
Or, on voit facilement que ceci amene au résultat en question.







CHAPITRE [

LOI DE COMPOSITION INTERNE

Un monoide est un ensemble non vide muni d’une lot de composition interne associative et admettant un élément
neutre pour cette loi; par exemple (Z,+) est un monoide et il est de plus commutatif.

Soit (M, %) un monoide, son élément neutre est noté e. On dit qu’un élément r est réqulier d gauche (resp. inversible
d gauche) si pour tous x,y € M, rxx = r*xy entratne x =y (resp. il existe v’ € M tel que ' xr = ¢). On définit
de maniére analogue la régularité o droite et l'inversibilté a droite.

Exercice 1 (Etude d'une loi).
On définit sur ’ensemble des nombres rationnels Q la loi x par

TxY=oT+Yy—xY

pour tous deux nombres rationnels z et y. Etudier la loi .

Solution.

Notons d’abord que que la loi x est interne. La loi de composition interne x est associative. En effet, on se donne
z,y et z dans Q, on a

(xxy)rxz=xxy+z—(zxy)z=z+y—ay— (z+y—ay)z=x+y+z—xy —yz — 20+ ayz

Et de méme, on montre que

rx(yxz)=x+y+z—axy—yz— 20+ 1Yy2
De plus il est clair que la loi x est commutative. La loi x admet un élément neutre qui est zéro puisque la loi * est
commutative et z x 0 = x. Cherchons les éléments symétrisables de Q muni de la loi *. Par analyse-synthese, on se
donne un rationnel x et appelons x’ son symétrique (sous réserve d’existence); puisque la loi * est commutative,
ceci est équivaut & dire que x x 2’ = 0, autrement dit z + 2’ — za’ = 0, i.e. /(1 — ) = x, donc 1 n’est pas

symétrisable (sinon on aura 0 = 1) et on a pour tout = # 1, le symétrique de x est 2’ = 1o Résumons, la loi

x
de composition interne x est associative, commutative, admet un élément neutre 0 et tout nombre rationnel z # 1
admet un symétrique x/(z — 1).
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Exercice 2. Soit A une partie non vide de R. On définit sur E la loi { définie par

T+y+|z—yl

xTy= 5

Montrer que t définit une loi de composition interne sur E et étudier ses propriétés.

Solution.

Remarquons que pour tous deux éléments z et y de A, on a x Ty = max(z,y). En effet, si x > y on obtient xty = x

et si z < y on trouve x Ty = y. Donc t est une loi de composition interne. Etudions les propriétés de la loi f, on a
pour tous z,y,z € A

(x1y)t2 = max(z f y, 2) = max(max(z, y), z) = max(z,y, z) = max(e, max(y, ) = max(z,x ty) =21 (y f 2)

D’ou l'associativité de la loi t. La commutativité de la loi { est facile a voir. Supposons que la loi T admet un élément
neutre e, par conséquent pour tout x € F, max(x,e) = x et ceci équivaut a dire que pour tout x € A, on a x > e.
Cet élément e n’existe pas toujours dans A, prendre par exemple A = R. Il reste a déterminer les éléments de A
réguliers. Supposons qu’un tel élément r existe bien, donc pour tous z,y € Aon a x {r =y tr entraine x = y. En
prenant y = 7 on obtient x T r = r pour tout x € A, c’est a dire que r est I’élément neutre. Résumons, la loi t sur A
est associative, commutative, n’admet pas d’élément symétrique et aucun élément de ’ensemble A n’est régulier.

Exercice 3 (Autour des monoides).
1/a/ Montrer que Z est un monoide commutatif pour la loi % définie par

TxY=r+y—xy

b/ Calculer les puissances de & € Z correspondants & la loi * (on note la puissance zMl =gz, vz
—

n fois
oll n est un entier naturel non nul).
2/a/ Montrer que 'ensemble A = {a?+b%|a,b € N} muni de la multiplication des entiers, est un monoide.
b/ Muni de la multiplication des entiers, 'ensemble B = {a® + b® + ¢?|a, b, c € N} est il un monoide ?

Solution.

1/a/ La loi * est une loi de composition interne. De plus, elle est clairement commutative et on vérifie par un calcul
simple qu’elle est associative. Donc (Z, +) un monoide commutatif.
b/ Premiére méthode. On vérifie facilement que 22 = z xx =22 — 22 =1 — (1 — z)? puis que

Pl =gsal =g 42l gl =g 422 2?2 — 22— =32 -3 +2°=1-(1—-2)®

On constate que pour tout entier naturel n > 1, on a 2l =1 — (1 —z)™. Montrons le résultat par récurrence. Pour
n =1, c’est évident. Supposons le résultat vrai pour le rang n, et explicitons z["*1]. On sait que

et =gl — g gl gl — 1 Q) -2l - —2)" ) =1 - (1 —2)" !

On obtient ainsi le résultat par récurrence.
Seconde méthode. On remarque que pour tous z,y € Z,ona z*xy = 1 — (1 — 2)(1 —y) puis que z xy *x z =

1-(1—-2)(1—y)(1—=z), on obtient ainsi par récurrence que pour tous entiers x1,...,, (p un entier naturel non
nul) que
P
Ty kT k.. xxp=1— H(l—xk)
k=1




En particulier
e =gsrs . vx=1—(1-2)"
n fois
pour tout entier naturel non nul n. D’otu le résultat.
2/a/ L’ensemble A est non vide. En effet 0 = 02 + 02 € A. De plus, la loi x est une loi de composition interne sur
A. En effet, on a

(a® + %) x (2 + d%) = (ac)?® + (bd)? + (ac)* + (bd)* = (ac + bd)* + (ac — bd)?

De plus, la loi * est associative et possédant un élément neutre 1 = 12 + 0%. Finalement, (A, x) est monoide.
b/ La réponse est Non ! On montre que B n’est pas stable par multiplication. En effet 3,5 € B pourtant on vérifie
facilement l'inexistence d’entiers naturels a, b et ¢ dont la somme de leurs carrés vaut 15.

Exercice 4 (Le monoide des applications définies d'un ensemble vers lui méme).

Soient X un ensemble non vide et on note F(X) ’ensemble des applications de X dans lui méme et f un
élément du monoide F(X).

1/ Montrer que f est réguliere a gauche si et seulement si f est injective, si et seulement si f est inversible
a gauche.

2/ Montrer que f est réguliére & droite si et seulement si f est surjective, si et seulement si f est inversible
a droite.

Solution.

1/ Supposons que f est réguliére & gauche et montrons que f est injective. On se donne x,y € X tels que f(z) = f(y).
On définit les deux fonction u et v de F(X) par u(t) = x et v(t) = y pour tout t € X. On a pour tout ¢t € X,

(fou)(t) = f(u(t)) = f(z) = fy) = f(o(t) = (f o v)(?)

Donc, fou = f owv et puisque f est réguliere a gauche, on obtient v = v, autrement dit pour tout ¢t € X on a
u(t) = v(t), c’est a dire = y. D’olt 'injectivité de f. Supposons maintenant que f est injective et montrons que
f est inversible & gauche. Pour tout y € X, I'ensemble f~1({y}) est un singleton ou vide. Donnons nous a € X,
on définit 'application g € F(X) par g(y) =z si f~({y}) =z et g(y) = a si f~1({y}) = @, alors on a pour tout
z € X, (go f)(x) = x, par conséquent go f = 1x. D’autre part, dans tout monoide, I'inversibilté & gauche entraine
la régularité a gauche (c’est facile & voir en multipliant par Uinverse & gauche pour obtenir la régularité).

2/ Supposons que f est réguliere & droite et montrons que f est surjective. On procéde par contraposition en
supposant que f n’est pas surjective, il existe donc y € X tel que y ne soit pas dans l'image f(X) de X par
Papplication f. Fixons deux éléments différents a et b dans X et définissons les fonctions g et h par g(z) = a pour
tout z € A et h(z) =asixz € f(X) et h(z) = b sinon. On a alors (go f)(x) = (ho f)(z) = a pour tout z € X,
donc fo f=ho f pourtant g # f (puisque qu'il existe y € X tel que y ¢ f(X). Supposons maintenant que f est
surjective et montrons que f est inversible & droite. Pour tout élément y de X, I'ensemble f~1({y}) est non vide.
Donc les f~'({y}) pour y € X, forment une partition de X, choisissons dans chaque f~'({y}) un élément z,. On
définit ainsi une application g : X — X qui & y associe z,. Cette application est bien définie et vérifie (fog)(y) =y
pour tout y € X, autrement dit f o g = 1x et ceci équivaut a dire que f est inversible a droite. Finalement, il est
facile de voir que si f est inversible & droite, alors elle est éguliére & droite (résultat restant vrai dans tout monoide).

»+ On peut déduire que f € F(X) est bijective si et seulement si elle est réguliére si et seulement si elle est inversible.

Exercice 5 (Encore les monoides).
On considere un monoide M d’élément neutre e.
1/ Montrer que tout élément inversible & gauche et régulier a droite est inversible.




2/ Donner un exemple d’un monoide contenant un élément inversible & gauche non inversible & droite.
3/ Montrer que dans un monoide si tout élément régulier & gauche ou a droite est inversible.

Solution.

1/ Soit z un élément de E inversible & gauche et régulier a droite. Il existe donc ' € FE tel que 2’z = e. Par
associativité, on obtient (zz')x = x(a’z) = re = = ex. Puisque x est régulier a droite, alors zz’ = e, donc x est
inversible a droite, sachant que par hypothese, x est inversible a gauche, alors = est inversible.

2/ D’apres lexercice précédent, il suffit de choisir un ensemble E infini et f € F(FE) injective (inversible & gauche)
et non surjective (non inversible & droite), par exemple X = N et f(n) = n + 1 pour tout entier naturel n.

3/ C’est un résultat classique! On donne deux méthodes différentes pour résoudre cette question.

Premiere méthode. Supposons que E est fini, et fixons a € E un élément régulier a droite. On considere I'application
g : X — X définie par 9, (x) = za. L’application 9, est bien définie. De plus remarquons que pour z,y € E on a
Yo (z) = 14 (y) entraine za = ya et puisque a est régulier a droite, alors = y et ceci pour tous z,y € E. Autrement
dit, 'application 1 est injective, I’ensemble E étant supposé fini et ¢, part de E vers E, 'application v, est donc
bijective, mais e € F et alors e admet un antécédant par Papplication 1., c’est & dire qu’il existe o’ € E tel que
a’'a = e, et ceci est équivaut a dire que a est inversible & gauche. En conclusion, a est régulier & droite et inversible
a gauche, donc d’apres le résultat de la premiere question, a est inversible.

Seconde méthode. On se fixe a € E, et on considére 'application p : N — E qui & un entier naturel n associe a™ (avec
par convention a” = ¢). L’application p étant bien définie. De plus puisque I'ensemble E est fini, Iapplication p ne
peut étre injective (sinon la suite e, a,a?,...a",... va étre infinie), par conséquent il existe deux entiers naturels n
et m différents qui ont méme image par p, c’est a dire a™ = a™, on peut supposer par exemple que m < n, donc

a"ta = a™ la et puisque a est réguliere A droite, on obtient a®~! = a™~!. Une récurrence (bornée) permet de
montrer que pour tout k € {0,1,...,m} on a a” "% = a™* et en particulier pour k = m; on obtient a" ™ = a° = e,
autrement dit a” ™ 'a = aa” ™! = e, on en déduit que a est inversible et que son inverse est a” ™!, et ceci

acheve la preuve.

» Pour un ensemble fini A, une application f : A — A est injective si et seulement si elle est surjective, si et
seulement si elle est bijective (raison pour laquelle on a choisit X un ensemble infini dans la question 2/).

»+ La seconde méthode de la question 3/ nous donne plus de renseignements sur I'inverse d’un élément a € E, elle
montre que 'inverse d’un élément de E est une puissance de cet élément. En revanche, la premiere méthode utilisée
reste plus générale.

Exercice 6 (Loi définie a partir d'autre loi).
On définit sur un ensemble F non vide une loi de composition interne * associative et on considére un
élément a € E. On définit la loi de composition interne x sur E par

TH Y =T*ka*xy

pour tous x et y de E.

1/ Montrer que la loi * est associative, puis que x est commutative si * est commutative.

2/ On suppose que la loi * commutative et qu’elle admet un élément neutre e (e # a) et que a admet un
symétrique a’ par la loi *.

a/ Montrer que la loi x admet un élément neutre qu’on doit déterminer.

b/ Soit z un élément de E et 2’ est le symétrique de x par la loi x. Montrer que = admet un symétrique
par rapport a la loi x qu’on doit déterminer.

Solution.

1/ Montrons associativité de la loi . Soient z,y et z trois éléments de E. On a

rh(y* z)=axk(yraxz)=wxaxy*xa*xz=(rxxa*xy)xa*xz=(xxy)xaxz=(Txy)*x2

@




Donc, la loi % est associative.
Montrons maintenant que la loi * est commutative en supposant que la loi * est commutative. On se donne deux
éléments = et y dans E. On a alors

TXY=T*kAQ*xY=T*Y*a=Y*xa*xT=Y*xx

Donc, la loi * est commutative.

2/a/ On proceéde par analyse-synthése. On suppose que que la loi x admet un élément neutre ¢, puisque la loi *
est commutative (puisque la loi * est supposée commutative), alors c’est équivaut a dire que pour tout « € E, on a
xxe=ux,cest a dire z*(a*xe) =x*a*e=ux, et ceci pour tout € E, donc a * € est I’élément neutre de *. On en
déduit par unicité de 1’élément neutre d’une loi que a * € = e, puisque a possede un symétrique a’ par rapport a la
loi *, alors € = @’ (par unicité du symétrique). Réciproquement, on vérifie facilement que a’ est ’élément neutre de
la loi x. Donc, * admet un élément neutre qui est le symétrique a’ de a par rapport a la loi *.

b/ Par analyse-synthése. On suppose que I’élément x admet un symétrique =" par rapport a la loi *, puisque la loi x
est commutative (puisque * P'est), c’est équivalent & dire que xxz” = a/, autrement dit z*a 2z = o/, en composant
par 2’ le symétrique de = (par rapport a la loi *) & gauche et & droite, on obtient 7 = 2’ * o’ x 2’. Réciproquement,
on vérifie facilement que que I’élément =’ x a’ * 2’ est le symétrique de x par rapport a la loi *.

Exercice 7. Soit M un monoide commutatif dont la loi est noté multiplicativement. Soient = et y deux
éléments de M, on suppose que xy soit symétrisable. Montrer que x et y sont symétrisables.

Solution.

C’est immédiat en remarquant que

aly(zy) ' =ay(zy) ' =e

ou e désigne 1’élément neutre su monoide M. Donc x est inversible a droite et puisque la loi est commutative, x est
donc inversible. On montre de maniere similaire que y est inversible.







CHAPITRE 8

STRUCTURE DE GROUPE

Exercice 1 (Autour des magmas).
Un magma est un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne.
1/ Soit E = [0,1] et on définit sur 'ensemble E la loi x définie par

THxY=T+Y—2Y

pour tous s et y de E. Montrer que £ muni de la loi x est un magma associatif et commutatif.

2/ (Idempotents). Soit (M, ) un magma. On dit que € M est idempotent si z x = x.

a/ On suppose que tout élément de M est régulier et que * est distributive & elle méme. Montrer que
tout élément de M est idempotent (Une loi % est dite distributive & elle méme si pour tous z,y et z on a
xx(y*z)=(zxy)*x(xxz)et (yxz)*xx = (y*z)*(2xx)).

b/ On suppose que tout élément de M est régulier et que la loi x est associative. Montrer que M admet
au plus un idempotent.

Solution.

1/ La loi * définie sur E est une loi de composition interne. En effet, il suffit de voir que pour tous z,y € E, on a
zxy=x+y—azy=z—(z—1ly=(x-1)1—-y)+1€][0,]]

Donc, muni de la loi x, E = [0, 1] est un magma. De plus, il est clair que la loi x est commutative et on vérifie par
un calcul simple qu’elle est également associative. Finalement, (F,*) est un magma associatif et commutatif.
2/a/ On a pour tout x € M,

zx(xxx)=(zxx)* (T*x)

En simplifiant par « x 2 & gauche (puisque tout élément du magma M est régulier), on obtient x x x = z, d’ou le
résultat.

b/ 1l s’agit de montrer que le magma M ne peut admettre deux idempotents. Donnons nous deux idempotents
et y dans M et montrons qu’ils sont identiques, on sait que 2y = xy = xy?, et en simplifiant par = & gauche et par
y a droite, on obtient x = y, et le résultat découle.
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Exercice 2. On pose G =] — 1, 1], et on pose pour tous = et y éléments de F,

Tty
TOY= 1+ 2y

Montrer que G muni de la loi @ est un groupe commutatif.

Solution.

On commence par vérifier que @ est une loi de composition interne. Il s’agit de montrer que pour tous @y €]—1, 1],
on a d’une part

By 1= T4y 1 rty—1l-wy (z—1)(1—-vy)

142y 1+ 2y 1+ 2y
Le numérateur de cette fraction est clairement négatif, donc le signe de ctte fraction est celui du dénominateur
14 2y qui est strictement positif puisque xy > —1. Donc, pour tous z et y éléments de F, on a z ®y < 1. De méme,
on montre que z *y > —1 pour tous éléments = et y de GG. Donc, & est une loi de composition interne sur G. De
plus, la loi & est commutative (c’est facile & voir). Pour I'associativité, on se fixe x,y et z trois éléments de G, on
a alors

T + yt+z
@y z) = T+ydz _ 14+ yz :x+y+z+xyz
lta(y®z) ., Y12 l4yztay+e
14+ yz

Q

On montre de méme que (z @ y) ® z est égale a la quantité Q. Par conséquent, la loi @ soit étre associative. De
plus, on voit facilement que 0 est ’élément neutre de la loi @. Tout élément = de G est symétrisable de symétrique
—z. En conclusion, (G, @) est un groupe commutatif.

Exercice 3 (Sous groupes usuels d'un groupe G).
Soit G un groupe noté multiplicativement.
1/a/ Soient I un ensemble quelquonque non vide et (G;);cs une famille de sous groupes de G. Montrer
que ﬂ G; est un sous groupe de G.

iel
b/ Une réunion finie de sous groupes de G est elle un sous groupe de G ?
¢/ On appelle suite croissante d’ensembles, une famille d’ensembles (éventuellement vides) (Ep)nen tel
que By CE1C... B, C....
Montrer que la réunion d’une suite croissante de sous groupes de G est un sous groupe de G.
2/a/ (Centraliseur d’un élément). Soit € G, on appelle centraliseur de z dans G l'ensemble C, des
éléments de G qui commutent avec . Montrer que pour tout x € G, C, est un sous groupe de G.
b/ (Centre du groupe G). On appelle centre du groupe G, l’ensemble Z(G) des éléments de G qui
commutent avec tous les éléments de G, autrement dit Z(G) = {x € G |Vy € G, zy = yx}. Montrer que
Z(@G) est un sous groupe de G.

Solution.

1/a/ On utilise la propriété caractéristique des sous groupes. On pose K = N;c;G;, K est un sous groupe de G.
En effet, c’est un ensemble non vide et si x et y sont deux éléments de K, alors pour tout ¢ € I, on a z,y € G; et
puisque les G; sont des sous groupes de G, alors zy~! € G; et ceci pour tout i € I. Donc zy~! € K, puis on déduit
que K est un sous groupe de G.

b/ La réponse est négative. En effet, considérons le groupe (Z/6Z,+), on sait que {0,3} et {0,2,4} sont deux
sous groupes de Z/6Z (c’est facile & vérifier), mais pourtant leur réunion {0,2,4, 3} n’est pas un groupe (puisque
24+3=05).
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¢/ On se donne une suite (G, )nen croissante de sous groupes de G. Il s’agit de montrer que U = UpenG,, est sous
groupe de G. Il est clair que U non vide (puisque @ # Go C U). Soient z et y deux éléments de G, donc il existe
n,m € N tel que z € G,, et y € G,,,. Si n = m, alors puisque G,, est un sous groupe de G, alors zy~! € G, C U,
d’ott U est un sous groupe de G d’apres la propriété caractéristique des sous groupes. Si n # m, on peu par exemple
supposer que n < m, puisque la suite des G; est croissante, alors G,, C G,,,, donc x et y sont deux éléments de G,,,
et puisque G, est un sous groupe de G, alors xy~! € G,,, C U. Donc, U est un sous groupe de G et ceci achéve la
preuve.

2/a/ Soient x € G et u et v deux éléments de C,. Notons d’abord que C, n’est pas vide puisque I’élément neutre
commute avec x. On montre d’abord que C,, est stable par multiplication, on a (uv)x = vz = uzv = zuv = z(uv).
De plus, C,. est stable ar passage a I'inverse. En effet, on a v lz = (z7'u)"! = (uz™!)~! (car si un élément u
commute avec un élément, il commute alors avec son inverse -puisque ux = zu entraine £~ u = uz ™' en multipliant
A droite et & gauche par 2~ 1-), finalement u~'x = xu~!. Résumons, pour tout x € G, C, est une partie de G stable
par multiplication et par passage a l'inverse, C, est donc un sous groupe de G pour tout =z € G.

b/ Clest facile & vérifier, il suffit de montrer que Z(G) # & est stable par multiplication et par passage a 'inverse.

»+ Dans 2/a/, on pourrait montrer la stabilité par passage & l'inverse en remarquant que si u commute avec x,
alors  commute avec u et donc 2~ commute avec u d’aprés la remarque cité.

Exercice 4 (Réunion et produit de sous groupes).

Soit G un groupe noté multiplicativement, H et K deux sous groupes de G.

1/ Donner une condition nécessaire et suffisante pour que H U K soit un sous groupe de G.

2/ Donner une condition nécessaire pour que ’ensemble HK = {zy |z € H,y € K} soit un sous groupe
de G.

Solution.

1/ Une condition suffisante pour que H C K soit un sous groupe de G est H C K ou K C K. Montrons que c’est
une condition nécessaire, par absurde supposons que H U K un groupe et que H ¢ K et K ¢ H. Dong, il existe
deux éléments = et y dans G telsque x € H, x ¢ K,y € K et y ¢ H, sachant que xy € HU K (car z,y € H), alors
zy € H ou zy € K. Supposons par exemple que xy € H, puisque x~! € H, alors y € H et ceci n’est pas possible.
De méme, on montre que zy ¢ K, d’ou absurdité.

2/ L’ensemble HK est un sous groupe de G si et seulement si HK = KH.

Condition nécessaire. On suppose que H K est un sous groupe de G, montrons que HK C KH et KH C HK. Soit
z € HK, donc 2~ € HK. Ecrivons 2! = xyavecr € Hety € K,donc z =y ‘o7t € KH (puisque y ! € K et
x~! € H). Pour I'inclusion réciproque, on se donne z = 2y € KH,avecz € K et y€ H,doncz ' € Kety ' € K
et par conséquent z~! = y~lz™! € HK et puisque HK est un groupe, alors z € HK. Donc KH C HK. D’ou le
résultat.

Condition suffisante. Supposons que HK = K H et montrons que H K est un sous groupe de G. D’abord, H K est non
vide puisque e = ee € HK (e I’élément neutre du groupe de G). De plus, H K est stable par multiplication, en effet on
se donne z; = x1y; et 23 = x2ys deux éléments de HK avec x1,x2 € H et y1,y2 € K. On a 21290 = £1y1x2Yy2, comme
KH = HK alors il existe h € H et k € K tels que y129 = hk, donc 2120 = (x1h)(ky2) € HK. Donc HK est stable
par multiplication. Pour le passage & I'inverse, on a pour tout + € H et y € K, (zvy) ! =y '2~! € KH = HK,
donc HK est stable par passage a I'inverse. Finalement, H K est un sous groupe de G.

Exercice 5 (Groupe des automorphismes intérieurs).

Soit G' un groupe noté multiplicativement. Pour a € G fixé, on note ¢, () = awra™! pour tout = € G.
L’application ¢, est bien définie pour tout a € G.

1/ Montrer que pour tout a € G, g, est un automorphisme de G.

2/ Montrer que que I'ensemble Aut(G) l'ensemble des automorphismes intérieurs de G, muni de la com-
position o est un groupe.

@



Solution.

1/ Soit a € G un élément fixé. L’application ¢, : G — G est injective, en effet pour z et y dans G tel que
0a() = pa(y) on a ara™! = aya™!, et puisque a et a~! sont réguliers, alors = y. Donc, Papplication ¢,
est injective. Cette application est de plus surjective. En effet, pour y € G on a ¢,(a"'ya) = aa lyaa™! = y.
Finalement, on a montré que ¢, est biejective. Montrons maintenant que ’application ¢, est un endomorphisme
de groupe. C’est facile a voir, en effet pour z,y € G, on a

Pa(ry) = azya™" = (aza™")(aya™") = @a(z)@a(y)

Finalement, on a montré que ¢, est un automorphisme de groupe pour tout a € G.
2/ On pose Aut(G) = A. On a idg = ¢, € A, de plus A est stable par la loi o puisque pour tout € G, on a

(190 © 1) (2) = @a(pp(2)) = apy(x)a™ = abub™'a™" = abx(ab) ™" = pap(2)

Donc ¢, 0 @5 = wap € A. De plus, on voit que ¢, -1 09, = @q 0 pa-1 = @, = idg. Donc, A est stable par passage a
Iinverse, par suite A = Aut(G) est un groupe pour la composition.

Exercice 6. Soit G un groupe noté multiplicativement et on note e son élément neutre. On suppose de plus
que G est fini de cardinal un nombre pair. Montrer qu’il existe un élément x # e tel que 2= = x.

Solution.

On met en paires les z et 71, Pour z € G, on pose I, = {z,771}. On remarque que les (I,),cc forment une
partition de G (il est facile de voir que les I, # @ et que I, NI, = @ si x # y et que la réunion des I, vaut G). Donc
2 oveG, el lel + 1 est pair ([I,[ désigne le cardinal de I'ensemble 1), alors >°, ¢ . [l] est impair et puisqu’une
somme impaire de nombre impaire ne peut étre paire, alors il existe = € G, tel que [, soit réduit a un élément, i.e.
z =z~ !. Ce qu’il fallait prouver.

Exercice 7. Soit (G,#*) un groupe fini. On considére un morphisme non constant f : (G,*) — (¥, x).
Déterminer la somme des valeurs prises par f sur G.

Solution.

Puisque f(e) =1 (ou e désigne 1’élément neutre de G) et que f n’est pas constante, alors il existe g € G tel que
flg) # 1 (g est différent de e bien siir). L’application 2 € G — gz € G est injective (puisque g est régulier), le
groupe G étant fini, I’application ainsi définie est une bijection. Donc

S @)=Y flgx) =D flo)f(@) = f9) > f(z)

zeG zeG zeG zeG

Alors ) f(x) = 0 (puisque f(a) # 1). Ce qui permet de conclure.

Exercice 8. Soit G un groupe noté multiplicativement et H et K deux sous groupes de G. On suppose
qu’il existe deux éléments z,y € G tels que xH = yK. Montrer que H = K.
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Solution.

Pour montrer que H = K, il suffit de montrer que H C K (on montre similairement que K H puisque x et y sont
arbitraires). On sait que y '2H = K, donc y 'z = (y'z)e € y~laH = K (e étant I’élément neutre du groupe
Q). Soit h € H, on sait que y~'zh € y~'rH = K, donc il existe k € K tel que y~'xh = k, donc h = 27 'yk € K

(puisque k € K et 271y = (y~12)~! € K), et ceci pour tout h € K. Donc H C K. Ce qu'il fallait démontrer.

Exercice 9. Soit G un groupe noté multiplicativement. Sur G, on définit la loi x par z x y = yx. Montrer
que (G, *) est un groupe isomorphe au groupe (G, x).

Solution.

Tout d’abord, il est clair x une loi de composition interne sur G. On définit application ¢ par z € G — ¢(z) =
x~! € G. L’application ¢ est bien définie, elle est clairement bijective (puisque tout élément d'un groupe admet un
unique inverse), de plus pour tout =,y € G on a

Pz xy) = d(yx) = (yx) " =2y~ = ¢(x)o(y)

Donc, les groupes (G, *) et (G, x) sont isomorphes.

Exercice 10. Soit G un groupe noté multiplicativement, son élément neutre est noté e. Soient a et b deux
éléments de G vérifiant a? = b*> = (ba)? = e. Montrer que a et b commutent (c’est a dire ab = ba).

Solution.

C’est immédiat. En effet, il suffit de remarquer que a=! = a et b= = b et que (ba)~! = ba. Donc

ab=a"'v"!' = (ba)™! = ba

Exercice 11. Soit G un groupe fini commutatif de cardinal n noté multiplicativement, son élément neutre
est noté e. Montrer que pour tout élément g dans G, on a g" = 1.

Solution.

On fixe un élément g de G. L’application € G — gx € G est bijective (puisqu’elle est clairement injective et G

est fini), donc
M- Moo I

zeG zeG zeG

Puisqu’on est dans un groupe, alors g" = e (en simplifiant par [ ., x). Dol le résultat.

2+ Ce résultat est un cas particulier du théoreme de Lagrange. Le théoreme de Lagrange est prouvée dans le sujet
d’étude (x).




Exercice 12 (Sous groupes additifs de Z).
Montrer que les sous groupes de (Z, +) sont de la forme nZ ot n un entier naturel.

Solution.

11 est clair que les nZ (n € N) sont des sous groupes de Z. Réciproquement soit I un sous groupe de Z, si I est
réduit & 1’élément neutre 0, c’est fini (puisque {0} = 0Z). Sinon, I posséde un élément entier naturel. En effet, T
contient un élément non nul a, si a € N* ¢’est fini, sinon on aura a € Z; et alors —a convient (puisque I est stable
par passage a 'inverse -la loi est additive-). Notons I' = I N N*| cet ensemble est une partie de N* non vide, donc
elle admet un plus petit élément qu’on notera n. On va montrer par la suite I = nZ, l'inclusion nZ C I est facile
a voir (puisque 0,n € I et que I est stable par addition et par passage a l'opposé). Pour I'inclusion réciproque, on
se donne un élément a € I, et soit a = gn + r la division euclidienne. Or r = a — gn € I (puisque a,qn € I) avec
0<r<n-—1.Sir >0, r sera le plus petit élément de I' et ceci contredit le caractére minimal de n. Donc r = 0
puis a = gn € nZ et ceci pour tout a € I, donc I C nZ. Finalement, I = nZ, d’ou le résultat.

»+ C’est un résultat trés utile qui permet de caractériser des sous groupes de Z. Un résultat similaire permettant
de caractériser les sous groupes additifs de R est démontré dans le probléme ().




CHAPITRE 9

STRUCTURE D’ANNEAU, CORPS

Cette partie d’exercices est adaptée au programme de la terminale, cependant on invite le lecteur curieux d lire le
chapitre “compléments sur les anneaux et les idéaux” et la partie des problemes concernant les structures algébriques.

On se donne deur anneaux unitaires A et B, un morphisme d’anneaux f : A — B est une application vérifiant
fla+0b) = f(a)+ f(b) et f(ab) = f(a)f(b) pour tout a,b € A et en plus f(14) = 1. Un isomorphisme d’anneaux
est un morphisme d’anneauz bijectif, et comme pour les groupes un isomorphisme défini d’un anneau vers lui méme
est dit automorphisme.

Un sous anneau A" d’un anneau (A, +, X) est un anneau contenu dans A, on peut caractériser les sous anneauz A’
de A par le fait qu’elles soient des sous groupes de (A, +) et qu’il soit stable par multiplication.

Exercice 1. Pour w > 0 un nombre réel, on note Z[/w] = {a+by/w|a,b € Z} et Q[v/w] = {a+by/w|a,b €
Q).

1/a/ Montrer que (Z[v/2], +, ) est un anneau commutatif unitaire.

b/ Déterminer U(Z[v/2]) ('ensemble des éléments inversibles de Z[v/2]).

2/ Soit a un entier naturel tel que v/a ¢ Q. Démontrer que (Q[y/al, +, X) est un corps.

3/ Soit w un nombre complexe. Donner une condition nécessaire et suffisante sur w pour que ’ensemble
{a+bw|a,b € Z} soit un sous anneau de C.

Solution.

1/a/ Notons que Z[+/2] est non vide. On montre que Z[v/2] est sous anneau de R, on se donne a+ bv/2,a’ +b'\/2 €
Z[V2]. On a
(a+bv2) = (d +0'V2) = (a —d') + (b = V)V2 € Z[V2]

Donc (Z[v/2],+) est un sous groupe de (R, +). De plus, Z[v/2] est stable par multiplication, puisque
(a+0V2)(d +b'V2) = ad’ + 2bb' + (ab' + a'b)V2 € Z[V2]

Donc Z[v/2] est un sous anneau de R, en particulier c’est un anneau.

b/ Pour = = a + by/2 € Z[/2], on pose N(z) = a? — 2b>. On vérifie que pour tous z,y € Z[v/2] on a N(zy) =
N(z)N(y). Soit © = a + by/2 un élément inversible, notons z’ son inverse on sait que N(z)N(z') = N(1) = 1 mais
N(z) et N(z') sont des entiers. Par conséquent, |[N(z)| = 1; c’est & dire a? — 2b®> = £1, réciproquement on voit
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facilement que si N(z) = 41, alors x = a + by/2 est inversible d’inverse +(a — bv/2).

2/ 11 suffit de vérifier que I'ensemble en question un sous anneau de R, et qu’il est stable par passage & I'inverse
(pour la loi multiplicative) ; on dit que Q[v/d] est un sous corps de R.

3/ Notons d’abord que l’ensemble A, = {a+bw|a,b € Z} est un sous groupe de (,+). De plus 1 € A,,. On montre
facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour que A, soit un sous anneau de C est qu’il existe ¢,d € Z
tels que w? = aw + b (car si on muliplie deux éléments de A, une condition nécessaire et suffisante est w? € A,).

Exercice 2. Montrer qu’un anneau fini integre est nécessairement un corps.

Solution.

1l s’agit de montrer que tout élément a € A* est inversible. On se fixe un élément a € A*, considérons I'application
P, :x € A ax € A. L’application v, est bien définie. De plus, ¥, est injective, puisque pour tous x,y € A,
Ya() = 1q(y) entraine ax = ay, entraine a(z — y) = 0 et puisque 'anneau A est intégre, on déduit que x —y =0
(puisque a # 0), ce qui se réecrit © = y. Donc 1), est injective, puisque A est fini, ¢, est donc bijective, puisque
14 € A, alors il existe a’ € A tel que aa’ = 14 (on dit que a est inversible & droite) et de méme on montre 1’existence
de a” € A tel que a”a = 14 (en considérant lapplication = — xa). Donc, a est inversible (puisque les inverses a
gauche et a droite coincident dans le monoide (A, x). D’ou le résultat.

» On peut résoudre cet exercice en utilisant la méthode décrite dans la seconde méthode de la solution de la
question 3/ de exercice 5 page 44.

Exercice 3 (Un morphisme de corps est toujours injectif).
Soit K et L. deux corps, et f : K — L un morphisme d’anneaux. Montrer que f est une application
injective.

Solution.

Soit f : K — L un morphisme de corps. On se fixe x € K*, x est bien sur inversible, donc il en est de méme pour
f(x) (puisque f(z)f(z™!) = f(lx) = 1L = f(z~ 1) f(x)). Soient z et y, deux éléments de K, tels que f(z) = f(y),
ceci entraine f(z —y) = 0, d’aprés ce qui précede on déduit que x —y = Ok (sinon = — y sera inversible et donc son
image le serait également d’aprés ce qui précéde). Donc 2 = y, finalement on a montré que f est injective.




cHAPITRE 10

CALCUL INTEGRAL DES FONCTIONS CONTINUES

Cette partie d’exercices est adaptée au programme de la terminale, cependant on invite le lecteur curieux d lire
les chapitre ”Intégration sur un segment” et ”Intégration sur un intervalle quelconque” et la partie des problémes

concernant l’intégration.

c/Kz/ (cos® t+sin®t) dt
0

Exercice 1. Déterminer les valeurs des intégrales suivantes

T sin(2t) b/J:/ sint
o cost—+sint

2
F=f S0
a/ /0 1+ 2sint

Solution.
. S e s o , T cost .
a/ On considére I’ I'intégrale définie par I’ = ———— dt, on sait que
o l+2sin
5 sin(2t 5 t % sin(2t t % 2sintcost t H z
I—|—I':/ sin( ) dt+/ cost dt:/ sin( )—l—'cos dt:/ sin t cos .—i- cos dt:/ costdt = [sint]F = 1
o 1-+2sint o 1-+2sint 0 1+ 2sint 0 14 2sint 0
D’autre part
2 cost 1 [2 2cost 1 k4
I'= —dt = ———dt = —[In(1 4+ 2sint)]§ =In3
/0 1+ 2sint 2/0 1+ 2sint [In(1+2sint)]g =1n
Par conséquent I =1 —1'=1—1n(3)/2.
% t
b/ On pose J' = / — %% 4t, on a clairement J + J' = m/4. De plus, on a
cost +sint
[In(cost + sint)]§ = In(V2) = In(2)/2

T cost —sint
gy [T,
o cost-+sint

Par conséquent, on a J = 7/8 —In(2)/4.
¢/ On remarque que pour tout nombre réel z, on a
(1-2P?+(1+2)*=2+6x
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Donc,

K = /Oﬂ(cosﬁtJrsinGt) dt = /07r KHCQOS(%)>3+ (1_0208(%))3} dt = é/oﬂ(2+60052(2t))dt

§/’T 1—|—c0s(4t)d 5 3 5m
4 Jo

+ t= 5+ elsin(ls = =

il
4 2 8 16

Donc K = 57/8.

Exercice 2.
1/ Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer que

/abf(t)dt:Lbf(a+b—t)dt

2/ (Application). Calculer les intégrales suivantes.

1 3 ) T
I:/ (V1—1t3—/1+t3)dt, J:/ (Vsint—+/cost)dt, K:/ tsintdt
—1 a0 0

6

Solution.

1/ Un simple changement de variable uw = a + b — t permet d’écrire

/abf(t)dt:/ba—f(a—i—b—u)duz—/baf(a+b—u)du:/abf(cH—b—t)dt

D’ott le résultat.
2/ Pour l'intégrale I, on sait d’aprés la question précédente

Iz/l(\/l—t3—\/1+t3)dt:—/1(\/1+t3_\/1_t3)dt:_I

puisque la fonction f; : ¢ € [-1,1] = V1 — 3 — /1 4+ t3 est continue sur [—1, 1] et que pour tout ¢t € [-1,1], on a
fi(=1+1—1t)=—f1(t), donc 2I = 0 et par conséquent on obtient I = 0.
Pour l'intégrale J, on sait que la fonction fo : t € [7/6,7/3] — tsint est continue et en plus elle vérifie

2 (g s t) — Lol /2— 1) = — )

pour tout ¢ € [w/6,7/3]. Donc d’aprés la question précédente on en déduit que J = —J, d’ott 'intégrale J est nulle.
Pour l'intégrale K, on a d’apres la question précédente

Kz/ tsintdt:/ (ﬂ—t)sin(ﬂ'—t)dt:/ Wsintdt—/ tsintdt
0 0 0 0

On en déduit que
2K = / msintdt = 7r/ sint dt = w[— cost]f = 27
0 0

D’ott la valeur de l'intégrale K vaut .




Exercice 3.
1/ En utilisant le changement de variable t = z + v/1 + 22, déterminer la valeur de I'intégrale suivante

1
I= | ——d
/0 V1422 *

2/ En déduire le calcul de l'intégrale suivante

1
:/ V14 22dx
0

Solution.

1/ Utilisons I'indication, le changement de variable t = x 4+ v/1 + 22 fournit

T
dt=(14+ —— | dz
( V14 :E2>
et alors on obtient
de _ dx
t V1+ 22

Donc

LS| V2 gy /3
I = ——dx = —dx =In(1+ V2
/0 V1 + 22 /1 3 ( )

2/ En utilisant une intégration par partie, on obtient

/ V1+a22de = [z 1—1—1‘2 /

Donc

\/5—[/01\/1—|——x2d$— r=V2—-J+I

1
1
- -4
Vita? ] /0 V1+2?

J:

V2+1 _ In(1+v2)+V2
2

2

»+ Le changement de variable de la question 1/ parait étrange, l'origine de ce changement de variable provient des
fonctions hyperboliques réciproques.

Exercice 4. Montrer que

1 19!
D:q:
I Z/tpl—tth:
GEI G (p+q+1)!

pour tous p et ¢ entiers naturels.

Solution.

Soient (p, q) un couple d’entiers naturels. On sait que

1 1 1
1
P+ —t)'dt = —— [t”“(l - t)‘I] +L1/ 1 — )t dt =
0

I = —— —1I _
Pyq p+1/o P+ o D+ p+1l,q—1

+1




Maintenant, en fixant p et en regardant les I, , (pour ¢ parcourant I’ensemble des entiers naturels) comme les termes
d’une suite en ¢. On a

¢ gx(qg—1) q!

Ly = = Ipiogo=...= I
PO g 1PN T (1) x (pt 2) PRR? (p+1)x...x(p+gq) 7H°

Or, on a

1 e+l 71 1

Ip+q0:/ twdt:[ ] =
’ 0 p+qg+1l], p+gqg+l
On en déduit que
q! plg!

I
PO p+1)x...x(p+qg+1) (p+g+1)

D’ou le résultat.

» On peut déterminer I'expression explicite de l'intégrale I, , en développant (1 —¢)? et en utilisant la linéarité du
signe intégrale.

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction continue périodique de période 7' > 0. Montrer que pour tout réel

a et pour entier relatif n, on a
a+nT a+T
/ f(x)dx:n/ f(z)dx
a a

Solution.

Premiére méthode. Ecrivons en utilisant la relation de Chasles

/aHan(x)dx/anrTf(x)der/aﬁsz(x) d:c+/a+3T f(@) dx+...+/a+nT f(z)dz (%)

+T a+2T a+(n—1)T
Montrons que pour tout k& € {0,1,...,n— 1}, on a
a+(k+1)T a+T
/ f@rde= [ fo)ds
a+kT a
Iy
Autrement dit la suite de terme général ), est constante, or on a pour tout k € {0,1,...,n — 1} d’apres la relation
de Chasles,
a+(k+1)T a a+T a+(k+1)T
o= [ f@do= [ fadet [ fades [ f(w) da
a+kT a+kT a a+T

I

Evaluons lintégrale I, en utilisant un changement de variable u = 2 — T et la T-périodicité de la fonction f nous

garantit la chose suivante,
a+(k+1)T a+kT
I:/ f(z)dx :/ f(z)dz
a+T a

Ik—/aa f(x)der/aa+Tf(:c)dx+/aa+ka(x)dx—/aHTf(x)dx

+kT

Donc

Revenons & l’expression (%), on a alors

a+nT a+T
/ f(x)dxz[o—i—ll—l—...—i—ln,l:nlozn/ f(z)dx
a a

Seconde méthode. Soit p la fonction de variable définie pour tout réel a par

ota) = [ T @ n / " ) ar
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Il s’agit de montrer que ¢ est constamment nulle. La fonction ¢ est dérivable sur R et on a
¢'(a) = fa+nT) - f(a) = n(f(a+T) - f(a)) =0

Donc, ¢ est une fonction constante et par conséquent, pour tout réel a on a ¢(a) = p(0) = 0 (résultat facile & voir
en utilisant un changement de variable et la T-périodicité de f). Ceci achéve la preuve.

Exercice 7.
1/ Soit f : [a,b] — R (ol @ < b sont des réels) une fonction continue positive non nulle.Montrer que

/abf(:c)dx>0

2/ Soit g : [a,b] =& R (ot @ < b sont des réels) une fonction numérique continue. Montrer qu’on a
I'implication suivante

b
/gQ(x)dx:0:>g:O

Solution.

1/ La non-nullité de la fonction f et son signe positif sur le segment [a, b] nous assure l'existence d'un zy € [a, b]
tel que f(xo) > 0. La fonction f étant continue en x(, on a alors

(Ve > 0)(Fn > 0)(Va € [0 —n,z0 + 1)), [f(x) = flzo)| < e

Réécrivons cette proposition pour ¢y = f(xg)/2, on déduit que qu’il existe un segment non réduit & un singleton
[a, B] (pour @ = xg — n et B = xo + 1) sur lequel pour tout z € [, 8] on a —ep + f(x0) < f(x) < f(x0) + €. Donc,
sur [a, 8] on a f > f(x0)/2 = f(xo) — €. En intégrant sur le segment [«, 5] on trouve

/ f>flxo)(f—a)/2>0
[, 8]

Mais on a
/ f = / f+ / fef fso
[a,b] [a,0] [0,6] [8.4]
—— —\— ——
>0 >0 >0

D’otu le résultat.

2/ Procédons par I’absurde en supposant que g n’est pas constamment nulle, il résulte que g2 n’est pas constamment
nulle, cette fonction est de plus continue et de signe positif sur le segment [a, b]. Donc d’apres la question précédente,
on déduit que

b
/ g*(z)dz >0

Et ceci n’est pas possible par hypothése. Donc g est constamment nulle.

»+ Le résultat de la question 1/ montre que si l'intégrale sur un segment d’une fonction continue positive est nulle,
alors la fonction intégrée est identiquement nulle.

Exercice 7. Déterminer la limite de la suite (U,)n,>0 de terme général défini par

. 14+24+3%+...4+n”
- na-i—l

Un

ou « > 0 un nombre réel donné.




Solution.

On consideére la fonction f : [0,1] — R définie par f(z) = x pour tout z € [0,1]. Notons que la fonction f est
continue. D’autre part, on remarque que

14294394+ ... +n® 1 [k ! ! goti ! 1
U, = = - — | = dz = Ydx = =
natl nng<n> /0 fx)de /0 e a+l], l+a

En utilisant les sommes de Riemann.

»+ ]| existe un théoréme plus général concernant les sommes de Riemann et les sommes de Darboux.

Exercice 9. Déterminer la limite de la suite (V,,)n>0 de terme général défini par

Solution.

On peut pas utiliser des sommes de Riemann directement, pour s’en sortir on va faire une petite rectification, on

écrit
k. kn ko ( km n+1\*[ 1 k. k
‘@—g;;ﬁm<z:7>—§:;ﬁm(n+1)—( " )[n+1xg;n+1$“<n+ﬂ0]

k=1 1

W
Or, pour n > 2 on a
1 Kk (k ! 1
Who1=— X g —gin [ —7 —>/ sin(rz) doe = —
n n n 0 ™
k=0
Donc la suite (V;,),>1 converge et sa limite vaut 1/7.

Exercice 10. Soit f : [0, 7] — R une fonction continue vérifiant

/0 " sin(t) f(t)dt = 0

Montrer qu'’il existe un nombre réel « € [0, 7] telle que f(a) = 0.

Solution.

C’est facile & voir, considérons la fonction ¢ : [0,1] — R définie par

ww=éﬁmm@m

pour tout z € [0, 1]. On sait que ¢(0) = 0 et par hypothése, on a ¢(r) = 0, en plus la fonction ¢ est dérivable sur [0, 7],
donc le théoréme de Rolle s’applique et permet de garantir I'existence de a €]0, 7 tel que ¢’ () = sin(a) f(a) = 0,
mais la fonction sinus ne s’annule pas sur U'intervalle ]0, 7r[, donc f(a) = 0, ce qui permet de conclure.




- 7 . . o . 3
Exercice 11. Déterminer une primitive sur R de la fonction f : z — z°e®

Solution.

On note / f une primitive de la fonction f. On écrit

/f:/x5ez3dx:/m3xme dx—[g’?} /x‘r’ez dx—[ ] /fd:z:

3
3ez

Donc les primitives de la fonction f sont les fonctions x +— 4+ X ou A est une constante réelle.

Exercice 12. Montrer que pour tout réel x > 0, on a

n

exp(x Z :]Z—

pour tout entier naturel n.

Solution.

On montre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0, on a bien évidemment exp(xz) > 1 pour tout = > 0.
Supposons le résultat pour le rang n — 1, on a alors pour tout ¢ > 0,

exp(t) >

tﬂl

=

La positivité de 'intégrale, permet d’écrire pour un réel = > 0

zn—l1 k n k
exp()—l—/oexp dt>/ —dt Z/ —d—z%
k=1

Et ceci achéve la récurrence.

»+ On peut montrer que pour tout réel x, on a exp(z) = Zf;o x™/nl; résultat qu'on peut démontrer par exemple
en utilisant I'inégalité de Taylor.




cHAPITRE 11

MATRICES

Cette partie d’exercices traite le cas général des matrices a coefficients complexes de taille n x m oun et m deux
entiers naturels non nuls, en particulier les matrices d’ordre n ot n un entier naturel non nul. Avant de de lancer
dans les exercices, on invite le lecteur a lire les généralités données au début de ce chapitre d’exercices.

Soient (n,m) un couple d’entiers naturels non nuls. Une matrice M de taille n X m d coefficients dans un corps K
est la donnée d’une suite finie (Mg ;) jye[,n)]x[[1,m]] doublement indexée ou les m; j sont des éléments du corps K.
Lorsque n et m sont égauz, la matrice M est dite matrice carrée d’ordre n. On définit le produit de deux matrices
M = (ai ;) et N = (b; ;) de tailles respectifs n x m et m x| par M x N = L(¢; ;) ot L est la matrice de taille n x

avec
n
Cij = D @ikbi
k=1

La matrice L = (c; ;) est obtenue en multipliant la i-éme ligne de la matrice M par la j-éme colonne de la matrice
N. Muni de cette loi, le triplet (M, n(K),+,.) est un anneau unitaire dont l’élément unité est la matrice I, ot
I, = diag(1k,...,1g). L’ensemble GL,(K) est l’ensemble des matrices d’ordre n qui sont inversibles, muni de la
multiplication matricielle, cet ensemble est un groupe appelé le groupe linéaire d’ordre n.

Soit A = (a; ;) une matrice de taille n x m, la transposée de la matrice A est la matrice notée AT de taille m x n
obtenue en transposant les lignes et les colonnes de la matrice A, c’est la matrice (a; ;) ou pour tout couple (i, ),
on a a;,j = a;;. Une matrice est dite symétrique si elle est égale d sa transposée, et est dite antisymétrique si elle
est égale a l'opposée de sa matrice transposée.

Exercice 1. Soit M € M3(R) la matrice carrée définie par

2 1 0
M=|-3 -1 1
1 0 -1

Calculer M3, puis déduire que la matrice I — M est inversible et déterminer son inverse.
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Solution.

On commence par déterminer la valeur de M?, on a

2 1 0 2 1 0 1 1 1
M?*=| -3 -1 1 x| -3 -11]=|-2 -2 -2
1 0 -1 1 0 -1 1 1 1
Puis, on a
1 1 1 2 1 0 000
M3=M?*xM=|-2 -2 —-2]x|-3-11]|=[000
1 1 1 1 0 -1 000

Ensuite, on a

(I-MYI+M+M)=I+M+M)I-M)=1-M>=1
Donc, la matrice I — M est inversible d’inverse

2 1 0 11 1 4 2 1
+-3 -1 1 ]+[-2-—2-=2]=[-5 -2 -1

10
I+M+M?*=1{01
00 1 0 -1 1 1 1 2 1 1

_ = O

Exercice 2. Pour un réel 6, on note
A= cosf —sinf
= \sinf cosh

Déterminer les puissances de Ay (les Aj pour n un entier relatif).

Solution.

Soient 0 et 6’ deux nombres réels. On a

cosf —sind cost)f —sinf\  [cosf x cos® —sinf x sinf’ —cosfsinfd —sinfcos’
o sin @ cos 8’ 4 cos 0 sin 6’ —sin@sin @ + cos 6 cos ¢’

AGXA@/:(

sinf cos@ sin@ cos®’

cos(f+6') —sin(d+6)
= ; / / - A9+9’
sin(0 +60') cos(6 +6¢)
Une récurrence immédiate permet de voir que pour tout entier naturel n, on a A} = A,y. Soit n un entier relatif
négatif, on remarque que
I= AO = An@—n@ = An@ XA _pgAn = Ag_n X An@

—n

I résulte que Af = (Ae )71 = Ay,g. On en déduit que pour tout entier relatif n, on a Ay = A,4.




Exercice 3. Soit M € M,(R) ol p > 1 définie par
0 0 0 1
0 1 0
M =
110 0
10 L..0. . 0
Calculer M™ pour un entier relatif n.
Solution.
Une multiplication matricielle permet de voir que
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 10 0o 1 0 1 0 0
M? = X = =1
01 0 0 01 0 0 00 0 10
10 ... .. 0 10 ... ... 0 00 ... 1

Donc pour un entier impair n, on a A™ = A et pour un entier pair n, on a A" = I.

Exercice 4. Pour A € M,,(K) ot K =R ou C, on note o(A4) la somme de tous les termes de A. Soit J la
matrice définie par

la matrice dont tous les termes sont égals a 1.
Montrer que J X A X J = a(A)J.

Solution.

On note AJ la matrice (b; ;), (c; ;) la matrice JAJ. On sait que pour tous 4,7 € {1,2,...,n}onab;; = > ;_; @i,
et alors pour tous 4,5 € {1,2,...,n} on a

Ci’j = Zbk’i = ZZka = O‘(A)
k=1

k=1j=1

Donc JAJ = (¢; ;) est la matrice dont tous les termes valent o(A), c’est donc la matrice o(A4)J.
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Exercice 5.

1/ On suppose que A, B € M,,(C) deux matrices qui commutent et que A est inversible. Montrer que les
matrices A~! et B commutent.

2/ On rappelle qu'une matrice M d’ordre n est dite nilpotente si MP? s’annule pour un certain entier
naturel p. Soient A, B € M,,(C) deux matrices tels que B nilpotente et commute avec A. Montrer que A
et A + B sont simultanément inversibles.

Solution.

1/ Ecrivons
AT'B=A"Y(BAA' =AY (AB)A™ = BA™!

Donc, A~ et B commutent.
2/ Notons que si une matrice N est nilpotente, alors la matrice I — N est inversible. En effet, soit p un entier
naturel tel que NP = 0, alors on a

(I-N)YI+N+N*+. . .+ NP Y =T+N+N+...+ NP HYI-N)=I-NP =1

On va utiliser ce résultat par la suite, puisque la matrice B est nilpotente, il en est de méme pour la matrice
—BA™!, donc la matrice I+ BA~! est inversible, mais observons que A+ B est produit de deux matrices inversibles
I+ BA~!et A, c’est donc une matrice inversible. Supposons maintenant que la matrice A + B est inversible, il est
facile de voir que la matrice A = (A + B) + (—B) est inversible puisque la matrice —B est nilpotente.

» Dans tout anneau A, si élément a € A est nilpotent, alors 1 — a est inversible. Il en résulte que si 1 — a est
nilpotent, alors a = 1 — (1 — a) est inversible.




CHAPITRE 12

GENERALITES SUR LES ESPACES VECTORIELS

Cette partie d’exercices concernent les espaces vectoriels. Les notions abordées sont adaptées au programme de
la terminale : structure d’espace vectoriel, sous-espace vectoriel, familles génératrices, familles libres, bases et la
définition de la dimension.

Soit K un corps quelconque. Un K-espace vectoriel E est un espace vectoriel dont l’ensemble des scalaires est le
corps K, par exemple Q,R et C, dans le cas ou K =R, on dit que E est un espace vectoriel réel.

Exercice 1. Soit F I’ensemble des fonctions numériques f définies par f(x) = ax+b|z| o a,b € R. Montrer
que (F,+, x) est un espace vectoriel réels puis déterminer sa dimension.

Solution.

On peut montrer que F est un espace vectoriel, en vérifiant les axiomes d’un espace vectoriel, mais nous allons
montrer que F est sous espace vectoriel réel de lespace vectoriel F(R,R). D’abord, F C F(R,— R) est non vide
puisqu’il contient la fonction identiquement nulle. Maintenant, soient A, u deux nombres réels et fi, fo deux éléments
de F. Il existe a1, by, as,bs € R tels que f1(x) = a1z + by|z| et fo(x) = asx + ba|x| pour tout réel . On a pour tout
z € R,

M1+ pfo)(x) = Ma(z) + pfa(z) = Aarx + Aby|x| + page + pbe|x| = (Aay + pag) © + (Aby + pube) || = ax + bx|

a b

Donc, Af1 + ufe € F, c’est-a-dire F est stable par toute combinaison linéaire, c’est donc un sous-espace vectoriel
de F(R,R). La famille (f,g) ou f(z) = x et g(x) = |x| pour tout x € R est une famille d’éléments de F qui est
génératrice (par définition de F) et qui est libre. En effet, soient A, u deux nombres réels tels que Af + pg = 0. On
a alors, Az + p|z| = 0 pour tout réel xz. En particulier, pour = —1, on obtient A = p et pour z = 1, on trouve
A+ p =0, donc A = = 0. Finalement, (F,+, x) est un espace vectoriel réel de dimension 2.
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Exercice 2 (Complexité d'un espace vectoriel).
Soit E un espace vectoriel réel. On munit £ x F de 'addition usuelle

(,9) + (@', y) = (@ + 2",y +¢)
et de la multiplication externe par des complexes définie par
(a +ib).(z,y) = (a.x — by,ay + b.x)

Muni de ces lois, montrer que E X FE est C-espace vectoriel.

Solution.

11 est aisé de voir que (E x E,+) est un groupe commutatif. De plus, on peut vérifier facilement que les axiomes
d’un espace vectoriel sur C sont vérifiés pour F x F.

Exercice 3. Montrer que ’ensemble des fonctions numériques périodiques est un sous-espace vectoriel de
F =F(R,R).

Solution.

Soit P I'’ensemble des fonctions numériques périodiques. L’ensemble P C F est bien sur non vide, de plus il est stable
par toute combinaison linéaire. En effet, soient f, g deux fonctions numériques périodiques et A, deux nombres
réels, la fonction numérique Af + g est une fonction numérique périodique qui admet T7T” comme période ou T et
T’ sont deux périodes respectives de f et g.

Exercice 4 (Liberté de quelques familles de fonctions).
Soient I un ensemble quelconque, E un espace vectoriel et (ex)aer une famille de vecteurs de E. On dit
que la famille (ex)xer est libre, si pour tout ensemble fini J C I, la famille (ex)aey est libre.

1/ Montrer que dans ’espace vectoriel des fonctions continues, la famille des fonctions (f)xcr ol fy :
x — e est libre.

2/ Montrer que dans ’espace vectoriel des fonctions continues, la famille des fonctions (fx)xer oU fx :
x +— cos(Ax) est libre.

Solution.

1/ Supposons que cette famille liée, de sorte qu'il existe (A;)i1<i<n € R™ et (1;)1<i<n € R™ tels que Z:‘L=1 tifr, =0
avec les p; non tous nuls. Quitte & retirer des termes, on peut supposer que les p = 0. Quitte a réordonner des
termes, on peut méme supposer \; > Ag > ... > A,. On a

n

n
lim e M* Z M%) = lim Z erimAT —
r—+00 . 1/% T——+00 4 1MZ 1
1= 1=

puisque pour tout 7 > 2, A; — Ay < 0. Or Y, p; f; = 0, donc p1 = 0, ce qui constitue une absurdité.
2/ Montrons par récurrence sur n € N* que si > . p; fx, = 0 ot les \; des nombres réels positifs, alors pour tout
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i, u; = 0. Pour n = 1, c’est évident. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour le rang n — 1 et mon-
trons le au rang n. Si >, wifr, =0, (x) (les \; sont supposés distincts), en dérivant deux fois (x), on obtient
— S A2uifx,,  (#%). En combinant () et (+*), on obtient 77" 1i(A2 — A2) = 0, et 'hypothése de récurrence
permet de déduire que A2 —\? = 0, puisque les )\; sont supposés positifs on tire \; = \,, pour tout i ou p; = 0 pour
tout i € {1,2,...,n—1}, puisque les \; sont distincts on a alors p; = 0 pouri € {1,2,...,n—1}, en substituant dans
(), on trouve p,, = 0, finalement on a montré que A\; = 0 pour tout i € {1,2,...,n} et la récurrence est alors établie.

Exercice 5. Soit w un nombre complexe. On désigne par w.R 'ensemble {wz, x € R}. Montrer que w.R
est un sous-espace vectoriel de C vu comme un espace vectoriel réel. Pour quelle condition w.R est un
sous-espace vectoriel de C vu comme un C-espace vectoriel ?

Solution.

On vérifie facilement que w.R est un sous-espace vectoriel de C vu comme un espace vectoriel réel. Ainsi w.R est
un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C. Si w.R est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C alors
puisque w = w x 1 € wR et i€ C, on aiw € w.R. Cela n’est possible que si w = 0. Inversement, si w = 0 alors
w.R = {0} est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C.

Exercice 6.

1/ Soit (F;);er une famille non vide de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (K = R ou C).
On suppose pour tout (i,j) € I?, il existe k € I tel que F; U F; C Fj. Démontrer que UieIFi est un
sous-espace vectoriel de E.

2/ Soient K un corps commutatif, ¥ > 2 un entier, £ un espace vectoriel et (V;)1<;<x une famille finie
de k sous-espace vectoriels stricts de E (les V; sont différents de {0} et E). Si Ui<;<,V; est un espace
vectoriel, montrer que le corps K est fini et que le nombre de ses éléments est < k — 1. Cette inégalité
peut-elle étre une égalité ?

Solution.

1/ On note F = U;erFy, il est clair que F' est non vide. Soient z,y € F et A\, € K deux scalaires. Il existe un
couple (i,j) € I? tels que x € F; et y € Fj, or d’aprés 'hypothese, il existe k € I tel que F; U F; U F}, donc
x,y € F; UF; C Fy, Fj, étant un espace vectoriel, on en déduit que Az + py € F, C F. Donc F' est stable par toute
combinaison linéaire, par conséquent F' est un sous-espace vectoriel de F.

2/ On commence par démontrer un résultat classique qu’on utilisera par la suite, si ' et G sont deux sous-espace
vectoriels d’un espace vectoriel E' sur un corps commutatif K. Alors, F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement 1'un des deux sous-espaces vectoriels F' et G est contenu dans 'autre. Si F C G ou G C F, alors FUG
est sous-espace vectoriel de F. La condition nécessaire est plus délicate, on procede par absurde. Supposons que F
n’est pas contenu dans G et que G n’est pas contenu dans F' de sorte qu'il existe x € F, 2 ¢ Gety € G,y ¢ F. On
sait que = et y sont deux éléments de ’espace vectoriel FUG, doncx+y € F C G. Doncz+y € Foux+y € G.
Supposons par exemple que x +y € F, puisque —x € F, alors y = x +y — x € F, ce qui est absurde.

Revenons a notre question. On note V= V;UVLU. . .UV}. Quitte a retirer V3, on peut supposer que V3 C VoU. .. UVj.
Tl existe donc x € V tel que x ¢ VaU. .. Vi. Or VaU. ..UV, € V4 (sinon on aura V = V), donc il existe y € VoU. . .UV
tel que y ¢ V4.

Soit A € K, on a z+ Ay € V (puisque V est un espace vectoriel). Or z 4+ Ay ¢ V; (sinon on auray = x+y—x € V1),
donc il existe iy € {2,...,k} tel que  + Ay € V;,. Lapplication ¢ : A € K — i,{2,...,k} est bien défnie. De plus
elle injective, en effet, soient A, u € K tels que ¢(X) = (). Ceci entraine que iy = i, alors  + \y et x + py sont
deux éléments V;,, donc (A — p)z € V;,, comme x ¢ V;, (puisque = ¢ Vo U...UV}), alors A — u = 0, c’est-a-dire
A = p. Finalement, on a montré que ¢ injective. L’ensemble d’arrivé {2,... k} étant fini, il en est de méme pour
le corps K et de plus le nombre de ses éléments est inférieur a celui de 'ensemble {2, ..., k} qui vaut k — 1. Ce qui
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fallait démontrer.

Exercice 7. On note R[X] 'espace vectoriel des polynémes. On considére une famille de polynémes F =
(P1, Py, ..., P,) tels que deg(Py) < deg(Pz) < ... < deg(P,) (on dit que F' est une famille de polynoémes
de degrés échelonnés). Montrer que la famille F est libre.

Solution.

C’est facile a voir. En effet, soit (A1,...,\,) une famille de scalaires réels vérifiant \y P, +. ..+ A, P, = 0. Supposons
qu’il existe i € {1,...,n} tel que A\; # 0. Soit p le plus grand entier € {1,...,n} vérifiant cette propriété. Alors,
le polynéme A\ Py + ...+ A\, P, est de degré p, et ceci n’est pas possible puisque ce polyndéme est le polyndéme nul.
Donc, la famille F' est libre.







CHAPITRE 13

GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LINEAIRES
Exercice 1. Soit F l’ensemble des fonctions numériques dérivables sur | — 1, +o0o[ et vérifiant pour tout
x €] —1,400]
1+2)f'(z)+ f(z) =1+ In(l + )
1/ Soit f une fonction dérivable sur | — 1, +oo[. Montrer que f € F si et seulement si

x—l—/ozln(l—i—t)dt:(a:—l—l)f(x)—f(O)

2/ En déduire les éléments de ’ensemble F.

Solution.

1/ oit f une fonction dérivable sur | — 1, +-o00[ vérifiant
(1+2)f'(z) + f(z) =1+ (1 + )
Alors

o+ /0 In(144) dt = /0 di+ /0 In(14£) dt = /0 1 +In(14+1)df = /0 (L6 () £(1) dt = [(A+) FO)E = (a4+1) £ (2)— £(0)
Réciproquement, supposons que .
x+/0 In(1+¢t)dt = (z+1)f(x) — f(0)

En dérivant cette relation par rapport a z, on retrouve que f € F.
2/ Soit f € F. Soit x €] — 1,400, d’apres la question précédente on a l'existence d’une constante A indépendante
de z telle que pour tout = €] — 1, +o0|

x
In(1+1¢)dt
A x /0 A T [+ D) In(t+1)— @+ D)3 A T 1
= = = 1 1)—14+—
(@) 1:+1+3:—|—1+ x+1 :r—|—1+x—|—1+ z+1 x+1+m+1+n(m+) +x—|—1

On en déduit que les éléments de I'ensemble F sont les fonctions

x4+ A
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avec A une constante réelle.

Exercice 2. Résoudre I’équation différentielle suivante

(E), y/+y262x

Solution.

Soit y une solution de I’équation différentielle. Puisque 3’ = e?* — y, alors y' est dérivable sur R, c’est & dire y est
dérivable deux fois sur R. En dérivant les deux cotés de I'équation (E), on obtient y” +y = 2¢3* et en combinant avec
2y’ + 2y = 2€2*, on obtient (F), 3" —y — 2y’ = 0. L’équation (F) est une équation linéaire homogene de second
ordre & coefficients constants. Trouvons les solutions de ’équation (F'). L’équation caractéristique de 1’équation
différentielle (F') est r? —r —2 = 0 de discriminant strictement positifs et admet deux zéros qui sont —1 et 2. Donc
les solutions de 1’équation différentielle (F') sont les fonctions f : x +— ae™® + Be?®. Réciproquement, en substituant
ces fonctions dans I'équation différentielle de départ (E) et en remplagant x par la valeur nulle, on trouve § = 1/3
et « reste arbitraire. Finalement, les solutions de I’équation différentielle (E) sont les fonctions x — ae™® + %62‘76
ol « un nombre réel.

Exercice 3. Soient f et g deux fonctions numériques continues sur [0, 1] tels que pour tout x € [0,1], on a

f(z) = / “g(t)dt e o(e) = / " f(e)at

Montrer que les fonctions f et g sont identiquement nulles.

Solution.

D’apres les écritures des fonctions f et g, la fonction f est une primitive de g s’annulant en 0, pareil pour la
fonction g. Donc f(0) = g(0) et on a également les deux fonctions f et g sont dérivables sur [0, 1] et que pour tout
x € [0,1], f'(z) = g(z) et f(z) = ¢’(z). Donc, en multipliant par le terme e~ on obtient e~ f'(z) = e *g(x) et
e ?f(x) = e *g¢'(x) pour tout = € [0,1]. Donc pour tout ¢ € [0, 1],

e (1) — e f(t) = e g(t) —eTMg'(t)

En intégrant les deux termes de cette égalité sur le segment [0,z] (pour z € [0,1] un réel fixé), on obtient
e f(z) = —ePg(z) (puisque f(0) = ¢(0) = 0), donc f(z) = —g(z) pour tout = € [0,1]. Donc pour tout
t €[0,1] on a f'(t) + f(t) = g(t) + f(t) = g(t) — g(t) = 0. En multipliant par e’, on obtient pour tout ¢ € [0,1],
el f'(t) + et f(t) = 0 et en intégrant sur le segment [0,z] (pour z € [0,1] un réel fixé) et en utilisant le fait que
f£(0) = g(0) = 0 on obtient e f(x) = 0 pour tout « € [0,1] donc f(z) = 0 pour tout x € [0, 1] et on en déduit que f
est identiquement nulle, pareil pour g puisque g = f’. Ce qui achéve la preuve.







CHAPITRE 14

ARITHMETIQUE DES ENTIERS

Exercice 1. Soient n et k deux entiers naturels impairs. Montrer que n divise

1*+25 435+ . .+ (n—1)F+n"

Solution.

1l suffit de montrer que n divise la somme S = 1% +2F +- 3% 4+ . 4+ (n — 1)* +n*. Or, on remarque

n

QS:S—l—S’:Zn:ik—i—zn:(n—i)k—i-nk:Z[z’k—l—(n—i)k]—l—n—i—Ezn:(z'k—ik)EO (mod n)

i=1

Donc n divise 25, puisque n est impair, alors d’apres le théoréme de Gauss, n divise S. D’ou le résultat.

Exercice 2. Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs. Montrer 1’équivalence suivante

6]a® +0* + 8 «—= 6latbtc

Solution.

On commence par remarquer que les entiers z et 3! ont méme parité, donc 2 divise leur différence. Par conséquent
2% =2 (mod 2) pour z € {a,b, c}. On montre également que 28! = 2 (mod 3) pour = € {a, b, c}. En effet, pour un
entier x d’aprés le théoréme de Fermat, on a 2° = x (mod 3), par conséquent 28! = 227 = 2% = 23 = z (mod 3),
d’ou le résultat. Donc 28! = (mod 6) (puisque 2 et 3 sont premiers entre eux) et par conséquent

a4+ S =a4 b4 ¢ (mod 6)

Ce qui permet de conclure.
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Exercice 3 (Nombres de Fermat).

1/ Soit n un entier naturel, le n-éme nombre de Fermat est défini par F,, = 22" 4+ 1. Montrer que tous les
nombres de Fermat sont premiers entre eux deux a deux.

2/ Soit n un entier naturel. Montrer que si Pentier 2" 4+ 1 est premier, alors n est une puissance de 2

Solution.

1/ Soient n < m deux entiers naturels. Il s’agit de montrer que F,, et F,, sont premiers entre eux, on note
classiquement A leur plus grand diviseurde F,, et F,,, commun et montre qu’il vaut 1. L’entier A divise F},, — 2. En
effet,

F,—2= ni_[22+1 H 22" +1)

Donc A divise 2, i.e. A € {1,2}. Or, A ne peut pas étre égal & 2 puisque 2 ne peut pas divise un nombre de Fermat.
Donc A =1, ce qui est équivaut a dire que F), et F,, sont premiers entre eux.
2/ On écrit n = 2P(2q + 1) o p et ¢ deux entiers naturels. Il s’agit de montrer que ¢ = 0, supposons que ¢ > 1. On

remarque que
41 =270 1 = 2 1)K

ou K un entier naturel en utilisant une identité remarquable classique. Donc, 2" + 1 n’est pas premier, ce qui
contredit I’hypothese. Donc, n est une puissance de 2.

Exercice 4. Soient z et y deux entiers naturels non nuls et k le plus petit entier naturel non nul tel que y
divise kz. Montrer que k est un diviseur de y.

Solution.

Soit y = kq + r la division euclidienne de y par k. Il s’agit de prouver que r = 0. C’est ce qu’on va démontrer par
la suite. On remarque que rx = (y — kq)xz = yx — gka est un multiple de y, mais la division euclidienne de y par k
nous assure que 0 < r < k—1, k étant le plus petit entier naturel non nul tel que y divise kx, on tire que r = 0. Ce
qui achéve la preuve.

Exercice 5 (Autour des nombres jumeaux).
Deuz entiers naturels sont dit des nombres jumeauzx sont deux nombres premiers qui ne différent que de
2.

Soient @1aa - an(10) €t biba...bn(10) la représentation en base décimale de deux nombres jumeaux > 5.

Montrer que l'entier N de représentation en base décimale aibiasbs...anb,(10) ne peut pas étre un
nombre premier.

Solution.

Pour un entier naturel x quelconque dont la représentation en base décimale T1 .. Tpn19), oOna z =21 + ... + T,
(mod 10). En effet, on écrit

T =T1 .. Tn(10) =10"z; + 10" oo+ ... d =21+ ...+, (mod3)
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Les deux entiers a et b étant des nombres jumeaux, ils sont en particuliers des nombres premiers et on aura donc
par exemple (en supposant que a < b) a =2 (mod 3) et b =1 (on ne pas avoir a = 0 (mod 3) ou b = 0 (mod 3)
car b > a > 5 des nombres premiers). Par conséquent

aibiagby .. .anbpoy=ar +b1+ ...+ an +bp=(ar+...+ay)+ (b1 +...+b)=a+b=2+1=0 (mod 3)

Dongc, lentier aibiagbs ... anby(10) est divisible par 3 et puisqu’il est > 3, il est alors non premier.

Exercice 6 (Nombres de Mersenne).
Soient a et n deux entiers > 2. Montrer que si a — 1 est un nombre premier, alors a = 2 et n est un
nombre premier.

Solution.

Montrons d’abord que a = 2, si jamais on avait a > 3, alors a — 1 > 2 et alors entier M,, = a" —1 = (a—1)(a™ ! +
...+ 1) ne sera pas premier et on déduit que a = 2. Montrons maintenant que n est premier. Supposons par absurde
qu’il existe 2 < z,y < n — 1 tels que n = xy. Donc

M,=2"—1=2%_—1=(2"-1)(2°0"VD 4 ... 4+1)

qui n’est pas premier, ce qui contredit I’hypotheése de départ. Donc n est un nombre premier.

Exercice 7. Déterminer tous les polynémes P & coefficients entiers tels que P(n) divise 2" — 1 pour tout
entier naturel non nul n.

Solution.

Rappelons une propriété utile qu’on utilisera par la suite; Soit () un polyndéme a coefficients entiers et a et b deux
entiers, alors a — b divise Q(a) — Q(b). En effet, pour Q(x) = cqz?+ ...+ co, regardons les mondmes =¥, remarquons
que a — b divise a* — b*, donc par combinaison linéaire a — b divise Q(a) — Q(b).

Fixons maintenant un nombre premier ¢ diviseur de P(ng) pour un entier naturel non nul ng (en supposant qu’il
existe un tel ng tel que |P(ng)| > 2), ¢ = ng + ¢ — ng divise P(n + ¢q) — P(no), mais ¢ divise P(nyg), alors ¢ divise
P(no + q) qui divise a son tour 2"°%9 — 1, donc par transitivité ¢ divise 2"0t7 — 1. Or

0=2m"T1 _]1=21x2" —1=2x2" —1=2""_1 (mod q)

mais 2™ =1 (mod ¢) (puisque ¢ divise 2™ —1), donc ¢ divise 1, ce qui est impossible. Donc pour tout entier naturel
non nui n, P(n) € {—1, 1}, mais le polynéme P va prendre pour une infinité d’entiers naturels, la, soit la valeur —1
ou 1, il va par conséquent étre constamment égal a cette valeur. Réciproquement, on vérifie que les polynémes qui
sont constamment égaux a —1 et 1 sont solutions du probléme.

Exercice 8 (Une variante du théoréme de Bezout).
Soit « et y deux entiers > 2 premiers entre eux. Montrer qu’il existe un unique couple d’entiers naturels
(ug,vg) vérifiant

uga — vgb =1




Solution.

Les deux entiers naturels = et y > 2 étant premiers entre eux, le théoréeme de Bezout assure I'existence de uy,v; € Z
tels que uyz — v1y = 1. Soit uy = qy + r la division euclidienne de u; par y, on obtient 1 = (qy + r)x — vy =
re — (v1 — qx)y = upx — Voy avec ug = r et vg = v; — qx. De V'égalité (v1 — qz)y = re — 1 > —1, or (v; — gx)y ne
peut pas étre égal & —1 puisque y est > 2 par hypothese. Donc vy = (v1 — gx)y > 0. Le couple d’entiers naturels
(up,vo) convient donc.

Montrons par la suite que le couple (ug,vp) est unique. Soit alors (u(, v}) un couple vérifiant la méme propriété que
(ug,vo) vérifie. On a alors (uf—ug)x = (v{—vo)y, ceci montre que a divise bluj —ug|, mais a et b sont premiers entre
eux, donc d’apres le théoreme de Gauss, on peut déduire que a divise |uj — ug|, sachant que 0 < |uf — up| < a — 1,
done |uf — ug| = 0, par conséquent uy = ug, et de méme on trouve v = vy, les couples (ug, vg) et (up, vj) sont
identiques.

Exercice 9. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe n entiers entiers consécutifs tels que
aucun parmi eux n’est un nombre premier

Solution.
Soit n un entier naturel non nul. On considére la suite d’entiers (ug, us, ..., up4+1) OU pour tout @ € {2,3,...,n+1},
u; =i+ (n+1)!. Cette suite finie d’entiers consécutifs est convenable puisque pour tout i € {2,3,...,n+ 1}, u; est

divisible par 1.

Exercice 10

1/ Soit et y deux entiers relatifs tels que 22 divise y2. Montrer que x divise y.

2/ Un entier n s’écrit sous forme d’un carré parfait et d’'un cube parfait. Montrer que cet entier est une
puissance sixiéme (i.e. il existe un entier m tel que n = m9).

Solution.

1/ Supposons que z ne divise pas y, alors > 2 et il existe un nombre premier p divisant = et ne divisant pas y.
Or p divise 22 qui divise de son tour y2, donc p divise y?, et alors p divise y, ce qui constitue une absurdité.

2/ Soient a et b des entiers tels que n = a? = b3, par conséquent b? divise a?, donc d’aprés la question précédente
on peut déduire que b divise a, par conséquent il existe k tel que a = kb et en substituant ¢ dans la relation a? = b3,
on trouve b = k2, mais on sait que n = b3, donc n = k5. D’otl le résultat.

Exercice 11. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels k tels que

p divise 1428434 ..+ (p+1)*

Solution.

Pour tout z € {1,2,...,p — 1,p + 1}, on sait d’apres le petit théoréme de Fermat que 2P~! = 1 (mod p), donc on
on prend les entiers naturels k comme étant les multiples de p — 1 (qui sont bien évidemment en nombre infini), on
trouve ¥ = 1 (mod p) pour tout x € {1,2,...,p—1,p+1},lesx € {1,2,...,p—1,p+ 1} étant en nombre p, alors
leur somme est congru a 1 +1+ ...+ 1 = p modulo p. La quantité 1¥ 4+ 2% + 3% 4+ ... + (p + 1)* est alors divisible

P
par p (puisque p divise p*). Les entiers naturels k& étant en nombre infini, on a alors répondu & la question.
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CHAPITRE 15

PROBABILITES DISCRETES

Exercice 1. Une urne contient des boules numérotées de 1 a 10. On tire, sans remise, trois boules dans
cette urne.

1/ Quelle est la probabilité d’obtenir des numéros en ordre croissant ?

2/ Méme question pour un tirage avec remise et des numéros en ordre strictement croissant.

3/ Méme question pour un tirage avec remise et des numéros en ordre croissant au sens large.

Solution.

1/ Pour chaque tirage faisant apparaitre les nombres a, b, ¢ dans le bon ordre, il y en a 5 autres ol ces mémes
nombres apparaissent dans le désordre. La probabilité recherchée est donc égale a 1/6.

2/ Un tirage s’apparente & une fonction de [[1,3]] vers [[1,10]]. Il y a 103 fonctions tous équiprobables. Parmi
celles-ci, on recherche les fonctions strictement croissantes. Celles-ci sont simplement déterminées par les 3 valeurs
distinctes qu’elles prennent qu’il sut ensuite d’ordonner. Déterminer ces trois valeurs revient a choisir 3 éléments

10
dans un ensemble a 10 éléments, il y a < 3 ) possibilités. La probabilité recherchée vaut donc

10
<3 ) 12
103 100
3/ 1l s’agit maintenant de dénombrer les fonctions croissantes de [[1, 3]] vers [[1, 10]]. A une telle fonction f on peut
associer la fonction g : [[1,3]] — [[1,12]] définie par
g(1) =r(), 9(2)=r2)+1, 9B)=/f(3)+2

La fonction f étant croissante, la fonction g est strictement croissante. Inversement, a une fonction g strictement
croissante de [[1,3]] vers [[1,12]] correspond une unique fonction f croissante de [[1,3]] vers [[1,10]].Il y a donc
autant de fonctions croissantes de [[1, 3]] vers [[1, 10]] que de fonctions strictement croissantes de [[1, 3]] vers [[1,12]]

12
a savoir ( 3 ) La probabilité recherchée vaut donc

(5) =

103~ 100
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Exercice 2. On considere N coffres. Avec une probabilité p un trésor a été placé dans I'un de ces coffres,
chaque coffre pouvant étre choisi de fagon équiprobable. On a ouvert IV — 1 coffres sans trouver le trésor.
Quelle est la probabilité pour qu'’il figure dans le dernier coffre ?

Solution.

Considérons I’événement A : un trésor est placé dans 'un des coffres. Par hypothese
P(A) =p

Considérons I'événement A; , un trésor est placé dans le coffre d’indice i. Par hypotheése P(A;) = P(A;) et puisque
les événements A; sont deux a deux incompatibles, alors

P(A;) = p/N

La question posée consiste a déterminer
]P(AN | AiN... ﬁANfl)

On a o
PMNmAﬁm“ﬂAwﬁ:PMNy:%
Et
- - N-—-1
]P)(Alﬁ...ﬂAN_l):1—P(A1U...UAN_1):1——N P
Donc »
P(ANy|AiN..NAy_{)= —
(An]AiN...NAN_1) NN =1

Exercice 3. Une urne contient 8 boules blanches et deux boules noires.

1/ Quelle est la probabilité qu’au moins une boule noire figure a Uintérieur du tirage ?

2/ Sachant qu’une boule noire gure dans le tirage. Quelle est la probabilité que la premiére boule tirée
soit noire ?

Solution.

1/ L’événement contraire est que le tirage ne comporte que des boules blanches. Par dénombrement, sa probabilité

est
(6)(5) =5
7 8

1515

2/ Notons A 'événement, la premiére boule tirée est noire. En raisonnant comme au dessus

et la probabilité cherchée est

_9x8+9x8 1
10x9x8 5

P(A) =

L’événement B, au moins une boule tirée est noire a été mesurée ci-dessus et donc

CP(ANB)  PB(4) 3
FAIB) = "5E) BB "8
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Exercice 4 (Inégalité de Boole-Fréchet).
Soient Aj,..., A, des événements de I’espace probabilisé ((Q2, P(Q2),P).
1/ Montrer que

]P(Al n...N An) S min ]P)(AZ)

1<i<n

2/ Montrer que
P(A1N...NAn) 2> P(A)— (n—1)
=1

Solution.

1/ Soit ¢ un élément de {1,2,...,n},ona Ay N...NA, C A;, donc P(A;N...NA,) <P(A;). Par conséquent

1<i<n

puisque mins <<, P(4;) = P(4,;,) pour un certain iy € {1,2,...,n}.
2/ Un passage au complémentaire fournit

1-P(AN...0A,) =P(A, U...UA,)

< i]P’(E)
- Z(l —P(A;))=n— ZP(Ai)

Et le résultat découle.




CHAPITRE 16

EXERCICES DE THEMES VARIES

Cette derniere partie d’exercices, comme nommée regroupe une centaine d’exercices de thémes variés, couvrant le
programme des mathématiques du lycée, branche mathématique. Ces exercices sont issus en général des concours
d’entrée en classes préparatoires de mathématiques supérieures (MPSI) pour les éleves prevenant du continent
asiatique.

Exercice 1. Déterminer tous les entiers n > 1 tels que |[n] divise n.

Exercice 2.
1. Soient A, B et C trois points distincts du plan. Déterminer I'ensemble des points M du plan vérifiant

AC? — AM? = BC? — BM?

2. Soient A, B et C trois points distincts du plan et P, @ et R rois plans du plan. On note D; la droite passant par
le point P et perpendiculaire a (BC'), D2 la droite passant par ) et perpendiculaire 3 (CA), D3 la droite passant
par R et perpendiculaire 3 (AB). Montrer que Dy, Dy et D3 sont concourantes si et seulement si

BP? — PC? 4+ CQ? - QA%+ AR> —RB?> =0

Exercice 3. Soient n € N*, aq,...,a, > 0 des nombres réels et s leurs somme. Montrer que

n k

[[a+a) <> 5
k=0

i=1

Exercice 4. Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que f(z) < x pour tout réel z et

V(z,y) eR?,  flz+y) < f(@)+ f(y)

Exercice 5. Soient ABC' un triangle et «, 3, les angles aux sommets respectifs A, B et C'. Montrer que
1
cos(a) cos() cos(y) < g
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Exercice 6. Soit n € N* un entier naturel qui n’est divisible ni par 2, ni par 5. Montrer que dans |'écriture décimale de
20 le chiffre de centaines est pair, le chiffre des dizaines est 0 et le chiffre des unités est pair

Exercice 7. Soit a €]0, 1[. Montrer qu'il n'existe pas de fonction f : [0,1] — R telle que, pour tout (x,y)

€ [0,1])2, on ait
y=z= f(y) -

flx) = (y —x)®

Exercice 8. Déterminer I'ensemble des fonctions f : R — R continues sur R, non identiquement nulles et telles que

V(z,y) €R?, f(Va?+y?) = f(2)f(y)

Exercice 9. On note |X| le nombre d'éléments (ou cardinal) d'un ensemble fini X. Soient Ay,

., A, des parties finies
d'un ensemble E. Pour = dans E, soit d(z) le nombre d'indice ¢ € {1,...,n} tels que = € A;. Montrer que
1.

U

2.

Ja

=1

ZZd

i=1xz€A;

A
ZZJ

AN 4|

Exercice 10. Soient E un ensemble fini
que, pour tout i dans {1

2 un entier, Ay,
(Az N Bj) U

.,TI,}, Az ﬁBl

., A, et By,..., B, des parties de E. On suppose
(A; N B;) # @. Pour p dans [0

& et que, si i et j sont des éléments distincts dans {1
démontrer que

.,n}, alors

n

> p( -y P <1

=1

Exercice 11. Trouver tous les fonctions f : R — R telles que f(z +y) < f(z)+ f(y) et f(x) < z pour tout (z,y) € R?

Exercice 12. Trouver tous les réels x tels que 3* 4+ 4% = 57,

Exercice 13. Pour a € R, on note A, I'ensemble

n
{Zeiai, n €N, 60,61,...,€n€{1,0,1}}

i=0
1. Pour quelles valeurs de a, I'ensemble A, est-il majoré ?
2. On suppose que a > 2. Montrer que l'intersection A,N] — 1, 1] est non vide.

Exercice 14. Soit N,, le nombre d'entiers k € {1,2

,2, n} tels que I'écriture de 2% en base décimale se termine par 12
Calculer la limite de N,,/n quand n tend vers oo

1
Exercice 15. Pour k € N*, que vaut / (1- t)kil dt 7 En déduire que pour tout entier naturel non nul n
0

SO -3
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Exercice 16. On place 100 points distincts dans le plan. Montrer qu'il existe une droite du plan telle qu’il y ait exactement
50 points de chaque co6té de la droite.

Exercice 17. Soient a, b et ¢ les longueurs des c6tés d'un triangle dont le périmeétre vaut 1. Montrer que

13 1
2—7§a2+b2+02+4abc§§

Exercice 18. Pour n dans N*, soient D,, I'ensemble des diviseurs de n et d(n) le nombre de diviseurs de n. Montrer que

pour tout entier naturel non nul n,
2
> awr = (X )

keD, keD,

Exercice 19. On lance une infinité de fois un dé a 6 faces numérotées 1,2,...,6, non pipé. On note X, € {1,2,...,6}
le résultat du k-éme lancer. Pour n dans N*, on note

S, =X;+Xo+ ...+ X,

la somme des résultats des n premiers lancers. Pour un entier naturel non nul s, soit ps la probabilité pour qu'il existe
n € N* tel que S,, = s.
Déterminer les valeurs minimale et maximale de p; lorsque s décrit I'ensemble des entiers naturels non nuls.

Exercice 20. Soient ay,as, ..., a, des nombres réels strictement positifs, o une permutation de {1,2,...,n}. Démontrer
que
a a a
! 2 e >n
Go(1)  Go(2) Qo (n)

Exercice 21. Soient C; et Co deux cercles qui se coupent en deux points A et B. Soient A une droite tangente aux deux
cercles en deux points M et N. Montrer que la droite (AB) coupe le segment [M N] dans son milieu.

Exercice 22. Montrer que pour tout réel x, on a sin(cosx) < cos(sin(z)).

Exercice 23. Trouver les entiers n de trois chiffres tels que I'écriture décimale de n? se termine par n.

Exercice 24. Soit (uy)n>0 une suite de nombres réels positifs tels que ug = 1 et telle que pour tout entier n > 1, au
moins la moitié des termes wg, u1,. .., u,—1 sont supérieurs ou égaux a 2u,,. Montrer que (u,,) converge vers 0.

Exercice 25.

1. Exhiber une fonction continue f: R — R tels que pour tout y € R, I'équation f(z) = y admet exactement trois
solutions.

2. Est-il possible une fonction continue f : R — R telle que pour tout y € R, I'équation f(x) = y admet exactement
trois solutions 7

Exercice 26. On lance une piéce équilibrée n fois et on note F' le nombre de «faces» et P le nombre de «pilesy.
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1. Montrer que |'espérance (c'est-a-dire la moyenne) de I'écart |F' — P| est égale a

st O (n—28) (Z)

k<n/2

2. Simplifier cette somme lorsque n = 2p est pair.

Exercice 27. Trouver toutes les fonctions f : N* —]0, +o00[ croissantes telles que

pour tout couple (n, k) d'entiers naturels non nuls.

Exercice 28. L’enveloppe convexe d'un objet ou d'un regroupement d'objets géométriques est I'ensemble convexe le plus
petit parmi ceux qui le contiennent.

Soit T" un cercle de centre O et Ay,..., A, des points de I". Quelle est la probabilité que O appartienne a I'enveloppe
convexe de Ay,..., A, 7

Exercice 29. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a

11+11++11_1+1++1
23 4 77 22nm—1 20 n+4+1 n+2 7 2n

Exercice 30. Montrer que

Exercice 31. Soient n un entier naturel non nul et uy,...,U,,v1,...,0, des réels de valeurs absolues < 1. Montrer que

n n n
HU’P_HUP SE |up — vp|
p=1 p=1 p=1

Exercice 32. Déterminer tous les triplets d'entiers avec a,b,c € N* tels que a + b+ c par a, b et c.

Exercice 33. Soit n un entier naturel non nulle et f la fonction défnie sur l'intervalle [n, +oco[ par :
f@)=vVz—-n+vVr—n+l+.. . +Vo—1+vVe+vVz+l+...+Vo+n—2n+1)Vz

Montrer que f est croissante sur [n, +oo[ et que lim f(z) =0.
Tr—+00

Exercice 34. Montrer que pour n € N*, |a partie entiere de (2 + \/3)” est toujours un entier impair.

Exercice 35. Soit P une probabilité sur un ensemble €2, A et B deux parties de 2. Montrer que

[B(AN B) — PAP(B)| <

e~ =

Exercice 36. On note E' I'ensemble des points du plan dont les deux coordonnées sont rationnelles.
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1. Donner un cercle passant par deux points de E/ mais dont le centre n'est pas dans F.

2. Montrer que si un cercle passe par trois points de E alors son centre est forcément dans F.

Exercice 37. Soient n un entier naturel non nul et (M;)o<i<n des points du plan. Montrer qu'il existe un point du plan
tel que MMy < /n et pour tout ¢ € {0,1,...,n} ona MM; > 1.

Exercice 38. Soient f et g deux fonctions de R dans R telles que

Y(,y) € R?, f(x)—f(y)z(m—y)g(“y)

Montrer que f est une fonction polynémiale de second degré.

Exercice 39. Pour un ensemble A, on note |A| son cardinal. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et 2 I'ensemble

des applications f : {1,2,...,m} — {1,2,...,n}. Déterminer la valeur de
S, m))
feQ

Exercice 40. Déterminer les entiers n > 2 qui ont un nombre impair de diviseurs.

Exercice 41. Trouver les réels y tels qu'il existe au moins un réel x vérifiant

y=(14sinz)(1l+siny)

Exercice 42. Soient ABC' un triangle, on note a = BC,b = CA et ¢ = AB, mq, my et m, les longueurs des médianes
issues de A, B et C respectivement et soit S la surface du triangle ABC. Montrer que

a?m? + b*m? + *m? > 12512

Exercice 43. Déterminer les fonctions f : [0,1] — [0,1] vérifiant |f(x) — f(y)| > |x — y| pour tout (z,y) € [0,1]>.

Exercice 44. Soit ABC' un triangle. On note a, b et ¢ les longueurs des cotés respectifs BC,C A et AB. Montrer que les
médianes issues sont perpendiculaires si et seulement si a? + b? = 5¢2.

Exercice 45. Soient S une spheére de rayon 1 de I'espace de dimension 3 et un entier n > 2. Quelle est la valeur maximale

de
RY;

1<i<j<n

ou les M; sont des points de S.

Exercice 46. Soit n > 2 un entier naturel. Quel est le maximum de la somme

> ko(k)
k=1
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lorsque o décrit I'ensemble des bijections de {1,2,...,n} vers lui méme.

Exercice 47. Soit n > 2 un entier et a et b deux entiers relatifs différents tels que n divise a™ — b™. Montrer que

a” — b"

n| a—>b

Exercice 48. Soient @ un entier naturel impair et b un entier strictement positif. On considére la suite réelle (u,,) définie
par ug = b et pour tout entier naturel n,

Un,
2
a—+u, sinon

si uy, est un entier pair
Up+1 =

1. Montrer qu'on peut trouver un entier naturel n tel que u,, < a.
2. Démontrer que la suite (u,) est périodique a partir d'un certain rang
Exercice 49. On définit la suite de Fibonacci est définie par Fy =0 et F; =1 et
Vn €N, Froio=Fop1 + Fy

1. Vérifier que
VneN, VkeN* Foypw =FpyFoy1 + Fr1 Fy,

N

. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, F, et Fj,;1 sont premiers entre eux.

w

. Montrer que si (m,n) € N* x N, I'équivalence suivante est vraie
m divise n <= F,, divise F,
4. Soit m un entier naturel non nul. Déterminer les entiers naturels n tels que

F?  divise F,

m

Exercice 50. Soit un entier n > 1. Si A = (a1, as,...,ay,) est un n-uplet de réels et m un élément de {1,2,...,n}, on
pose
Sm(A)=a1+a2+...+a,

Soient x4, ..., x, des entiers relatifs dont la somme vaut 1. On note
1
X :(1’171'27...,33”71,1'“)

et pour k € {2,...,n}, on pose
k
X :(xk7$k+17'°'7xn7w17"kafl)

Montrer qu'il existe un seul k € {1,2,...,n} tel que

Yme{1,...,n}, S (X*) >0

Exercice 51. Trouver le réel x réel tel que

\/2+ 2+ V2+V2
2

COST =
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1
Exercice 52. Soit = un réel tel que x + — € Z. Montrer que
T

1
"+ —=€Z
:L-TL
pour tout entier relatif n.

Exercice 53.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a
114221+, .. +nnl=Mn+1) -1

2. Soit A un entier vérifiant 0 < A < (n + 1)! — 1. Montrer qu'on peut trouver des entiers ay,...,a, vérifiant
0 < ag <k pour tout k et tels que A =a1.1'+a2.2! +... + a,.n!l.

3. Prouver que cette écriture est unique.

Exercice 55. Soient n un entier naturel non nul et z1,...,x, des nombres réels non nuls tels que
n n 2
(n—1) mi<<§ mk>
k=1 k=1

Montrer que tous les x; ont le méme signe.

Exercice 56. Soient ABC' un triangle, a = BC, b= CA et c = AB, «, 3 et y les angles respectifs aux sommets A, B et
C et S la surface de ABC.

1. Exprimer a? en fonction de (b —¢)?, S et tan(a/2).

2. Montrer I'inégalité suivante

A2+ +2>4V35 + (a— b2+ (b—¢)? + (¢ — a)?

Exercice 57. Soient :?{,:r_g et T4 trois vecteurs unitaires du plan qui ne sont pas tous dans un demi plan. Montrer que

|z + 3+ 3| <1

Exercice 58. On se donne un parallélogramme ABCD du plan P. Montrer qu'il existe A’, B’,C’, D’ dans |'espace tel que
A'B'C'D’ soit un carré (A’, B’, C' et D’ sont coplanaires) et que A’ (resp. B’,C’, D’) soit la projection orthogonale
de A (resp. B,C, D) sur P.

Exercice 59. Soit n un entier naturel. Montrer |'égalité

i(n;—k)2k:2n

k=0

Exercice 60. Pour un entier naturel non nul, on pose

_ 1" 42"+ ... +n"
- nn

S

e
e—1"

Montrer que pour tout entier naturel n, on a S, <

Exercice 61. Soit ABC un triangle. Ou doit se situer le point M a I'intérieur du triangle pour que la somme des distances
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du point M aux trois cdtés du triangle soit maximale ?

Exercice 62. Existe t-il un entier naturel non nul n et n nombres réels vérifiant
a1 cosT +ascos2x + ... +apcosne > 07

pour tout nombre réel x.

Exercice 63. L'ensemble des ponts (z,y) € R? tels que /z + V¥ = 1, est-il une partie d'une parabole ? Donner la
représentation graphique de cet ensemble de points.

Exercice 64. Soit A une partie non vide de R, on définit |'ensemble A comme suit
{a+d, a,d €A}

1. Supposons que I'ensemble A est fini de cardinal n. Montrer que

-~ 1
n—1< |A‘ < M
2
2. Soit m un entier naturel non nul.
(a) Trouver une partie non vide A de R sachant que |A| = n et |A| = 2n — 1.
nn+1)

(b) Trouver une partie non vide B de R sachant que |B| = n et|B| = 5

Exercice 65. Soient f : R — R une fonction et a > 0 un nombre réel vérifiant
1
VreR,  flr+a)= g+ /@) - @)

Montrer que la fonction f est périodique.

Exercice 66. Soient a,n € N*. Montrer qu'il existe b € N* vérifiant

(Va—va=T)" = Vb vb=1

Exercice 67. Comparer les deux nombres €™ et 7°.

Exercice 68. Trois cercles de rayon r = 1 se coupent en un point O et se coupent deux a deux en A, B et C. Montrer
que O est |'orthocentre du triangle ABC'.

Exercice 69. Soit M un point se situant a I'intérieur (strictement) d'un n-gone de c6té de longueur a. Soient dy, ..., d,
les distances M et les différents cotés du polygone. Montrer que

Exercice 70. Soit f : R — R une fonction et notons F |'ensemble des centres de symétries du graphe de f.
1. Trouver E' si f est la fonction z — z + sin .

2. Supposons que E contient au moins deux points. Montrer que f peut s'écrire comme somme d'une fonction affine
et d'une fonction périodique.
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3. L'ensemble E peut-il contenir 3 trois points non alignés ?

Exercice 71. On considére un triangle ABC dans le plan P, soit O le centre du triangle ABC'. La droite A est perpen-
diculaire au plan P et passant par O, D un point de A différent de O. Exprimer le rayon de la sphere contenant A, B, C
et D en fonction de I = AB et e=0OD.

Exercice 72. Soit X une partie non vide de N* vérifiant, pour tout z € X, on a4z € z et |z] € X.
Montrer que X = N*,

Exercice 73. Soit la sphere de rayon 1 et de centre O dans |'espace euclidien. Pour A, B et C des points de S, on considére
f(A,B,C) = OA.0B + OB.OC + OC.0A

Trouver le maximum et le minimum de la fonction f.

Exercice 74. Considérons un alphabet avec n lettres. Notons M |'ensemble des mots avec les propriétés suivantes, quand
deux lettres d'un mot sont identiques, alors tous les lettres situés entre ces deux lettres sont différents. Par exemple, si
I'alphabet est {a, b, c}, le mot abbachb ¢ M mais bbacbac € M.

1. Quelle est la taille maximale d'un mot appartenant a M 7
2. Combien de mots de taille maximale appartiennent a M 7

Exercice 75. Trouver tous les nombres réels © > 0 vérifiant

x‘/; =va¥*

Exercice 76. Si p un nombre réel, soit D, la droite y = px + p(p — 1) dans le plan R2. Trouver et tracer |'ensemble des
points (z,y) qui n'appartiennent a aucun des droites D,, quand p parcourt |'ensemble des nombres réels R.

Exercice 77. Dans le plan, soit D une droite, I" et T deux cercles, r le rayon de T, 7’ le rayon de I'’. Supposons que I'
et T se situent dans le méme co6té d'une droite D, que I' et I sont tangents a la droite D respectivement en M et M’
et que I est tangent a I sont tangents. Exprimer la distance M M’ en fonction de r et 7'

Exercice 78. Trouver la plus grande valeur du réel k pour laquelle

Y(z,y) € R? 2?4 zy +y? > k(2® 4+ y%)

Exercice 79. Soit m > 1 un entier. Trouver le plus grand entier naturel n > 1 pour lequel 2" divise 52" — 1.

Exercice 80. Soit k£ > 2 un entier. Montrer que I'ensemble
{1,2% 3% ..}

ne contient aucune progression arithmétique.

Exercice 81. Soit I' un demi-cercle de centre O et de rayon 1. On se donne 2n + 1 points Ay, Aa, ..., Agpy1 sur T,

montrer que ,
||OA1 + OA2 4+ ... +OA27L+1|| Z 1
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Exercice 82. Soit n > 1 un entier naturel. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. Un ensemble aléatoire (pouvant
étre vide) est tiré de cette urne. Cet ensemble est remis et un deuxiéme tir est effectué. Quelle est la probabilité que le
second ensemble de jetons tirés contient le premier ensemble 7

Exercice 83. Montrer que pour tout triangle de cOtés a, b et c et d'aire A, on a

a?+ b+ 2 >4V3A

Exercice 84. Soit p > 3 un nombre premier. Montrer, que pour tout entier naturel n > 1, le nombre

2 3 n
un:p—i-p——i-p——i—...—i—p—
2 3 n

peut s'écrire sous la forme u,, = pa, /b, ol a, et b, sont deux entiers naturels non divisibles par p.

Exercice 85. Soit (un)n>1 une suite de nombres réels définie par u; =1, ug = ug = 2, g = us = ug = 3, Uy = Ug =
ug = u19 = 4,.... Montrer que pour tout entier naturel n > 1

v — {1+\/287177J

Exercice 86. Soit T' I'ensemble des fonctions polyndmiales qui peuvent s'écrire sous la forme
z—z>+ar+b
ol a et b deux entiers relatifs. Soit F I'ensemble des nombres réels > 1 pour lesquels on peut trouver f € T ety €] —1,1]
tels que f(z) = f(y) =0.
1. Montrer que le nombre k + k2 — 1 est dans E pour tout entier k > 2.
2. Si M > 1, montrer que I'ensemble E N [1, M] est fini.
3. Quel est le plus petit nombre réel qui élément de £ ?

Exercice 87. Trouver le nombre de facons de placer n tours indistinguables dans un échiquier n x n sachant que chaque
tour ne peut attaquer une autre tour, et telle que le placement est invariant par rapport au quart de tour de I'échiquier.
Rappelons qu’une tour peut attaquer une autre tour si les deux tours sont placés dans la méme ligne ou la méme colonne.

Exercice 88. Soit P un polygone convexe plein dans le plan. Pour un réel » > 0, on note A(r) I'aire de I'ensemble des
points dont la distance a P est < r. Trouver |'expression de A(r) en fonction de r, de I'aire A(0) = A de P et du
périmetre [ de P.

Exercice 89. Soit S une partie non vide R? tel que pour tout plan P qui coupe S, I'intersection S NP est un cercle (ou
un point). Que peut-on dire de I'ensemble S ?

Exercice 90. Trouver le plus petit entier naturel m > 1 tel que on peut toujours trouver m points du plan vérifiant la
propriété suivante; pour tout point du plan M, au moins une des distance AxM est un nombre rationnel.

Exercice 91. Trouver toutes les suites numériques (a,)n>1 Strictement positives vérifiant

(Vn € N*), éa?: <§n:ai>2

i=1
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Exercice 92. Soient ABC' un triangle et notons A’ le milieu du segment [BC], B4 le milieu de [AC] et C le milieu de
[AB]. Déterminer la valeur du rapport

AA” + BB”? 4+ CC"™

BC? + AC? + AB?

Exercice 93. Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs vérifiant abc = 1. Montrer que

a b c
@+ DO+D  Gr D) erDat)

Y

3
1

Exercice 94. Soit f : [0,1] — R une fonction vérifiant f(1) =1 et
V(@,y) € [0, 1%, vty <l= f(z)+ f(y) < flz+y)

Montrer que pour tout = € [0,1], on a f(z) < 2.

Exercice 95.
1. Trouver tous les entiers n > 2 tels que n divise (n — 1)
2. Soient n > 2 et n > 1 des entiers vérifiant n — 1 divise 1 +n + ...+ n*~1. Montrer que n — 1 divise k.

3. Trouver tous les entiers n > 2 tels que (n — 1)! 4+ 1 est une puissance de n.

Exercice 96. Trouver la valeur maximale du produit des entiers naturels dont la somme vaut 2006.

Exercice 97. Soit n = 2P une puissance de 2 Considérons les sous-ensembles A de I'ensemble E = {1,2,...,n} vérifiant
la propriété suivante; si x € A, alors 22 ¢ A. Quel est le nombre maximal d’entiers naturels que peut contenir un tel
sous-ensemble de E 7

Exercice 98. Calculer

Ccos il —+ cos 31 + cos 51
7 7 7

Exercice 99. Déterminer tous les quadruplets d’entiers naturels non nuls vérifiant

o+ yl+ 2=t

Exercice 100. Soient a,b et ¢ trois nombres réels strictement positifs. Montrer que au moins I'un des nombres a(1 — b),
b(1 —¢) et ¢(1 — a) est inférieur ou égal a 1/4.

Exercice 101. Montrer qu'un triangle équilatéral ne peut pas avoir tous ses sommets a cordonnées entieres.

Exercice 102. Si (A, B, () est un triplet de points, soit p(A, B,C') = AB + BC + CA. Soit f une fonction partant du
plan vers le plan lui méme telle que p(f(A), f(B), f(C)) = p(A, B,C). Montrer que f est une isométrie.

Une application du plan vers lui méme est dite une isométrie si elle conserve les distances, c-a-d pour tout couple de
points du plan (X,Y), on a XY = f(X)f(Y).
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Exercice 103. Soient a et b deux entiers vérifiant 2 < a < b. Pour tout entier naturel n > 1, on note

" —1
a” —1

Up —

1. Supposons qu'il existe un entier naturel non nul k tel que b = a*. Montrer que wu,, est un entier pour tout entier
naturel n.

2. Supposons maintenant que a < b < a?. En considérant au,, 1 — bu,,, montrer que I'on peut trouver n € N* tel
que u, € N*.

3. Supposons maintenant que a? < b < a®. Montrer que I'on peut trouver n € N* tel que u,, ¢ N*.

4. Comment peut-on généraliser les résultats des questions (2) et (3).

Exercice 104. Soit (m,n) € N*N*. Déterminer le nombre des suites finies (1, z2,...,%,) de a valeurs dans {0,1}" tel
que le cardinal de I'ensemble
{iE{l,...,n—l}, zi=0 et x4 =1

est m.

Exercice 105. Soit = un nombre réel satisfaisant 2% + 1/2% = 2/5. Trouver la valeur de 22 4 1/22.

Exercice 106. Soit A3 A3 A3 un triangle du plan. Soit A4 I'orthocentre de ce triangle et G le centre de gravité des points
Ay, Ay, As, Ay Pour © <4 < j <4 soit A; ; le milieu du segment [A4; A;].
Montrer que les six distances A; ;G sont identiques.

Exercice 107. Soient a, b et ¢ les longueurs des c6tés d'un triangle ABC'.
1. Montrer qu’on peut trouver trois nombres réels strictement positifs tels que a =x+y, b=y +z et c=z + x.

2. Montrer que
2

§< a n b n c <
2 " b+c c+a a+bd

Exercice 108. Soit f : R? — R? une fonction. Soit d un nombre réel positif, on dit que f préserve la distance d si pour
tout deux points du plan A et B, on a
AB=d= f(A)f(B)=d
Supposons que f préserve la distance 1 et qu’elle injective.
1. Montrer que f préserve la distance 2, puis qu’elle préserve toute distance entiere.

2. Montrer que f préserve la distance /3.

Exercice 109. Soient n et k deux entiers naturels vérifiant 1 < k < n — 1. Quand est ce que le coefficient bindmial (k)

est un nombre premier 7

Exercice 110. Soit € un réel €]0,1[ et n un entier naturel non nul. Considérons n nombres réels strictement positifs
r1,Ta,...,T, vérifiant

v(i,j) € {1,...,n}?, ziz; < €l
Montrer que

1
1+t ... +x, <

S

Exercice 111. Soit n > 2 un entier naturel, notons p,, le nombre de permutations o de I'ensemble {1,2,... n} tel qu'il

115



existe un unique i € {1,2,...,n — 1} tel que o(i) > o(i + 1). Déterminer p,,.

Exercice 112. Pour un entier m, on note f(m) le plus grand diviseur impair de m. Pour n > 1 entier naturel. Evaluer

F+FR)+B)+... + 12"

Exercice 113. Soit ABC' un triangle et C’ me milieu de [AB]. Comparer AC + BC et CC".

Exercice 114. Sachant que /30 ¢ Q, montrer que v/2 + /3 +/5 ¢ Q.

Exercice 115. Résoudre dans R I'équation
EQ2z+1)=E(x+4)

ou E(t) désigne la partie entiére du réel ¢.

Exercice 116. Soit n > 3 un entier naturel et soit E I'ensemble {1,2,...,n}.
1. Trouver le nombre de facons pour choisir une paire {a, b} d'éléments distincts et non consécutifs.

2. Soit p < n/2 un entier naturel. Trouver le nombre de parties de E de cardinal p ne contenant pas des entiers
consécutifs.

Exercice 117. Pour un entier n naturel non nul, soit d(n) le nombre de ses diviseurs.
1. On écrit la factorisation de n en facteurs premiers
n=p'ps?...p¥r
Trouver d(n) en fonction des «;.
2. Que peut-on dire si d(n) est impair ?
3. La suite (ng)r>o est définie par
ng=n et Vk €N, ngy1 =d(ng)

Trouver les entiers naturels non nuls tels que I'ensemble {ny, k& € N} ne contient aucun carré parfait.

Exercice 118. Soit n > 1 un entier naturel. Supposons que |'on peut trouver 2k entiers naturels non nuls aq, b1, ..., ax, bs
tels que les sommes a1 + by, ..., ax + by sont tous différentes et inférieures a n. Montrer que
2n —3
k<
5

Exercice 119. Les points du plan sont coloriés par deux couleurs. Montrer que I'on peut toujours trouver un triangle
isocele et rectangle dont les sommets ont la méme couleur.

Exercice 120. Soit n > 1 un entier naturel. Trouver tous les nombres réels x vérifiant

cos"x —sin"x =1

Exercice 121. Trouver deux nombres réels a et b vérifiant

i 1
t+ bt? t)dt = —
/0 (at + bt*) cos(nt) 3

Pour tout entier naturel n > 1.
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