4 Nombres complexes

4.1 Des calculs

Exercice 1

Mettre sous la forme a + ib (a,b € R) Les nombres :

SaAX3ATdINOD STIHIGNON 7 3HI1IdVHD

(@ 2 =15 (@) 2= (1+v3+2i)°
©) 2= (&) (3" + 328
(¢) z=(1+2i)(1—1) @)t
Correction
(@ z=1Z=-1-4
(0) 2 = gt = st —

(€) z=(1+29)(1—%) =341
(d) z=(1+v3+2i)" =2v3+4(V3+1)1
(€) (B0)° + &8 = -2+ %8

N +55=-3
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Exercice 2

Calculer suivant 'entier naturel non nul n. :

k=n—1
A= 5 i
k=0

Correction
k=n—1 n
1—12
Ap = Z: Zk== -
k=0 L—i%
Et donc :
0 si m=4k
1 Si n=4k+1
A-n = k; e N*

2 =144 si n=4k+?2

P G si m=4k+3

Exercice 3

Résoudre dans C :
@) (14+21)z—1+4+3i=0
(b)iz+(1—1%)z+1422=0

(¢) |z| +z2—3—-4i=0

Correction

i TR _1_3'_ :,
(a) (1+21)z—1+3z_0®2_ﬁ_—1—z.
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(b) On pose z =z + iy ,(z,y) € R2.

iZ+(1—1i)z+142i 0O i(z—iw)+(1—9)(z+iv)+1+42i=0

(z+2u+1)+@W+2)i=0

r=3ety=-2

¢ ¢ ¢

z=3—2%

Une autre méthode :

Oon a:
1z+(1l—1)z+14+2:=0

et par conjugaison on a aussi :

—iz4+(14+4)z4+1—-2i=0

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

On a donc le sytéme d’inconnues z et z :

(1—dz+iZ=—1—2%
—iz4(1+9)Z=—1+2%

1—14 A _ - _
=1let'D; = =3—2tet doncz="7F=3—-21
—1 141

—-1-21 7
—1427 1412

(c) On pose la encore z =z + iy ,(z,vy) € R2.

|z| +2—3—4i = 0& Vr24+y?4+zz4+iy—3—4i=0

< (VE2+12+2-3)+(y—4)i=0
& V24 vy24+zxz—3=0 ety—4=0
On trouve alors T =—L ety=4, soit z=—L+4i.
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4.2 Forme trigonomeétrique

Exercice 4

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

@Q))z=-1+4+1

(b) z=(—14+v3%) (V3+1)

(1—1)?(14/31)
(V3+i)(—1+1)°

(d) z =1+ cos(8) +sin(8)1 ( e€lo,m)

{c) z=

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(e) z=1+4sin(8) + cos(8)1 ( e€lo,m[)
Correction
(@) z=—-1+41, |-1+4+1i| =+/2 et donc

e S SR ST PG

(b) z=(—1+v35) (V3+1i),
2| = -1+ V31| |v3+1|=4. z=4(_?1+§i} (?4-%)

et

donc
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(1—4)?(14++/34) 2| = (1—4)%(1+v/34)
(V3+i)(—1+9) (V3 (—1+9)?

(d)Z: = 1.

arg(z) = Qarg(l—?l)-l-arg(l-l-\/g?})—arg(\/§+z’>—Qarg(—l-l-?l) [27]

1 1 1 3
= —Ew+§1r—g7r—§7r [27]
11w
= —=——]|2
=" [27]

Donc :
Z = COS (—HTW) —+ 2sin (—HT’JW
(e) 2 =1+ cosf +sinbi ( 6€]0,7m[) , par les transformations : 1 4+ cosé =
2cos?(2) etsin(8) =2cos (g) sin (g)
et donc : z = 2cos?(§)+i2cos (§)sin (§) = 2cos (36) (cos 16 + isin 36) , comme

6 €10, m[ , cos(36) >0

Donc :

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

1 1 R |
zZ = 2cCos (;9) (cos 59 “+ %2sin 59)
(f) 2 =1+sin6 + cosoOi ( e€]o,m()

1 +sin () + cos(8)i = 1+cosg—9) + sin (g—e)i

Il reste & déterminer Le signe de cos (% — %) pour 6 € 10, m[.

T ' [} '
[} el o P iy
€0, [ <= 4<4 2<4

Par un encadement simple on trouve cos (% — g) >0pour 06 % et dans ce

cas la forme tigonometrique est :

R (A [CHERR )

129
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peur-g < B-<m , €05 (% — %) < 0, et dans ce cas la forme tigonometrique est :

z = —2cos (g — g) (cos (5% = g) + isin (5% = g))

Exercice 5

On pose :
1434
T 1414
1. Ecrire sous forme algébrique et trigonométrique Le nombre complexe z.

2. En déduire cos (75) et sin({5) .

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

Correction
On pose :
_ 143
1414
143 (V3B (41) |1 1. 1y {5 TendB g T/
1. z= T—HI—( 2) = (G—39)V3+3i="5+ +:2 L.
2l = [ = V3, arg(z) =arg (1+V3) —arg(1+ ) =5 -2 =% [on]. Et

donc : z=+/2(cos(%) +isin(f))-

2. En partant de :

_|_1+2\/_) Re(\/_(cos(u)-i-?»s'”(u )
rm (1575 4 14731) = I (/2 (cos (35) + 1sin () .

On trouve : .
{ 1=v3 — \/Zcos (&)
1+v3 _ .
+2 = v2sin ().
Soit :
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Exercice 6

On considére les deux nombres complexes :
z1=1—4i et zp=14V2+4+1i

1. Ecrire sous forme trigonométrique Le nombre complexe z;.
2. Vérifier que : z12o = \/2Z>.

3. En déduire un argument du nombre complexe z>.

Correction

zZ1=1—1 et z=1+V2+1

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

1. C’est classique z1 = /2 (cos (=%) +sin(=%))

2.
z21z2=(1—-1)(1+V24+14) =v2+2-v2i=Vv2(1+V2—-1i) =V2z.
3.
arg (z122) = arg (\/55) = —arg (22) [27]
Donc :
arg(z1) +arg(22) = —arg(z2) [2m]
Soit :
arg(z2) = —%arg (z1) = —g [27]
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4.3 Ensembles de points

Exercice 7

Soit a un nombre réel non nul et z € C, montrer que :
l.|z—a|l=|z4+a| << z €1iR

2. |z—at|=|z4ail<=2E€R

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

Correction
€,
z—al = |z+al e |z—al’>=|z+al?
& (z—a)(z—a)=(z4+a)(z+a)
& (z2-a)(zZ—-a)=(2z+0a)(Z+a)
< 2a(z4+2z)=0
< z € ikR.
2.
z—ai| = |z-|-c1,'£|<:>|z-ar,'z;|2=|2:+a'.'£|2
& (z—ai)(z—ai) =(2+a)(z+ai)
< (z—at)(Z+at) =(z+ai)(Z—ai)
& 2ai(z—2Z)y=0
< zeLR

Exercice 8
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Déterminer L'ensemble des points M (z) dans les cas suivants :
(@) |z—1+41i| =|z—1+ 24|
() lz—1+1i=|z—-1+1]

(d) |z—141%]|=5

Correction

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé , M le point d’affixe z.

(a)

z-(1-9|=lz-1+2)[=|z2-(1-19)|=]|z2—-(1—-21)]

On considére alors Les points A(1 — 1) et B(1 — 21) L'égalité précédente est équivalente

a:

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

AM=BM

L’ensemble des points cherché est la médiatrice du segemnt [AB].

(c)

lz—1+14 = [Z—1+i&lz—1+i=[z—1+7
& |z—141i=|z—1—1

& |lz—A-)|=|z—(1Q+19)]

—

CM=DM

avec C(1—1) et D(1+1%), il s’agit donc de la médiatrice du segment [CD]
(d)

z—141i = 5&|z—(1—4)|=5
& QM =5
133
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avec Q(1 —1) , il s'agit donc du cercle de centre Q et de rayon 5.

4.4 Equations

Exercice 9

Déterminer Les racines carrées de Z = /3 + % sous forme algébrique, puis sous

forme trigonométrique. En déduire La valeur de cos ({5).

Correction

Soit o+ 18 une racine carré du nombre complexe Z = /3 + 1, et donc : Z =

(a+16)° = a? + 2iaB — B2.0n a alors le systéme suivant :

1] [ ?+p>=2 (@ +16)2| = 12|

2] { @2 —B%2=+3 Re(a?+2iaf —B?) = Re(Z)

[3] 200 =1 Im(a?+2iaf —B?) =Im(2)
BI+E e g2 = 24YE o WIZBl ynng g2 223

L'équation [3] nous dit tout simplement que & et B ont meme signe , ce qui donne :

a_l_w:iuz+\/§+J2—\/§i)

2 2

Ona:|Z|=2 etarg(Z)=7F [2m] donc|a+1B|=+v2 et arg(a+1iB)= {5 [7]
cela revient a dire que : arg (a+1B) = 5 [27] ou arg(a +1i06) = {5+ [27]. Comme

cos({5) > 0 alors :

3 (con () +oan () = 2524 252
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et par égalité des patie réelles , on aura :

Cos(i)_ 2+2\/§_\Jm
12/ /2 4

Exercice 10

On considére dans C L'équation :
(BE); 22+ (1+9)z24(E—-1)z—i=0

1. Rechercher une solution imaginaire pure at a L'équation (E).

2. Trouver les complexes a et b tels que :
2Z24+01+9)z+GE—-1)z—i=(z—ai)(z?+az+0)

3. Résoudre alors L'équation (E).

4. Sur le méme modeéle, résoudre L'équation :
4iz3 +2(1+31)22 - (5+41)2+3(1—-7i) =0

, sachant qu’elle admet une racine réelle.

Correction

On considére dans C L'équation :
(B) , 224+ (1+9)2°4+(i—1)z—i=0

1. Si at une solution de (E) , alors :

(@)’ +(1+1%)(ai)’+(i—1)ai—2=0
& —a3i—(1414)a24+(i—1)ai—i=0

Scanné avec CamScanner
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—a3—a’—a—1=0
(1){ a=—1 ou a=0

—a—a?2—a—-1=0

(2)

La solution qui vérifie (2) est a = —1 , on vérifie alors que —1i est la solution

imaginaire pur de (E).

Méthode 1 : En effectuant la division euclidienne de

224+ Q+)2+@E-1)z—1

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

par z+1 , on trouve :

224+ (1+D)2°+ (i —1)z—i=(z+1)(2°+2z—-1)

Méthode 2 : On écrit
VzeC , 22+ (1+9)22+(i—1)z—i=(z2+1)(22+az+0b)
On prend z =0, on aura :
—31=21%b et donc, b= —1.
On prend z =1, on aura :

—2—45=2i(—2+ai) , soita=1.
136

Scanné avec CamScanner



Méthode 3 : On écrit

vz € C, 2241 +9)224+GE—-1z—i=(z+1)(z2+az+0b)
= 234+ (a+1)z2+(ai+0b)z+1ib

Par identification des coefficients , on aura :

a+i=1+41
ai+b=1—1 <=>{

h=—1

Z24+1+9)2°+(G@—-1)z—1 = 0&(z+9)(2°+2z—-1)=0

& z=—1i ou z224z—-1=0

o
Il
|
SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

Résolvons L'équation z2+z —1 = 0. Son discriminant A = 5 et les solutions sont

v5—1 —/5—1
=1 gy /B
Donc L'ensemble des solutions est : {\/52_1 , _\/E“l,—i}.

. Pour ['équation :

(F) : 4i2342(1+431)22—-(5+4i)z+3(1—-71) =0

On cherche une solution zo =06 € R, on procéde comme en 1., on trouve § = 3

]

Puis on écrit :

Vz € C, 4234201 +39)22—-(5+4i)z+3(1—71%)
3
= (z—§>(azz+bz+c)

En utilisant ['une des trois méthodes citées ci-dessus on trouve :
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Vz € C,4iz3+4+2(1+39)2%2—-(5+4i)z+3(1 —71)
= (z—g)(4iz2+(2+12?'.)z—2+14)

On cheche dans C les solutions de L'équation
4i22 4+ (2+129)z—2+14i=0
,sont discriminant est
A= (2+12i)%2 — 163 (—2+ 141) = 84 + 80i = (10 + 41)°

et donc les solutions sont :

—2—-121—-10—41

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

— = -4 L
z 27 + 31
ou
—2—121 )
- 1,-‘|-10+4z:_2_2i.
44

Donc l'ensemble des solutions de (F) est : % ,—4+ 31, —2 — 27‘,.}.

Exercice 11

On considére dans C L'équation :
(BE); 224+ (Q+m)1+9)z+i(1+m?) =0

1.(a) Vérifier que a = — (i + m) est une solution de (E).
(b) En déduire b L'autre solution de (E).

2. On suppose que |'m| = 1.
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(a) Vérifier que : § € R.
(b) Vérifier que : a®> = m(m + m + 21)

(c) En déduire que : arg(a) =T + Larg(m) [n]

Correction

Soit dans C L’équation :
(E) .224+Q+m)Q+9)z+i(1+m?) =0

1.(a) Vérifions que a = — (1 + m) est une solution de (E).
(—GE+m)’+A+m)A+)(—GE+m)+i(14+m2) =GE+m)[i+m— (141
=@@t+m)i+m-m—-—im—-1—i+im+1]=0

(b) Si b est l’autre solution , alors ab=1%(1+m?) , donc :

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

; 2 ; 2
bzz(l-i—m ) zz(lfl—m ) e
a —(Z+m)

2. On suppose que |/m| = 1.
Srifi . a
(a) Veérifions que : ¢ € R.

a_—(+m)_ (i+m)

b —im —1 m—+1

Alors :

_ R o A

a —i+m e e ——

( )z F = L (Car puisque mm =1 aLorsm:—).
m

b —im+1 i
Donc :
(E)_—z’m-l-l_ —it(m+1) _a
b/ —i+m  —i(14+im) b
Donc % € R.
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(b) Vérifions que : a? = m(m + m + 21).

a’? = (—@@E+m))2=m?+2im—1
= m?+2im—mm (mm=1)

= m(m-—m+21)

(c) On a:

m —m = 2iI'm(m)

et donc

(m —m+2i) =2i(Im(m) + 1)

, comme |m|=1 alors :

—1<Im(m)<1

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

et donc :

0<Im(m)+1.

Si Im(m)+1=0 alors m=—1 parsuitea’=0 ce qui est absurde ,

donc Im(m)+ 1> 0, ce qui permet de dire que
) T
arg(2i(Im(m)+1)). = 5 127]..

et comme :

a’ =m2i(Im(m)+1)

on en déduite que :

2arg(a) = arg(m) + g [27]

Soit :
140
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arg(a) = % + %arg(m) [7r]

Exercice 12

Soit n € IN* |, résoudre dans C les équations suivantes :

1. 2°"+ 2"+ 1 =0.

1442\ __ 1+4itan(a) T
2. 1—¢z) — I—itan(a) ' O‘E}_E'E[
Correction
Soit n € N* .

1. On considére dans C :

22" 4+ 2"4+1=0

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

On pose Z = z™ , et l'équation de vient :

Zaok i =i

.27
13

gl

- - . . 2 .
Sont discrinminant A = —3 = (z\/g) et les solutions sont w=e et

Il faut donc résoudre dans C les deux équations :

2P=w et 2"=w.

Pour z" = w :
.2 : 2 n
P =uSrP=ets = (e"“%)
Et donc les solutions de cet équation sont :

Zx =e€e'3me*™n =e” 3 avec k€ {0,1,....n—1}
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I
gl

Pour z™

et de ce qui précéde on aura :
2mwi(14+3k)

Zx=e€e avec k€ {0,1,....,n—1}

Soit :

—27i(14-3k)
2y =€ 3n avec k€ {0,1,....,.n—1}

En conclusion ['ensemble des solutions dans C de L'équation

242" 4+1=0

est :

omi(143k)  —2mi(1+3k)
{e n e 3n ;k:E{O,l,...,‘n—l}}

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

1+'Lz)ﬂ' __ 14itan(a)
1—iz T 1—tan(a@)

2. Pou l'équation ( , a€|—=%,%[, avant tout , on a :

cos(a)+isin(a)

1+?,tan(a) . cos(a) . eia _ _i%a
1 —?',tan(a) T cos(a)—sin(a) T e—ia :
cos(a)
AT
On pose Z = }i‘%) , et l'équation de vient :

7N — gi20 — (EQTC')R

et donc on peut écrire que :

1+ iz 20 2km 2i(a+km)
—1 - —enetn —e n aVECkJE{O,l,...,TL—l}
— 12k

Donc aprés tout calcul fait :
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wla+km)
e ~ 2asin ({adkm) e 75

] 2i(a+km) e ; i(atkm)
z(e n +1> 24.cOS (%)e—n

= cot((a-;—kﬂ) avec ke {0,1,...,.n—1}

2i(a+km)
n

Exercice 13

Soit n € IN* , on considére dans C [ équation :

(BE) - (z+9)"=(z—)"

1. Montrer que si z solution de (E) alors z € R.

2. Résoudre (E).

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

Correction

Soit n € IN* , on considée dans C | 'équation :

(E) : z+9)"=(z—1)"

1. Soit z solution de (E) alors :

(z+9)" = -D)"=>|z+1i"=|z—14"
= |z+i| =z —1
= |z+i2=|z -1
= +DE+)=(2-1)(z—1)
= (z+9)EZ-1)=(z-1)(Z+1)
= 2z2—2z2z=0
= zZzckR

143

Scanné avec CamScanner



2. Remarquons que % n’est pas une solution , donc z — 1 = 0.

N\ T
(z-l-i)”:(z—z’)nc}»(z-l—z_) =1
zZ—1
On en déduit que :
Ze¥t_ B . L l0,1,..,n—1}
Zk—1
et donc :
12KT ik
—i(en 41 —~24cos(EE)en P
Rk = ( 2kT ) = (n) . ICOtg(—W) ke {0 1; n—1}
(1—8 n ) —24sin ('%r) en n

4.5 Forme exponentielle

Exercice 14

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

Soient n € N* et 6 € ]10,27[. on pose :

k=n k=n k=n
€= ) cos(k)y , §S= ) sin(kd) et E= | e
k=0 k=0 k=0
1. Vérifier que :
C+1iS=E

2. Montrer que :

(VT € R) ; € — 1 = 24sin (g) er(3)

3. En déduire que :

o sin (7(1142-1)9) cos (%) i sin (Lgl)g) sin (%)

sin (g) sin (g)
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A
>
L
Correction —
Soient n € N* et 6 € ]0,27m[. on pose : |-;|'i|
1N
k=n k=n k=n =
C= ) cos(kf) , S= ) sin(kf) etE= ) e*°

k=0 k=0 k=0 Fd
o
z. <
W
k=n k=n m
C+iS = cos(ke)) +1 ( ). sin (ke)) m
k=0 k=0 n
k=n n
= ) (cos(k)+ isin(k0)) o)

k=0
k=n Z
= e =g Y
k=0 r
m
X
m
)]

2,

(Vz € R) , 2isin (g) et(®) — (ei(%) - e—i(%)) et (3)

= pF—1

3. Remarquons que : C = Re(E) et S=Im(E).

k=n k=n _
Yy e* = 5 (e*)" par Moivre
k=0 k=0
gitnne _ 1 2usin (@500) g (HF) |
= By = el (g) O] par la question 2.
2

sin (L"';l)g)

sin (7("’21)9)

Tan(2) (cos () +1sin (7))

ei(%g) —
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En passant 3 la partie réelle et imaginaire on trouve :

_sin (422) cos (12) sin (259 sin (%)

C= et S=

sin (g) sin (g)

Exercice 15

Soient n € N* et 6 € ]0,27[. on pose :
P(z) = (z+1)" — e

et CpiGieeee ,Cn—1 Lles solutions dans C de L'équations P(z) = 0.

1. Vérifier que :

k=n-—1 )
[T ¢k =<¢o¢i.--bn—1 = (—1)""12isin (ng)e™®
k=0

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

2. Résoudre dans C , P(z) = 0.

3. Montrer que :
k=n—1 o )
1—[ 61'(9"'7) — 4(n—1)ind
k=0
4. On pose :
k=n—1 kTt
An= ] sin (9+—)
k= n
(a) Démontrer que :

k=n-—1 )
[T €k ==%0¢1...Ch—z =—2"iAne*™.
k=0

(b) En déduire une expression simple de An en fonction de n et 6.

Correction
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Relations entre racines et coeifficients d’'un polynome.

Si @ un polynome a coeifficients dans C de degré n ,

Q(z) =anZ™+al_1Z+...a1Z + ao

et z1,22,....,2n Lles racines de Q dans C , alors on a les relations suivantes :
k=n
[1] » Q(Zy=ay [] (Z =2p)=an(Z=2i) (Z—25)ccu (Z — zpn)
k=1
an—1
2] @ ) zxk=z14+2z2+..... i = —
k=1 an
k=n a 0
3] : 2 =2 X 20K s xzn:(_1)”_0=(_1)”@
k=1 an an

Dans le cas particulier ou :

Qiz) = az’+ bz +c.

&
I
3
SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

ziet zo» les deux racines , on retrouve les relations classiques :
b C
Zi+z2Zo=—— et 21 X 2= —.
a a

Revenons a notre exercice .

Soient n € N* et 6 € |0,27[. on pose :
P(z) = (z+1)" — ™"

P est un polynome de degrémn avecanp=1 et (o , C(1...... , Cn—1 Lles racines
dans C de ce polynome ..
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1. En utilisant [3] , on aura :

k=n—1
[T ¢ = Cocl...cn_lz(_l)n@

k=0 an
= —2isin(no)e™ (—1)"

= (—1)""124sin(ne)e”.

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

2.
P(z) =0 (z+1)" = €™ = (£!2)"
Les solutions zx sont telles que :
(e+1= 129 5 — o2u(6+57) , avec ke {0,1,....,.n—1}.
Et donc :
. T k}’[l' . T
¢ = e (6+5) _ 1 = 24sin (9 + ?> et(0+5)  aveck e {0,1,....,n—1}.
3.
k=n=1 . o)
Il ei(6+%) — ¢ k= 7
k=0
im (k:§71k>
— e’lﬂgen k=0

— g (2

e pind (e%) -1

i(n—l)eins

A retenir :
" . ; o P
et —1 , e¥F=—=1 , e =4 , g
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4. On a :

(a)

= sin (6 + £7) et(6+47)
¢ = 11 stm(e-l- n)e

k=0
k=n—1 k=n—1 .
= (21')”( n sm(e+““—“))( I ez(e+’z,,))
k=0 n k=0
= (20)" Api®De"®  g'aprés 3.

= —2%iA, et

k=n—1 7
T[T ¢e=2~CoC1...Cn—1.= —2"§Ane*™.
=0

(b) D’aprés 1. on a :

k=n—1 2
[T ¢k =(—1)"!2isin(no)e™?.
k=0
Donc
—2"iAne™™® = (—1)"*t1 24sin (no) ™.
Donc :

_ (—1)"*1 2isin (no)ein? _ (=1)"sin (n6)

An —2Nnjeind on—1
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CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

150

Exercice 16

Soient n € N* et (o,Ci...... ,Cn—1 Lles solutions dans C de l'équations z™ =1

1. Vérifier que :

k=n
Y Ce=Co+C+...+¢1=0

k=0

21 5 3
2. Onprned n=7 etonpose w=e"7 , On considére Les nombres complexes

U=w+w?+w? etV =w?+w’+w’

(a) Calculer U+ V et UV.

(b) En déduire les valeurs de U et V.

Correction

2km
1. les solutions dans C de L'équations z™ =1 sont Les nombres complexes : e*™n

N Kk . 2
= (e Qn) avec k € {0,1,.....n—1} . Posons w = et , donc ces solutions
sont :
1, w, W,....,w"1

Et donc

k=n-—1 k=n-—1

1 —wn
z (e = Z wh Teeey =0
(Car w™ =1 ,puisque w solution de z™ = 1)

2. On prned n =7 et on pose w:e";QTﬂ, U=wH+w?4+w* etV =w3+4w’+wd
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(a)

U+V = wH+w+w*+ wd +w’+wb

l4+w+w+u 4w +w’+wt)—1

= —1
et

UV = (w4 w?+w*) (w?+w®+wd)
— w10+w9+w8+3w7+w6+w5+w4

Mais avec w’ =1, on trouve :

U = w3i+uw+w+3+wt +w 4wt
= Q4+w+w?+uwd+w* +w®+wb)+2
=

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

U+v=-1
(b) Comme on a : { U et V sont solutions de L'équation : TZ2 +

uv =2
T+2=0, qui sont -3 +%iv/7 et —21—24/7 . Il faut donc distinguer Le

quel de ces nombres est U et lequel est V.
Ona:w'=1 etww=1, on en déduit que w* =w" , et Im (U) = sin (&) +
sin (47) —sin (%) =sin2w —sinjw+sin3n >0 et donc U=-3 +3iV7 par

suite V =-3 -1i/7

Exercice 17

Calculer (1 4+ 21)(1+ 3%) , en déduire que :
37
arctan (2) 4+ arctan(3) = T [27]

1571
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Correction
On rappelle quesi, z =a+1ib avec a=0 ,et6 =arg(z) [2m] alors: tan(8) = g.
Ce qui donne :

@ = arctan (2) [27].

Dans notre exercice on a :

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(1 +2i)(1+36) = —5+5i
= 5V2e'7.
et donc :
arg (1+26) (1 +30)) = arg (1 +20) +arg (1 +3) = 5° [27].
Par suite :

arctan (2) + arctan (3) = 3; [27r] .

4.6 Transformations et géomeétrie

Exercice 18

Trouver tous Lles nombres complexes z tels que :

1
Zl=|—|=|1—2
2l =|,|=1 -zl

Correction
Ecrivons z =re® (r > 0)
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1
|z|=|—’©r2=1 et donc r =1.
z

D’autre part :

1—z=1—e% = —24sin (g) e's

Puisque |z| = |1 — 2| , alors :

'sin (9>' =1 ar suite ‘cos(tg)'
2/)|=2 P 2

On trouve alors ,

Exercice 19

On pose pour tout z € C— {1} :

f(z)= e !

zZ—1

1.(a) Montrer que : f(z) €iR<= z € iR.

(b) Déterminer L’'ensemble des points : E1 = {M(z) ; f(z) € R.}

2. Résoudre dans C léquation : f(z)=1-—2z.

3. On pose : z — i = re’®,

(a) Ecrire sous forme trionométrique le complexe : f(z) — 1.

(b) Déterminer les ensembles suivants :

Ex = {M(2) ;| f(z)—1il =2}
Es = {M(2) ;arg(f(2)-9) =7 [2m]}

Scanné avec CamScanner
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Correction

On pose pour tout z € C— {1}

f(z)= 2

A T

1.(a) :

f(z) € iR<= f(z)=—f(2)
—1Z —1z

<& = - = .
zZ+1 zZ—1
= Z(r—a)y=1%2(Zz+13)
& Z=—z
< z €1R.

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(b) Ex ={M(z) ; f(2) €R.}

f(z) € iR<= f(2)=f(2)
—iz iz

zZ4+1 z—1

—iz(z—1) =12(Z+1)

2i1zz4+2—2=0

¢ ¢ ¢ ¢

|z|2+ Im(2) = 0.

En écrivant z =x + 1y , alors :

M(z) € E1ex?+y°+y=0

N

1L s’agit du cercle de centre Q (—41) et de rayon 3.
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) = 1—2ze %

-=1—2z et z=1.
Z—1

& 22°2—(1+i)z+i=0et 2z=i.

Résolvons dans C Ll'équation 2z2 — (1+1i)z+ 1 = 0 , son discriminant A =
2
2t—81=—61=[V3(1—1)| .

Les solution seront alors z =

1—v3) . = 1++3) .
1+4\/§+( 7 )'z.ou z:14‘/§-|-(+4 )'f,.

3. Onpose:z—i=re (r>0).

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

(a)
O
= _1- - _le—m - lei(fr—a)
z—1 T T
= %(cos(w—cx)+z’sin(7r—a)).
(b)

M(z) € Eg:{M(z) ;|f(z)—'z;|=\/§} @‘z_—_lzy=\/§
2

< |[z—1tl=—
2 =1l =

E> est le cercle de centre J(1i) et de rayon %

M(z) € E3={M(z) ; arg(f(z)—i):% [QW]}@W—QE%[Q'N]

= a:arg(z—'z)z?’%[mr]

IL s'agit de la demi droite ouverte d’origine J (i) est dirigée par le vecteur
T (—14%).
155

Scanné avec CamScanner



Exercice 20

On considére L’'application f définie de C dans C , pour tout z € C :
1 . i
F(z)=¢ ((1-14v3)z+22)
1. Résoudre dans C L’'équation : f(z) = 0.
2. On pose zo =1 et pour tout n €N , Zny1 = f(2n) et un = |2zn|.

(a) Montrer que :
2

(b) En déduire que La suite (un),>q €st convergente et déterminer sa Limite.

3. Pour tout Kk € N , soit Mg L'image du complexe 2, , et on pose ! Sy =

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(a) Montrer que :
(VTLEIN) , SnS3.

(b) En déduire que La suite (Sn),>o est convergente .
4. On pose z=17re¥® | re R% et6€]—m, x[.
(a) Montrer que :

f(z) = %rcos (9 - %) et .

(b) montrer que pour tout n € N , Les points My, Mo, ...., My sont alignés.

Correction

On considére L'application f définie de C dans C , pour tout z € C :

f(z) = % ((1-14v3)z+22)
156
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f(z)=0<:>%((1—?}\/§)z+23> =0

Posons z =x + 1Yy .

;((1—7;\/57)24-22:) = 0& ((1-+v3)(@+w)+2(z—w)) =0
< (3z4+V3y) - (V3z+vy)i=0

3z4+V3y=0
V3z+y=0
= Tr=-—=Y

L 'ensemble des solutions dans C de L'équation f(z) = 0 est L'ensemble :
{z€C,z=t(1—1) , €R}.
2. On pose zo =1 et pour tout n € N , znt+1 = f(2n) et un = |2n|.

(a) On a pour tout n € N , zZnt1 = f(2n) :% ((1 —'i\/§) zn-l—zfn) , donc

Zn41 = é ((l — 1\/5) zZn + 2211,) ,
_ — |1 ; = 1 ; > —

0 S Un+t+1 = |2n+1| = |6 ((1 — 'i'\/g) an,+ 2271,)' S G (ll —1\/§| |Zn| +2|Zﬂ_|) =
2 (21znl +21Znl) = 5 (I2nl + [Zn]) -

Comme |zn|+ |Zn| on en déduit que :

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

2
(b) Montrons par récurrence que :
2 n
(VneN),0<up < (§> .

Pourn=0, uo= |20l =1< (%)O , la propriété est vraie .

Supposons que 0 < un < (%)n et montrons que 0 < Up41 < (%)nﬂ.

D’aprés ce qui précéde , ona : 0 < Up4+1 < %un et par hypothése de récurrence
0<un1 <33 ="
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En conclusion :

n
(Vn € N) ,-ogung(g) .

Comme |un| < (3)". et LHm (). =0 ( car —1<i<1), alors suite

(un)n>o converge et sa Limite est O.

k=
3. Pour tout kK € IN , soit Mg L'image du complexe zi , et on pose : Sp = kgzOMg.
k=
(a) Pour tout k € N, OMg = |zk| = ugx , et donc 0L Sp = ngOMk: =
k=n k=n ok _ 1—(2)"*. _ _2\ntl
o WS Z ()= = (1 3) ) =3

(b) VR €N , Sny1—Sn = OMn41 = uUnt1 2 0, donc la suite (Sn)p>q croissante

, et comme elle est majorée par 3 donc elle converge .

4. On pose z =re¥ | r€RY et €]l—m, [

(a) :

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

f(z) - % ((1 —_ 2\/§) 'r'e"';E + 27.6-%'8)
= g (28-1'13561‘9 ol 26—129)
= g (e'(5-3) 4 e=%)

%r cos (9 + g) e %, (On a utilisé : e + e = 2cos (ﬁ ; a) eﬂ#))

|

(b) Pour tout k € N, on pose : zx = uge'® , d'aprés la question 4.a. :
2 Yl -
Zk4+1 = gug cos (9;6 + g) e 's

Par suite Pour tout k € IN*

ol

Zkt2 — 2k %uk+1 cos (6k+1 + %) e ' — %'U-k:—l cos (6k—1 + %) g

2ukcos (Bk + L) et — 2ux_1cos(6k—1+ ) e s
_ Uk+41C0S (Ok+1+ F) —uk—1€0s (Be—1+F) te € R
o Uk COS (9{; + %) — Uk—1 COS (9;;;_1 -+ %) il ’

Zrg+1 — 2k
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Par suite pour tout k € N* on a :
Zk+2 — 2k =tk (Zk4+1 — 2k)
Ce qui veut dire que pour tout k € IN* :

mk;+2 =tk W;c+1

Les points M1 , M>,..... , My sont alignés .

Exercice 21

On considére L'application f définie de C dans C , pour tout z € C :

f(2)=22—(24+61)z

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

1. Résoudre dans C L'équation : f(z) = 4 — 61.

2.0nposeu=14+5i ,v=14+1, w=239—1i, a :arctan(%) et B =
arctan (35) -

(a) Vérifier que :

U v =4w.

(b) Déterminer en fonctions de o et B des arguments de u et w..

(c) En déduire L’égalité dite de Machin :

™

735)
239 4

1
4 arctan (g) — arctan (

Correction
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mais puisque 4o — 3 € [0,2m] alors :

1 1 s
4 arctan (—) — arctan (—) =
5 239 4

Exercice 22

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O 3 E*, ?) on
considére Le point A d'affixe 2 et le cercle (C) de centre O passant par A.
Dans tout L'exercice on note o le nombre complexe o = 1+1i+/3 et @ le nombre

complexe conjugué du nombre cx.
1.(a) Démontrer que a? — 4a = 2& — 8.

(b) Démontrer que les points B et C d'affixes respectives o et & appartiennent

au cercle (C).

2. Soit D un point du cercle C d’affixe 2e*® ou 6 est un nombre réel de l'intervalle

SaAX3ATdINOD STIHIGNON 7 3HI1IdVHD

—3:30:

(a) Construire le point E image du point D par lLa rotation de cercle O et

’ ™
d’angle 3
(b) Justifier que le point E a pour affixe ze = ae®.
3. Soient F et G les milieux respectifs des segments [BD] et [CE].

(a) Justifier que Le point F a pour affixe zr = § + €*.

aeta

(b) On admet que le point G a pour affixe zg = =

zZg —2 a
L= 2 2
En déduire que le triangle AFG est équilatéral.

Démontrer que - On pourra utiliser La question 1)a).

Correction
8 i o . . B e
Dans le plan complexe muni d'un repA“re orthonormal direct (O, u, v ), on
considA “re le point A d’affixe 2 et Le cercle (C) de centre O passant par A.
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Dans tout l'exercice on note o Le hombre complexe o« = 1 + i\/3 et & Le nombre

complexe conjuguA© du nombre o.

1.(a)

o?—4a = (144v3) —4(144/3) = —6-20V3
26—8 = 2(1—2\/5)—8:—6—21\/5

Donc :

a’—40=2a—8

(b) Comme Lle cercle (C) de centre O et passe par A, son rayon est donc OA =2
. |lal=|al =2, donc OB = OC = 2, et donc les deux points B et C sont

sur le cercle (C).

2. Soit D un point du cercle (C) d’affixe 2e*® ou 8 est un nombre réel de l’intervalle

=23l

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(a)
(b) L'équation complexe de la rotation R de centre O et d’angle de mésure %est
donnée par :

RM(2))=M(2') <2 =e'32
162
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On considére L'application f définie de C dans C , pour tout z € C :

f(z)=22—-(24+61)2

f(z2)=4—6i< 22— (2+4+6i)2—4+6i=0
de discriminant A = (2 + 61)° — 4 (—4 + 61) = —16.
les solutionssont : z=14+1% ouz=1+ 413
2. Onposeu=1+45i,v=14+1%,w=239—1%, a=arctan (3) et B = arctan (535) .
(a) u*v = (14+51)* (14 1) = 956 — 41 = 4w.

'U.4"U = 4w.

(b) De l'égalite ci-dessus :

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

4arg(u) + arg (v) = arg (w) [27] .

Pour un comlexe z=14ai , arg(z) = arctan(a) [27] (a € R).
arg(w) = arg (239 (1 — 5351)) = —arctan (55) = —6 et arg(u) =% — .

(c) De l'égalite 2.a. ci-dessus :
darg(u) +arg(v) =arg(w) [27].
avec arg (v) = T [2m]. On aura alors :

((5-0) =0 e

Soit :
T
4o — B = — 2
a—p n [27]
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et donc :

R(D) = E < zg = e*3zp = ae®.

3. F et G les milieux respectifs des segments [BD] et [CE].

0
R
D>
-
_|
py)
m
(2) =
Z2p+2zg 2e¥¥ 4+« <
2 2 g
a 0
.
(b) 26 = 2242, b
@]
@)
0= Z
36—2 _ a262+a_2 2
zZF—2  S+4e?-—2 m
_ 2ae®+a—4 r>|<_|
T a+2e—4 )

2ca2e + 4 — 4 o _
= _ ona: (x—) avec oo = 4.
a? 4+ 2aett — 4 o
(2%’ 4+ 4 — 4ar) _— .
= — d’aprés la question 1.
200 — 8 + 2cxe?®
a (2a?e¥ + 4 — 4a)

2 (2a2e¥ + 4 — 4ar)

N R

2 — 2
ZF—2

=2
s =% , donc (AE,A@) =arg(%) =%[2n] et
zZFp —2

AF = AG , donc le triangle AFG est équilatérale .

l=|%|=1 donc

Exercice 23

Le plan complexe (P) est rapporté a un repére (O 2 E’, ?) orthonormé direct
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. F la transformation plane telle que :

F(M(2))=M'(z") avec z'= %

On considére Les points A(21) et B(%).

1. Résoudre dans C l'équation z' = z.

2. On pose z —i=¢€'" avec a € | -3, Z].

(a) Ecrire sous forme trigonométrique le complexe z’.

(b) Montrer que :
(vz € C—{i,21}) ; arg(2') = g + (W, AM ) [27]

(c) En déduire l’ensemble des points M (z) tel que z' imaginaire pur .

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

3.(a) Montrer que :
(vzeC—{i}), (2 —i)(z—1) =1

(b) En déduire l'image du cercle (C) de centre B et de rayon T = 1 par F.
4. C et D les points d’affixes respectivement c=1+4+1%1 etd=—1+41.

(a) Montrer que :
(M’D, M’C) =7+ (W, MC ) [27]

(b) Montrer que si M , C et D ne sont pas alignés alors Les points M’ , M,

C et D sont cocycliques .

Correction

Le plan complexe (P) est rapporté a un repére (O; ?, ?) orthonormé direct . F
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La transformation plane telle que :

(2 — 24
F(M(z))= M (2/) avec z' = H
On considere les points A(2%) et B(1).
1
2 = z:@M:z et z # 1.
(z —1)

& 22-242—2=0 etz=1.

les solutions sont : —14+1 et 1+41.

2. Onposez—i=¢e" avecac|-1,Z|.

(a)

i (e 44— 21)
(e 414 — 1)
i (et — )
e‘LC!

= i4e®

Zi

g i ;i X i
z_l_eza — 81.2 +e‘1(1

Comme -2 <a<%Z ,alos —2<Z—-2<0 ,etdonccos(%—%)>0,

d’ou l'écriture trigonométrique :

o= o (2 T) s (4 T) 49n (24 T)

Scanné avec CamScanner
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CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

166

(b)

(Vz € C—{i,2i}) ; arg(2') = arg (zg:f)z)) 2l
= o +arg (T3 )
_ (2m — 24)
= 2+ar9<(zM_zB))[27r]
= 2+ (BM, AM) [2n]

(c) L'ensemble des points M (z) tel que z’ imaginaire pur est donc l'ensemble
des points M (z) tel que (Bm Am) = 0 [m] il s’agit de La droite (AB) privée
des points A et B.

(a)

(VzeCc—{i}),; (2 —1)(z—1) = (M—z) (z —1)

Il
> i
N
| |+
.
~—
)
N
|
o,
p—

(b) Si M(z) un point du cercle (C) de centre B et de rayon r =1 qui veut dire

que : |z—1i| =1 . et soit M'(2’) son image par F.

On a:
(2/—i)(z—1) = 1=>|z'—1i||lz—1|=
= |z’—7',|:l
T
, 1
= AM' = —
T

Donc M’ appatient au cercle de centre A et de rayon %
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3.(a)

(W) - (W) = arg (M) — arg (ZC :z) [27]

zc—2' 14+i—2'
zZp — 2! —141—2

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

Par suite :

On conclut alors que :

(W) :w+(m) [27]

(b) Si M , C et D ne sont pas alignés et d’' aprés ce qui précéde ona :

Zc—z’ ZD—Z_ 1
zp—2z'" zZe—2z

alors les points M’ , M , C et D sont cocycliques .

Exercice 24
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CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

168

[A] Soit 6 € [0,27] , résoudre dans C L'équation :
(Eg) : 22— (1 +1)e’z+1ie*?? =0.
[B] Dans le plan complexe (P) , rapporté a un epére orthonormé (O; E’, ?)
on considére Les points My et M, d’affixes respectifs z; = e*fet z, = ie®.

1. Montrer que OM1M> est un triangle isocele et réctangle en O.

2. I Le milieu du segment [M1, M>].

(a) Montrer que Lorsque 6 varie dans [0, 27] , I varie sur un cercle (C) de centre
V2

O et de rayon <=
(b) Montrer que la droite (M1M?>) est tangente a (C).
3. On suppose que 6 € [0, 7].

ﬁ
(a) montrer que (E* Mle) =0+3 [27].

(b) En déduire la valeur de 6 pour laquelle la droite (M1 M>2) est parallele a
(0. 7).

Correction

[A] Soit 6 € [0,27] , résoudre dans C l'équation :
(Ep) : 22 —(141)e¥z414e'? =0.
Le discriminent de cet équation est

A= ((141%)e%*)* — 416" = 21e%¥ — 41 = —2ie?® = [(1 —1)e*]
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D’ou les solutions sont :

i\ o6 — i) eif _ N eld _ (1 — i) eif
z:(l—l-'z.)e -;(1 i)e — e oy z:(l-l-z)e 2(1 i)e _

1e%.

[B] Dans Le plan complexe (P) , rapporté a un epére orthonormé (O; E", ?) , on
considére les points M1 et M> d’affixes respectifs :

z1=e¥% et z,=1ie¥.

1. Calculons le rapport ;’—f :

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

2_2 _ .ie'i.e .
Z1 eid
On a
arg (2—2) = (O_Mf, ()_A/!Q).) = — [2m]
1
et :
z2 O Moz 1
Z1 o OMl

ce qui nous affirme que le triangle OM1M> est un triangle isocéle et rectangle

en O..

2.(a) I Lle milieu du segment [My, M>] , son affixe z; = %ﬂ = QT“H)e“‘g.

(b)
V2

2

Donc lorsque @ varie dans [0,27] , I appartient au cercle (C) de cente O et

de rayon %

(c) D'un coté I € (MiM2)N(C) , d'un autre :

(07 W) = arg (ZI_ zl)

ZI

(1-2I-i)ez‘e — eif
=9 (1+1) o6
2
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—1+41
:arg( 1+z')
= arg (1)
— [271]

La droite (M1 M3) est tangente a (C) en I.

3. On suppose que 6 € [0, T].

(a)
(E}, M1M2> =arg(z2 — 21)

=arg ((—1+1)e")

Il
o8]
=
(a]
T o
>[5
™
Lol
M|§”
0]
%
M

— o+ " [27]

CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

(b) La droite (M1M>) est parallele a (O, ?) si et seulement si elle est perpen-

diculaie 3 (o, E’). cela est équivalent 3 :

(?, MlMQ) :g [7]
et donc :
3 T
O+ — =—
5 5 [m]
Soit :
T
0 =——
Z (]

170
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Exercice 25

Partie I.

Soit m un nombre complexe non nul; on considére dans C L’'équation :
(Em) : (z4+1)*4+m?=0.

1. Résoudre L'équation (Em) .
2. Déterminer m pour que e'3 soit solution de (Em).

3. Déterminer L'ensemble des points M(m) , pour que les solution de (Em)

aient meme module .

Partie II
Le plan est apporté 3 un repére orthonormé direct (O, U,y ) .On considére lLes

points M , B et C d’affixes respéctifsm , b=—-1+1m etc=—1—1i1m.

1. Déterminer L'ensemble des points M(m) , pour que les points M , B et C

soient alignés.

2. On suppose que : |m|2+Re(m) = 0. Et soit R la transformation plane qui a

tout point M (z) Llui associe Le point M (z') tel que :
=i

(a) Montrer que R est une rotation , et préciser ses éléments caracteristiques

( angle et centre Q ).

(b) Montrer que :

(CC‘_T‘) € iR < (Im(m) = |m|?).

(c) En déduire l'ensemble des points M(m) tel que M , B , C et Q soient

cocycliques.

Scanné avec CamScanner

SaAX3ATdINOD STIHIGNON 7 3HI1IdVHD

173



CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

174

(c) Remarquons que l'image du point M(m) par R est B puisque b = 1m — 1.

E=ral
=1
m—w
Pour que M , B , C et Q) soient cocycliques , il faut que :
vl o) = “hims)
= ER
m—>b m — w m—>b

=N (m_c) € iR
m—2>b

Donc :

< m|IP—Im(m)=0

On raisonne comme dans la question 1 partie I. On trouve avec m = T + %Y.
> = Im(m)e?+v’ =y

132 1
& 32 (——):—
+y2 i

|m

IL s’agit du cercle de centre d’affixe i et de rayon % pivé du point O (m = 0).
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Correction

Partie I

(z+1)’+m?=0e(z+1+im)(z+1—im) =0

Sz=—1—1m ou z=-—14+1m

2. '3 solution de (Em) si et seulement si —1 —im =e*s ou —141im =

W=

Lo et541 1 3, _ 341 1 3,
et seulement sim =" = —2v/3+ 31t ou m= =33 - 3i.
3.
|—1—im| = |-14im|<|1+im|?=|—-1+1im|?
< (1+im)(1+im) =(—1+im)(—1+1im)
< (14mA—-—im)=(—14+i1m)(—1—1im)
< 2i(m—m)=0
< meR.
L 'ensemble de ces points est ['axe des absices privé du point O , puisque m = 0.
Partie II

1. Les points M , B et C soient alignés si et seulement si m:g) € R.

n—=c ™m. —C m—-—C
(m—b) € mﬁ(m—b)_<m—b)
m4+im+1_ m—im41

2im —2im
S 2mm+-m+m=20

& |m|?4+ Re(m)=0
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Posons alors m =z +1iy (z,y) € R2.

lm|?4+ Re(m) = 0&z?+1v?>+z2=0
172 5, 1
@ (o43) +v=7

1L s’agit du cercle de centre d'affixe —% et de rayon % pivé du point O (m = 0).

2.(a) Point fixe Q (w).

R(QA) = Q0 w=iw-—1

o w:%(l—i—z’).

Expression complexe de R. R(M(z)) = M (2').

SIAXIATdNOD STHANON 't I 1LIdVHD

(1) | 2! =dz=1
2) | w=iw-—1

(1) — (2) donne
Z—w = i(z—w)

= e‘%(z—w).

Il s’agit de L'ecriture complexe de La rotation d’angle de mesure % et de centre

Q.
(b)
(223) « e (229 --(259)
m—ob m—b) m—b
o= m-l-im-l-l__ﬁ—iﬁ-l—l
2im, o —2im
S 2mm—m+m =20
< m|2—Im(m)=0
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