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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 1−

La Continuité
2 BAC S.M

Définitions

Soient 𝑓 une fonction numérique définie sur un ouvert 𝐼 ∋ 𝑎.

Ê On dit 𝑓 est continue en 𝑎 si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

(∀𝜀 > 0)(∃𝛼 > 0)(∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓) : |𝑥 − 𝑎| < 𝛼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀

Ë On dit que 𝑓 est continue à droite en 𝑎 si lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

Ì On dit que 𝑓 est continue à gauche en 𝑏 si lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏).

𝑓 est continue en 𝑎 ⇔ 𝑓 est continue à droite et à gauche en 𝑎

Í On dit que 𝑓 est une fonction continue sur un intervalle ouvert 𝐼 s’elle est continue

en tout point de 𝐼.

Î On dit que 𝑓 est une fonction sur un intervelle [𝑎, 𝑏] s’elle est continue sur ]𝑎, 𝑏[,

continue à droite en 𝑎 et continue à gauche en 𝑏.

Ï Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, les fonctions : 𝑥 ↦→
√
𝑥, 𝑥 ↦→

sin𝑥 et 𝑥 ↦→ cos𝑥 sont continues sur leur domaine de définition.

Les opérations sur les fonctions continues

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle 𝐼 et 𝜆 ∈ R.
Ê les fonctions 𝑓 + 𝑔, 𝜆𝑓 et 𝑓𝑔 sont continues sur 𝐼.

Ë Si de plus 𝑔 ne s’annule pas sur 𝐼, alors les fonctions
1

𝑔
et

𝑓

𝑔
sont continues sur 𝐼.

Ì Si 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions continues sur 𝐼 et 𝐽 respectivement avec 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 ,

alors 𝑔 ∘ 𝑓 est continue sur 𝐼.

Í soient 𝐼 un intervalle ouvert, 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑓 une fonction définie sur 𝐼 avec lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =

𝑙 ∈ R et 𝑔 est une fonction continue sur 𝐽 avec 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 alors lim
𝑥→𝑎

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑙).

L’image d’un intervalle par une fonction continue

Ê l’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Ë l’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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𝐼 𝑓(𝐼) si 𝑓 est continue et str ↗ 𝑓(𝐼) si 𝑓 est continue et str ↘
[𝑎, 𝑏] [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] [𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)]

]𝑎, 𝑏] ] lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑏)

]︂ [︂
𝑓(𝑏), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

[𝑎, 𝑏[

[︂
𝑓(𝑎), lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎)

]︂
]𝑎, 𝑏[ ] lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

[𝑎,+∞[

[︂
𝑓(𝑎), lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎)

]︂
]𝑎,+∞[ ] lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥), lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

] − ∞, 𝑏] ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑏)

]︂ [︂
𝑓(𝑏), lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥)[

] − ∞, 𝑏[ ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥)[ ] lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)[

] − ∞,+∞[ ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)[ ] lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)[

Théorème des valeurs intermédiaires

Soit 𝑓 une fonction continue sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0. Alors :

L’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet au moins une solution dans ]𝑎, 𝑏[.

Si de plus 𝑓 est strictement monotone, l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une unique solution

dans ]𝑎, 𝑏[.

La Dichotomie

Le but de cette méthode est d’approcher la solution d’une équation de type 𝑓(𝑥) = 0.

Si 𝑓 est continue et strictement monotone sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0, alors

∃!𝛼 ∈]𝑎, 𝑏[/𝑓(𝛼) = 0. On a deux cas :

→˓ si 𝑓

(︂
𝑎 + 𝑏

2

)︂
𝑓(𝑏) < 0 alors 𝛼 ∈

]︂
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑏[.

→˓ si 𝑓

(︂
𝑎 + 𝑏

2

)︂
𝑓(𝑎) < 0 alors 𝛼 ∈

]︂
𝑎,

𝑎 + 𝑏

2
[

On continue de cette manière jusqu’à l’encadrement demandé de 𝛼.

La fonction réciproque
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soient 𝑓 une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 𝐼 et 𝐽 = 𝑓(𝐼)

La fonction qui lie chaque élèment 𝑦 de 𝐽 avec l’unique élèment 𝑥 de 𝐼 tel que 𝑓(𝑥) = 𝑦

s’appelle la fonction réciproque de 𝑓 notée 𝑓−1. On a donc :

→˓
{︃

𝑓−1(𝑥) = 𝑦

𝑥 ∈ 𝐽
⇔

{︃
𝑓(𝑦) = 𝑥

𝑦 ∈ 𝐼
,

→˓ ∀𝑥 ∈ 𝐼 :
(︀
𝑓−1 ∘ 𝑓

)︀
(𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐽 :

(︀
𝑓 ∘ 𝑓−1

)︀
(𝑥) = 𝑥.

→˓ 𝑓−1 est continue sur 𝑓(𝐼)

→˓ 𝑓 et 𝑓−1 ont la même monotonie.

→˓
(︀
𝐶𝑓−1

)︀
et (𝐶𝑓) sont symétrique par rapport à 𝑦 = 𝑥 dans un repère orthonormé.

La fonction racine 𝑛𝑚𝑒

Soit 𝑛 ∈ N*, la fonction 𝑥 ↦→ 𝑥𝑛 est continue et strictement croissante sur [0,+∞[.

Alors elle admet une fonction réciproque sera noté 𝑛
√
. On a :

→˓ 𝑛
√

: [0,+∞[ → [0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑛
√
𝑥

→˓ (∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,+∞[) : 𝑛
√
𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦𝑛

→˓ (∀𝑥 ∈ [0,+∞[) : ( 𝑛
√
𝑥)𝑛 =

𝑛
√
𝑥𝑛 = 𝑥

→˓ Si 𝑟 =
𝑝

𝑞
∈ Q avec 𝑞 ∈ N* et 𝑝 ∈ Z, on pose (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝑥𝑟 =

𝑞
√
𝑥𝑝

→˓ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑥𝑟 est continue sur ]0,+∞[, pour tout 𝑟 ∈ Q.

→˓ pour tout 𝑟, 𝑟′ ∈ Q et pour tout 𝑥, 𝑦 ∈] 0,+∞[ on a :

𝑥𝑟+𝑟′ = 𝑥𝑟𝑥𝑟′;

(︂
𝑥

𝑦

)︂𝑟

=
𝑥𝑟

𝑦𝑟
;𝑥𝑟𝑟′ = (𝑥𝑟)𝑟

′
;
1

𝑥𝑟
= 𝑥−𝑟;

𝑥𝑟

𝑥𝑟′
= 𝑥𝑟−𝑟′; (𝑥𝑦)𝑟 = 𝑥𝑟𝑦𝑟,

3
√
𝑥 − 3

√
𝑦 =

𝑥 − 𝑦
3
√
𝑥2 + 3

√
𝑥𝑦 + 3

√︀
𝑦2

; 4
√
𝑥 − 4

√
𝑦 =

𝑥 − 𝑦

( 4
√
𝑥 + 4

√
𝑦)

(︁
4
√
𝑥2 + 4

√︀
𝑦2

)︁
La fonction arctan

La fonction 𝑥 ↦→ tan(𝑥) est continue et strictement croissante sur ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[. Alors elle

admet une fonction réciproque noté arctan.

→˓ La fonction 𝑥 ↦→ arctan(𝑥) est continue et strictement croissante sur R.
→˓ (∀𝑥 ∈ R) : tan(arctan(𝑥)) = 𝑥; (∀𝑥 ∈] −

𝜋

2
,
𝜋

2
[) : arctan(tan(𝑥)) = 𝑥

→˓ (∀𝑥 ∈ R); (∀𝑦 ∈] −
𝜋

2
,
𝜋

2
[) : arctan(𝑥) = 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 = tan(𝑦)

→˓ lim
𝑥→+∞

arctan(𝑥) =
𝜋

2
lim

𝑥→−∞
arctan(𝑥) = −

𝜋

2
lim
𝑥→0

arctan(𝑥)

𝑥
= 1
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2022-2023
Résumé − 2−

Les suites numériques 2 BAC S.M

La suite major�e, minor�e et born�e

Ê Une suite (Un)n≥n0
est major�e s’il existe un r�el M tel que (∀n ≥ n0) : Un ≤ M

Ë Une suite (Un)n≥n0
est minor�e s’il existe un r�el m tel que (∀n ≥ n0) : Un ≥ m.

Ì Une suite (Un)n≥n0
est born�e s’il existe un r�el positif C tel que (∀n ≥ n0) :

|Un| ≤ C. (ie. la suite est major�e et minor�e � la fois)
Ø Toute suite positive est minor�e par 0. Ø Toute suite n�gative est major�e par 0.

La monotonie d’une suite

Ê (Un)n≥n0
est croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un ≥ 0

Ë (Un)n≥n0
est strictement croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un > 0

Ì (Un)n≥n0
est d�croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un ≤ 0.

Í (Un)n≥n0
est strictement d�croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un < 0.

Î (Un)n≥n0
est constante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 = Un

Ø Une suite croissante est minor�e par son premier terme. (ie. (∀n ≥ n0) : Un ≥ Un0
)

Ø Une suite d�croissante est major�e par son premier terme. (ie. (∀n ≥ n0) : Un ≤ Un0
)

La suite arithm�tique/g�om�trique

une suite Arithm�tique G�om�trique
La d�finition (∀n ≥ n0) Un+1 = Un + r Un+1 = qUn

Terme g�n�ral (∀n ≥ n0) Un = Up + (n − p)r Un = Upq
n−p

la somme

Sn = Up + ..Un Sn =

(
n − p + 1

2

)
(Up + Un) Sn =

(
1 − qn−p+1

1 − q

)
Up

Limite d’une suite

Ê On dit qu’une suite (Un)n≥n0
est convergente s’elle existe l ∈ R tel que lim

n→+∞
Un = l

lim
n→+∞

Un = l ⇔ (∀ε > 0)(∃N > 0)(∀n ∈ N) : n ≥ N ⇒ |Un − l| < ε

Ë On dit qu’une suite (Vn)n≥n0
est divergente s’elle n’est pas convergente.

lim
n→+∞

Un = +∞ ⇔ (∀A > 0)(∃N > 0)(∀n ∈ N) : n ≥ N ⇒ Un > A
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Ì Toute suite croissante et major�e est convergente.
Í Toute suite d�croissante et minor�e est convergente.
Î (∀n ≥ n0) : |Un − l| ≤ Vn

lim
n→+∞

Vn = 0
=⇒ (Un)n≥n0

est convergente et lim
n→+∞

Un = l (∀n ≥ n0) : Wn ≤ Un ≤ Vn

lim
n→+∞

Vn = lim
n→+∞

Wn = l
=⇒ (Un)n≥n0

est convergente et lim
n→+∞

Un = l

 (∀n ≥ n0) : Wn ≤ Un =⇒ lim
n→+∞

Un = +∞ et (Un)n≥n0
est divergente

lim
n→+∞

Wn = +∞

 (∀n ⩾ n0) : Un > 0

lim
n→+∞

Un = l
⇒ l ⩾ 0

 (∀n ⩾ n0) : Un ⩽ Vn

lim
n→+∞

Un = l et lim
n→+∞

Vn = l′
⇒ l ⩽ l′

Ï Soit α ∈ Q∗ et soit q ∈ R, on a :

lim
n→+∞

nα =

+∞ si α > 0

0 si α < 0
lim

n→+∞
qn =



+∞ si q > 1

1 si q = 1

0 si − 1 < q < 1

∄ si q ≤ −1

Ð

 lim
n→+∞

Un = l

fest continue enl
⇒ lim

n→+∞
f(Un) = f(l)

Ñ



(i) f est continue surI
(ii) Un+1 := f(Un)

(iii)U0 ∈ I

(iv)f(I) ⊂ I

(v) (Un) est convergente


=⇒ la limite de (Un) est une sol de f(x) = x sur I

Les suites adjacentes

Deux suites (un)n et (vn)n sont dites adjacentes lorsque :
Ê (un)n est croissante. Ë (vn)n est d�croissante. Ì lim(vn − un) = 0.
Ø Deux suites adjecentes sont convergentes et elles ont la m�me limite.
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 3−

La Dérivation, Etude de fct 2 BAC S.M

Définitions

Soit 𝑓 une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert 𝐼 ∋ 𝑎. On dit que :

Ê 𝑓 est dérivable en 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 t.q. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙 (:= 𝑓 ′(𝑎)).

Ë 𝑓 est dérivable à droite de 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 tel que lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙

(:= 𝑓 ′
𝑑(𝑎)).

Ì 𝑓 est dérivable à gauche de 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 tel que lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙

(:= 𝑓 ′
𝑔(𝑎)).

Í 𝑓 est dérivable sur 𝐼 s’elle est dérivable en tout point de 𝐼.

Î 𝑓 est dérivable sur [𝑎, 𝑏] s’elle est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[, dérivable à droite de 𝑎 et

dérivable à gauche de 𝑏.
Interprétation géométrique

Ê Si 𝑓 est dérivable en 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une tangente d’équation 𝑦 = 𝑓 ′(𝑎)(𝑥 −
𝑎) + 𝑓(𝑎) au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Ë Si 𝑓 est dérivable à droite au point 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente d’équation{︃
𝑦 = 𝑓 ′

𝑑(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)

𝑥 ≥ 𝑎
au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Ì Si 𝑓 est dérivable à gauche au point 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente d’équation{︃
𝑦 = 𝑓 ′

𝑔(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)

𝑥 ≤ 𝑎
au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Í Si lim
𝑥→𝑎±

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= ±∞ alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente verticale d’équation

𝑥 = 𝑎.

Î Si 𝑓 est dérivable au point 𝑎, la fonction 𝑔 définie par 𝑔(𝑥) = 𝑓 ′(𝑎)(𝑥− 𝑎) + 𝑓(𝑎)

est une approximation affine de 𝑓 au voisinage de 𝑎 et on a :

𝑥 ≃ 𝑎 =⇒ 𝑓(𝑥) ≃ 𝑔(𝑥)
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Tableau des fonctions dérivées et ces opérations

la fonction 𝑓 la dérivée 𝑓 ′ intervalle

𝑥 ↦→ 𝑘, 𝑘 ∈ R 𝑥 ↦→ 0 R

𝑥 ↦→ 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑥 ↦→ 𝑛𝑥𝑛−1 R

𝑥 ↦→
1

𝑥
𝑥 ↦→ −

1

𝑥2
R*

𝑥 ↦→
√
𝑥 𝑥 ↦→

1

2
√
𝑥

] 0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑛
√
𝑥, 𝑛 ∈ N*∖{1} 𝑥 ↦→

1

𝑛 𝑛
√
𝑥
𝑛−1 R*

𝑥 ↦→ 𝑥𝑟, 𝑟 ∈ Q* 𝑥 ↦→ 𝑟𝑥𝑟−1 ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ cos(𝑥) 𝑥 ↦→ − sin(𝑥) R

𝑥 ↦→ sin(𝑥) 𝑥 ↦→ cos(𝑥) R

𝑥 ↦→ tan(𝑥) 𝑥 ↦→ 1 + tan2(𝑥) =
1

cos2(𝑥)
R∖

{︂
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

}︂
𝑥 ↦→ arctan(𝑥) 𝑥 ↦→

1

1 + 𝑥2
R

la fonction 𝑓 définie sur 𝐼 la dérivée de 𝑓 sur 𝐼 Conditions

𝑢 + 𝑣 ; 𝑢𝑣 𝑢′ + 𝑣′ ; 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′

𝑢

𝑣

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
𝑣 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑛𝑢′𝑢𝑛

1

𝑢
−

𝑢′

𝑢2
𝑢 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

√
𝑢

𝑢′

2
√
𝑢

𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑛
√
𝑢, 𝑛 ∈ N* 𝑢′

(𝑛 𝑛
√
𝑢)𝑛−1

𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1} 𝑟𝑢′𝑢𝑟 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑥 ↦→ 𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏), 𝑎 ∈ R et 𝑏 ∈ R 𝑥 ↦→ 𝑎𝑢′(𝑎𝑥 + 𝑏) ]0,+∞[

arctan(𝑢)
𝑢′

1 + 𝑢2

sin(𝑢) ; cos(𝑢) 𝑢′ cos(𝑢) ; −𝑢′ sin(𝑢)

tan(𝑢)
𝑢′

cos2(𝑢)
𝑢 ̸=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋
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La dérivée du composé

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions dérivables sur 𝐼 et 𝐽 respectivement telles que 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 ,

alors 𝑓 ∘ 𝑔 est dérivable et on a : (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′ (𝑔(𝑥)) .𝑔′(𝑥) (∀𝑥 ∈ 𝐼).
La dérivée de la réciproque

Soit 𝑓 une fonction bijective et dérivable sur 𝐼 et 𝑓 ′ ne s’annule pas sur 𝑓(𝐼) = 𝐽 alors

sa réciproque 𝑓−1 est dérivable sur 𝐽 et on a : (∀𝑥 ∈ 𝐽) :
(︀
𝑓−1

)︀′
(𝑥) =

1

𝑓 ′ (𝑓−1(𝑥))
Théorème des Accroissement Finis

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :

{︃
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] TAF

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
(∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[) : 𝑓 ′(𝑐) =

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

(𝑏 − 𝑎)

Inégalité des Accroissement Finis

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] IAF

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
𝛽 ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝛼

𝛽 ≤
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
≤ 𝛼

Théorème de Rolle

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] Rolle

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)

(∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[) : 𝑓 ′(𝑐) = 0

Les branches infinies

La droite d’équation 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏 est une asymptote oblique à (𝐶𝑓) au voisinage de ±∞

⇐⇒ lim
𝑥→±∞

(𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)) = 0
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Parité de 𝑓 et éléments de symétrie

Type de 𝑓 Définition Objectifs

𝑓 est paire ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓

{︃
−𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)

Etudier 𝑓 sur 𝐷𝑓 ∩ R+

(𝐶𝑓) est symetrique % (𝑂𝑌 )

𝑓 est impaire ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓

{︃
−𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)

Etudier 𝑓 sur 𝐷𝑓 ∩ R+

(𝐶𝑓) est symetrique par à 𝑂

𝑓 est périodique ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓

{︃
𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(𝑥 + 𝑇 ) = 𝑓(𝑥)
il suffit de l’étudier sur un

de période 𝑇 > 0 intervalle de longueur 𝑇

Axe de sym/ Centre de sym Définition Objectif

la droite 𝑥 = 𝑎 est un ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓

{︃
2𝑎 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
Etudier 𝑓 sur

axe de symetrie de (𝐶𝑓) 𝐷𝑓 ∩ [𝑎,+∞[

la point Ω(𝑎, 𝑏) est un Etudier 𝑓 sur

centre de de symetrie de 𝐶𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓

{︃
2𝑎 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 2𝑏 − 𝑓(𝑥)
𝐷𝑓 ∩ [𝑎,+∞[
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 4−

Les fonctions Ln et Exp 2 BAC S.M

Le logarithme népérien

∙ Le logarithme népérien est la primitive de la fonction 𝑥 ↦→
1

𝑥
sur l’intervalle ]0,+∞[

et qui s’annule en 1. Noté par ” ln ”.

∙𝐷ln =]0,+∞[,

∙ 𝑙𝑛 est une fonction dérivable sur ]0,+∞ [ et on a : (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : ln′(𝑥) =
1

𝑥
.

∙ ln est strictement croissante sur ]0,+∞[.

∙ L’équation ln(𝑥) = 1 admet une unique solution noté 𝑒 telle que 𝑒 = 2, 718 . . ..

Propriétés

Pour tout 𝑎 et 𝑏 de ]0,+∞[ et 𝑟 de Q :

∙ ln(𝑎𝑏) = ln(𝑎) + ln(𝑏) ∙ ln

(︂
𝑎

𝑏

)︂
= ln(𝑎) − ln(𝑏)

∙ ln

(︂
1

𝑎

)︂
= − ln(𝑎) ∙ ln(

√
𝑎) =

1

2
ln(𝑎) ∙ ln (𝑎𝑟) = 𝑟 ln(𝑎)

∙ ln(𝑎) = ln(𝑏) ⇔ 𝑎 = 𝑏. ∙ 𝑎 < 𝑏 ⇐⇒ ln(𝑎) < ln(𝑏)

∙ ln(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 ln(𝑥) < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 1 ln(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 > 1

Etude du fonction ln

∙ lim
𝑥→+∞

ln(𝑥) = +∞ ∙ lim
𝑥→0+

ln(𝑥) = −∞ ∙ lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1

∙ lim
𝑥→+∞

ln(𝑥)

𝑥𝑛
= 0 ∙ lim

𝑥→0+
𝑥𝑛 · ln(𝑥) = 0 (∀𝑛 ∈ N*)

∙ Tableau de variation du ln et ça courbe :

𝑥

1

𝑥

ln(𝑥)

0 +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

∙ Soit 𝑢 une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle 𝐼. La fonction

𝑥 ↦→
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
s’appelle La dérivée logarithmique de 𝑢 sur 𝐼.
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∙ Si 𝑢 est une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼 telle qu’elle ne s’annule jamais sur

𝐼, alors la fonction 𝑓 : 𝑥 ↦→ ln(|𝑢(𝑥)|) est dérivable sur 𝐼 et sa dérivée est La dérivée

logarithmique de 𝑢. càd ( ∀𝑥 ∈ 𝐼) : 𝑓 ′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
∙ Soit 𝑢 une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle 𝐼. Les fonctions

primitives de la fonction 𝑥 ↦→
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
sur 𝐼 sont les fonctions 𝑥 ↦→ ln(|𝑢(𝑥)|)+𝐶 avec

𝐶 ∈ R.

Logarithme à la base 𝑎

∙Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1. Le logarithme à base 𝑎 est la fonction

noté log𝑎 et définie sur ]0,+∞[ par : log𝑎(𝑥) =
ln(𝑥)

ln(𝑎)
.

∙ Si 𝑎 = 10 on note log10 = log et si 𝑎 = 𝑒 log𝑒 = ln.

∙ log𝑎(1) = 0 , log𝑎(𝑎) = 1, log𝑎(𝑒) =
1

ln(𝑎)
Soient 𝑥, 𝑦 ∈]0,+∞[, 𝑎 ∈ R*

+∖{1} :

∙ log𝑎(𝑥𝑦) = log𝑎(𝑥) + log𝑎(𝑦) ; log𝑎

(︂
1

𝑦

)︂
= − log𝑎(𝑦).

∙ log𝑎

(︂
𝑥

𝑦

)︂
= log𝑎(𝑥) − log𝑎(𝑦); log𝑎 (𝑥

𝑟) = 𝑟 log𝑎(𝑥), (∀𝑟 ∈ Q)

Pour tout 𝑎 ∈ R*
+∖{1}, la fonction log𝑎 est dérivable sur ]0,+∞[ et on a :

(∀𝑥 ∈]0,+∞[) : log′
𝑎(𝑥) =

1

𝑥 ln(𝑎)
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L’exponentielle népérien

∙ La réciproque de la fonction ln s’appelle La fonction exponentielle népérienne notée

exp : R →]0,+∞[.

∙ Soient 𝑟 ∈ Q et 𝑎 ∈]0,+∞ [, On a : exp(𝑟) = 𝑎 ⇔ 𝑟 = ln(𝑎) ⇔ ln (𝑒𝑟) =

ln(𝑎) ⇔ 𝑎 = 𝑒𝑟. Donc exp(𝑟) = 𝑒𝑟 pour tout 𝑟 de Q. On prolonge cette expression à

R et on aura : (∀𝑥 ∈ R) : exp(𝑥) = 𝑒𝑥

∙ La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.
∙ 𝑒1 = 𝑒; 𝑒0 = 1; 𝑒𝑥 > 0, (∀𝑥 ∈ R).

Propriétés

∙ (∀𝑥 ∈ R) : ln (𝑒𝑥) = 𝑥 (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝑒ln(𝑥) = 𝑥

∙
{︃

𝑒𝑥 = 𝑦

𝑥 ∈ R
⇔

{︃
𝑥 = ln(𝑦)

𝑦 ∈]0,+∞[

Soient 𝑥, 𝑦 ∈ R et 𝑟 ∈ Q, on a :

∙ 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 𝑒𝑥 > 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 > 𝑦

∙ 𝑒𝑥𝑒𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦; 𝑒−𝑥 =
1

𝑒𝑥
;

𝑒𝑥

𝑒𝑦
= 𝑒𝑥−𝑦; 𝑒𝑟𝑥 = (𝑒𝑥)𝑟

∙ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞; lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0; lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1;

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥𝑛
= +∞; lim

𝑥→+∞
𝑥𝑛𝑒𝑥 = 0; (∀𝑛 ∈ N)

∙ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 est dérivable sur R et (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥, (∀𝑥 ∈ R).
∙ Si 𝑢 est une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼, alors la fonction 𝑥 ↦→ 𝑒𝑢(𝑥) est

dérivable sur 𝐼 et on a : (𝑒𝑢)′ (𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑢(𝑥), (∀𝑥 ∈ 𝐼)

L’exponentielle à la base 𝑎

∙ Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1 . L’exponentielle à base 𝑎 est la

fonction exp𝑎 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 ln(𝑎) = 𝑎𝑥 et on a : (∀𝑥 ∈ R) : exp𝑎(𝑥) = 𝑒𝑥 ln(𝑎) = 𝑎𝑥
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Soient 𝑥, 𝑦 ∈ R et 𝑎 ∈ R*
+∖{1}. On a :

∙ 𝑎𝑥𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥

𝑎𝑥

𝑎𝑦
= 𝑎𝑥−𝑦 𝑎𝑥𝑦 = (𝑎𝑥)𝑦 𝑎𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦

∙ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥 est dérivable sur R et on a : (∀𝑥 ∈ R) : (𝑎𝑥)′ = ln(𝑎)𝑎𝑥.

∙
{︃

𝑎𝑥 < 𝑎𝑦 ⇔ 𝑥 > 𝑦 , 0 < 𝑎 < 1

𝑎𝑥 < 𝑎𝑦 ⇔ 𝑥 < 𝑦 , 𝑎 > 1
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 5−

Les Nombres compléxes 2 BAC S.M

Définitions et Notations

L’ensemble des nombres complexes est : C =
{︀
𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏/(𝑎; 𝑏) ∈ R2 et 𝑖2 = −1

}︀
Soit le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct

(︀
𝑜,−→𝑒1 ,−→𝑒2

)︀
Soit 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un nombre complexe avec(𝑎; 𝑏) ∈ R2

- La forme algébrique du nombre complexe 𝑧 est : 𝑎 + 𝑖𝑏.

- La partie réelle du nombre complexe 𝑧 est : Re(𝑧) = 𝑎.

- La partie imaginaire du nombre complexe 𝑧 est : Im(𝑧) = 𝑏.

- Le nombre complexe 𝑧 est imaginaire pur si Re(𝑧) = 0.

- Égalité de deux nombres complexes : 𝑧 = 𝑧′ ⇔

⎧⎨⎩𝑅𝑒(𝑧) =𝑅𝑒 (𝑧′)

Im(𝑧) = Im (𝑧′)

- Le conjugué du nombre complexe 𝑧 est : 𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏

- Le module du nombre complexe 𝑧 est : |𝑧| =
√
𝑧𝑧 =

√︀
𝑎2 + 𝑏2

- L’image du nombre complexe 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 est le point 𝑀(𝑎, 𝑏), noté 𝑀(𝑧)

- L’affixe du point 𝑀(𝑎, 𝑏) est le nombre complexe 𝑧𝑀 = 𝑎 + 𝑖𝑏.

- L’affixe du vecteur 𝑢⃗(𝑎, 𝑏) est le nombre complexe 𝑧𝑢⃗ = 𝑎 + 𝑖𝑏.

- L’affixe du vecteur
−→
𝐴𝐵 est le nombre complexe 𝑧−→

𝐴𝐵
= 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

- L’argument de 𝑧 non nul est une mesure 𝜃 de l’angle orienté
(︁−→𝑒1 ,−−→𝑂𝑀

)︁
noté 𝑎𝑟𝑔𝑧.

avec cos 𝜃 =
𝑅𝑒(𝑧)

|𝑧|
sin 𝜃 =

𝐼𝑚(𝑧)

|𝑧|
- La forme trigonométrique du nombre complexe non nul 𝑧 est :

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = [𝑟, 𝜃] avec 𝑟 = |𝑧| et arg 𝑧 ≡ 𝜃[2𝜋]

- La forme exponentielle du nombre complexe non nul 𝑧 est : 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

avec 𝑟 = |𝑧| et arg 𝑧 ≡ 𝜃[2𝜋]
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Propriétés

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢𝑒 𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝐴𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡

𝑂𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 −𝑧 = −𝑧 | − 𝑧| = |𝑧| arg(−𝑧) ≡ (𝜋 + arg 𝑧)[2𝜋]

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢𝑒 𝑧 = 𝑧 |𝑧| = |𝑧| arg(𝑧) ≡ − arg 𝑧[2𝜋]

𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑧+𝑧
′ = 𝑧+𝑧

′ |𝑧+𝑧
′| = |𝑧|+|𝑧′| arg (𝑧𝑧′) ≡ arg 𝑧 + arg 𝑧′[2𝜋]

𝑃𝑢𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑧𝑛 = (𝑧)𝑛 |𝑧𝑛| = |𝑧|𝑛 arg (𝑧𝑛) ≡ 𝑛 arg 𝑧[2𝜋]

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

(︂
1

𝑧′

)︂
=

1

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
1

𝑧

⃒⃒⃒⃒
=

1

|𝑧|
arg

(︂
1

𝑧

)︂
≡ − arg 𝑧[2𝜋]

𝑄𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

(︂
𝑧

𝑧′

)︂
=

𝑧

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
𝑧

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑧|
|𝑧′|

arg

(︂
𝑧

𝑧′

)︂
≡ arg 𝑧 − arg 𝑧′[2𝜋]

𝑆𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑧 + 𝑧′ = 𝑧 + 𝑧′ |𝑧 + 𝑧′| ≤ |𝑧| + |𝑧′| −

Forme trigonométrique Forme exponentielle

Conjugué [𝑟, 𝜃] = [𝑟,−𝜃] 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃

Opposé −[𝑟, 𝜃] = [𝑟, 𝜋 + 𝜃] −𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒𝜋+𝑖𝜃

Produit [𝑟, 𝜃]+[𝑟
′, 𝜃′] = [𝑟𝑟′; 𝜃 + 𝜃′] 𝑟𝑒𝑖𝜃 +𝑟

′𝑒𝑖𝜃
′
= 𝑟𝑟′𝑒𝑖(𝜃+𝜃′)

Formule Moivre [𝑟, 𝜃]𝑛 = [𝑟𝑛;𝑛𝜃]
(︀
𝑟𝑒𝑖𝜃

)︀𝑛
= 𝑟𝑛𝑒𝑖(𝑛𝜃)

Inverse
1

[𝑟; 𝜃]
=

[︂
1

𝑟
;−𝜃

]︂
1

𝑟𝑒𝑖𝜃
=

1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃

Quotient
[𝑟; 𝜃]

[𝑟′; 𝜃′]
=

[︂
𝑟

𝑟′ ; 𝜃 − 𝜃′
]︂

𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑟′𝑒𝑖𝜃′ =
𝑟

𝑟′𝑒
𝑖(𝜃−𝜃′)

Formules d’Euler cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
et sin 𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖

Somme 𝑒𝑖𝑎 + 𝑒𝑖𝑏 = 𝑒𝑖
𝑎+𝑏
2

(︁
𝑒𝑖

𝑎−𝑏
2 + 𝑒−𝑖𝑎−𝑏

2

)︁
= 2 cos

(︂
𝑎 − 𝑏

2

)︂
𝑒𝑖

𝑎+𝑏
2

Différence 𝑒𝑖𝑎 − 𝑒𝑖𝑏 = 𝑒𝑖
𝑎+𝑏
2

(︁
𝑒𝑖

𝑎−𝑏
2 − 𝑒−𝑖𝑎−𝑏

2

)︁
= 2 sin

(︂
𝑎 − 𝑏

2

)︂
𝑒𝑖

𝑎+𝑏+𝜋
2

𝑧 + 𝑧 = 2Re(𝑧) 𝑧 ∈ R ⇔ 𝑧 = 𝑧

𝑧 − 𝑧 = 2𝑖 Im(𝑧) 𝑧 ∈ R ⇔ arg 𝑧 = 𝑘𝜋/𝑘 ∈ Z
𝑧𝑧 = [Re(𝑧)]2 + [Im(𝑧)]2 𝑧 ∈ 𝑖R ⇔ 𝑧 = −𝑧

|𝑧| = 0 ⇔ 𝑧 = 0 𝑧 ∈ 𝑖R ⇔ arg 𝑧 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋/𝑘 ∈ Z

∀𝑘 ∈ Z [𝑟, 𝜃 + 2𝑘𝜋] = [𝑟, 𝜃]
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Equation du deuxième degré

L’équation le discriminant Ensemble de solution

𝑧 ∈ C 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0
Δ > 0

{︃
−𝑏 −

√
Δ

2𝑎
;
−𝑏 +

√
Δ

2𝑎

}︃
(︀
Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐

)︀
Δ = 0 𝑆 =

{︂−𝑏

2𝑎

}︂
Δ < 0 𝑆 =

{︃
−𝑏 − 𝑖

√
−Δ

2𝑎
;
−𝑏 + 𝑖

√
−Δ

2𝑎

}︃
Formules de viète 𝑧1 + 𝑧2 =

−𝑏

𝑎
𝑧1.𝑧2 =

𝑐

𝑎

Nombres complexes et géométrie

Formule complexe Inérprétation géomètrique

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| la distance 𝐴𝐵

|𝑧 − 𝑧𝐴| = 𝑟 (𝑟 > 0) 𝑀 appartient au cercle de centre𝐴et de rayon 𝑟

|𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| 𝑀 appartient à la médiatrice de [𝐴𝐵]

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
∈ R𝐴 𝐼 milieu 𝑑𝑒[𝐴𝐵]

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
∈ R 𝐴,𝐵 et 𝐶 trois points alignés

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷

𝑧𝐴 − 𝑧𝐷
.
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
∈ R 𝐴,𝐵,𝐶 et 𝐷 sont cocycliques

(
−→
𝐴𝐵;

−→
𝐴𝐶) ≡ arg

(︂
𝑧𝑐 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

)︂
[2𝜋] mesure de l’angle (

−→
𝐴𝐵;

−→
𝐴𝐶)

La Condition Nature du triangle ABC
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
𝑟;±

𝜋

2

]︂
ABC est un triangle rectangle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
= [1; 𝜃] ABC est un triangle isocèle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
1;±

𝜋

2

]︂
ABC est un triangle isocèle et rectangle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
1;±

𝜋

3

]︂
ABC est un triangle équilatéral

Transformations usuelles

La Transformation Ecriture complexe

Translation de vecteur 𝑢⃗ d’affixe 𝑧𝑢⃗ 𝑧′ = 𝑧 + 𝑧𝑢⃗

Homothétie de centre Ω(𝑤) et de rapport 𝑘 𝑧′ − 𝑤 = 𝑘(𝑧 − 𝑤)

Rotation de centre Ω(𝑤) et d’angle 𝜃 𝑧′ − 𝑤 = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑤)
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Reconnaitre une translation, une homothétie ou une rotation à partir de

leurs expressions complexes

𝑧 ↦→ 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑎 = 1 𝐹 est une translation de vecteur −→𝑢 (𝑏)

𝑎 ∈ R* − {1} 𝐹 est une homothétie 𝐻

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝑘 = 𝑎

)︂
𝑎 ∈ C*, 𝑏 ∈ C |𝑎| = 1 et 𝑎 ̸= 1

𝐹 est une rotation :

𝑅

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝜃 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎)[2𝜋]

)︂

|𝑎| = 1 et 𝑎 /∈ R

𝐹 = 𝑅 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑅 avec

𝑅

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝜃 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎)[2𝜋]

)︂
et

𝐻

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝑘 = |𝑎|

)︂
Racines n’ème d’un nombre complexe

Le nbr complx Condition La racine carré

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏

𝑏 = 0
𝑎 > 0

√
𝑎 ou −

√
𝑎

𝑎 < 0 𝑖
√
𝑎 ou −𝑖

√
𝑎

𝑎 = 0
𝑏 > 0

√︂
𝑏

2
(1 + 𝑖) ou −

√︂
𝑏

2
(1 + 𝑖)

𝑎, 𝑏 ∈ R 𝑏 < 0

√︂
𝑏

2
(1 − 𝑖) ou −

√︂
𝑏

2
(1 − 𝑖)

𝑏 ̸= 0 𝑎 ̸= 0 ±

⎛⎝√︃√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎

2
+ 𝑖 signe (𝑏)

√︃√
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎

2

⎞⎠
Exemple : Les racines carrées de 𝑍 = −3 + 4𝑖, on pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 on a donc

𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦, |𝑧2| = 𝑥2 + 𝑦2 et |𝑍| = 5.

donc 𝑧2 = 𝑍 ⇔

⎧⎨⎩ 𝑧2 = 𝑍

|𝑧|2 = |𝑍|
⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥2 − 𝑦2 = −3

2𝑥𝑦 = 4

𝑥2 + 𝑦2 = 5

⇔

⎧⎨⎩𝑥 = 1

𝑦 = 2
ou

⎧⎨⎩𝑥 = −1

𝑦 = −2

En fin 𝑧 = 1 + 2𝑖 et 𝑧 = 1 − 2𝑖 sont les deux racines carrés de 𝑍 = −3 + 4𝑖

- On appel racine n’iéme ou racine d’ordre 𝑛 d’un nombre complexe 𝑍 tout nombre

complexe 𝑧 tele que 𝑧𝑛 = 𝑍 (avec 𝑛 ∈ N).

- Les racines n’iémes de 𝑍 = [𝑟, 𝜃] sont 𝑧𝑘 = [ 𝑛
√
𝑟,

𝜃

𝑛
+

2𝑘𝜋

𝑛
] (avec 𝑘 ∈ [|0, 𝑛 − 1|])

- La somme des racines n’ièmes d’un nombre complexe est nulle Σ𝑖=𝑛−1
𝑖=0 𝑒𝑖(

𝜃
𝑛
+2𝑘𝜋

𝑛 ) = 0.
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 6−

Calcul Intégral 2 BAC S.M

Définition

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle [𝑎, 𝑏] et 𝐹 sa primitive sur [𝑎, 𝑏], on a :∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝐹 (𝑥)]𝑏𝑎 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎)

Propriétés

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur 𝐼 et 𝑎, 𝑏 et 𝑐 de 𝐼 et 𝑘 ∈ R.

Ê ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁ 𝑎

𝑏

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 et

∫︁ 𝑎

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ë Relation de Chasles : ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑏

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Ì La linéarité de l’intégrale : ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Í Si 𝑓 ≥ 0 sur [𝑎, 𝑏] alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0

Î Si 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓 sur [𝑎, 𝑏] alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Ï si 𝑎 ≤ 𝑏 on a :

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

Ð 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) avec 𝑚 = min
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) et 𝑀 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥)

Ñ Il existe au moins 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que : 𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (la valeur moyenne).

Techniques de calcul intégral

Ê Calcul direct : se fait par trouver une primitive de 𝑓 à intégrer sur l’intervalle 𝐼.

Ë Intégration par partie :

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions dérivables et leurs dérivées sont continues sur un intervalle

[𝑎, 𝑏]. Alors on a :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑏𝑎 −
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
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Exemple :

∫︁ 𝑒

1

ln(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑒

1

(𝑥)′ ln(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑥 ln(𝑥)]𝑒1−
∫︁ 𝑒

1

𝑥
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒−(𝑒−1) = 1

Ì Changement de variables :

Soit 𝑔 une fonction dérivable sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑔′ une continue sur [𝑎, 𝑏]. Soit 𝑓 une

fonction continue sur 𝑔([𝑎, 𝑏]). Alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑔(𝑏)

𝑔(𝑎)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

Exemple :∫︁ 2

1

√
𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝑡=
√
𝑥

=

∫︁ √
2

√
1

𝑡

𝑡2 + 1
2𝑡𝑑𝑡 = 2

∫︁ √
2

1

𝑡2

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = 2

∫︁ √
2

1

1−
1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 =

. . .
Sommes de Rieman

Soit 𝑓 une fonction continue sur [𝑎, 𝑏]. On pose pour tout 𝑛 ∈ N* :

𝑠𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓

(︂
𝑎 + 𝑖

𝑏 − 𝑎

𝑛

)︂
et 𝑆𝑛 =

𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓

(︂
𝑎 + 𝑖

𝑏 − 𝑎

𝑛

)︂
alors les

suites (𝑠𝑛) et (𝑆𝑛) convergent et admettent

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 comme limite commune.

Exemple : lim
𝑛→+∞

1

𝑛 + 1
+ ..

1

2𝑛
= lim

𝑛→+∞

1

𝑛

𝑖=𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓

(︂
0 +

𝑖

𝑛

)︂
=

∫︁ 1

0

1

1 + 𝑡
𝑑𝑡 = ln(2)

Calcul des aires et volumes

Ê Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur [𝑎, 𝑏] et (𝐶𝑓) et (𝐶𝑔) leurs courbes. L’aire

comprise entre (𝐶𝑓) (𝐶𝑔) et les droites d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 est :

𝒜(𝑓, 𝑔, 𝑎, 𝑏) =

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
)︂
𝑢.𝑎

Remarque 1 : Le plan est rapporté à un repère orthogonal (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗). L’unité de l’aire est

𝑢 · 𝑎 = ‖⃗𝑖‖‖⃗𝑗‖
Ë Soient un solide compris entre deux plans paralèlles d’équations 𝑧 = 𝑎 et 𝑧 = 𝑏.

On note par 𝑆(𝑡) l’aire d’ensemble des points 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) tels que 𝑧 = 𝑡 (la section du

solide par le plan d’équation 𝑧 = 𝑡 ). Si la fonction 𝑡 ↦→ 𝑆(𝑡) est continue sur l’intervalle

[𝑎; 𝑏], alors le volume V du solide , en u.v. est donné par : 𝑉 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑆(𝑡)𝑑𝑡

⇒ 𝑓 une fonction continue et 𝐷 le domaine limité par (𝐶𝑓) , l’axe (𝑂𝑥) et les droites

d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 Alors le volume V du solide de révolution engendré par la

rotation de 𝐷 autour de l’axe (𝑂𝑥) est : 𝑉 = 𝜋

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓(𝑡))2𝑑𝑡

)︂
𝑢.𝑣

Remarque 2 : L’espace est muni d’un repère orthogonal (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗) L’unité de volume

est 𝑢.𝑣 = ‖⃗𝑖‖‖⃗𝑗‖‖𝑘⃗‖
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 6′−

Les primitives
2 BAC S.M

Les primitives des fonctions usuelles

La fonction 𝑓 Les primitives de 𝑓 Intervalle

𝑥 ↦→ 𝑘, 𝑘 ∈ R 𝑥 ↦→ 𝑘𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑥 ↦→
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→
1

𝑥2
𝑥 ↦→ −

1

𝑥
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R*

𝑥 ↦→
1

𝑥𝑛
, 𝑛 ∈ N*∖{1} 𝑥 ↦→ −

1

𝑛 − 1
·

1

𝑥𝑛−1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R*

𝑥 ↦→
1

√
𝑥

𝑥 ↦→ 2
√
𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑥𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1} 𝑥 ↦→
𝑥𝑟+1

𝑟 + 1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ cos(𝑥) 𝑥 ↦→ sin(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ sin(𝑥) 𝑥 ↦→ − cos(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ 1 + tan2(𝑥) =
1

cos2(𝑥)
𝑥 ↦→ tan(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R∖

{︂
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

}︂
𝑥 ↦→

1

1 + 𝑥2
𝑥 ↦→ arctan(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→
1

𝑥
𝑥 ↦→ ln(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R*+

𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R R
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Les primitives et les opérations

La fonction 𝑓 définie sur 𝐼 Une primitives de 𝑓 sur 𝐼 Conditions

𝑢′ + 𝑣′ 𝑢 + 𝑣

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 𝑢𝑣

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2

𝑢

𝑣
𝑣 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢′𝑢𝑛, 𝑛 ∈ N* 1

𝑛 + 1
𝑢𝑛+1

𝑢′

𝑢2
−

1

𝑢
𝑢 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢′
√
𝑢

2
√
𝑢 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢′

( 𝑛
√
𝑢)𝑛−1

, 𝑛 ∈ N* 𝑛 𝑛
√
𝑢 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢′𝑢𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1}
𝑢𝑟+1

𝑟 + 1
𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑥 ↦→ 𝑢′(𝑎𝑥 + 𝑏), 𝑎 ∈ R* et 𝑏 ∈ R 𝑥 ↦→
1

𝑎
𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏) ]0,+∞[

𝑢′

1 + 𝑢2
arctan(𝑢)

𝑢′ sin(𝑢) − cos(𝑢)

𝑢′ cos(𝑢) sin(𝑢)

𝑢′

cos2(𝑢)
tan(𝑢) 𝑢 ̸=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

𝑢′

𝑢
ln(|𝑢|) 𝑢 ̸= 0

𝑢′𝑒𝑢 𝑒𝑢
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Les équations différentielles
2 BAC S.M

L’équation 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏

Soient 𝑎 ∈ R* et 𝑏 ∈ R.

L’équation différentielle La solution générale

𝑦′ = 𝑎𝑦 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑎𝑥; 𝑐 ∈ R{︃
𝑦′ = 𝑎𝑦

𝑦 (𝑥0) = 𝑦0

𝑦(𝑥) = 𝑦0𝑒
𝑎(𝑥−𝑥0)

𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
; 𝑐 ∈ R{︃

𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏

𝑦 (𝑥0) = 𝑦0

𝑦(𝑥) =

(︂
𝑦0 +

𝑏

𝑎

)︂
𝑒𝑎(𝑥−𝑥0) −

𝑏

𝑎

L’équation 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0

L’équa. diff. et son equa.

cara.
Si

Les Solutions

de l’équa. car.

Les solutions générale

de l’équa. diff.

Δ > 0

Deux solutions

réelles différentes

𝑟1 et 𝑟2

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑟2𝑥

telle que 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 et

son équation caractéristique

𝑟2 + 𝑎𝑟 + 𝑏 = 0

Δ = 0
Une solution

réelle double 𝑟

𝑦(𝑥) = (𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑒
𝑟𝑥

telle que 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

Δ < 0

Deux solu-

tions complexes

𝑟1 = 𝑝 + 𝑖𝑞 et

𝑟1

𝑦(𝑥) = (𝐶1 cos(𝑞𝑥) +

𝐶2 sin(𝑞𝑥))𝑒
𝑝𝑥 telle que

𝐶1, 𝐶2 ∈ R
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Arithmétique 2 BAC S.M

Divisibilité-Division Euclidien

Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z et 𝑛 ∈ N.

Définition : 𝑏 divise 𝑎 ⇔ 𝑏 | 𝑎 ⇔ 𝑎 multiple de 𝑏 ⇔ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑎 = 𝑘𝑏.

∙ 𝑎 | 𝑎 ∙ 𝑎 |𝑏 ⇔ 𝑎𝑛| 𝑏𝑛

∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑏 | 𝑎

⇒ |𝑎| = |𝑏| ∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑏 | 𝑐

⇒ 𝑎 | 𝑐

∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑎 | 𝑐

⇒ 𝑎 | 𝛼𝑏 + 𝛽𝑐 (𝛼, 𝛽 ∈ Z) ∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑎′ | 𝑏′

⇒ 𝑎𝑎′ | 𝑏𝑏′

D.Euclidienne :Soient 𝑎 ∈ Z et 𝑏 ∈ Z*. Alors ∃!(𝑞, 𝑟) ∈ Z+N tels que

{︃
𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟

0 ≤ 𝑟 < |𝑏|

Congruence modulo 𝑛

Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z et 𝑛 ∈ N.

Ê 𝑎 congrue 𝑏 modulo 𝑛 ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇔ 𝑛 | (𝑎 − 𝑏) ⇔ (∃𝑘 ∈ Z) : 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑛

⇐⇒ 𝑎 et 𝑏 ont le même reste de la division euclidienne sur 𝑛

Ë la relation ”Congruence modulo” est dite relation d’équivalence :

(a) La réflexivité : 𝑎 ≡ 𝑎[𝑛], ∀𝑎 ∈ Z.

(b) La symétrique : 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇒ 𝑏 ≡ 𝑎[𝑛], ∀𝑎, 𝑏 ∈ Z.

(c) La transitivité : 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] et 𝑏 ≡ 𝑐[𝑛] ⇒ 𝑎 ≡ 𝑐[𝑛], ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z.

Ì

{︃
𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]

𝑐 ≡ 𝑑[𝑛]
⇔

{︃
𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑[𝑛]

𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑[𝑛]
, Í 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐[𝑛] ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏

[︂
𝑛

𝑑

]︂
(𝑑 = 𝑐∧𝑛).

Í 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇒ 𝑎𝑝 ≡ 𝑏𝑝[𝑛] 𝑛 | 𝑎 ⇔ 𝑎 ≡ 0[𝑛] 𝑎 ≡ 𝑎 + 𝑘𝑛[𝑛]

Î L’ensemble Z/𝑛Z : Z/𝑛Z = {0, 1, . . . , (𝑛 − 1)} avec 𝑟 = {𝑎 ∈ Z/𝑎 ≡
𝑟[𝑛]}, ∀𝑟 ∈ [|0, 𝑛 − 1|] On a donc Z = 0 ∪ 1 ∪ . . . ∪ (𝑛 − 1)

PGCD et PPCM
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PGCD PPCM

∙ Le plus grand commun diviseur de 𝑎 et

𝑏 est le plus grand diviseur commun stric-

tement positif de 𝑎 et 𝑏 (𝑎 ∧ 𝑏)

∙ Le plus petit commun multiple de 𝑎 et 𝑏

est le plus petit multiple commun stricte-

ment positif de 𝑎 et 𝑏 (𝑎 ∨ 𝑏)

∙ 𝑎 ∧ 1 = 1 ∙ 𝑎 ∧ 𝑎 = |𝑎| ∙ 𝑎 ∨ 1 = |𝑎| ∙ 𝑎 ∨ 𝑎 = |𝑎|
∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎 ∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = |𝑎| ∧ |𝑏| ∙ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 ∙ 𝑎 ∨ 𝑏 = |𝑎| ∨ |𝑏|
∙ 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐 ∙ 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐

∙ 𝑎𝑏 ∧ 𝑎𝑐 = |𝑎|(𝑏 ∧ 𝑐) ∙ 𝑎𝑏 ∨ 𝑎𝑐 = |𝑎|(𝑏 ∨ 𝑐)

∙ 𝑎 ∧ 𝑏/𝑎 et 𝑎 ∧ 𝑏/𝑏 ∙ 𝑎/𝑎 ∨ 𝑏 et 𝑏/𝑎 ∨ 𝑏

∙ 𝑎/𝑏 et 𝑎/𝑐 ⇒ 𝑎/𝑏 ∧ 𝑐 ∙ 𝑎/𝑐et𝑏/𝑐 ⇒ 𝑎 ∨ 𝑏/𝑐

∙ 𝑎/𝑏 ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 = |𝑎| ∙ 𝑎/𝑏 ⇔ 𝑎 ∨ 𝑏 = |𝑏|
∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑 ⇒ (∃𝛼, 𝛽 ∈ Z)𝑑 = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 ∙ (𝑎 ∨ 𝑏)(𝑎 ∧ 𝑏) = |𝑎𝑏| ∙ 𝑎 ∧ 𝑏/𝑎 ∨ 𝑏

∙ Algorithme d’Euclide : Si 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 ⇒ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑟 ainsi 𝑎 ∧ 𝑏 est le dernier

reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.

les nombres premiers entre eux

Définition On dit que 𝑎 et 𝑏 sont premiers entre eux si 𝑎 ∧ 𝑏 = 1.

Théorème de Bezout

𝑎 ∧ 𝑏 = 1 ⇔
(︀
∃(𝑢, 𝑣) ∈ Z2

)︀
: 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1.

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑 ⇔ ∃(𝛼, 𝛽) ∈ Z2 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 = 𝛼𝑑

𝑏 = 𝛽𝑑

𝛼 ∧ 𝛽 = 1

Et ces conséquences

{︃
𝑎 ∧ 𝑐 = 1

𝑎 ∧ 𝑏 = 1
⇔ 𝑎∧ 𝑏𝑐 = 1; 𝑎∧ 𝑏 = 1 ⇔ 𝑎∧ 𝑏𝑛 = 1

Théorème de Gauss

{︃
𝑎 | 𝑏𝑐
𝑎 ∧ 𝑏 = 1

⇒ 𝑎 | 𝑐.

Et ces conséquences

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 | 𝑐
𝑏 | 𝑐
𝑎 ∧ 𝑏 = 1

⇒ 𝑎𝑏 | 𝑐 ;

{︃
𝑎𝑏 ≡ 𝑎𝑐[𝑛]

𝑎 ∧ 𝑛 = 1
⇒ 𝑏 ≡ 𝑐[𝑛]

(𝐸) : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 ∙ (𝐸) admet des solutions ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 | 𝑐.

∙ 𝑆(𝐸) =

{︂(︂
𝑥0 +

𝑘𝑏

𝑎 ∧ 𝑏
, 𝑦0 −

𝑘𝑎

𝑎 ∧ 𝑏

)︂
/𝑘 ∈ Z

}︂
avec (𝑥0, 𝑦0) est une solution particulière.
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Les nombres premiers

Définition : ∙ 𝑝 est un nombre premier ⇔ 𝐷𝑝 = {−1, 1,−𝑝, 𝑝}
∙ Le plus petit diviseur positif de 𝑎 différent de 1 est un

nombre premier

∙ L’ensemble des nombres premiers P est infini.

Propriétés : Ê 𝑎 n’est pas premier ⇒ (∃𝑝 ∈ P), 𝑝 | 𝑎 et 𝑝2 ≤ 𝑎.

Ë (∀𝑝, 𝑞 ∈ P) : (|𝑝| ̸= |𝑞| ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞 = 1)

Ì

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑛

⇒ 𝑝 | 𝑎 Í

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 ̸ | 𝑎

⇒ 𝑝 ∧ 𝑎 = 1

Î

{︃
𝑝 ∈ P, 𝑘 ∈ Z
1 ≤ |𝑘| < |𝑝|

⇒ 𝑝 ∧ 𝑘 = 1

Ï

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑏

⇒ 𝑝 | 𝑎 ou 𝑝 | 𝑏 Ð

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑏
𝑝 ̸ | 𝑎

⇒ 𝑝 | 𝑏

Ñ

{︃
𝑝 ∈ P

𝑝 | 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛

⇒ ∃𝑖 ∈ J1, 𝑛K; 𝑝 | 𝑎𝑖

Ò

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∀𝑖 ∈ J1, 𝑛K; 𝑝𝑖 ∈ P
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛

⇒ ∃𝑖 ∈ J1, 𝑛K; |𝑝| = |𝑝𝑖|

Théorème de Fermat :

{︃
𝑝 ∈ P
𝑎 ∧ 𝑝 = 1

⇒ 𝑎𝑛−1 ≡ 1[𝑝] ⇔ 𝑝 ∈ P; 𝑎𝑝 ≡ 𝑎[𝑝]

Pour vérifier qu’un entier

𝑎 > 2 est premier ou non :

On détermine tous les nombres premiers 𝑝 tels que 𝑝2 ≤ 𝑎

∙ Si l’un de ces nombres divise 𝑎 alors 𝑎 est non premier.

∙ Sinon, 𝑎 est premier.

Système de numération

une base d’un système de numération est le cardinal de l’ensemble des nombres utilisés

pour représenter les nombres entiers naturels. Exemples :

Ê La base du système de numération décimale est 10 et l’ensemble des nombres utilisés

est {0, 1, 2, . . . , 9}
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Ë La base du système de numération binaire est 2 et l’ensemble des nombres utilisés est

{0, 1}.

𝑥 = 𝑎𝑚𝑏𝑚+𝑎𝑚−1𝑏
𝑚−1+· · ·+𝑎1𝑏+𝑎0 = 𝑎𝑚𝑎𝑚−1 · · · 𝑎1𝑎0(𝑏), avec 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑏−1

Ì Critères de divisibilités :

Si 𝑥 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 · · · 𝑎1𝑎0
(10) alors :

𝑥 ≡ 0[2] ⇔ 𝑎0 ≡ 0[2]

𝑥 ≡ 0[3] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖 ≡ 0[3]

𝑥 ≡ 0[4] ⇔ 𝑎1𝑎0 ≡ 0[4]

𝑥 ≡ 0[5] ⇔ 𝑎0 = 0 ou 𝑎0 = 5

𝑥 ≡ 0[7] 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 · · · 𝑎1 + 5.𝑎0 ≡ 0[7]

𝑥 ≡ 0[9] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖 ≡ 0[9]

𝑥 ≡ 0[11] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

(−1)𝑖𝑎𝑖 ≡ 0[11]

𝑥 ≡ 0[25] ⇔ 𝑎1𝑎0 ∈ {0, 25, 50, 75}

La décomposition en facteurs premiers

∙ Chaque nombre 𝑎 ∈ Z*∖{−1, 1} s’écrit d’une façon unique de la forme 𝑎 = 𝜖.𝑝𝛼1

1 𝑝𝛼2

2 . . . 𝑝𝛼𝑛

𝑛

telle que 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 sont des nombres premiers positives différents deux à deux et

𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 des nombres entiers naturels non nuls et 𝜖 = ±1. Cette écriture s’appelle

la Décomposition de 𝑎 en facteurs premiers.

∙ Le nombre de diviseurs de a est 𝑥 = (1 + 𝛼1) (1 + 𝛼2) . . . (1 + 𝛼𝑛)

∙ Soient 𝑎 = 𝜀
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑝𝛼𝑖

𝑖 et 𝑏 = 𝜀
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑝𝛽𝑖

𝑖 , alors :

𝑎 ∧ 𝑏 =
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑝
inf(𝛼𝑖,𝛽𝑖)
𝑖 , 𝑎 ∨ 𝑏 =

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑝
sup(𝛼𝑖,𝛽𝑖)
𝑖 .
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Les Structures algébrique 2 BAC S.M

Soit 𝐸 un ensemble.

Loi de composition interne

∙ On appelle Loi de composition interne toute application 𝑓 de 𝐸+𝐸 dans 𝐸.

∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) s’appelle le composé de 𝑥 et 𝑦 noté par 𝑥 T𝑦, 𝑥 ⊥ 𝑦 ou 𝑥 * 𝑦 . . . et si 𝐸 est

muni d’une Loi de composition interne * on note (𝐸, *).
∙ Les matrices carrées

M2(R) =

{︃(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
; (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ R4

}︃

M3(R) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎞⎟⎟⎠ ; (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖) ∈ R9

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. On admet que :

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
+

(︃
𝑎′ 𝑏′

𝑐′ 𝑑′

)︃
=

(︃
𝑎 + 𝑎′ 𝑏 + 𝑏′

𝑐 + 𝑐′ 𝑑 + 𝑑′

)︃
(︃

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃(︃
𝑎′ 𝑏′

𝑐′ 𝑑′

)︃
=

(︃
𝑎𝑎′ + 𝑏𝑐′ 𝑎𝑏′ + 𝑏𝑑′

𝑐𝑎′ + 𝑑𝑐′ 𝑐𝑏′ + 𝑑𝑑′

)︃ et de même pour M3(R).

∙ Partie stable : Soit 𝐻 une partie de 𝐸. 𝐻 est une partie stable pour * si pour tous

𝑥 et 𝑦 de 𝐻 on a : 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐻 .

∙ Associativité : (𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = 𝑥 * (𝑦 * 𝑧), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸.

∙ Commutativité : 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸.

∙ L’élément neutre : 𝑥 * 𝑒 = 𝑒 * 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐸.

∙ Le symétrique d’un élément : on suppose que * possède un élément neutre 𝑒

dans 𝐸. On dit que 𝑥 de 𝐸 a un symétrique dans (𝐸, *) ssi il existe 𝑥′ de 𝐸 tel que

𝑥 * 𝑥′ = 𝑥′ * 𝑥 = 𝑒.

∙ Un élt. simplifiable : on dit que 𝑎 est régulier dans (𝐸, *) ssi ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2 :{︃
𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑎 ⇒ 𝑥 = 𝑦

𝑎 * 𝑥 = 𝑎 * 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦
.

∙ Un élt. absorbant : on dit que 𝑎 est absorbant dans (𝐸, *) ssi ∀𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑥 * 𝑎 = 𝑒

et 𝑎 * 𝑥 = 𝑒.
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Soient (𝐸, *) et (𝐹, 𝑇 ).

∙ Morphisme ou Homomorphisme : Toute application 𝑓 : 𝐸 → 𝐹 telle que :

𝑓(𝑥 * 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑇𝑓(𝑦) pour tout (𝑥, 𝑦) de 𝐸2

→˓ Si 𝑓 est un morphisme alors 𝑓 transmit les propriétés de * dans 𝐸 à 𝑇 dans 𝑓(𝐸).

→˓ Si de plus 𝑓 est surjectif alors 𝑓(𝐸) = 𝐹 . Donc 𝑓 transmit les propriétés de * dans

𝐸 à 𝑇 dans 𝐹 .

Groupe

Soit 𝐺 un ensemble non vide.

∙ Groupe : Soit (𝐺, *). On dit que (𝐺, *) est un groupe si :

Ê La loi * est associative.

Ë La loi * admet un élément neutre dans 𝐺.

Ì Tout élément de 𝐺 a un symétrique dans (𝐺, *).
Si de plus * est commutative, on dit que (𝐺, *) est un groupe commutatif (ou abélien).

∙ Sous Groupe : Soient (𝐺, *) un groupe et 𝐻 une partie non vide de 𝐺. On dit que

(𝐻, *) est un sous-groupe de (𝐺, *) si (𝐻, *) est un groupe.

(𝐻, *) est un sous-groupe de (𝐺, *) ⇔

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝐻 est stable par *
Ì 𝐻 est stable par passage au symétrique

⇔

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐻, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻2

Ì 𝑥′ ∈ 𝐻, ∀𝑥 ∈ 𝐻

⇔
{︃

Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝑥 * 𝑦′ ∈ 𝐻, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻2

∙ Morphismes de groupes :

Soient (𝐺, *) et (𝐾,𝑇 ) deux groupes et 𝑓 est un morphisme de (𝐺, *) dans (𝐾,𝑇 ).

Ê Si 𝑒 est l’élt neutre de (𝐺, *) alors 𝑓(𝑒) = 𝑒′ est l’élt neutre de (𝐾,𝑇 ).

Ë (𝑓(𝐺), 𝑇 ) est groupe.

Ì Si de plus (𝐺, *) est un groupe abélien alors (𝑓(𝐺), 𝑇 ) est groupe abélien.
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Anneau

Soit 𝐴 un ensemble non vide muni de deux LCI * et 𝑇 .

∙ (𝐴, *, 𝑇 ) est un anneau ssi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê (𝐴, *) est une groupe abélien.

Ë 𝑇 est associative dans 𝐴.

Ì 𝑇 est distributive sur *

.

→˓ Si de plus 𝑇 possède un élément neutre alors (𝐴, *, 𝑇 ) est dite Anneau Unitaire.

→˓ Si de plus 𝑇 est commutative alors (𝐴, *, 𝑇 ) est un anneau commutative

∙ On dit que 𝑥 ∈ 𝐴∖ {0𝐴} est un diviseur de zéro dans l’anneau 𝐴 si il existe 𝑦 ∈
𝐴∖ {0𝐴} tel que : 𝑥𝑇𝑦 = 0𝐴 ou 𝑦𝑇𝑥 = 0𝐴.

∙ Un anneau (𝐴, *, 𝑇 ) n’admet aucun diviseur de zéro veut dire que :

(︀
∀(𝑥, 𝑦) ∈2 𝐴

)︀
: 𝑥𝑇𝑦 = 0𝐴 ⇔ 𝑥 = 0𝐴 ou 𝑦 = 0𝐴.

∙ On dit qu’un anneau (𝐴, *, 𝑇 ) est intègre s’il n’est pas réduit à zéro et n’admet aucun

diviseur de zéro.

∙ Si 𝑥 est inversible dans (𝐴, 𝑇 ), alors 𝑥 n’est pas un diviseur de zéro dans l’anneau

(𝐴, *, 𝑇 ).

Corps

∙ On appelle corps tout anneau unitaire (𝐾, *, 𝑇 ) non réduit à zéro tel que tout élément

autre que zéro est inversible pour la loi 𝑇 .

Un corps est dit commutatif si la deuxième loi est commutative.

∙ (𝐾, *, 𝑇 ) est un corps ssi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê (𝐾, *) est un groupe commutatif.

Ë (𝐾∖ {0𝐾} , 𝑇 ) est un groupe.

Ì La loi 𝑇 est distributive par rapport à la loi *

.

∙ Si (𝐾, *, 𝑇 ) est un corps alors :

→˓ Tout élément de 𝐾∖ {0𝐾} est régulier pour 𝑇 .

→˓ (𝐾, *, 𝑇 ) est un anneau intègre.

→˓ Pour tous (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾∖ {0𝐾}𝐾, on a : 𝑎𝑇𝑥 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑎′𝑇𝑏 et 𝑥𝑇𝑎 =

𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑏𝑇𝑎′.
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§ d� T�� �AO��

1 Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓1 T��d�� rbt`� Ê

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓1(𝑥) =

𝑥3 − 8
√
2𝑥 + 5 − 3

; 𝑥 ̸= 2

𝑓1(2) = 36

.2 TWqn�� ¨� 𝑓1 �AO�� xC � �� 𝐷𝑓1  d�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓5 T��d�� rbt`� Ë

𝑓5(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
√
𝑥2 + 1 − 1

𝑥
; 𝑥 ̸= 0

𝑎 ; 𝑥 = 0

TlOt� 𝑓5 T��d��  wk� Ahl�� �� ¨t�� 𝑎 Tmy� d�¤�

.𝑅 Yl�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓2 T��d�� rbt`� Ì

𝑓2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
𝑥 + 1 − 2

𝑥 − 3
; 𝑥 > 3

2𝑥2 − 5𝑥 − 3

3 − 𝑥
+

29

4
; 𝑥 < 3

1

4
; 𝑥 = 3

.3 TWqn�� ¨� 𝑓 �AO�� xC � �� 𝐷𝑓2  d�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓3 T��d�� rbt`� Í

𝑓3(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin( 𝜋
1+𝑥

)

𝜋𝑥
; 𝑥 > 0

tan(𝑥)𝐸(
1

𝑥
) ; 𝑥 < 0

1 ; 𝑥 = 0

.0 ¨� TlOt� T�� 𝑓3  � �y�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓4 T��d�� rbt`� Î

𝑓4(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(3 − 𝑥2)2 − 𝑎

𝑥 − 2
; 𝑥 < 2

3𝑥 + 𝑏

4
; 𝑥 ≥ 2

.2 ¨� TlOt� 𝑓4 T��d��  � Aml� 𝑏 ¤ 𝑎  d�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

2 �§rm�

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓(𝑥) =

√︀
1 + sin(𝑥) − cos(𝑥)

𝑥
; 𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝑓(𝑥) =

√
𝑥2 + 4 −

√
1 − 𝑥

𝑥 + 2
; 𝑠𝑖𝑥 ≤ 0

𝐷𝑓  d� Ê

𝑥0 = 0 ¨� TlOt� 𝑓  � �y� Ë

∀𝑥 ∈]0,+∞[: |𝑓(𝑥)| ≤
3

𝑥
 � �y� (𝑎) Ì

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� (𝑏)

R Yl� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

3 �§rm�

: ¨l§ Am�

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑥) =
√︀

𝑥4 + 4 − 𝑎𝑥2 − 𝑏 +
1 − cos(2𝑥)

𝑥2
; 𝑠𝑖𝑥 ̸= 𝑂

𝑓(0) = 0

 � ¤ 0 ¨� TlOt�  wk� 𝑓 �y�� 𝑏 ¤ 𝑎 d�¤�

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −4

T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

4 �§rm�

: ¨l§ Am�

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2) tan(
𝜋

𝑥
)

.2 ¨� �AO�³A� �d§dm� �bq� 𝑓 T��d��  � �y� -


 R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

5 �§rm�

:

𝑓(𝑥) = 𝐸(𝑥) + (𝑥 − 𝐸(𝑥))2
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.

√
2 ¨� ¤ 1 ¨� 𝑓 �AO�� xC � Ê

.𝑘 ¨� TlOt� T�� 𝑓  � �y� ,𝑘 ∈ Z �ky� Ë

?R Yl� TlOt� 𝑓 �¡ Ì

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� Í

𝑓 T��d�A� 𝐼 �A�m�� ­Cw} d�¤�

6 �§rm�

: Ty�At�� �¯A��� �� T�A� ¨� ¨�

.𝑓(𝑥) =
√
𝑥 + 1 ,𝐼 =]0,+∞[ Ê

.𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 ,𝐼 = [−2, 1[ Ë

.𝑓(𝑥) = 𝑥 + sin𝑥 ,𝐼 = R Ì

Yl� TlOt� ¤ T�r`� 𝑓 �kt�

7 �§rm�

.1 < 𝑓(0) + 𝑓(1) < 2 �y�� [0, 1] �A�m��

Yl� TlOt� 𝑢 : 𝑥 ↦−→ 𝑓(1 − 𝑥) T��d��  � �y� Ê

.[0, 1]

.𝑓(1−𝛼)+𝑓(𝛼) = 1+
√
𝛼 :∃𝛼 ∈]0, 1[ �
b��Ë

T� A`m��  � �y� Ê
8 �§rm�

�y�� 𝛼𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑥𝑛 + 𝑥 − 1 = 0

.0 < 𝛼𝑛 < 1

.(𝛼𝑛) Ty�Attm�� T�A�C xC �Ë

T� A`m��  � �y� Ê
9 �§rm�

R �� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑥3 + 5𝑥 − 1 = 0

.0 < 𝛼 < 1  � ¤

𝑥3 + 5𝑥 = 1 +
1

𝑛
T� A`m�� 𝑛 ∈ N �k�  � �y� Ë

.R �� 𝛼𝑛 �dy�¤ ®� �bq�

.𝛼 < 𝛼𝑛 : ∀𝑛 ≥ 1  � �y� (𝑎)

.𝛼𝑛 ¤ 𝛼𝑛+1 �y�  CA� (𝑏)

T� A`m��  � �y� Ê
10 �§rm�

R Yl� �dy�¤ ®� �bq� 2𝑥3 + 5𝑥 − 4 = 0

.𝛼 
 ¢� z�r�

.0 < 𝛼 < 1  � �� �q�� Ë

Ab§rq� d� ¤� ¨¶An��� �rft�� Tq§rV �Am`tFA� Ì

. 10−2
T`s�� ¤Ð 𝛼 �

¤ �¯ A`m�� R ¨� ��

11 �§rm�

Ty�At�� �A���rtm��

3
√︀

𝑥2 + 8 − 2 = 𝑥 Ê

3
√
1 + 𝑥 − 3

√
1 − 𝑥 = 6

√︀
1 − 𝑥2 Ë

2𝑥
√
𝑥 − 3𝑥

4

√︂
1

𝑥
= 20 Ì

(𝑥 − 2)3 > 𝑥 Í

𝑥3 < 8 Î

arctan(3𝑥) =
𝜋

8
Ï

arctan
(︀
𝑥2 − 𝑥

)︀
=

3𝜋

4
Ð

arctan(tan𝑥) =
𝜋

5
Ñ

: ¨l§ A� Xs�

12 �§rm�

𝐴 = arctan

(︂
tan

(︂
43𝜋

17

)︂)︂
𝐵 = arctan

(︂
tan

(︂
−
2012𝜋

6

)︂)︂
𝐶 = tan(arctan(2023))

𝐷 = tan

(︂
arctan

2

3
− arctan

7

3

)︂
: Ty�At�� �A§Ahn�� 	s��

1. lim
𝑥→0

3
√
𝑥 + 1 − 1

𝑥

2. lim
𝑥→−1+

3
√
𝑥 + 1

√
𝑥3 + 1

3. lim
𝑥→8

3
√
𝑥 − 2

3
√
𝑥 + 56 − 4

4. lim
𝑥→+∞

4
√
𝑥 + 1 − 4

√
𝑥

3
√
𝑥 + 1 − 3

√
𝑥

12
√
𝑥

5. lim
𝑥→+∞

3
√
𝑥2 − 𝑥 − 3

√
𝑥3 + 6𝑥 − 7

𝑥 − 1

6. lim
𝑥→1+

3
√
𝑥2 − 𝑥 − 3

√
𝑥3 + 6𝑥 − 7

𝑥 − 1

7. lim
𝑥→1−

arctan(
1

1 − 𝑥2
)

8. lim
𝑥→0+

4
√
arctan𝑥

arctan( 3
√
𝑥4 + 𝑥2)

13 �§rm�

 � �y� .� .(1)

.∀𝑡 > 0 : arctan 𝑡 + arctan
1

𝑡
=

𝜋

2

.arctan 5 + arctan
3

2
=

3𝜋

4
:  � �y� .


. lim
𝑥→0+

arctan
(︁

1
3√𝑥

)︁
− 𝜋

2

𝑥
	s�� .�
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lim
𝑥→1

arctan( 3
√
𝑥 − 𝑥)

√
𝑥 − 1

	s�� .(2)

lim
𝑥→−∞

3
√
𝑥2 − 4

√
−𝑥

3
√
𝑥2 +

5
√
𝑥2

	s�� .(3)

Ty�At�� T� A`m�� R ¨� �� .(4)

arctan𝑥 + arctan 3𝑥 = −
𝜋

3

: ¨l§ Am� T�r`m�� T��d�� rbt`�

14 �§rm�

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑥 −
√
𝑥 − 2 ; 𝑥 ≥ 3

𝑥 − 1 + 3
√
3 − 𝑥 ; 𝑥 < 3

𝐷𝑓  d� .(1)

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� .(2)

.𝐷𝑓 Yl� 𝑓 T��d�� �AO�� xC � .(3)

.𝐼 = [3,+∞[ Yl� 𝑓 T��d�� T�A�C xC� .(4)

.𝐼 Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔 �kt� .(5)

Tysk� T�� �bq� 𝑔 T��d��  � 
b�� .�

.£d§d�� �t§ 𝐽 �A�� Yl� T�r`�

.𝑥 ∈ 𝐽 �k� 𝑥 T�¯d� 𝑔−1(𝑥)  d� .


𝑎 < 𝑏 �y�� R �� 𝑏 ¤ 𝑎 �ky�

15 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`� ¤

𝑓(𝑥) =

√︃
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
−

√︃
𝑏 − 𝑥

𝑥 − 𝑎

.

.]𝑎, 𝑏[ Yl� TlOt� T�� 𝑓  � �y� .(1)

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑔 T��d�� rbt`� .(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑔(𝑥) = arctan(𝑓(𝑥)) ; 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[

𝑔(𝑎) = −
𝜋

2

𝑔(𝑏) =
𝜋

2

.[𝑎, 𝑏] Yl� TlOt� 𝑔  � �y� .�

.∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[: 𝑓(𝑐) = 0 ¢�� �tntF� .


¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

16 �§rm�

.𝑓(𝑥) =

√
𝑥

𝑥 + 1
:

�� ]0,+∞[ Yl� TlOt� 𝑓 T��d��  � �y� .(1)

. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s��

: ∀𝑥 ∈]0,+∞[  � �y� .(2)

�¤d� X�� �� 𝑓 ′(𝑥) =
1 − 𝑥

2
√
𝑥(𝑥 + 1)2

.Ah��ry��

.𝑛 ≥ 3 �y�� 𝑛 ∈ N �ky� .(3)

�yl� �bq� 𝑓(𝑥) =
1

𝑛
T� A`m��  � �y�

.0 < 𝑎𝑛 < 1 < 𝑏𝑛 �y�� 𝑏𝑛 ¤ 𝑎𝑛 XbS�A�

.𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 : ∀𝑛 ≥ 3  � �y� .(4)

.
1

𝑛2
< 𝑎𝑛 <

4

𝑛2
: ∀𝑛 ≥ 3  � �y� .(5)

¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

17 �§rm�

:

𝑓(𝑥) = arctan𝑥 + 2𝑥 − 1

.R w�� R �� ��Aq� 𝑓  � �y� .(1)

®� �bq� 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 T� A`m��  � �y� .(2)

.0 < 𝛼 < 1  � ¤ 𝛼 ∈ R �dy�¤

.R Yl� 𝑓(𝑥) − 𝑥 �rf�� ­CAJ� xC � .(3)

: 
 T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

18 �§rm�

𝑓(𝑥) = 3
√︀

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥.

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� �� 𝐷𝑓  d� .(1)

	s�� �� 𝐷𝑓 Yl� TlOt� T�� 𝑓  � �y� .(2)

lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 𝑓(𝑥))

�t§ 𝐽 �A�� w�� 𝐷𝑓 �� ��Aq� 𝑓  � �y� .(3)

.£d§d��

.𝑓−1
 d� .(4)
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Yl� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

19 �§rm�

: 
 𝐼 =]0,+∞[

𝑓(𝑥) = arctan𝑥 −
1

arctan𝑥
.

. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) � lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) 	s�� .(1)

.𝐼 Yl� T§d§�z� T�� 𝑓  � �y� .� .(2)

�t§ 𝐽 �A�� w�� 𝐼 �� ��Aq� 𝑓  � �y� .


.£d§d��

.𝐽 �� 𝑥 �k� 𝑓−1(𝑥)  d� .�

Yl� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

20 �§rm�

.𝑓(𝑥) = tan 2𝑥 −
1

𝑥
: 


]︂
𝜋

4
,
3𝜋

4

[︂
.R w��

]︂
𝜋

4
,
3𝜋

4

[︂
�� ��Aq� 𝑓  � �y� .(1)

.tan 2𝛼 =
1

𝛼
:∃!𝛼 ∈

]︂
𝜋

4
,
3𝜋

4

[︂
 � �y� .� .(2)

.𝛼 =
𝜋

2
+

1

2
arctan(

1

𝛼
)  � �y� .


: (∀𝑥 ∈
]︂
𝜋

4
,
3𝜋

4

[︂
) (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� .� .(3)

𝑓(𝑥) =
1

𝑛
⇔ 𝑛𝑥 tan(2𝑥) = 𝑥 + 𝑛

(∃!𝑥𝑛 ∈
]︂
𝜋

4
,
3𝜋

4

[︂
) (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� .


𝑛𝑥𝑛 tan(2𝑥𝑛) = 𝑥𝑛 + 𝑛 :

.𝛼 < 𝑥𝑛 : (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� .�

.𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛 : (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� . 

𝑓𝑛 T��d�� rbt`� 𝑛 ∈ N*
�ky�

21 �§rm�

.𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛
√
𝑥 − 1 + 𝑛𝑥 : 
 T�r`m��

®� �bq� 𝑓𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� .(1)

.0 < 𝛼𝑛 < 1 �y�� 𝛼𝑛 �dy�¤

 � �y� .� .(2)

.𝑓𝑛+1(𝛼𝑛) = 𝑛+1
√
𝛼𝑛(1− 𝑛(𝑛+1)

√
𝛼𝑛)+𝛼𝑛

.𝛼𝑛+1 < 𝛼𝑛 : ∀𝑛 ∈ N*
 � �tnF� .


.0 < 𝛼𝑛 <
1

𝑛
: ∀𝑛 ∈ N*

 � �y� .(3)

 � �y� .(4)

.1 −
1

𝑛
√
𝑛

< 𝑛𝛼𝑛 < 1 : ∀𝑛 ∈ N*

T�r`m�� T§ d`�� T�d�� 𝑓 �kt�

22 �§rm�

(𝑛 ∈ N−{1}) �� 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛+1−2𝑥𝑛+1¨l§ Am�[︂
0,

2𝑛

𝑛 + 1

]︂
�A�m�� Yl� TyO�An� 𝑓 T��d��  � �y� Ê

𝑓

(︂
2𝑛

𝑛 + 1

)︂
< 0 :  � �tntF� Ë

:  � �y� Ì

∃𝛼 ∈
[︂

2𝑛

𝑛 + 1
, 2

]︂
, 𝑓(𝛼) = 0

𝛼𝑛 =
1

2 − 𝛼
 � �q�� Í

R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

23 �§rm�

: ¨l§ Am�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 − cos(sin(2𝑥))

𝑥2
; 𝑥 > 0

𝑥2 + 2

2𝑥2 + 1
; 𝑥 ≤ 0

.0 ¨� 𝑓 T��d�� �AO�� xC � Ê

:  � �y� Ë

0 ≤
1 − cos(sin(2𝑥))

𝑥2
≤

2

𝑥2
∀𝑥 ∈]0,+∞[

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 	s�� �� , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  � �tntF� Ì

𝐼 =] − ∞, 0] Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔 �kt� Í

	�§ 𝐽 �A�� w�� 𝐼 �� ��Aq� 𝑔  � �y� (𝑎)

.£d§d��

𝑔−1(𝑥) = −

√︃
2 − 𝑥

2𝑥 − 1
(∀𝑥 ∈ 𝐽)  � �y� (𝑏)

�dy�¤ ®� �bq� 𝑔(𝑥) =
√
2 T� A`m��  � �y� (𝑐)]︂

−
2

3
,−

1

2

[︂
�� 𝛼

1

2
<

√︃
2 −

√
2

2
√
2 − 1

<
2

3
 � �tntF� Î
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§ d� �Ay�Attm��

2 Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

T§ d`�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt�

1 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m��

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑛+1 = 2 −

1

𝑢𝑛

𝑢0 = 2

.𝑢𝑛 > 1 : ∀𝑛 ∈ N  � �y�Ê

Ah�� �tntF� �� TyO�An� Ty�Att� (𝑢𝑛)  � �y� Ë

.T�CAqt�

. 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 2

𝑢𝑛 − 1
�S� ,N �� 𝑛 �k� Ì

𝑛 �k� 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = −1  � �y� �� 𝑣0 	s�� (𝑎)

.N ��

¤ 𝑣𝑛 = −𝑛 : An§d� ,N �� 𝑛 �k� ¢�� �y� (𝑏)

𝑢𝑛 =
𝑛 + 2

𝑛 + 1
.𝑢𝑛 T§Ah� �tntF� (𝑐)

2 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� T§ d`�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt�

:N �� 𝑛 �k� ¤ 𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 =
1 + 3𝑢𝑛

3 + 𝑢𝑛

.

.

.𝑢𝑛 > 1 : An§d� N �� 𝑛 �k� ¢�� �y� Ê

: An§d� N �� 𝑛 �k� ¢�� �y� (𝑎) Ë

.𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
(1 − 𝑢𝑛)(1 + 𝑢𝑛)

3 + 𝑢𝑛

.(𝑢𝑛) Ty�Attm�� T�A�C  d� (𝑏)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� Ty�Att� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑐)

�S� ,¨`ybV �y�}  d� 𝑛 �ky�

3 �§rm�


b�� .𝑆 = 𝑎0 + 𝑎1 + · · · + 𝑎20 ,𝑎𝑛 = 2𝑛 + 3 :

.(𝑆 − 62)2−21 = 1  �

�yty�Att� (𝑦𝑛) ¤ (𝑥𝑛) �kt�

4 �§rm�

: ¨l§ Am� �yt�r`�⎧⎨⎩𝑥0 = 2

𝑦0 = −1
¤

⎧⎨⎩𝑥𝑘+1 = 3𝑥𝑘 + 𝑦𝑘

𝑦𝑘+1 = 2𝑥𝑘 + 4𝑦𝑘

,∀𝑘 ∈ N

(𝑡𝑛) ¤ (𝑧𝑛) �y�d�As� �yty�Att� AS§� rbt`�

.𝑡𝑘 = 2𝑥𝑘−𝑦𝑘 ¤ 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘+𝑦𝑘 ¨l§ Am� �yt�r`�

.�ytyFdn¡ (𝑡𝑛) ¤ (𝑧𝑛) �yty�Attm��  � �y§ Ê

T�¯d� 𝑦𝑘 ¤ 𝑥𝑘 �� 𝑘 T�¯d� 𝑡𝑘 ¤ 𝑧𝑘 ryb`� X�� Ë

.𝑘

: �y�� (𝑢𝑛) Ty�Attm�� rbt`�

5 �§rm�

.𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 5𝑛

.𝑥𝑛 =
𝑢𝑛

5𝑛
,∀𝑛 ∈ N �S�

.𝑥𝑛+1 =
2

5
𝑥𝑛 +

1

5
,∀𝑛 ∈ N  � �� �q�� Ê

.𝑛 T�¯d� 𝑢𝑛 �� 𝑛 T�¯d� 𝑥𝑛 ryb`� �tntF� Ë

6 �§rm�

Ty�Attm�� rbt`� ,𝑎 ≥ 2 �y�� ¨qyq�  d� 𝑎 �ky�

: ¨l§ Am� N Yl� T�r`m�� (𝑢𝑛)⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑛+1 =

𝑢𝑛 − 𝑎

2𝑢𝑛 − 𝑎 − 1

𝑢0 = 0

 � �y� 𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛 − 1
�S� ¤ 𝑎 = 2  � |rtf� Ê

.𝑛 T�¯d� 𝑢𝑛 X�� �� Ty�As� Ty�Att� (𝑣𝑛)

�y� ,𝑤𝑛 =
2𝑢𝑛 − 𝑎

2𝑢𝑛 − 2
�S� ¤ 𝑎 > 2  � |rtf� Ë

.𝑛 T�¯d� 𝑢𝑛 X�� �� TyFdn¡ Ty�Att� (𝑤𝑛)  �

7 �§rm�

Ty�At�� �¯A��� �� T�A� �� ¨� (𝑢𝑛) T§Ah� 	s��

:

𝑢𝑛 =
3𝑛 + 5

√
2

𝑛 + 4
Ê

𝑢𝑛 =
2𝑛2 − 3𝑛 + 11

−4𝑛3 + 𝑛
Ë

𝑢𝑛 = −2𝑛2 + 3𝑛
√
𝑛 + 5𝑛 − 7 Ì
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𝑢𝑛 = 3𝑛 − 5𝑛+2 Í

𝑢𝑛 =
3𝑛 − 5𝑛+1

3𝑛 + 2.5𝑛
Î

𝑢𝑛 = 𝑛
√︀

𝑛2 + 1 − 𝑛
√︀
𝑛2 − 1 Ï

8 �§rm�

 wk� Ahl�� �� ¨t�� 𝑛 ∈ N �y� d�¤� Ê

.2𝑛2 ≥ (𝑛 + 1)2

,𝑛 > 3 �y�� 𝑛 ¨`ybV �y�}  d� �k� ¢�� �y� Ë

.2𝑛 ≥ 𝑛2

. lim
𝑛→+∞

2𝑛
T§Ah� �tntF� Ì

9 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛) Ty�Attm�� rbt`�

𝑢𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑛 +
√
𝑘

=
1

𝑛 +
√
1
+

1

𝑛 +
√
2
+ · · · +

1

𝑛 +
√
𝑛

: ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ê

𝑛

𝑛 +
√
𝑛

≤ 𝑢𝑛 ≤
𝑛

𝑛 + 1

¤ 𝑣𝑛 =
𝑛

𝑛 +
√
𝑛

�yty�Attm�� 
CAq� xC � Ë

.𝑤𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛) Ty�Attm��  � �tntF� Ì

10 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt�

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑛+1 =

1

𝑛 + 1
+ 3

√
𝑢𝑛

𝑢0 = 8

.𝑢𝑛 > 1 : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ê

.(𝑢𝑛) Ty�Attm�� T�A�C  d� Ë

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� Ty�Att� (𝑢𝑛)  � �y� Ì

11 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt�

⎧⎨⎩𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + arctan𝑢𝑛

𝑢0 =
√
3

.𝑢𝑛 > 1 : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ê

.(𝑢𝑛) Ty�Attm�� T�A�C xC � Ë

�tntF� �� 𝑢𝑛 ≥ 𝑛
𝜋

3
+

√
3 : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ì

.­Cwbk� ry� Ty�Attm��  �

12 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`m�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt�

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑛+1 =

𝑢𝑛

√
2

√
𝑢𝑛 + 1

𝑢0 ≥ 0

.𝑢𝑛 ≥ 0 : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ê

Ty�Attm��  wk� Ahl�� �� ¨t�� 𝑢0 Tmy�  d� Ë

.Tt�A�

𝑢0 ∈]0, 1[∪]1,+∞[  � |rtf� Ì

: Ty�At�� �A��zltF¯� 
b�� (𝑎)

𝑢0 > 1 ⇒ ∀𝑛 ∈ N : 𝑢𝑛 > 1

0 < 𝑢0 < 1 ⇒ ∀𝑛 ∈ N : 0 < 𝑢𝑛 < 1

.𝑢𝑛 Ty�Attm�� T�A�C 𝑢0 �y� 	s� xC � (𝑏)

.T�CAqt� (𝑢𝑛) Ty�Attm��R+
��𝑢0 �k� ¢�� �tntF�Í

13 �§rm�

: ¨l§Am� T�r`� T§ d� Ty�Att� (𝑢𝑛) �kt�

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢0 = 0

𝑢𝑛+1 :=
1

8
(1 + 3

√
𝑢𝑛)

3

.𝑢2 ¤ 𝑢1 	s�� Ê

.∀𝑛 ∈ N 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 :  � 
b�� Ë

𝑢𝑛  � �tntF� �� T§d§�z� Ty�Att� 𝑢𝑛  � �y� Ì

.T�CAqt�
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.∀𝑛 ∈ N 𝑣𝑛 = 3
√
𝑢𝑛 − 1 �S� Í

.TyFdn¡ Ty�Att� 𝑣𝑛  � �y� (𝑎)

.Aht§Ah� 	s�� �� 𝑛 T�¯d� 𝑢𝑛 	t�� (𝑏)

: �y�� 𝑛 T�¯d� 𝑆𝑛 X�� (𝑐)

.𝑆𝑛 = 3
√
𝑢0 + 3

√
𝑢1 + · · · + 3

√
𝑢𝑛+1

14 �§rm�

: (𝑢𝑛)𝑛≥1 T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢1 = 0

𝑢𝑛+1 : =

√︃
1 + (𝑢𝑛)2

𝑛

0 < 𝑢𝑛 ≤ 1 : ∀𝑛 ≥ 2  � �y� Ê

(𝑢𝑛)
2 ≥

1

𝑛 − 1
: ∀𝑛 ≥ 2  � 
b�� Ë

�� TyO�An� (𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �tntF� Ì

. T�CAqt�

. lim
𝑥→+∞

𝑢𝑛 T§Ahn�� 	s�� Í

15 �§rm�

.0 < 𝑎 < 𝑏 �yqyq� �§ d� 𝑏 ¤ 𝑎 �ky�

: ¨l§ Am� (𝑣𝑛) ¤ (𝑢𝑛) �yty�Attm�� �r`�⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣𝑛+1 :=

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

2

𝑣0 = 𝑏

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑛+1 :=

2𝑢𝑛𝑣𝑛

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

𝑢0 = 𝑎

.0 < 𝑢𝑛 < 𝑣𝑛 : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ê

Ty�Attm��  � ¤ T§d§�z� (𝑢𝑛) Ty�Attm��  � 
b�� Ë

.TyO�An� (𝑣𝑛)

𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) : ∀𝑛 ∈ N  � �y� Ì

.𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤
(︂
1

2

)︂𝑛

(𝑣0 − 𝑢0)  � ��

. lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛  � �tntF� Í

.�yt�CAqt� �yty�Attm��  � �tntF� Î

.Tt�A� (𝑢𝑛𝑣𝑛) Ty�Attm��  � 
b�� Ï

� (𝑢𝑛) �yty�Attml� T�rtKm�� T§Ahn�� �tntF� Ð

.(𝑣𝑛)

16 �§rm�

Am� 𝐼 = [0, 2] Yl� T�r`m�� 𝑓 T§ d`�� T��d�� rb`�

𝑓(𝑥) =
1

2

√︀
𝑥2 + 6𝑥 : ¨l§

.𝑓(𝐼)  d� �� 𝑓 T��d�� ��ry�� xC � Ê

Am� T�r`m�� (𝑣𝑛)𝑛∈N* T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`� Ë

:(∀𝑛 ∈ N*
) ¨l§

⎧⎨⎩ 𝑣1 = 1

𝑣𝑛+1 :=
1

2

√︁
𝑣2
𝑛 + 6𝑣𝑛

.∀𝑛 ∈ N* 0 < 𝑣𝑛 < 2 :  � �y� (𝑎)

.T§d§�z� (𝑣𝑛)𝑛∈N*  � 
b�� (𝑏)

. Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑣𝑛)𝑛∈N*  � �tntF� (𝑐)

17 �§rm�

𝑛 ≥ 2 �y�� 𝑛 ¨`ybV �y�}  d� �k� ¢�� �y� Ê

®� �bq� (𝐸𝑛) : 𝑥𝑛+1 − 2𝑥 + 1 = 0 T� A`m��

.𝑥𝑛 ∈]0, 1[ �dy�¤

.(𝑥𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm�� rbt`� Ë

.T§d§�z� (𝑥𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm��  � �y� (𝑎)

 � ¤ T�CAqt� (𝑥𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm��  � �y� (𝑏)

. lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛 =
1

2

18 �§rm�

𝑓𝑛 T§ d`�� T��d�� rbt`� 𝑛 ¨`ybV �y�}  d� �k�

.𝑓𝑛 = 𝑥𝑛 + 9𝑥2 − 4 : þþ� ]0,+∞[ Yl� T�r`�

�dy�¤ ®� �bq� 𝑓𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� Ê

.𝛼𝑛 þ� ¢� z�r� ]0,+∞[ Yl�

.𝛼1 	s�� Ë

.0 < 𝛼𝑛 <
2

3
: (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� Ì

.𝑓𝑛+1(𝑥) < 𝑓𝑛(𝑥) : ∀𝑥 ∈]0, 1[  � �y� (𝑎) Í

.T§d§�z� (𝛼𝑛)  � �tntF� (𝑏)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝛼𝑛)  � �y� (𝑐)

� 𝛽𝑛 =
2

3
− 𝛼𝑛 : �S� N*

�� 𝑛 �k� Î

.𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝛽𝑘

.0 < 𝛽𝑛 <
1

6

(︂
2

3

)︂𝑛

: (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� (𝑎)

.0 < 𝑆𝑛 <
1

3
: (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� (𝑏)

.T�CAqt� (𝑆𝑛) Ty�Attm��  � �tntF� (𝑐)
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19 �§rm�

:  � �y� ,¨qyq�  d� 𝑥 �ky� Ê

∀𝑛 ∈ N*, 0 ≤ 𝐸(𝑛𝑥) − 𝑛𝐸(𝑥) ≤ 𝑛 − 1

: ¨l§ Am� �yt�r`m�� �yty�Attm�� rbt`� Ë

∀𝑛 ≥ 0, 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

5𝑛
, 𝑢𝑛 =

𝐸 (5𝑛𝑥)

5𝑛

:  � �y� �� v0 ¤ 𝑢0 	s�� 𝑎.

∀𝑛 ∈ N, (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) ∈ Q2

∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁, 𝑢𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑣𝑛 :  � �y� 𝑏.

	s�� ��  At§ÐA�t� �yty�Attm��  � 
b�� 𝑐.

.T�rtKm�� Amht§Ah�

: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑤𝑛) Ty�Attm�� rbt`� 𝑑.

∀𝑛 ≥ 1, 𝑤𝑛 = 5𝑛 (𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1) , 𝑤0 = 𝑢0

� ∀𝑛 ≥ 1, 0 ≤ 𝑤𝑚 < 5  � �y�

lim
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑤𝑘

5𝑘
= 𝑥

rbt`� .𝑛 ≥ 2 �y�� ¨`ybV �y�}  d� 𝑛 �ky� Ì

: ¨l§ Am� �yt�r`m�� �yty�Attm��

∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁*, 𝑐𝑛 = 𝑝𝑛 (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1)

∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁, 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 +
1

𝑝𝑛
, 𝑎𝑛 =

𝐸 (𝑝𝑛𝑥)

𝑝𝑛

∀𝑛 ≥ 0, 𝑎𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛 :  � �y� 𝑎.

Amht§Ah� � d��  At§@�t� (𝑏𝑛) � (𝑎𝑛)  � �y� 𝑏.

. T�rtK�A�

�� ∀𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘

𝑝𝑘
 � 
b�� 𝑐.

𝑐𝑛+1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑝 − 1}

20 �§rm�

: ¨l§ Am� T�r`� T§ d� Ty�Att� (𝑎𝑛) �kt�

⎧⎨⎩ 𝑎0 = 𝑎1 = 1

𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛

T�A�C xC � �� 𝑎𝑛 ∈ N*
: (∀𝑛 ∈ N*)  � �y� Ê

.(𝑎𝑛)

�� (∀𝑛 ∈ N*) : 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 ≥ 1  � �y� Ë

. lim
𝑥→+∞

𝑎𝑛 � d�� (∀𝑛 ∈ N) : 𝑎𝑛 ≥ 𝑛  � �tntF�

.(∀𝑛 ∈ N) : 𝑎𝑛 ∧ 𝑎𝑛+1 = 1  � �y� Ì

𝑥 = 1+
1

𝑥
T� A`ml� 	�wm�� dy�w�� ���� 𝑙 �ky� Í

.𝑏𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑙𝑎𝑛 �S� .(𝑙 =
1 +

√
5

2
)

TyFdn¡ Ty�Att� (𝑏𝑛)  � �y� (𝑎)

.𝑏𝑛 =

(︂
−
1

𝑙

)︂𝑛+1

 � �tntF� (𝑏)

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

− 𝑙 =
1

𝑎𝑛

(︂
−
1

𝑙

)︂𝑛+1

 � �� �q�� Î

� d�� T�CAqt�

(︂
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

)︂
Ty�Attm��  � �tntF� ��

.Aht§Ah�
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§ d`�� T��d�� TF�C 

3 Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

: ¨l§ Am� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

1 �§rm�

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩arctan(1 − 3
√
𝑥2) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

3
√︀
𝑥3 − 𝑥 𝑥 > 1

.𝐷𝑓 Yl� TlOt� 𝑓  � 
b�� �� 𝐷𝑓  d� Ê

�� 0 �ym§ Yl� ¤ 1 ¨� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � Ë

.Ahyl� �O�m�� �¶Atn�� AyFdn¡ �¤�

.]1,+∞[ Yl� ¤ ]0, 1[ Yl� 𝑓 ′(𝑥) 	s�� Ì

: ¨l§ Am� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

2 �§rm�

𝑓(𝑥) = arctan(𝑥 3
√︀

|𝑥|)
.𝑓 Ty�¤E xC � �� 𝐷𝑓  d� Ê

AyFdn¡ �¤� �� 0 ¨� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � Ë

.Ahyl� �O�m�� T�ytn��

.]0,+∞[ Yl� 𝑓 ′(𝑥) 	s�� Ì

3 �§rm�

: An§d� 𝑛 ¨`ybV �y�}  d� �k�  � �y� Ê
1

(𝑛 + 1)2 + 1
≤ arctan(𝑛+1)−arctan𝑛 ≤

1

𝑛2 + 1

.𝒮𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

1

𝑘2 + 1
�S� Ë

:  � �y� (𝑎)

.(∀𝑛 ≥ 0) 𝒮𝑛+1 − 1 ≤ arctan(𝑛 + 1) ≤ 𝒮𝑛

.𝒮𝑛 þ� �ryV�� �tntF� (𝑏)

: ¨l§ Am� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

4 �§rm�

𝑓(𝑥) = 2 arctan(
2
√
𝑥

1 + 𝑥
)

 � ¤ [1, 2] �AqtJ®� Tl�A� 𝑓 T��d��  � 
b�� Ê

.(∀𝑥 ∈ [1, 2]) |𝑓 ′(𝑥)| ≤
1

4
𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = 𝑥 T� A`m��  � 
b�� Ë

.[1, 2] Yl�

: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛 Ty�Attm�� rbt`� Ì⎧⎨⎩ 𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 := 𝑓(𝑢𝑛)

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 :  � �y� (𝑎)

(∀𝑛 ∈ N) |𝑢𝑛+1 −𝛼| ≤
1

4
|𝑢𝑛 −𝛼| :  � �y� (𝑏)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑐)

𝑟 ∈ Q∩]0, 1[ �ky�

5 �§rm�

:(∀𝑥 > 0)  � �y� 𝑇.𝐴.𝐹 �Am`tFA� Ê

1 − 𝑟

(1 + 𝑥)𝑟
≤ (1 + 𝑥)1−𝑟 − 𝑥1−𝑟 ≤

1 − 𝑟

𝑥𝑟

.S𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝑟
:  � �tntF� Ë

6 �§rm�

�bq� 𝑥3−6𝑥2+12𝑥−11 = 0 T� A`m��  � �y� Ê

]1, 4[ �� 𝛼 �dy�¤ ®�

.(∀𝑥 ∈ R) 𝑔(𝑥) = 3
√︀
6𝑥2 − 12𝑥 + 11 �S� Ë

. 𝑔(𝑥) = 𝑥 Ty�At�� T� A`m�� R ¨� �� (𝑎)

.𝑔([1,+∞[) �tntF� �� ,(∀𝑥 ∈ R) 𝑔′(𝑥)  d� (𝑏)

: þ� N Yl� T�r`m�� (𝑢𝑛) Ty�Attm�� rbt`� Ì⎧⎨⎩ 𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 : = 𝑔(𝑢𝑛)

.(∀𝑛 ∈ N) 𝑢𝑛 ∈ [1,+∞[  � �y� (𝑎)

.(𝑢𝑛) T�A�C xC � (𝑏)

.(∀𝑛 ∈ N) 𝑢𝑛 ≤ 4  � �y� (𝑐)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑑)

T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

7 �§rm�

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

√
2𝑥2 + 2

: ¨l§ Am�

.𝑓 ��ry�� xC � Ê

.𝑓 Ty¶Ah�¯� �¤rf�� xC � Ë

.(𝒞𝑓) ¸K�� Ì

.𝐼 = [1,+∞[ �A�m�� Yl� 𝑓 CwO� 𝑔 �kt� Í

	�§ 𝐽 �A�� w�� 𝐼 �� ��Aq� 𝑔  � �y� (𝑎)

.£d§d��

(∀𝑥 ∈ 𝐽) 𝑔−1(𝑥)  d� (𝑏)
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.𝒞𝑔−1 ¸K�� �l`m�� Hf� ¨� (𝑐)

: þ� N Yl� T�r`m�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt� Î⎧⎨⎩ 𝑢0 = 0

𝑢𝑛+1 : = 𝑓(𝑢𝑛)

.(∀𝑛 ∈ N) 𝑢𝑛 ∈ [0, 1]  � �y� (𝑎)

|𝑢𝑛+1 − 1| ≤
1
√
2
|𝑢𝑛 − 1|  � 
b�� (𝑏)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �y� (𝑐)

T�r`m�� 𝑓 T§ d`�� T��d�� rbt`�

8 �§rm�

ℎ(𝑥) =

√︁
(4 − 3

√
𝑥2)3 : ¨l§ Am�

. lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) − 8

𝑥
= −∞  � �y� Ê

.[0, 8] w�� [0, 8] �� ��Aq� ℎ  � 
b�� Ë

Cw�� (Δ) : 𝑥 = 0 �yqtsm��  � �y� (𝑎) Ì

.𝒞ℎ þ� ��Am�

.ℎ−1(𝑥) ryb`�  d� (𝑏)

. lim
𝑥→8−

ℎ(𝑥)

𝑥 − 8
	s�� (𝑐)

.𝒞ℎ �.�.� ¨� ¸K�� (𝑑)

𝑔 T��d�� ¤ 𝐵(0, 8) ¤ 𝐴(8, 0) �ytWqn�� rbt`� Í

.𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝑥 − 8 ¨l§ Am� T�r`m��

.(∃𝛼 ∈]0, 8[) : 𝑔′(𝛼) = 0 :  � �y� (𝑎)

𝑀0(𝛼, ℎ(𝛼)) ¨� �bq§ ℎ Yn�n�  � 
b�� (𝑏)

.𝛼  d� �� (𝐴𝐵) þ� E�w� AFAm�

: þ� N Yl� T�r`m�� Ty�Attm�� (𝑢𝑛) �kt� Î⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢0 ∈]𝛼, 8[

𝑢𝑛+1 : = 𝑢𝑛 −
ℎ(𝑢𝑛)

ℎ′(𝑢𝑛)
.

(∀𝑛 ∈ N) 𝛼 < 𝑢𝑛 < 8 :  � �y� (𝑎)

.(𝑢𝑛) T�A�C xC � (𝑏)

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑐)

: ¨l§ Am� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

9 �§rm�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥2 arctan

(︂
1

𝑥 + 1

)︂
; 𝑥 ≥ 0

3
√
arctan𝑥 − 𝑥 ; 𝑥 < 0

.arctan𝑥 − 𝑥 > 0 : (∀𝑥 < 0)  � �y� (𝑎) Ê

.R Yl� T�r`� 𝑓 T��d��  � �tntF� (𝑏)

�� 0 �ym§ Yl� �AqtJ¯� Tl�A� 𝑓 T��d��  � 
b�� Ë

.Ahyl� �O�m�� T�ytn�� AyFdn¡ �¤�

: (∀𝑥 < 0)  � �y� (𝑎) Ì

𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
< arctan𝑥 < 𝑥 −

𝑥3

3

. lim
𝑥→0−

arctan𝑥 − 𝑥

𝑥3
	s�� (𝑏)

�¤� �� 0 CAs§ Yl� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � (𝑐)

.Ahyl� �O�m�� T�ytn�� AyFdn¡

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 	s�� (𝑎) Í

T�ytn�� AyFdn¡ �¤� �� lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
	s�� (𝑏)

.Ahyl� �O�m��

. lim
𝑥→0+

arctan𝑥 − 𝑥

𝑥2
¤ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) 	s�� (𝑎) Î

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) = : (∀𝑥 > 0)  � �y� (𝑏)

𝑥2

(𝑥 + 1)2

⎛⎜⎝arctan
(︁

1
𝑥+1

)︁
− 1

𝑥+1(︁
1

𝑥+1

)︁2

⎞⎟⎠ +
1

𝑥 + 1

.+∞ C�w�� ¨¶Ah�¯� �rf��T`ybV �tntF� (𝑐)

: þ� R*
+ Yl� T�r`m�� 𝑔 T§ d`�� T��d�� rbt`� Ï

𝑔(𝑥) = 2 arctan

(︂
1

𝑥 + 1

)︂
−

𝑥

𝑥2 + 2𝑥 + 2
:  � �tntF� �� 𝑔 ��ry�� xC � (𝑎)

0 < 𝑔(𝑥) <
𝜋

2
; (∀𝑥 > 0)

 � ¤ ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (𝑏)

.(∀𝑥 > 0) 𝑓 ′(𝑥) = 𝑥𝑔(𝑥)

�� ] − ∞, 0[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (𝑐)

.∀𝑥 ∈] − ∞, 0[ 𝑓 ′(𝑥) 	s��

.𝑓 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� (𝑑)

.(𝒞𝑓) ¸K�� (𝑒)

þ� N Yl� T�r`m�� (𝑢𝑛) T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`� Ð⎧⎨⎩ 𝑢0 ∈]0, 1[

𝑢𝑛+1 : = 𝑓(
𝑢𝑛

2
)

:

.(∀𝑛 ∈ N) 0 < 𝑢𝑛 < 1 :  � �y� (𝑎)

.(∀𝑥 ∈]0, 1[) 0 < 𝑓 ′(𝑥) <
𝜋

2
:  � �y� (𝑏)

�dy�¤ ®� �bq� 𝑓(
𝑥

2
) = 𝑥 T� A`m��  � 
b�� (𝑐)

.]0, 1[ �� 𝛼

:  � �y� (𝑑)

|𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤
𝜋

4
|𝑢𝑛 − 𝛼| : (∀𝑛 ∈ N)

.lim𝑢𝑛 
As� �� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑒)
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Année scolaire

2022-2023
Série 4 : log+exp 2ème BAC SM

Exercice 1
I) Résoudre dans R :

Ê ln [(x − 1)(2x + 3)] = ln 2

Ë (ln x)2 + 2 ln x − 5 = 0

Ì 2 ln(2x + 1) − 3 ln(1 − x) = 0

Í ln |3x − 2| + ln |x + 1| = ln 6

II) Résoudre dans R les inéquations suivants :

Ê ln
(︃ (x − 1)

(2x + 3)

)︃
< 0.

Ë (ln x)2 + 2 ln x − 5 ≥ 0.
Exercice 2

Déterminer D f puis calculer la

dérivées des fonctions suivantes :

Ê f1(x) = ln(2x2 + x − 1)

Ë f2(x) =
5

3 − ln(x − 2)
Ì f3(x) =

√︀
ln(−x − 1) + 5

Í f4(x) = ln(ln(x + 1))
Exercice 3

Calculer les limites suivantes :

Ê lim
x→0+

x(ln x)2 Ë lim
x→+∞

ln x
x3

Ì lim
x→0+

√
x ln x Í lim

x→+∞

ln(x2 + 3)
x + 2

Î lim
x→+∞

x ln
(︃

x + 1
x

)︃
Ï lim

x→0
ln

(︂cos x
tan x

)︂
Ï lim

x→+∞
(x + 1) ln x − x ln(x + 1)

Exercice 4
Soit u la fonction définie par :

u(x) = 2x + ln x − 2

Ê Déterminer Du puis montrer que :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩u(x) ≥ 0 ; 1 < x

u(x) < 0 ; 0 < x < 1
Ë On pose dans [0,+∞[ :

f (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩x2 + x ln x − 3x ; x > 0

0 ; x = 0
(a) Étudier la continuité et la dérivabilité de f à droite

du point 0.

(b) Étudier les branches infinies du (𝒞 f ).

(c) Déterminer f ′(x) puis donner le tableau de varia-

tion,

(d) Prouver que (𝒞 f ) ∩ (OX) = {A, B} où le point A

est d’abscisse α tel que 2 < α < 3.
Exercice 5

Soit (Un)n∈N* une suite définit par :

Un =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · +
1

2n
=

n∑︁
k=1

1
n + k

Ê a- Etudier les variations de la fonctions g définit

par : g(x) =
1

x + 1
− ln(

x + 1
x

) sur ]0,+∞[.

b- Déduire que ∀x ∈]0,+∞[ :
1

x + 1
≤ ln(

x + 1
x

).

Ë a- Montrer que ∀x ∈]0,+∞[ : ln(x) ≤ x − 1.

b- Déduire que ∀x ∈]0,+∞[ : ln(
x + 1

x
) ≤

1
x

.

Ì a- En utilisant les questions (Ê -b) et (Ë -b) mon-

trer que ln(
2n + 1
n + 1

) ≤ Un ≤ ln 2 ∀n ∈ N*.

b- Prouver que la suite (Un)n∈N* est convergente et cal-

culer sa limite.
Exercice 6

I) Résoudre dans R :

Ê log(x + 3) + log(x − 2) = 2

Ë log2(x − 1) = 3

Ì log2(x) = logx(2)

Í log(x) > 5 Î log 1
2
(x). log 1

4
(x) = 8

Ï log3(x − 1) − log9(x + 3) = 1
Exercice 7

Calculer les dérivés des fonctions suivantes :

Ê f1(x) = x.2−x Ë f2(x) = 4x
− 2x+2

Exercice 8
I) Résoudre dans R les équations sui-

vants :

Ê ex+1 + 5ex = 1 Ë e2x + 2ex + 2 = 0

II) Résoudre dans R les inéquations suivants :

Ê e2x+1 < e−x2+4 Ë ex + 4e−x
≥ 2

Ì
ex − 1
e2x + 1

<
ex − 2
ex + 2

Exercice 9
Déterminer D f puis calculer la
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dérivées des fonctions suivantes :

Ê f1(x) = ln(1+ex) Ë f2(x) = (sin x+cos x)ex

Ì f3(x) = e
√

2x−1 Í f4(x) =
e2x

√
2e2x + 3

Î ln
(︃

e2x + 1
|e2x − 1|

)︃
Exercice 10

Calculer les limites suivantes :

Ê lim
x→+∞

e2x
− e3x + ex Ë lim

x→−∞
e

x+3
x−5

Ì lim
x→−∞

1 − e−x

x
Í lim

x→+∞
ex(1 −

√
1 + x)

Î Montrer que lim
x→+∞

(e
√

x+1
− e

√
x)

1
√

x = e

Exercice 11

On considère la fonction f définie par :

f (x) = (
√︀

x2 + 1)ex

Ê Déterminer D f et calculer les limites de f aux

bornes de D f .

Ë Donner le tableau de variation de f .

Ì Étudier les branches infinie de (𝒞 f ).

Í Donner l’équation de la tangente (T) au point A

d’abscisse 0.

Î Tracer (T) et (𝒞 f ).
Exercice 12

On considère la suite (un) définie par (∀n ∈ N) :

un = e1− n
2 .

Ê Montrer que (un) est une suite géométrique, on

déterminant sa raison q et u0.

Ë On pose (∀n ∈ N) : vn = ln(un). Montrer que (vn)

est une suite arithmétique, on déterminant le raison r

et v0.

Ë On pose : Sn = u0 + u1 + · · · + un et Tn =

u0.u1 . . . un. Déterminer : lim
n→+∞

Tn et lim
n→+∞

Sn.

Exercice 13

Soit f la fonction définie sur R par :

f (x) =
ex

1 + x2
.

Ê (a) Calculer lim
x→−∞

f (x), lim
x→+∞

f (x) et lim
x→+∞

f (x)
x

,

puis donner des interprétations géométriques.

(b) Montrer que f est dérivable sur R et calculer f ′(x)

et donner le tableau de variation de f .

(c) Calculer f”(x) puis montrer que l’équation

f”(x) = 0 admet deux solutions 1 et β où −
1
5
<

β < 0.

(d) Déduire un point d’inflexion de la courbe (𝒞 f ).

(e) Tracer la courbe (𝒞 f ).

Ë (a) Montrer que f est bijective de R vers R*
+

et soit

g sa bijection réciproque.

(b) Tracer (𝒞g).

(c) Calculer lim
x→0+

g(x) et lim
x→+∞

g(x).

(d) Montrer que (∀n ≥ 1) (∃!αn < 0) ; g(
1
n

) = αn.

(e) Calculer α1 et étudier la monotonie de (αn)n≥1.

(f) Montrer que la suite (αn)n≥1 n’est pas minorée puis

calculer lim
n→+∞

αn.

Exercice 14

Pour tout n ∈ N*, on pose un = e +
1
n

et on considère

la fonction fn définie sur [0,+∞[ par :

fn(x) = e
√

x
− un

√
x

Ê Calculer lim
x→+∞

fn(x) et lim
x→+∞

fn(x)
x

puis intérpréter

géométriquement le résultat.

Ë (a) Montrer que (∀x > 0) :

fn(x) − fn(0)
x

=
e
√

x −
√

x − 1
x

+
1 − un
√

x

(b) Étudier la dérivabilité de fn à droite de 0 puis in-

terpréter le résultat.

Ì Montrer que fn est dérivable sur ]0,+∞[ et que :

f ′n(x) =
1

2
√

x
(e
√

x
− un) ; (∀x > 0)

Í Montrer que fn est strictement croissante

sur ](ln un)2,+∞[ et strictement décroissante sur

]0, (ln un)2[.

Î Donner le tableau de variation de fn.

Ï (a) Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet exac-
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tement deux solutions an et bn dans ]0,+∞[ et que

0 < an < 1 < (ln un)2 < bn.

(b) Montrer que la suite (an) est croissante, en déduire

qu’elle est convergente vers l.

(c) Montrer que 0 < l ≤ 1.

Ð Tracer la courbe (𝒞1) de la fonction f1.
Exercice 15

n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Partie 1

Soit gn la fonction définit par :

gn(x) = n ln(x + 1) +
x

x + 1
.

Ê Etudier les variations de gn(x) sur ] − 1,+∞[.

Ë Déduire le signe de gn(x) sur ] −

1,+∞[.(Remarquer que gn(0) = 0).

Partie 2

On considère la fonction numérique définie sur ] −

1,+∞[ par : fn(x) = xn ln(x + 1) et (Cn) sa

courbe dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ). On

prend ‖
−→
i ‖ = 2cm.

Ê Calculer lim
x→−1+

fn(x) et lim
x→+∞

fn(x). (Discuter sui-

vant la parité de n)

Ë Etudier les branches infinies de (Cn).

Ì a- Montrer que ∀x ∈]−1,+∞[ f ′n(x) = xn−1 gn(x).

b- Donner le tableau de variation de fn (pour n pair et

n impair).

Í Tracer (C2) et (C3) dans le même repère (O,
−→
i ,
−→
j ).

Î Montrer que l’équation fn(x) = 1 admet une solu-

tion unique Un dans [1,+∞[.

Ï a- Comparer fn+1(x) et fn(x) pour [1,+∞[.

b- Déduire que la suite (Un)n≥2 est décroissante.

c- Déduire que la suite (Un)n≥2 est convergente.

Ð a- Monter que lim(1 +
1
n

)n = e et calculer

lim fn(1 +
1
n

).

b- Déduire que : (∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) fn(1 +
1
n

) > 1

(remarquer que e ln 2 > 1).

c- Déduire que ∀n ≥ n0 Un ≤ 1 +
1
n
.

d- Calculer lim Un.
Exercice 16

On considère la fonction g définie sur

R par :

g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ln(x + 1)
x

; x > −1, x , 0

(ln |1 + x|)(ln |x|) ; x < −1

0 ; x = −1

1 ; x = 0

Partie 1

Ê (a) Étudier la continuité de g en 0 et en −1.

(b) Calculer lim
x→+∞

g(x) et intérpréter géométriquement

le résultat.

(c) Montrer que ∀x < −1 :

g(x) = (ln |x|)2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 +
ln |1 + 1

x |

ln |x|

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(d) Calculer lim

x→−∞
g(x) puis étudier la nature du

branche infinie au voisinage de −∞.

Ë Montrer que lim
x→−1−

g(x) − g(−1)
x + 1

= +∞ puis in-

terpréter géométriquement le résultat.

Ì (a) Montrer que (∀x > −
1
2

) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ln(1 + x) − x +

x2

2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 2|x|3

(b) Étudier la dérivabilité de g en 0 puis interpréter

géométriquement le résultat.

Í On considère la fonction f définie sur

] − 1,+∞[ par :

f (x) =
x

1 + x
− ln(x + 1)
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(a) Étudier les variation de f est montrer que (∀x ∈

] − 1, 0[∪]0,+∞[) : f (x) < 0.

(b) Montrer que la fonction g est dérivable sur ] −

1, 0[, ]0,+∞[ et de plus :

g′(x) =
f (x)
x2

(∀x ∈] − 1, 0[∪]0,+∞[)

Î On considère la fonction u définie sur ] − ∞,−1[

par : u(x) = (1 + x) ln |1 + x| + x ln |x|

(a) Montrer que (∀x ∈] − ∞,−1[) :

u′(x) = ln |1 + x| + ln |x| + 2.

(b) Montrer que (∀x ∈]−∞,−1[) : u′(x) = 0 ⇔ x =

α et u′(x) > 0 ⇔ x < α

avec α =
−1 −

√
1 + 4e−2

2
.

(c) Donner le tableau de variation de u et montrer que

(∃β < α) : u(β) = 0 puis déduire le signe de u(x).

(d) Montrer que (∀x ∈] − ∞,−1[) :

g′(x) =
u(x)

x(x + 1)

Ï (a) Donner le tableau de variation de g.

(b) Construire la courbe (𝒞g).

( Hint : β = −1.2 et f (β) = −0.4

Partie 2

On considère la fonction h définie sur R par : h(x) =

e−x ln(1 + ex)

et soit (un) la suite définie par :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ u0 = 0

un+1 : = h(un)

(a) Vérifier que (∀x ∈ R) : h(x) = g(ex).

(b) Montrer que (∀x ∈ R+) : 0 ≤ g(x) ≤ 1. (Hint :

utiliser Partie 1 Ï(a))

(c) Montrer que l’équation h(x) = x admet une seule

solution α dans [0, 1].

(d) Montrer que (∀x ∈ N) : 0 ≤ un ≤ 1.

Ë (a) Montrer que h est dérivable sur R et que (∀x ∈

R) : h′(x) = e−x f (ex).

(b) Montrer que (∀x ∈ [0, 1]) |h′(x)| ≤ | f (e)|.

Ì (a) Montrer que (∀n ∈ N) : |un+1−α| ≤ | f (e)||un−

α|.

(b) Montrer que : −1 < f (e) < 0.

(c) Montrer que (un) est décroissante puis calculer sa

limite.

Partie 3

On considère la suite (an)n∈N* suivante :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
a1 = 2

an+1 : =
4
√

an

4 − 21−n

Ê Montrer que (∀n ≥ 1) :

2n+1 ln an+1 = 2n ln an + g(−2−(n+1))

Ë Montrer que (∀n ≥ 1) :

2n ln an =

n∑︁
k=1

g(−2−k)

Ì (a) Montrer que (∀x ∈ [0, 1[) :

x ≤ − ln(1 − x) ≤ x +
x2

2(1 − x)

(b) Montrer que (∀k ∈ N*) :

1 ≤ g(−2−k) ≤ 1 + 2−k

(c) Déduire que (∀n ∈ N*) :

1 ≤
2n ln an

n
≤ 1 +

1
n

Exercice 17 (2021-R)

Partie 1

Page 43 de 129



On considère la fonction f définie sur l’intervalle

I =] − ∞, 1[ par : f (x) = ln(1 − x)

Soit (C) sa courbe représentative dans un repère or-

thonormé (O,~i,~j)

Ê (a) Montrer que la fonction f est continue sur I

(b) Montrer que la fonction f est strictement

décroissante sur I

(c) Calculer lim
x→1−

f (x), lim
x→−∞

f (x) et lim
x→∞

f (x)
x

(d) Interpréter graphiquement les résultats obtenus

(e) Donner le tableau de variations de f

Ë (a) Montrer que la courbe (C) est concave.

(b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le

repère (O,~i,~j)

Ì (a) Montrer que f est une bijection de I vers R On

note f−1 sa bijection réciproque.

(b) Déterminer f−1(x) pour x ∈ R

(c) Vérifier que : f−1(−1) = 1 − e−1

Partie 1

Pour tout réel x et pour tout entier naturel n ≥ 2, on

pose : Pn(x) = x +
x2

2
+ . . . . . . . . . +

xn

n
Ê Montrer que pour tout entier n ≥ 2, il existe un

unique réel xn ∈] 0, 1[ tel que : Pn (xn) = 1

Ë Déterminer le réel α = x2 et vérifier que : 0 <

α < 1

Ì (a) Montrer que : pour tout entier n ≥ 2, on a :

Pn+1 (xn) > 1

(b) En déduire que la suite (xn)n≥2 ainsi définie est

strictement décroissante.

(c) Montrer que pour tout entier n ≥ 2, on a :

xn ∈] 0, α]

(d) Montrer que la suite (xn)n≥2 est convergente.

Í pour tout réel x ∈ I et pour tout entier n ≥ 2, on

pose : fn(x) = f (x) + Pn(x)

(a) Montrer que : (∀x ∈ I); (∀n ≥ 2) f ′n(x) =
−xn

1 − x
(b) Montrer que : (∀x ∈ [0, α]); (∀n ≥

2)
⃒⃒⃒
f ′n(x)

⃒⃒⃒
≤

α′′

1 − α
(c) En déduire que : (∀x ∈ [0, α]); (∀n ≥

2) | fn(x)| ≤
αn

1 − α
(d) Montrer que : (∀n ≥ 2) | f (xn) + 1| ≤

αn

1 − α
(e) En déduire la valeur de lim

n→+∞
xn

Exercice 18
(2021-N)

Pour tout entier naturel n, on considère la fonction fn

définie sur R par :

fn(x) =
−2ex

1 + ex
+ nx

Soit (Cn) sa courbe représentative dans un repère or-

thonormé (O,~i,~j). (On prendra ‖~i‖ = ‖~j‖ = 1 cm)

Partie 1

Ê (a) Calculer lim
x→+∞

( fn(x) − nx + 2) puis interpréter

graphiquement le résultat obtenu.

(b) Montrer que la courbe (Cn) admet, en −∞, une

asymptote (∆n) dont on déterminera une équation

cartésienne.

Ê (a) Montrer que la fonction fn est dérivable sur R

et que :

(∀x ∈ R); f ′n(x) =
−2ex

(1 + ex)2
+ n

(b) Montrer que : (∀x ∈ R);
4ex

(1 + ex)2
≤ 1

(c) En déduire le sens de variation de la fonction fn

sur R

(On distinguera les deux cas : n = 0 et n ≥ 1 )

Ì(a) Déterminer l’équation de la tangente à la courbe

(Cn) au point I d’abscisse 0

(b) Montrer que le point I est le seul point d’ inflexion

de la courbe (Cn)

Í Représenter graphiquement dans le même repère,

les deux courbes (C0) et (C2).

Partie 2

Page 44 de 129



On considère la suite (un)n20 définie par :

u0 = 0 et (∀n ∈ N); un+1 = f0 (un)

Ê(a) Montrer que l’équation f0(x) = x admet une

unique solution α dans R

(b) Montrer que :

(∀x ∈ R); | f0
′(x)| ≤

1
2

Ë (a) Montrer que : (∀n ∈ N); |un+1 − α| ≤
1
2
|un − α|

(b) En déduire que (∀n ∈ N) |un − α| ≤ (
1
2

)n
|α|

(c) Montrer que la suite (un) est convergente vers α.

Partie 3

On suppose dans cette partie que n ≥ 2.

Ê (a) Montrer que pour tout entier n ≥ 2, il existe un

unique réel xn solution de l’équation fn(x) = 0

(b) Montrer que pour tout entier n ≥ 2, 0 < xn < 1

(On prendra
2e

1 + e
< 1.47 )

Ë(a) Montrer que pour tout entier n ≥

2, fn+1 (xn) > 0

b) En déduire que la suite (xn)n≥2 est strictement

décroissante.

c) Montrer que la suite (xn)n≥2 est convergente.

Ì (a) Montrer que pour tout entier n ≥ 2
1
n
< xn <

1
n

(︃
2e

1 + e

)︃
(b) En déduire lim

n→+∞
xn, puis montrer que

lim
n→+∞

nxn = 1

Í (a) Montrer que pour tout entier n ≥ 2, on a :

xn ≤ x2

(b) En déduire lim
n→+∞

(xn)n

Exercice 19
(2020-R)

Partie 1

On considéré la fonction f définie sur l’intervalle

I = [0, 1] par f (x) = x ln(2− x) et soit (C) sa courbe

représentative dans un repère orthonormé (0,~i,~j).

Ê (a) Montrer que f est dérivable sur l et que :

∀x ∈ I : f ′(x) = ln(2 − x) −
x

2 − x

(b) Montrer que la fonction dérivé f ′ est strictement

décroissante sur I.

(c) Montrer qu’il existe un unique réel α ∈]0; 1[ tel

que : f ′(a) = 0 et que f (α) =
α2

2 − α
Ë(a) Étudier les variations de f , puis donner son ta-

bleau de variations.

(b) Montrer que la courbe (C) est concave.

(c) Montrer que : (∀t ∈ I), (∀x ∈ I); f (x) ≤

f ′(t)(x − t) + f (t)

(d) En deduire que : (∀x ∈ 1); f (x) ≤ x ln 2 et

f (x) ≤ −x + 1

Ì Représenter la courbe (C) (On prendra : ‖
−→
i ‖ =

2cm

Partie 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 2.

On considéré la fonction fn définie sur I = [0, 1] par :

fn(x) = xn ln(2 − x)

Ê (a) Vérifier que fn est positive sur I et que fn(0) =

fn(1)

(b) Montrer qu’il existe au moins αn ∈]0, 1[ tel que :

f ′n (αn) = 0

Ë (a) Montrer que fn est dérivable sur I et que :

∀x ∈ I : f ′n(x) = xn−1 gn(x) où : gn(x) =

n ln(2 − x) −
x

2 − x
(b) Montrer que la fonction gn est strictement

décroissante sur I

(c) En déduire que αn est unique.

Ì On considère la suite (αn)n≥2 ainsi définie.

(a) Montrer que : ∀n ≥ 2; fn (αn) =
1
n
·
αn+1

n

2 − αn
,

en déduire que : lim
n→∞

fn (αn) = 0

(b) Montrer que : ∀n ≥ 2

gn (αn+1) = − ln (2 − αn+1), en déduire que la suite

(αn)n≥2 est strictement croissante.

(c) Montrer que la suite (αn)n≥2 est convergente.

(d) Montrer que lim
n→∞

αn = 1

Exercice 20
(2020-N)
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Partie 1

On considère la fonction f définie sur l’intervalle

I = [0; +∞/ par :

f (0) = 0 et (∀x ∈]0; +∞[); f (x) = x3 ln
(︃
1 +

1
x

)︃
et soit (C) sa courbe représentative dans un repère or-

thonormé (O;~i,~j).

(On prendra ‖i‖ = ‖~j‖ = 1 cm )

Ê On appliquant le théorème des accroissements fi-

nis a la fonction t ↦→ ln(t) sur l’intervalle [x, x + 1],

montrer que :

(P) (∀x ∈]0; +∞[;
1

x + 1
< ln

(︃
1 +

1
x

)︃
<

1
x

Ë (a) En utilisant la proposition (P), montrer que la

fonction f est dérivable a droite en 0

(b) En utilisant la proposition (P), montrer que la

courbe (C) admet une branche parabolique dont on

précisera la direction.

Ì (a) Montrer que f est dérivable sur ]0,+∞[ et que :

f ′(x) = 3x2
(︃
ln(1 +

1
x

) −
1

3(1 + x)

)︃
∀x ∈]0,+∞[.

(b) En déduire que la fonction f est strictement crois-

sante sur I (On pourra utiliser la proposition (P) )

(c) Dresser le tableau de variations de f

Í Pour tout x ∈]0; +∞, on pose : g(x) =
f (x)

x
(a) Vérifier que : (∀x ∈]0; +∞) : g′(x) =

2x
(︃
ln

(︃
1 +

1
x

)︃
−

1
2(1 + x)

)︃
, en déduire que la fonc-

tion g est strictement croissante sur R*
+
.

(b) Montrer que l’équation g(x) = 1 admet sur R*
+
,

une solution unique notée α,

puis vérifier que α ∈]1; 2 (On prendra ln 2 = 0.7 et

ln
3
2

= 1.5 )

(c) En déduire que les seules solutions de l’équation

f (x) = x sont 0 et α.

Î(a) Représenter graphiquement la courbe (C). (On

précisera la demi-tangente à droite en 0 et la branche

parabolique de (C) )

(b) Montrer que f est une bijection de I vers I (On

note f−1 sa bijection réciproque)

Partie 2

On considère la suite (un)n≥0 définie par : 0 < u0 < α

et (∀n ∈ N); un+1 = f−1 (un)

Ê Montrer par récurrence que :

(∀n ∈ N); 0 < un < α

Ë(a) Montrer que : g(|0; α|) = |0; 1|

(b) En déduire que la sulte (un)n≥0 est strictement

croissante.

(c) Montrer que la sulte (un)n≥0 est convergente.

Ì Déterminer lim un.
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���
2 T§dq`��  �d�±�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

 �d�°� T§rb��� T�Atk�� X��

1 �§rm�

¨ly�t�� ¤ ¨qyq��� ºz��� � d�� Ty�At�� T§dq`��

.Ah�

𝑧1 = 2 − (𝑖 + 1) 𝑧2 = (1 + 𝑖)(3 − 4𝑖)

𝑧3 = 2𝑖 + 3(4 − 2𝑖) 𝑧4 = (
√
3 + 𝑖)

𝑧5 = (2 − 𝑖)3 𝑧6 =
2

𝑖

𝑧7 =
2

1 − 𝑖
𝑧8 =

2 − 𝑖

2 + 3𝑖

𝑧9 =
1 +

√
3

1 + 𝑖
𝑧10 =

1

1 + 1
1−𝑖

𝑦 ¤ 𝑥 �� 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 �ky� (𝐼)
2 �§rm�

¨qyq��� ºz��� 𝑦 ¤ 𝑥 T�¯d� 	t�� .Tyqyq�  �d��

: þ� ¨ly�t�� ¤

𝑧

𝑧 − 1
Ì

2

𝑧
(𝑧 ̸= 0) Ë 𝑧 − 𝑧2 Ê

𝑧 = 𝑥+2+ 𝑖(−𝑖𝑥+2𝑥)+ 2𝑖− 5𝑖𝑥 �S� (𝐼𝐼)

.¨qyq�  d� 𝑥 ��

.𝑧 þ� T§rb��� T�Atk�� X�� Ê

?¨qyq�  d� 𝑧  wkyF 𝑥 Yl� ªrJ ©� 
�� Ë

?�r} ¨ly��

: Ty�µ�  �d�¯� ���r� X�� (𝐼)
3 �§rm�

𝑧1 = 3 − 𝑖 𝑧2 = 𝑖
√
2 − 6

𝑧3 = −7𝑖 𝑧4 = 5 +
√
5

 �d�±� ���r� 𝑧 T�¯d� 	t�� .𝑧 ∈ C �ky� (𝐼𝐼)

: Ty�µ�

𝑧1 = 2 + 𝑧 𝑧2 = 4𝑖 + 2𝑧

𝑧3 = 𝑖𝑧 𝑧4 = 𝑧𝑧 + 𝑖

𝑧5 =
1 − 𝑖

𝑖𝑧
𝑧6 =

4

𝑧

©dq�  d� 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 �ky�

4 �§rm�

�S� 𝑧 ̸= 𝑖 ��� �� .Tyqyq�  �d�� 𝑦 ¤ 𝑥 ��

𝑍 =
𝑧 − 2

𝑧 − 𝑖

.©rb��� �kK�� Yl� 𝑍 	t�� Ê

Xqn�� T�wm��  d� , �\nm� d�A`t� �l`� ¨� Ë

�y�� 𝑧 ��l�� ��Ð 𝑀

.¨qyq�  d�  wk§ 𝑍 (�

.�r} ¨ly��  d�  wk§ 𝑍 (


: �A��¯� ��Ð 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Ty�µ� Xqn�� rbt`�

𝑧𝐶 = 𝑖 𝑧𝐵 = −1− 𝑖 𝑧𝐴 = −2−3𝑖

.Tymyqts� 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn��  � 
b��

��Ð 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn�� rbt`�

5 �§rm�

: ��l��

𝑧𝐶 = −2𝑖 ,𝑧𝐵 =
√
3 − 𝑖 ,𝑧𝐴 =

√
3 + 𝑖

.𝑂 A¡z�r� ­r¶� Y�� ¨mtn� Xqn��  � �y� Ê

.�y`� 𝑂𝐴𝐵𝐶 ¨�A�r��  � 
b�� Ë
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: Ty�µ�  �d�¯� CAy`�  d� (𝐼)
6 �§rm�

𝑧1 =
√
3 + 𝑖 𝑧2 = 5𝑖

𝑧3 = 2 −
√
7 𝑧4 = (2 − 𝑖)(5 + 2𝑖)

𝑧5 = (2 − 3𝑖)5 𝑧6 =
4

(3 + 𝑖)2

𝑧7 =
𝑧2

𝑧2
3

𝑧8 = 𝑧2017
1

𝑧9 =
4

4 + 5𝑖
+

1

(3 + 2𝑖)

𝑧10 =
𝑥 + 𝑖𝑦

𝑥 − 𝑖𝑦
𝑜𝑢̀ (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0)

: �y�� �y§dq� �§ d� 𝑧2 ¤ 𝑧1 �ky� (𝐼𝐼)

.|𝑧2| =
√
2 |𝑧1| = 4

−
2𝑧1

𝑧2
4

¤ 𝑧2
4
,𝑧1 �y§dq`�� �§ d`�� CAy`� X��

��Ð 𝑀 Xqn�� T�wm��  d�

7 �§rm�

: �y�� 𝑧 ��l��

|𝑧−1+2𝑖| = |𝑧+1| Ë |𝑧+1+2𝑖| = 5 Ê

|𝑧−1+2𝑖| ≥ |𝑧+1| Í |𝑧+1+2𝑖| ≤ 5 Ì

|𝑖𝑧| = |1 − 𝑧| Ï |𝑧 − 2 − 𝑖| = |𝑧| Î

��Ð 𝑀 Xqn�� T�wm��  d� (𝐼)
8 �§rm�

: �y�� 𝑧 ��l��

|𝑖𝑧− 2| = |𝑧| Ë |𝑧− 1+3𝑖| = |1− 𝑧| Ê

: An§d� 𝑧′
,𝑧 �y§dq� �§ d� �k� ¢�� 
b�� (𝐼𝐼)

|𝑧 + 𝑧′|2 = |𝑧|2 + 2𝑅𝑒(𝑧𝑧′) + |𝑧′|2.

¤ Ty�l�m�� T�Atk�� X�� (𝐼)
9 �§rm�

: Ty�At�� T§dq`��  �d�°� TyF¯� T�Atk��

𝑧1 = (2 − 2𝑖)(1 − 𝑖
√
3) 𝑧2 =

𝑖

1 − 𝑖
√
3

𝑧3 =

√
3 − 𝑖

1 − 𝑖
𝑧4 =

3 − 2𝑖

2 + 3𝑖

𝑧5 = 1 − 𝑖 tan(
7𝜋

5
) 𝑧6 = sin(

𝜋

5
) − 𝑖 cos(

𝜋

5
)

Yl� 𝑧 =
1 + 𝑖

1 + 𝑖
√
3

©dq`��  d`�� 	t�� Ê (II

.¨F¯� �kK�� �� ¨�l�m�� �kK�� �� ©rb��� �kK��

.sin(
𝜋

12
) ¤ cos(

𝜋

12
) Tmy� �tntF� Ê

: ¨�µ� �¯ A`m�� C ¨� ��

10 �§rm�

1)2𝑧 = 𝑖 − 1 2)(3 − 2𝑖)𝑧 + 𝑖 = 0

3)
𝑧 − 1

𝑧 + 1
= 𝑖 4)

𝑧 − 1

𝑧 + 1
= 2𝑖

5)𝑧2 = −1 6)𝑧2 + 2𝑧 + 5 = 0

7)𝑧2 − 𝑧 + 1 = 0 8)𝑧2 −
√
3𝑧 + 31 = 0

9)4𝑧2 − 8𝑧 + 5 = 0 10) − 𝑧2 + 6𝑧 − 10 = 0

11)𝑧5 = −1 12)𝑧4 = −6

13)𝑧6 = 1 14)𝑧4 = 1 +
√
3𝑖

¨�At�� ©dq`��  d`�� rbt`� (𝐼)
11 �§rm�

𝑧 = 2 +
√
2 + 𝑖

√
2 :

|𝑧| = 2

√︁
2 +

√
2  � �y� Ê

𝑧 = 2

(︂
1 + cos(

𝜋

4
)

)︂
+2𝑖 sin(

𝜋

4
)  � �� �q�� Ë

 � �y� (𝜃 ∈ R) ,cos2(𝜃) ªAW�A� (� Ì

1 + cos(2𝜃) = 2 cos2(𝜃)

 � �y� (


𝑧 = 4 cos2(
𝜋

8
) + 4𝑖 cos(

𝜋

8
) sin(

𝜋

8
)

4 cos(
𝜋

8
)

(︂
cos(

𝜋

8
) + 𝑖 sin(

𝜋

8
)

)︂
 � �y� (�

 � �y� �� 𝑧 þ� ¨�l�m�� �kK�� w¡

𝑧4 =

(︂
2

√︁
2 +

√
2

)︂4

𝑖

�.� �l`� Y�� 
wsn� ©dq`�� «wtsm�� (𝐼𝐼)

���� ��Ð 𝐴 � Ω Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2)

ℛ �ky� ¤ 𝑎 = 2 +
√
2 + 𝑖

√
2 ¤ 𝑤 =

√
2

.
𝜋

2
T�¤�z�� ¤ Ω z�rm�� ¤Ð  �C¤d��

.𝑏 = 2𝑖 ¤ ℛ  �C¤d�A� 𝐴 ­Cw} ¨¡ 𝐵  � �y� Ê

|𝑧−2𝑖| = 2 : �y��𝑀(𝑧)Xqn�� T�wm��  d� Ë

12 �§rm�
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: Ty�At�� �¯ A`m�� C ¨� ��

𝑧2 − 4𝑖𝑧 + 5 = 0 Ê

𝑧2 − 4𝑧 cos(
𝜋

5
) + 4 = 0 Ë

(2 + 𝑖)𝑧2 + (1 − 7𝑖)𝑧 − 5 = 0 Ì

𝑧4 − (3 + 2𝑖)𝑧2 + 2(4 − 3𝑖) = 0 Í

: Ty�At�� T� A`m�� rbt`�

13 �§rm�

𝑧3 − (2 + 𝑖)𝑧2 + 2(1 + 𝑖)𝑧 − 2𝑖 = 0.

	�§ A�r} Ayly�� ®� �bq� T� A`m��  � 
b�� Ê

.£d§d��

: An§d� 𝑧 ∈ C �k� ¢�� �y� Ë

𝑧3−(2+𝑖)𝑧2+2(1+𝑖)𝑧−2𝑖 = (𝑧−𝑖)(𝑧2−2𝑧+2).

.T� A`m�� �wl� �ym� �tntF� Ì

14 �§rm�

𝑢 = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + · · · + 𝑧9. ¤ 𝑧 = 𝑒𝑖 𝜋
11 �S�

.𝑢 ¤ 𝑧11
	s�� Ê

�wm�m�� �tntF� Ë

𝒮 = cos(
𝜋

11
) + cos(

3𝜋

11
) + cos(

5𝜋

11
)+

cos(
7𝜋

11
) + cos(

9𝜋

11
).

15 �§rm�

¤ 𝑢 = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧4
¤ 𝑧 = 𝑒𝑖2𝜋

7 �S�

𝑣 = 𝑧3 + 𝑧5 + 𝑧6

. Aq��rt� 𝑣 ¤ 𝑢  � �y� Ê

.𝑢.𝑣 = 2 ¤ 𝑢 + 𝑣 = −1  � �y� Ë

.𝑣 ¤ 𝑢 	s�� �� 𝐼𝑚(𝑢) > 0  � �y� Ì

: �wm�m�� 	s�� Í

𝒮 = cos(
2𝜋

7
) + sin(

2𝜋

7
) + cos(

4𝜋

7
)+

sin(
4𝜋

7
) + cos(

8𝜋

7
) + sin(

8𝜋

7
).

16 �§rm�

: ¨�At�� ¥�Akt�� 
b�� Ê

∀𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑖| = |𝑧 + 𝑖| ⇔ 𝑧 ∈ R.

�y�� 𝑀(𝑧) Xqn�� T�wm��  d� Ë

(𝑧𝑧 − 2𝑧 − 3) ∈ 𝑖R.

 � �y� ,|𝑧| =
√
2 �� 𝑧 ∈ C∖{2,−2} �ky� Ì

.�r} ¨ly��
𝑧2 + 2

𝑧2 − 2
:þ� ¨�b�m�� �kK�� X�� Í

𝑎 =
(𝑖 −

√
3)3(1 + 𝑖)6

(
√
3 + 3𝑖)6

.

𝑧 = 1 + cos𝛼 + 𝑖 sin𝛼 ©dq`��  d`�� rbt`� Î

.𝛼 ∈ [0, 2𝜋] ��

.𝑧 ­dm� ¤ CAy`�  d�

17 �§rm�

.C*
�� 𝑧 �k� 𝑃 (𝑧) = 𝑧 +

4

𝑧
: �S�

𝑧2¤ 𝑧1 ¨ms� ,𝑃 (𝑧) = −2 T� A`m�� C*
¨� �� Ê

.𝐼𝑚(𝑧1) > 𝐼𝑚(𝑧2) �� Ahyl�

.¨�l�m�� �kK�� Yl� 𝑧2 ¤ 𝑧1 	t�� (𝑎) Ë

.

(︂
𝑧1

𝑧2

)︂20

=
𝑧1

2
 � �tntF� (𝑏)

.(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.�.� Y�� 
wsn� «wtsm�� Ì

: ¨�At�� ¥�Akt�� 
b�� (𝑎)

∀𝑧 ∈ C* : 𝑃 (𝑧) = 𝑃 (𝑧) ⇔ (𝑧−𝑧)(𝑧𝑧−4) = 0.

�y�� 𝑀(𝑧) Xqn�� T�wm�� �tntF� (𝑏)

.𝑃 (𝑧) ∈ R

Yl� Ah�A��� ¨t�� 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn�� rbt`� Í

𝛼 ∈ R*
+ �� 𝛼 ¤ 𝑧2 ¤ 𝑧1 ¨��wt��

©¤Ast� 𝐴𝐵𝐶 �l�m��  wk§ �y�� 𝛼d�¤� (𝑎)

.�®R±�

¨�A�r��  wk§ �y�� 𝐷 TWqn�� ���  d� (𝑏)

.�y`� 𝐴𝐵𝐶𝐷

: �y�� 𝐸 TWqn�� ���  d� (𝑐)
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⎧⎨⎩ 𝐸𝐴 = 2𝐸𝐵

(
−→
𝐸𝐴,

−→
𝐸𝐵) ≡

𝜋

2
[2𝜋]

18 �§rm�

�� 𝑧2 − 2𝑧 + 1 + 𝑎2 = 0 T� A`m�� C ¨� �� Ê

.�d`n� ry� ©dq�  d� 𝑎

.(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.�.� Y�� 
wsn�©dq`�� «wtsm�� Ë

¨��wt�� Yl� Ah�A��� ¨t�� 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn�� rbt`�

.𝑧2 = 1 − 𝑖𝑎 ¤ 𝑧1 = 1 + 𝑖𝑎

¤ �Ð� Tymyqts� 𝐵 ¤ 𝐴 ¤ 𝑂 Xqn��  � �y� (𝑎)

.�r} ¨ly�� 𝑎  A� �Ð� Xq�

.(𝑂𝐴) ⊥ (𝑂𝐵) ⇔ |𝑎| = 1 :  � �y� (𝑏)

.

]︂
−
𝜋

2
,
𝜋

2

[︂
�� 𝜃 �k� 𝑎 = 𝑒𝑖𝜃

�S� Ì

.𝑧2 ¤ 𝑧1 þ� ¨�l�m�� �kK�� X�� (𝑎)

©¤Ast� 𝑂𝐴𝐵 �l�m��  � Aml� 𝑎 Tmy�  d� (𝑏)

.𝑂 ¨� T§¤�z�� �¶A� ¤ �y�As��

.𝑎 = 1 + 𝑖 @��� Í

©@�� ¤ 𝑂 z�rm�� ¤Ð 𝑟  �C¤d�� T�y}  d� (𝑎)

.𝐵 Y�� 𝐴 �w�§

.7 + 24𝑖 ©dq`��  d`�� ­dm� 𝜃

19 �§rm�

Le plan complexe étant rapporté à un repère or-

thonormé directe (𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ).

On considère la symétrie centrale 𝒮 de centre

𝐴(−1) et la rotation ℛ de centre Ω(1 + 𝑖) et

d’angle
𝜋

2
, Soit 𝑀(𝑧) un point dans le plan,

𝑀 ′(𝑧′) son image par 𝒮 et 𝑀”(𝑧”) son image

par ℛ.

Ê Vérifier que 𝑧′ = −𝑧 + 2 et 𝑧” = 𝑖𝑧 + 2

Ë Supposons que 𝑀 ̸= 𝑂.

a) Calculer le rapport
𝑧” − 2

𝑧′ − 2
et puis déduire la

nature du triangle 𝐴𝑀 ′𝑀”.

b) Déterminer l’ensemble de point 𝑀(𝑧) tels que

les points 𝐴,Ω,𝑀 ′ et 𝑀” soit cocycliques.

20 �§rm�

Le plan complexe étant rapporté à un repère or-

thonormé directe (𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ).

On considère l’application 𝑟 qui fait associe chaque

points 𝑀(𝑧) du plan complexe au points 𝑀 ′(𝑧′)

tels que 𝑧′ =

(︃√
2

2
− 𝑖

√
2

2

)︃
𝑧

Ê Montrer que 𝑟 est une rotation dont en

détermine son centre et son angle.

Ë Considérons les points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 d’affixes res-

pectivement 𝑎 = 3 + 4𝑖, 𝑏 = 7 + 𝑖 et 𝑐 =
𝑎

𝑏
.

a) Déterminer la forme algébrique et trigo-

nométrique du nombre complexe 𝑐.

b) Posons 𝑟(𝐶) = 𝐶′. Donner l’affixe du point

𝐶′ puis vérifier que 𝑐′ =
(2 + 𝑖)2

7 + 𝑖
𝑒−𝑖𝜋

4

c) On pose 𝛼 = arctan(
1

2
) et 𝛽 = arctan(

1

7
).

En fonction de 𝛼 déterminer l’argument du

nombre complexe 2 + 𝑖 et aussi en fonction de 𝛽

déterminer l’argument du nombre complexe 7 + 𝑖

puis déduire que : 2 arctan(
1

2
) − arctan(

1

7
) =

𝜋

4
.
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§dq`��  �d�±�

5′ ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
(Bac 2021R(4 points))

𝑚 est un nombre complexe différent de 2 et de −𝑖

Le plan complexe est rapporté à un repère ortho-

normé direct (𝑂; 𝑢⃗, 𝑣⃗)

On considère dans l’ensemble C l’équation d’in-

connue 𝑧 :

(𝐸) : 𝑧2 − (𝑚 − 𝑖)𝑧 − 𝑖𝑚 = 0

1-a) Vérifier que le discriminant de l’équation (𝐸)

est (𝑚 + 𝑖)2

b) Déterminer 𝑧1 et 𝑧2 les deux solutions de (𝐸)

c) Sachant que 𝑚 = 𝑒𝑖𝜋
8 ; écrire le nombre 𝑧1+𝑧2

sous forme exponentielle.

2- On considère les points 𝐴,𝐵 et 𝑀 d’affixes

respectifs 2,−𝑖 et 𝑚 et soit 𝑀 ′ le symétrique de

𝑀 par rapport à l’axe imaginaire.

a) Déterminer en fonction de 𝑚 l’affixe de 𝑀 ′

b) Déterminer en fonction de 𝑚 l’affixe du point

𝑁 tel que le quadrilatère 𝐴𝑁𝑀 ′𝐵 soit un pa-

rallélogramme.

c) Montrer que les deux droites (𝐴𝑀) et (𝐵𝑀 ′)

sont perpendiculaires si et seulement si Re((2 −
𝑖)𝑚) = Re

(︀
𝑚2

)︀
2 �§rm�

(Bac 2021N(4 points))

Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois nombres complexes non nuls

tel que : 𝑎 + 𝑏 ̸= 𝑐

1-a) Résoudre dans l’ensemble C l’équation d’in-

connue 𝑧

(𝐸) : 𝑧2 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑧 + 𝑐(𝑎 + 𝑏) = 0

b) On suppose dans cette question que : 𝑎 =

𝑖, 𝑏 = 𝑒𝑖𝜋
3 et 𝑐 = 𝑎 − 𝑏.

Écrire les deux solutions de l’équation (𝐸) sous

forme exponentielle.

2- Le plan complexe est rapporté à un repère or-

thonormé direct(𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗). On considère les trois

points 𝐴(𝑎), 𝐵(𝑏) et 𝐶(𝑐) qu’on suppose non

alignés.

Soient 𝑃 (𝑝) le centre de la rotation d’angle
𝜋

2
qui

transforme 𝐵 en 𝐴 et 𝑄(𝑞) le centre de la rotation

d’angle

(︂
−
𝜋

2

)︂
qui transforme 𝐶 en 𝐴 et 𝐷(𝑑)

le milieu du segment [𝐵𝐶]

a) Montrer que : 2𝑝 = 𝑏 + 𝑎 + (𝑎 − 𝑏)𝑖 et

2𝑞 = 𝑐 + 𝑎 + (𝑐 − 𝑎)𝑖

b) Calculer :
𝑝 − 𝑑

𝑞 − 𝑑
c) En déduire la nature du triangle 𝑃𝐷𝑄

3- Soient 𝐸 le symétrique de 𝐵 par rapport à 𝑃

et 𝐹 le symétrique de 𝐶 par rapport à 𝑄 et 𝐾 le

milieu du segment [𝐸𝐹 ]

a) Montrer que l’affixe de 𝐾 est 𝑘 = 𝑎+
𝑖

2
(𝑐−𝑏).

b) Montrer que les points 𝐾,𝑃,𝑄 et 𝐷 sont co-

cycliques.

3 �§rm�
(Bac 2020R(3,5 points))

1. Solt 𝑚 un nombre réel non nul.

On considère dans l’ensemble des nombres com-

plexes C. les deux équations :

(𝐸) : 𝑧2 + 2𝑧 + 1 + 𝑚2 = 0 et

(𝐹 ) : 𝑧3 + 2(1 − 1)𝑧2 +
(︀
1 + 𝑚2 − 4𝑖

)︀
𝑧 −

2𝑖
(︀
1 + 𝑚2

)︀
= 0

1- Résoudre dans C l’équation (𝐸) 2-a) Montrer

que l’equation (𝐹 ) admet une solution imaginaire

pure que l’on déterminera.
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2-a) Montrer que l’équation (𝐹 ) admet une solu-

tion imaginaire pure que l’on déterminera.

b) Résoudre dans C l’équation (𝐹 )

On considère les deux points : 𝐴(−1 + 𝑖𝑚) et

𝐵(−1 − 𝑖𝑚)

Soient Ω le milieu du segment [𝐴𝐵], 𝐴′ le milieu

du segment [𝑂𝐵] et 𝐵′ le milieu du segment [𝑂𝐴]

La rotation de centre Ω et d’angle

(︂
−
𝜋

2

)︂
trans-

forme 𝐴 en 𝑃 (𝑝), La rotation de centre 𝐴′ et

d’angle

(︂
−
𝜋

2

)︂
transforme 𝐵 en 𝑄(𝑞) et La ro-

tation de centre 𝐵′ et d’angle

(︂
−
𝜋

2

)︂
transforme

𝑂 en 𝑅(𝑟)

1-Montrer que : 𝑝 = −1 + 𝑚, 𝑞 =
1 − 𝑖

2
(−1 −

𝑖𝑚) et 𝑟 = 𝑞

2-a) Vérifier que : 𝑞 − 𝑟 = −𝑖𝑝

b) En déduire que : 𝑂𝑃 = 𝑄𝑅 et que les deux

droites (𝑂𝑃 ) et (𝑄𝑅) sont orthogonales.

4 �§rm�
(Bac 2020N(3,5 points))

Soit 𝑚 un nombre complexe non nul. Première

partie : On considère dans C l’équation d’incon-

nue 𝑧, (𝐸) : 𝑧3 − 2𝑚𝑧2 + 2𝑚2𝑧 − 𝑚3 = 0

1- Résoudre dans C l’équation (𝐸) (On remarque

que 𝑚 est une solution de l’équation (𝐸) )

2- On note 𝑧1 et 𝑧2 les deux autres solutions de

l’équation (𝐸) autre que 𝑚

a) Vérifier que :
1

𝑧1

+
1

𝑧2

=
1

𝑚

b) Dans le cas où 𝑚 = 1 + 𝑒𝑖𝜋
3 , écrire sous la

forme algébrique 𝑧1 et 𝑧2

Deuxième partie :

Le plan complexe est rapporté a un repère ortho-

normé direct (𝑂; 𝑢⃗, 𝑣⃗) On considère les points 𝐴

et 𝐵 d’affixes respectives 𝑎 = 𝑚𝑒𝐼 𝜋
3 et 𝑏 =

𝑚𝑒−𝐼 𝜋
3 On note 𝑃 le centre de la rotation d’angle(︂

𝜋

2

)︂
qui transforme 𝑂 en 𝐴, 𝑄 le centre de la

rotation d’angle

(︂
𝜋

2

)︂
qui transforme 𝐴 en 𝐵 et

𝑅 le centre de la rotation d’angle

(︂
𝜋

2

)︂
qui trans-

forme 𝐵 en 𝑂

1- Montrer que les points 𝑂,𝐴 et 𝐵 ne sont pas

alignés.

2-a) Montrer que l’affixe de 𝑃 est 𝑝 = 𝑚

√
2

2
𝑒𝑖7𝜋

12

et que l’affixe de 𝑅 est 𝑟 = 𝑚

√
2

2
𝑒−𝑖7𝜋

12

b) Montrer que l’affixe de 𝑄 est 𝑞 =

𝑚
√
2 sin

(︂
7𝜋

12

)︂
3- Montrer que 𝑂𝑄 = 𝑃𝑅 et que les deux droites

(𝑂𝑄) et (𝑃𝑅) sont perpendiculaires.

5 �§rm�
(Bac 2019R(3,5 points))

Soit 𝛼 un nombre complexe non nul.

I- On considère dans l’ensemble des nombres com-

plexes C l’équation d’inconnue 𝑧 : (𝐸𝑎) : 𝑧2 −
𝑖𝛼

√
3𝑧 − 𝛼2 = 0

1-a) Vérifier que le discriminant de (𝐸𝑎) est Δ =

𝛼2.

b) Résoudre dans C l’équation (𝐸𝑎).

2- Sachant que 𝛼 = |𝛼|𝑒𝑖𝜆(𝜆 ∈ R), mettre les

deux racines de l’équation (𝐸𝛼) sous la forme ex-

ponentielle.

II- On suppose que le plan complexe est rapporté

à un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗).

On considère les points Ω,𝑀1 et 𝑀2 d’affixes

respectivement 𝛼, 𝑧1 =
1 + 𝑖

√
3

2
𝛼 et 𝑧2 =

−1 + 𝑖
√
3

2
𝛼 et soit 𝑅 la rotation de centre 𝑂

et d’angle
𝜋

3
.

1-a) Montrer que 𝑅(Ω) = 𝑀1 et que 𝑅(𝑀1) =

𝑀2.

b) En déduire que les deux triangles 𝑂Ω𝑀1 et

𝑂𝑀1𝑀2 sont équilatéraux.

2-a) Vérifier que : 𝑧1 − 𝑧2 = 𝛼.

b) Montrer que Les deux droites (Ω𝑀2) et
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(𝑂𝑀1) sont orthogonales.

c) En déduire que 𝑂Ω𝑀1𝑀2 est un losange.

3- Montrer que pour tout réel 𝜃, le nombre 𝑍 =
𝑧2 − 𝛼

𝑧1 − 𝛼
÷

𝑧2 − |𝛼|𝑒𝑖𝜃

𝑧1 − |𝛼|𝑒𝑖𝜃
est un réel.

6 �§rm�
(Bac 2019N(4 points))

Soit 𝑚 un nombre complexe non réel (𝑚 ∈ C−R)

I- On considère dans C, l’équation d’inconnue 𝑧

définie par :

(𝐸) : 𝑧2 − (1 + 𝑖)(1 + 𝑚)𝑧 + 2𝑖𝑚 = 0

1-a) Montrer que le discriminant de l’équation (𝐸)

est non nul.

b) Déterminer 𝑧1 et 𝑧2, les deux solutions de

l’équation (𝐸)

2- On suppose dans cette question que 𝑚 = 𝑒𝑖𝜃

avec 0 < 𝜃 < 𝜋

a) Déterminer le module et un argument de 𝑧1+𝑧2

b) Montrer que si 𝑧1𝑧2 ∈ R alors 𝑧1 + 𝑧2 = 2𝑖

II- Le plan complexe est rapporté à un repère or-

thonormé direct (𝑂; 𝑢⃗, 𝑣⃗)

On considère les points suivants :

𝐴 le point d’affixe 𝑎 = 1 + 𝑖, 𝐵 le point d’affixe

𝑏 = (1 + 𝑖)𝑚,𝐶 le point d’affixe

𝑐 = 1−𝑖,𝐷 l’image du point 𝐵 par la rotation de

centre 𝑂 et d’angle
𝜋

2
et Ω le milieu du segment

[𝐶𝐷].

1-a) Montrer que l’affixe du point Ω est 𝑤 =
(1 − 𝑖)(1 − 𝑚)

2

b) Calculer
𝑏 − 𝑎

𝑤
c) En déduire que (𝑂Ω) ⊥ (𝐴𝐵) et que 𝐴𝐵 =

2𝑂Ω

2- La droite (𝑂Ω) coupe la droite (𝐴𝐵) au point

𝐻 d’affixe ℎ

a) Montrer que
ℎ − 𝑎

𝑏 − 𝑎
est un réel et que

ℎ

𝑏 − 𝑎

est un imaginaire pur.

b) En déduire ℎ en fonction de 𝑚

7 �§rm�
(Bac 2018R(3,5 points))

Pour tout nombre complexe 𝑧 différent de 𝑖 n

pose : ℎ(𝑧) = 𝑖

(︂
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖

)︂
.

a) Vérifier que : h(z) = z ⇔ z2 − 2iz − 2 = 0

b) Résoudre dans C l’équation : (𝐸) : 𝑧2 −
2𝑖𝑧 − 2 = 0

2) le plan complexe est rapporté au repère ortho-

normé direct
(︀
O,−→𝑒1 ,

−→𝑒2

)︀
On désigne par 𝑎 et 𝑏 les solutions de l’équation

(𝐸) tels que 𝑅𝑒(𝑎) = 1

Soit 𝑧 un nombre complexe différent de 𝑖 de 𝑎 et

de 𝑏 et soient les points M(𝑧),M′(ℎ(𝑧)),A(𝑎)

et B(𝑏).

a) Montrer que
ℎ(𝑧) − 𝑎

ℎ(𝑧) − 𝑏
=

𝑧 − 𝑎

𝑧 − 𝑏
.

b) En déduire que :
(︁−−→
M′B,

−−→
M′A

)︁
≡ 𝜋 +

(
−−→
MB,

−−→
MA)[2𝜋].

3) a) Montrer que si les points M,A et B sont

alignés alors les points M ; A et B et. M′ sont

aussi alignés.

b) Montrer que si les points M,A et B ne sont

pas alignés alors les points M,A et B et M′ sont

Cocycliques.

8 �§rm�
(Bac 2018N(3,5 points))

Soit 𝑚 un nombre complexe .

I- On considère dans l’ensemble complexes Cl

l’équation (𝐸𝑚) d’inconnue 𝑧 :

𝑧2 + (𝑖𝑚 + 2)𝑧 + 𝑖𝑚 + 2 − 𝑚 = 0

1- a) Vérifier que Δ = (𝑖𝑚 − 2𝑖)2 est le discri-

minant de l’équation (𝐸𝑚)

b) Donner, suivant les valeurs de 𝑚, l’ensemble

des solutions de l’équation (𝐸𝑚)
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2- Pour 𝑚 = 𝑖
√
2, écrire les deux racines de

l’équation (𝐸𝑚) sous la forme exponentielle.

II- Le plan complexe est rapporté à un repère or-

thonormé direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗) On considère les points

𝐴,Ω,𝑀 et 𝑀 ′ d’affixes respect et 𝑚′ = −𝑖𝑚−
1+𝑖 Soit 𝑅 la rotation d’angle −

𝜋

2
qui transforme

𝑀 en 𝑀 ′

a) Vérifier que Ω est le centre de 𝑅

b) Déterminer l’affixe 𝑏 de 𝐵, où 𝐵 est le point

tel que : 𝐴 = 𝑅(𝐵)

2- a) Vérifier que : 𝑚′ − 𝑎 =
𝑤 − 𝑎

𝑤 − 𝑏
(𝑚 − 𝑏)

b) En déduire que les points 𝐴,𝑀 et 𝑀 ′ sont

alignés si et seulement si les points 𝐴, 𝐵,Ω et 𝑀

sont cocycliques.

c) Montrer que l’ensemble des points 𝑀 tel que

les points 𝐴,𝑀 et 𝑀 ′ soient alignés Est un cercle

dont on déterminera le centre et le rayon .

9 �§rm�
(Bac 2017R(3,5 points))

le plan complexe est rapporté au repère ortho-

normé direct
(︀
O,−→e1 ,−→e2

)︀
.

Soit 𝑀 le point d’affixe le nombre complexe non

nul 𝑧 et 𝑀 ′ le point d’affixe 𝑧′ =
1

2

(︂
𝑧 +

1

𝑧

)︂
1) Déterminer le nombre complexe 𝑧 tel que les

deux points M et M′ soient confondus.

2) On suppose que le point M est différent des

deux points A et B d’affixes respectifs 1 et −1.

Montrer que :
𝑧′ + 1

𝑧′ − 1
=

(︂
𝑧 + 1

𝑧 − 1

)︂2

.

3) Soit (Δ) la médiatrice du segment [AB].

Montrer que : Si le point M appartient à ( Δ ),

alors le point M′ appartient à (Δ).

4) Soit (Γ) le cercle dont l’un des diamètres est le

segment [AB].

Montrer que : Si le point M appartient à (Γ), alors

le point M′ appartient à (AB).

10 �§rm�
(Bac 2017N(3,5 points))

Soit 𝑚 un nombre complexe non nul.

Partie 1

On considère dans C l’équation :

(𝐸) : 2𝑧2−2(𝑚+1+𝑖)𝑧+𝑚2+(1+𝑖)𝑚+𝑖 = 0

1- Vérifier que le discriminent de l’équation (𝐸)

est : Δ = (2im)2.

2- Résoudre dans C l’équation (𝐸).

Partie 2

Le plan complexe est rapporté à un repère ortho-

normé direct (𝑂, 𝑒⃗1, 𝑐⃗2)

On suppose que : 𝑚 ∈ C∖{0, 1, 𝑖} et on pose :

𝑧1 =
1 + 𝑖

2
(𝑚 + 1) et 𝑧2 =

1 − 𝑖

2
(𝑚 + 𝑖)

On considère les points 𝐴,𝐵,𝑀,𝑀1 et 𝑀2 d’af-

fixes respectifs 1, 𝑖,𝑚, 𝑧1 et 𝑧2.

1-a) Vérifier que : 𝑧1 = 𝑖𝑧2 + 1.

b) Montrer que 𝑀1 est l’image de 𝑀2 par la ro-

tation de centre le point Ω d’affixe 𝑤 =
1 + 𝑖

2
et

d’angle de mesure
𝜋

2
.

2-a)Vérifier que :
𝑧2 − 𝑚

𝑧1 − 𝑚
= 𝑖

𝑚 − 1

𝑚 − 𝑖
.

b) Montrer que si les points 𝑀,𝑀1 et 𝑀2

sont alignés alors 𝑀 appartient au cercle (Γ) de

diamètre [𝐴𝐵].

c) Déterminer l’ensemble des points 𝑀 pour que

les points Ω,𝑀,𝑀1 et 𝑀2 soient cocycliques (re-

marquer que :
𝑧1 − 𝑤

𝑧2 − 𝑤
= 𝑖 ).
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§dq`��  �d�±�

5′′ ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

On considère dans C le polynôme 𝑃 (𝑧) = 𝑧3 −
𝑧2 − (5 + 4𝑖)𝑧 + 21 − 12𝑖

(1) Résoudre l’équation : 𝑃 (𝑧) = 0 sachant

qu’elle admet une solution réelle.

(2)dans le plan complexe lié au repère orthonormé

( o, 𝑢⃗, 𝑣⃗).

Soient 𝐴,𝐵, 𝐼 les points d’affixes respectivement

𝑧𝐴 = 3 + 2𝑖, 𝑧𝐵 = −3, 𝑧𝐼 = 1 − 2𝑖.

(a) Calculer 𝑍 =
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴

𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

puis en déduire la na-

ture du triangle 𝐼𝐴𝐵.

(b) Déterminer l’affixe 𝑧𝐶 du point 𝐶 image du

point I par l’ homothétie h de centre 𝐴 et de rap-

port 2.

(c) Soit D = bary{(𝐴; 1), (𝐵;−1), (𝐶; 1)}
déterminer l’affixe 𝑧𝐷 du point D.

(d)Montrer que le quadrilatère 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un

carré.

(3) Déterminer puis construire (Γ) = {𝑀(𝑧) ∈
(𝑃 )/‖

−−→
𝑀𝐴−

−−→
𝑀𝐵+

−−→
𝑀𝐶‖ =

1

2
‖
−−→
𝑀𝐴+

−−→
𝑀𝐵‖}.

(4) Déterminer puis construire (𝐶) = {𝑀(𝑧) ∈
(𝑃 )/‖

−−→
𝑀𝐴 −

−−→
𝑀𝐵 +

−−→
𝑀𝐶‖ = 4

√
5}.

2 �§rm�

Le plan complexe est lié à un repère orthonormé

direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗).

Partie 1

On considère dans C l’équation : (𝐸)

𝑧3 − (𝑖
√
2)𝑧2 + (−1 + 𝑖

√
3)𝑧 +

√
6 + 𝑖

√
2 = 0.

(1) (a) Montrer que l’équation (𝐸) admet une so-

lution 𝑧0 imaginaire pure qu’on déterminera et

que : (𝐸) ⇔ (𝑧 − 𝑧0)
(︁
𝑧2 − 1 + 𝑖

√
3
)︁
= 0.

(𝑏) Résoudre dans C(𝐸). Notons 𝑧1 et 𝑧2 les deux

autres solutions de (𝐸).

(2) Montrer que les points 𝑀0 (𝑧0) ,𝑀1 (𝑧1) et

𝑀2 (𝑧2) sont les sommets d’un triangle rectangle

et appartiennent au cercle de centre 𝑂.

Partie 2

(1)(𝑎) Résoudre dans C l’équation : 𝑧3 = 1

(b) On considère le nombre complexe 𝑗 =

cos

(︂
2𝜋

3

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2𝜋

3

)︂
.

(c)Vérifier que : 1 + 𝑗 + 𝑗2 = 0 et que −𝑗2 =

cos

(︂
𝜋

3

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
𝜋

3

)︂
(2) On considère la rotation 𝑅 de centre 𝐶(𝑐) et

d’angle
𝜋

3
qui lie chaque point 𝑀(𝑧)𝑎̇𝑀 ′ (𝑧′).

(a)Montrer que : 𝑧′ = −𝑗2𝑧 − 𝑗𝑧.

(𝑏) soient 𝐴(𝑎) et 𝐵(𝑏), montrer que (𝐴𝐵𝐶

équilatéral ⇔ 𝑎 + 𝑏𝑗2 + 𝑐𝑗 = 0 ou

𝑎 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗2 = 0
)︀
.

(3) Déterminer l’ensemble des point 𝑠(𝑧) tels que

les point 𝑠𝑀(𝑧), 𝑃 (𝑧 − 1) et 𝑄
(︀
𝑧2

)︀
soient

alignés.

3 �§rm�

On considère que le plan complexe est muni d’un

repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗).

Soit 𝑧 ∈ C − {𝑖}, on considère le complexe 𝑧′

tel que : 𝑧′ =
𝑖𝑧 − 1

𝑧 − 𝑖
𝑀 le point d’affixe 𝑧 et

𝑀 ′ le point d’affixe 𝑧′𝜙 l’application telle que

𝜙(𝑀) = 𝑀 ′

(1) Montrer que : 𝑧 ∈ 𝑖R ⇔ 𝑧′ ∈ 𝑖R

(2) Montrer que : 𝑧′ ∈ R ⇔ |𝑧| = 1, puis en

déduire l’image du cercle 𝐶(𝑂, 1) − {𝐴(𝑖)} par

l’application 𝜙.
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(3) Montrer que ∀𝑧 ∈ C − {𝑖,−𝑖} : arg (𝑧′) +

arg

(︂
𝑧 − 𝑖

𝑧 + 𝑖

)︂
=

𝜋

2
[2𝜋], puis en déduire l’en-

semble des 𝑀 tel que 𝑧′ ∈] − ∞, 0[

(4) Vérifier que : (𝑧′ − 𝑖) (𝑧 − 𝑖) = 2, puis en

déduire l’image du cercle 𝐶(𝐴, 𝑟) par 𝑙′ applica-

tion 𝜙 où 𝑟 ≻ 0.

(5) Soit 𝑛 ∈ N tel que 𝑛 ≻ 2 on considère dans

C l’équation (𝐸) : (𝑧′)
𝑛
= 𝑖𝑛

(a)Vérifier que (𝐸) ⇔ (𝑧 + 𝑖)𝑛 = (𝑧 − 𝑖)𝑛 puis

montrer que les images des solutions de l’équation

(𝐸) sont alignés.

(b) Montrer que les solutions de l’équation (𝐸)

s’écrivent sous la forme 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛

(︂
𝑘𝜋

𝑛

)︂
où 𝑘 ∈

{1, 2, . . . . . . , 𝑛 − 1}
4 �§rm�

Le plan complexe est lié à un repère ortho-

normé direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗). On pose 𝑗 = 𝑒𝑖2𝜋
3 et on

considère les points 𝐴(8), 𝐵(6𝑗) et 𝐶
(︀
8𝑗2

)︀
on

considère les rotations 𝑟1 = 𝑅

(︂
𝐶,

𝜋

3

)︂
, 𝑟2 =

𝑅

(︂
𝐴,

𝜋

3

)︂
et 𝑟3 = 𝑅

(︂
𝐵,

𝜋

3

)︂
posons : 𝑟1(𝐵) =

𝐴′ , 𝑟2(𝐶) = 𝐵′ et 𝑟3(𝐴) = 𝐶′.

(1) Construire les points 𝐴,𝐵,𝐶,𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ dans

(𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗)

(2) posons : 𝐴′ (𝑎′) , 𝐵′ (𝑏′) et 𝐶′ (𝑐′).

(a)Montrer que : 𝑎′ ∈ R.

(b) Montrer que : 𝑏′ = 𝑒−𝑖𝜋
3 et en déduire que

𝑂 ∈ (𝐵𝐵′).

(c) Montrer que : 𝑐′ = 7 + 7𝑖
√
3.

(𝑑) Montrer que les droites (𝐴𝐴′) , (𝐵𝐵′) et

(𝐶𝐶′) se coupent en 𝑂.

(3) (𝑎) Calculer la distance : 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶.

(b) Montrer que : 𝑗3 = 1 et 1 + 𝑗 + 𝑗2 = 0

(c) On considère le point 𝑀(𝑧) en déduire

que :
⃒⃒
(𝑎 − 𝑧) + (𝑏 − 𝑧)𝑗2 + (𝑐 − 𝑧)

⃒⃒
=⃒⃒

𝑎 + 𝑏𝑗2 + 𝑐𝑗
⃒⃒
= 22.

(d) Prouver que la distance : 𝑀𝐴+𝑀𝐵+𝑀𝐶

est minimal quand 𝑀 = 𝑂.

5 �§rm�

Soit 𝑎 un nombre complexe non nul.

I) On considère dans C l’équation (𝐸) : 𝑖𝑧2 +

(𝑎 + 𝑎 − 𝑖)𝑧 − 𝑎 − 𝑖𝑎𝑎 = 0.

Ê (a) Montrer que le discriminent de l’équation

(𝐸) est Δ = (𝑎 − 𝑎 − 𝑖)2.

(b) Résoudre dans C l’équation (𝐸).

Ë Montrer que 𝑎 est solution de l’équation (𝐸) si

et seulement si 𝑅𝑒(𝑎) = 𝐼𝑚(𝑎).

II) Le plan complexe étant rapporté à un repère

orthonormé directe (𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ).

On considère les points 𝐴(𝑎), 𝐵(𝑖𝑎) et 𝐶(1+𝑖𝑎).

Ê On pose 𝑧 =
(1 + 𝑖𝑎) − 𝑎

(𝑖𝑎) − 𝑎
.

(a) Montrer que 𝑧 =
(𝑖 − 1)𝑎 − 𝑖

(𝑖𝑎) − 𝑎
.

(b) Montrer que 𝐴, 𝐵 et 𝐶 sont colinéaires si et

seulement si 𝐼𝑚(𝑎) =
1

2
.

Ë On suppose que 𝐼𝑚(𝑎) ̸=
1

2
.

Soit 𝑅1 la rotation de centre 𝐴 et d’angle −
𝜋

2
et

soit 𝑅2 la rotation de centre 𝐴 et d’angle
𝜋

2
et

posant 𝐵′ = 𝑅1(𝐵) et 𝐶′ = 𝑅2(𝐶) et soit 𝐸 le

milieu du segment [𝐵𝐶].

(a) Déterminer respectivement les affixes 𝑏′ et 𝑐′

des points 𝐵′ et 𝐶′.

(b) Montrer que les droites (𝐴𝐸) et (𝐵′𝐶′) sont

perpendiculaires et que 𝐵′𝐶′ = 2𝐴𝐸.

6 �§rm�

Le plan complexe étant rapporté à un repère or-

thonormé directe (𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ).

On considère l’application 𝑓 définit de C dans C

par : 𝑓(𝑧) =
1

6

[︁
(1 + 𝑖

√
3)𝑧 + 2𝑧

]︁
I) Résoudre dans C l’équation 𝑓(𝑧) = 0.

II) Pour tout 𝑛 de N, on pose 𝑧𝑛+1 = 𝑓(𝑧𝑛) et
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𝑧0 = 1. Notons 𝑢𝑛 le module du nombre complexe

𝑧𝑛.

Ê (a) Montrer que : 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛 ∀𝑛 ∈ N.

(b) Déduire que (𝑢𝑛) est convergente et calculer

ca limite.

Ë Notons 𝑀𝑛 l’image du nombre complexe 𝑧𝑛 et

posons 𝒮𝑛 = 𝑂𝑀0+𝑂𝑀1+𝑂𝑀2+· · ·+𝑂𝑀𝑛.

(a) Montrer que : 𝒮𝑛 ≤ 3 (∀𝑛 ∈ N).

(b) Montrer que la suite (𝒮𝑛) est convergente.

III) Posons 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 tel que 𝜃 ∈]− 𝜋, 𝜋] et R*
+.

Ê Montrer que : 𝑓(𝑧) =
2

3
𝑟 cos

(︂
𝜃 +

𝜋

6

)︂
𝑒𝑖𝜋

6

Ë Montrer que les points 𝑀𝑛 sont alignés.

7 �§rm�

On considère que le plan complexe est muni d’un

repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗, 𝑣⃗). Soit 𝑎 ∈ C

tel que 𝑎 /∈ R et 𝑎 /∈ 𝑖R

Partie 1

On considère dans C les équations : (𝐸𝑎) :

𝑧2+2𝑎𝑧+1 = 0 et (𝐹𝑎) : 𝑧2+2
1

𝑎
𝑧+1 = 0

et on note 𝑧1 et 𝑧′
1 les solutions de (𝐸𝑎) et 𝑧2 et

𝑧′
2 les solutions de (𝐹𝑎)

(1) Vérifier que −1, 1, 0 ne sont pas des solutions

de (𝐸𝑎) et de (𝐹𝑎)

(2) Montrer que si |𝑎| = 1 alors (𝑧 est solution

de (𝐹𝑎) ⇔ 𝑧 est solution de (𝐸𝑎))

(3) (a) Sans faire des calculs donner les valeurs de

𝑧1𝑧
′
1 et 𝑧1 + 𝑧′

1 et 𝑧2𝑧
′
2 et 𝑧2 + 𝑧′

2 et montrer que

:
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑧′
1

= −
𝑧′
2 − 𝑧1

𝑧′
2 − 𝑧′

1
(b) Que peut-on conclure à propos des point 𝑠

images des solutions de (𝐸𝑎) et de (𝐹𝑎)

(4) Dans cette question on prend 𝑎 = −𝑖𝑒−𝑖𝜋
3

(a) Écrire sous forme trigonométrique −1−𝑒−𝑖2𝜋
3

puis en déduire que le discriminent de

l’équation (𝐸𝑎) est Δ =
(︀
2𝑖𝑒−𝑖𝜋

6

)︀2
(b) Déduire les solutions de (𝐸𝑎) et de (𝐹𝑎)

(c) Donner la forme trigonométrique des solutions

de (𝐹𝑎)

Partie 2

On considère les point 𝑠𝐴(𝑎) et 𝐵(𝑎̄) et 𝐶

(︂
𝑎2

𝑎̄

)︂
(1) Vérifier que :

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= −
𝑎

𝑎̄
(2) Montrer que les point 𝑠𝐴,𝐵,𝐶 ne sont pas

alignés

(3) Montrer que :

⎧⎨⎩ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(
−→
𝐴𝐵,

−→
𝐴𝐶) ≡ 𝜋 + 2 arg(𝑎)[2𝜋]

(4) Déduire l’ensemble des point 𝑠𝐴(𝑎) tels que

le triangle 𝐴𝐵𝐶 soit équilatère

8 �§rm�

On considère les points 𝐴(1) ,𝐵(−2) ,𝐶(𝑖) et

𝐼 le milieu de [𝐴𝐵] . Et soit (𝒞) une cercle de

diamètre [𝐴𝐵].

Partie 1

Ê Soient 𝑥 ∈ R* et 𝑀 une point d’affixe :

𝑚 =
1 + 2𝑖𝑥

1 − 𝑖𝑥
a- Vérifier que : 𝑚 ̸= 2 et 𝑚 ̸= 1 .

b- Calculer
𝑚 − 1

𝑚 + 2
puis déduire

(︂
−−→
𝑀𝐵,

−−→
𝑀𝐴

)︂
.

c- Déduire que 𝑀 ∈ (𝒞) − {𝐴,𝐵} .

Ë Réciproquement, soit 𝑁 une point de (𝒞) −
{𝐴,𝐵} d’affixe 𝑛.

Et on pose

(︂
−→
𝐼𝐴,

−→
𝐼𝑁

)︂
≡ 𝜃[2𝜋]

a- Déterminer

⃒⃒⃒⃒
𝑛 +

1

2

⃒⃒⃒⃒
et 𝑎𝑟𝑔

(︂
𝑛 +

1

2

)︂
puis

déduire que 𝑛 = −
1

2
+

3

2
𝑒𝑖𝜃

b- Déterminer la forme exponentielle de nombre

𝑣 =
𝑒𝑖𝜃 − 1

𝑖(𝑒𝑖𝜃 + 1)
c- Déduire qu’il existe un nombre réelle 𝑥 ∈ R*

tel que 𝑛 =
1 + 2𝑖𝑥

1 − 𝑖𝑥
Ì Qu’est ce que on peut déduire ?

Partie 2
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Soit 𝑧 ∈ C−{1}, on pose 𝜙(𝑧) = (1− 𝑖)
𝑧 − 𝑖

𝑧 − 1
et 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

Ê Montrer que 𝜙(𝑧) =
(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
−

𝑖
𝑥2 + 𝑦2 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2

Ë Montrer que 𝜙(𝑧) ∈ R*+ ⇔(︂
−−→
𝑀𝐴,

−−→
𝑀𝐶

)︂
≡

𝜋

4
[2𝜋]

Ì Déduire la nature d’ensemble 𝐹 ={︂
𝑀(𝑧) /

(︂
−−→
𝑀𝐴,

−−→
𝑀𝐶

)︂
≡

𝜋

4
[2𝜋]

}︂
Partie 3

Soit 𝑎 ∈ C et on considère l’équation (𝐸) :

𝑧 − 𝑖𝑧 = 𝑎 et on pose 𝑢 =

√
2

2
+ 𝑖

√
2

2
Ê On suppose que 𝑎 = 0, résoudre dans ce cas

l’équation (𝐸).

Ë On suppose que l’équation (𝐸) admet une so-

lution.

a- Montrer que 𝑎2 ∈ 𝑖R− .

b- Déduire qu’il existe 𝑟 ∈ R tel que 𝑎 = 𝑟𝑢 .

Ì On suppose que 𝑎 = 𝑟𝑢 avec 𝑟 ∈ R .

a- Montre que
𝑎

2
est une solution de l’équation

(𝐸).

b- On pose 𝑧′ = 𝑧 −
𝑎

2
.

Montrer que :

𝑧′ est solution d’équation 𝑧 − 𝑖𝑧 = 0 ⇔ 𝑧 est

solution d’équation (𝐸)

Í Résoudre dans C l’équation (𝐸).

9 �§rm�
Le plan complexe 𝒫 étant rap-

porté à un repère orthonormé direct (𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2).

Pour tout 𝑧 dans C∖{−1}, posons 𝑓(𝑧) =
𝑧 − 𝑖

𝑧 + 1
.

Partie 1

On pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 tel que 𝑥, 𝑦 ∈ R avec

(𝑥, 𝑦) ̸= (−1, 0)

Ê Montrer que :

𝑓(𝑧) =
(𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2 − 𝑦) + 𝑖(𝑦 − 𝑥 − 1)

(𝑥 + 1)2 + 𝑦2

Ë Déterminer les deux ensembles suivantes :

Γ1 = {𝑀(𝑧)/𝑓(𝑧) ∈ 𝑖R} et

Γ2 = {𝑀(𝑧)/𝑎𝑟𝑔(𝑓(𝑧)) ≡ 0[2𝜋]}

Partie 2

Ê Donner la forme algébrique de (1 − 2𝑖)2.

Ë Résoudre dans C l’équation suivante : 𝑓(𝑧) =

𝑧 + 1. (notons ces solutions par 𝑎 et 𝑏 tel que

|𝑎| < |𝑏|).
Ì Écrire 𝑎 et 𝑏 sous la forme trigonométrique.

Í Déterminer la forme trigonométrique des

nombres suivants : 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 et 𝑏3 tel que : 𝑏4𝑘 = 𝑏.

Partie 3

Ê Dans 𝒫 On considére les points suivants :

𝐴(−𝑖), 𝐵(−1 + 𝑖) et 𝐶(2).

Ê Calculer
𝐴𝐵

𝐴𝐶
et déterminer l’angle suivant :

(
̂−→

𝐴𝐶,
−→
𝐴𝐵)

Ë Déduire la nature du triangle 𝐴𝐵𝐶.

Partie 4

Posons 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 tel que 𝜃 ∈]0, 𝜋[.

Ê Montrer que : 𝑓(𝑧) =
sin

(︀
𝜃
2
− 𝜋

4

)︀
cos

(︀
𝜃
2

)︀ 𝑒𝑖3𝜋
4 .

Ë Déduir le module et l’argument du nombre com-

plexe (s’il existe) 𝑓(𝑧) suivant les valeurs de 𝜃.
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

¨l�Akt�� 
As���

6 ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

(Tyl}±� ��¤d��)

1 �§rm�

: Ty�¯� �®�Akt�� 	s��

𝐼1 =

∫︁ 1

0

𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 𝐼2 =

∫︁ 𝜋
4

0

cos3(2𝑥)𝑑𝑥

𝐼3 =

∫︁ 𝑒

1

1

𝑥 ln𝑥
𝑑𝑥 𝐼4 =

∫︁ 𝜋

0

cos2 𝑥 sin𝑥𝑑𝑥

𝐼5 =

∫︁ 1

0

1

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 𝐼6 =

∫︁ 2

1

2𝑥2 + 4𝑥 + 7

𝑥2 + 2𝑥 + 5
𝑑𝑥

𝐼7 =

∫︁ 1

0

𝑥
√
𝑥𝑑𝑥 𝐼8 =

∫︁ 1

0

2

𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝐼9 =

∫︁ 1

0

𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥 𝐼10 =

∫︁ 1

0

−1

𝑥2 + 2𝑥 − 5
𝑑𝑥

(º�z�±A� Tl�Akm��)

2 �§rm�

: Ty�¯� �®�Akt�� 	s�� F

𝐽2 =

∫︁ 𝜋
3

0

𝑥 cos(3𝑥)𝑑𝑥 𝐽1 =

∫︁ 𝑒

2

ln𝑥𝑑𝑥

𝐽4 =

∫︁ 𝜋
4

0

𝑥2 sin𝑥𝑑𝑥 𝐽3 =

∫︁ 2

1

cos(ln𝑥)𝑑𝑥

𝐽6 =

∫︁ 1

0

𝑥 arctan(𝑥)𝑑𝑥 𝐽5 =

∫︁ 1

0

𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥

𝐽8 =

∫︁ 𝜋

0

𝑥𝑒𝑥 cos𝑥𝑑𝑥 𝐽7 =

∫︁ 𝜋
4

0

𝑒𝑥 sin𝑥𝑑𝑥

: �yt§Ahn�� 	s�� F

(𝜀 ∈]0, 1[) �� lim
𝜀→0+

∫︁ 1−𝜀

0

ln(1 − 𝑡2)𝑑𝑡

(𝑥 ∈ R) �� lim
𝑥→+∞

∫︁ 𝑥

1

(𝑠 + 3)(𝑠 − 1)𝑒−𝑠𝑑𝑠

: Ty�At�� Tm\n�� R ¨� �� Ê
3 �§rm�

⎧⎨⎩𝑎 − 3𝑏 = ln 4

𝑎 + 𝑏 = ln 16

¤ 𝐴 =

∫︁ ln 16

0

𝑒𝑥 + 3

𝑒𝑥 + 4
: �S� Ë

𝐵 =

∫︁ ln 16

0

1

𝑒𝑥 + 4

.𝐴 + 𝐵 ¤ 𝐴 − 3𝐵 	s�� (�

.𝐵 ¤ 𝐴 �yl�Akt�� Tmy� �tntF� (


(ry�tm�� ryy��)

4 �§rm�

: Ty�¯� �®�Akt�� 	s��

𝐾2 =

∫︁ 1

0

3
√
𝑥 + 1𝑑𝑥 𝐾1 =

∫︁ 1

2

1

1 +
√
𝑥
𝑑𝑥

𝐾3 =

∫︁ 𝜋
2

0

1

1 + sin𝑥 + cos𝑥
𝑑𝑥

𝐾5 =

∫︁ ln 2

1

√
𝑒𝑥 + 1𝑑𝑥 𝐾4 =

∫︁ 1

0

√︀
1 − 𝑥2𝑑𝑥

𝐾6(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−1

𝑥2
√
𝑥 + 1𝑑𝑥

𝐼 =

∫︁ 𝜋
4

−𝜋
4

cos𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 : �S�

5 �§rm�

Tmy� �tntF� �� 𝐼 =

∫︁ 𝜋
4

−𝜋
4

𝑒2𝑥 cos𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 :  � �y�

.𝐼 ��Akt��

Yl� T�r`m�� 𝑔 T��d�� rbt`� (𝐼
6 �§rm�

𝑔(𝑥) = ln(𝑥 +
√︀
𝑥2 + 1) : þ� R

.∀𝑥 ∈ R 𝑔′(𝑥) 	s�� Ê

.𝐾 =

∫︁ 1

0

1
√
𝑥2 + 1

��Akt�� Tmy� �tntF� Ë

.𝐽 =

∫︁ 1

0

𝑥2

√
𝑥2 + 1

¤ 𝐼 =

∫︁ 1

0

√︀
𝑥2 + 1 �S� (𝐼𝐼

.𝐼 − 𝐽 = 𝐾  � �� �q�� Ê

:  � �y� º�z�±A� Tl�Akm�� �Am`tFA� Ë

.𝐼 =
√
2 − 𝐽

.𝐽 ¤ 𝐼 Tmy� �tntF� Ì

: ¨�µ� ��Akt�� rbt`�

7 �§rm�

𝐼𝑛 =

∫︁ 1

0

𝑥𝑛𝑒−𝑥2

𝑑𝑥

.𝐼1 	s�� Ê

:  � �y� º�z�¯A� Tl�Akm�� �Am`tFA� Ë

𝐼𝑛+2 =
𝑛 + 1

2
𝐼𝑛 −

1

2𝑒

.𝐼5 	s�� Ì
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8 �§rm�

: ¨l§ Am� R*
Yl� T�r`m�� 𝑔 T��d�� rbt`�

𝑔(𝑥) =

∫︁ 3𝑥

𝑥

cos 𝑡

𝑡
𝑑𝑡

.Ty�¤E T�� 𝑔  � 
b�� Ê

]0; +∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑔 T��d��  � 
b�� Ë

.𝑥 > 0 �k� 𝑔′(𝑥) 	s�� ��

 � �� �q�� º�z�¯A� Tl�Akm�� �Am`tFA� (�) Ì

: (∀𝑥 > 0)

∫︁ 3𝑥

𝑥

cos 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

sin 3𝑥 − 3 sin𝑥

3𝑥
+

∫︁ 3𝑥

𝑥

sin 𝑡

𝑡2
𝑑𝑡

: An§d� ]0; +∞[ �� 𝑥 �k�  � �y� (
)

(∀𝑥 > 0) 𝑔(𝑥) <
10

3𝑥
. lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  � �tntF� ��

: (∀𝑥 > 0)  � 
b�� (�) Í

∫︁ 3𝑥

𝑥

cos 𝑡 − 1

𝑡
𝑑𝑡 < 2𝑥

.(1 − cos 𝑡 ≤ 𝑡 (∀𝑡 > 0) :  � r�@�)

: (∀𝑥 > 0)  � �� �q�� (
)

𝑔(𝑥) − ln 3 =

∫︁ 3𝑥

𝑥

cos 𝑡 − 1

𝑡
𝑑𝑡

. lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) Tmy� �tntF� (�)

9 �§rm�

.2 ©¤As§ ¤� �� rb�� ¨`ybV �y�}  d� 𝑛 �k�

¨l§ Am� [𝑛; +∞[ Yl� T�r`m�� 𝑔𝑛 T��d�� rbt`�

𝑔𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑛

1

ln 𝑡
𝑑𝑡

Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑔𝑛 : T��d��  � 
b�� (�) Ê

.𝑔′
𝑛  d� �� [𝑛; +∞[

.[𝑛,+∞[ Yl� A`W� T§d§�z� 𝑔𝑛 T��d��  � 
b�� (
 )

: (∀𝑥 ≥ 𝑛)  � �y� (�) Ë

𝑔𝑛(𝑥) ≥ ln

(︂
𝑥 − 1

𝑛 − 1

)︂

;(∀𝑡 ≥ 0) : T�¤Aftm�� �Am`tF� �nkm§)

.𝑙𝑛(1 + 𝑡) ≤ 𝑡

. lim
𝑛→+∞

𝑔𝑛(𝑥) = +∞ : �tntF� (
)

Y�� [𝑛,+∞[ �� ��Aq� 𝑔𝑛 T��d��  � �y� (�) Ì

.[0,+∞[ �A�m��

 � �tntF� (
)

(∀𝑥 ≥ 2), (∃!𝑢𝑛 ≥ 𝑛)

∫︁ 𝑢𝑛

𝑛

1

ln 𝑡
𝑑𝑡 = 1

Ì ��¥s�� ¨� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm�� rbt`� Í

.(
)

: (∀𝑛 ≥ 2) :  � �y� (�)

∫︁ 𝑢𝑛+1

𝑢𝑛

1

ln 𝑡
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑛+1

𝑛

1

ln 𝑡
𝑑𝑡

�� .A`W� T§d§�z� (𝑢𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm��  � �tntF� (


. lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛  d�
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

¨l�Akt�� 
As���

6 ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

Pour tout entier positif 𝑛, on considère l’intégrale

𝐼𝑛 =

∫︁ 1

0

𝑒−𝑛𝑥

1 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥

Ê (a) Calculer 𝐼1.

(b) Calculer 𝐼0 + 𝐼1, en déduire 𝐼0.

Ë (a) Démontrer que la suite (𝐼𝑛)𝑛∈N est

décroissante.

(b) En déduire que pour tout entier naturel 𝑛 non

nul,

𝐼𝑛 + 𝐼𝑛+1 ≤ 2𝐼𝑛 ≤ 𝐼𝑛−1 + 𝐼𝑛

Ì (a) Pour tout 𝑝 ∈ N*, exprimer 𝐼𝑝 + 𝐼𝑝+1 en

fonction de 𝑝.

(b) Donner les valeurs exactes de 𝐼2, 𝐼3 et 𝐼4.

(c) Prouver que pour tout entier naturel 𝑛

supérieur à 2,
1

2𝑛
(1 − 𝑒−𝑛) ≤ 𝐼𝑛 ≤

1

2(𝑛 − 1)
(1 − 𝑒1−𝑛)

Í En utilisant l’encadrement précédent,

démontrer que les suites (𝐼𝑛)𝑛∈N et (𝑛𝐼𝑛)𝑛∈N

sont convergentes et déterminer leurs limites.

2 �§rm�
Pour 𝑛 ∈ N.

𝐼𝑛 =

∫︁ 1

0

𝑥2𝑛+1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

Ê Calculer 𝐼0.

Ë Calculer 𝐼0 + 𝐼1. En déduire 𝐼1.

Ì.a. Quel est le signe de 𝐼𝑛.

b. Monter que : ∀𝑛 ∈ N, 𝐼𝑛+𝐼𝑛+1 =
1

2𝑛 + 2
.

c. En déduire que : ∀𝑛 ∈ N, 𝐼𝑛 ≤
1

2𝑛 + 2
.

d. Monter que la suite (𝐼𝑛) convergente et calculer

sa limite.

e. Monter par récurrence que :

∀𝑛 ∈ N*, 2(−1)𝑛−1𝐼𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
− ln 2

f. En déduire :

lim
𝑛→+∞

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
.

Í.a. A l’aide d’une intégration par parties, mon-

trer que :

𝐼𝑛 =
1

4(𝑛 + 1)
+

1

𝑛 + 1

∫︁ 1

0

𝑥2𝑛+3

(1 + 𝑥2)2
𝑑𝑥

b. Etablir les inégalités :

∀𝑛 ∈ N, 0 ≤
∫︁ 1

0

𝑥2𝑛+3

(1 + 𝑥2)2
𝑑𝑥 ≤

1

2𝑛 + 4

c. En déduire

lim
𝑛→+∞

𝑛𝐼𝑛 =
1

4

d. A l’aide des questions (Ì.a. et Í.c.), donner un

équivalent de

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
− ln 2

Quand 𝑛 tend vers +∞.

3 �§rm�

On considère la fonction 𝑓 définie par :

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑥− ln𝑥 ; 𝑥 > 0

0 ; 𝑥 = 0

Partie 1
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I) Ê Déterminer 𝐷𝑓 .

Ë Montrer que 𝑓 est continue à droite de 0.

Ì Étudier la dérivabilité de 𝑓 à droite de 0 puis

interpréter géométriquement le résultat.

Í Calculer la limite lim
+∞

𝑓(𝑥) puis interpréter

géométriquement le résultat.

Î (a) Montrer que 𝑓 ′(𝑥) = −2𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈
𝐷𝑓 − {0} où 𝑔 est une fonction à déterminer.

(b) Donner le tableau de variation de 𝑓 .

(c) Déterminer l’intersection de la courbe (𝒞𝑓) et

la droite (Δ) : 𝑦 = 𝑥

(d) Tracer la courbe (𝒞𝑓).

Ï Soit ℎ la restriction de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 =

[1,+∞[.

(a) Montrer que ℎ est bijective de 𝐼 dans 𝐽 à

déterminer.

(b) Tracer (𝒞ℎ−1).

Partie 2

II) Ê (a) Donner le tableau de variation de 𝑔.

(b) Déduire que ∀𝑥 ∈ [1,+∞[ : |𝑔(𝑥)| ≤
1

𝑒
.

Ë (a) Montrer que ∀𝑥, 𝑦 ∈ [1,+∞[ :

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤
2

𝑒
|𝑥 − 𝑦|

(b) Sachant que 2, 7182 ≤ 𝑒 ≤ 2, 7183 don-

ner une estimation au nombre 𝑓(2, 7182) à 10−4

près.

Partie 3

III) On considère 𝐹 la fonction définie par :

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑥

∫︁ 𝑒𝑥

1

𝑓(𝑡)

𝑡
; 𝑥 > 0

1 ; 𝑥 = 0

Ê Vérifier que ∀𝑥 ∈]0,+∞[ :

𝐹 (𝑥) =
1

𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢

Ë (a) Montrer que ∀𝑥 ∈]0,+∞[ :

|𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0)| < 1 − 𝑒−𝑥2

(b) Déduire que 𝐹 est continue et dérivable à

droite de 0.

Ì Sachant que ∀𝑥 ∈]0,+∞[ :

𝐹 (𝑥) ≤
1

𝑥
(1 + 𝑒−1 − 𝑒−𝑥)

Calculer lim
+∞

𝐹 (𝑥) puis donner une interprétation

géométrique du résultat.

Í (a) Montrer que ∀𝑥 ∈]0,+∞[ :

𝐹 ′(𝑥) =
𝑒−𝑥2

𝑥
−

𝐹 (𝑥)

𝑥

(b) Déduire que ∀𝑥 ∈]0,+∞[ :

𝐹 ′(𝑥) = −2𝑥

∫︁ 1

0

𝑡2𝑒−(𝑥𝑡)2𝑑𝑡

(c) Donner le tableau de variation de 𝐹 .
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

�Ay�As���

7 ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
(La divisibilité)

Ê Montrer que ∀𝑛 ∈ N :

(a) 6/7𝑛+1 − 1.

(b) 17/3.52𝑛−1 + 23𝑛−2.

(c) 9/22𝑛(22𝑛+1 − 1) − 1.

2 �§rm�
(La division euclidienne)

Ê Déterminer le reste de la division euclidienne du

nombre 7060 par 5.

Ë Déterminer le reste de la division euclidienne du

nombre 333222 + 222333 par 5.

Ì Déterminer suivant les valeurs de l’entier 𝑛 le

reste de la division euclidienne du nombre 2𝑛 par

9.

Ê Déterminer 𝑛 de N* si la division euclidienne

de 125 sur 𝑛 donner 𝑞 est le quotient et 𝑞3 est le

reste.

3 �§rm�
(La congruence )

Ê Montrer que ∀𝑛 ∈ N :

(a) 𝑛7 ≡ 𝑛[7].

(b) 42𝑛+2 ≡ 1[15].

(c) (𝑛 + 1)2021 − 1 ≡ 0[𝑛].

(d) 2𝑛 ≡ 1[7] ⇔ 𝑛 ≡ 0[3]

Ë Pour tout 𝑛 de N on pose 𝐴 = 𝑛3 − 3𝑛 + 5.

(a) Déterminer 𝑛 pour la quelle 𝐴 ≡ 0[7].

(b) Déterminer 𝑛 pour la quelle 𝐴 ≡ 1[7].

Ì Résoudre dans Z les équations suivantes :

(ℰ1) : 3𝑥 ≡ 4[5] et (ℰ2) : 2𝑥 ≡ 3[6].

4 �§rm�
(Un entier non carré par-

fait)

Soit 𝑛 un entier naturel.

Ê Montrer que si 𝑛 est impaire alors 𝑛2 ≡ 1[8].

Ë Montrer que si 𝑛 est paire alors 𝑛2 ≡ 0[8] ou

𝑛2 ≡ 4[8].

Ì Soit 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois entiers impaires :

(a) Montrer que 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 n’est pas un carré

parfait.

(b) Montrer que 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ≡ 6[8].

(c) Déduire que 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 n’est pas un carré

parfait.

5 �§rm�
(Les nombres premiers )

Ê Soit 𝑛 de Z.

(a) Montrer que les deux nombres 𝑎𝑛 = 𝑛2 −
3𝑛 + 4 et 𝑏𝑛 = 𝑛2 + 3𝑛 + 4 sont paires.

(b) Déduire que 𝑐𝑛 = 𝑛4 − 𝑛2 + 16 n’est pas un

nombre premier.

6 �§rm�
(Les systèmes)

Résoudre dans N*2 les systèmes suivants :

(𝒮1)

⎧⎨⎩ 𝑥 + 𝑦 = 48

𝑥 ∧ 𝑦 = 12
(𝒮2)

⎧⎨⎩ 𝑥2 − 𝑦2 = 5440

𝑥 ∧ 𝑦 = 8

(𝒮3)

⎧⎨⎩ 𝑥𝑦 = 2700

𝑥 ∧ 𝑦 = 6
(𝒮4)

⎧⎨⎩ 𝑥 ∨ 𝑦 = 30

𝑥 ∧ 𝑦 = 7

(𝒮5)

⎧⎨⎩ 𝑥 ∨ 𝑦 − 𝑥 ∧ 𝑦 = 77

0 < 𝑥 < 𝑦

(𝒮6)

⎧⎨⎩ 𝑥 ∨ 𝑦 + 10𝑥 ∧ 𝑦 = 142

𝑥 ≤ 𝑦

7 �§rm�
(Nombre de Fermat)

Pour chaque entier 𝑛 on pose 𝐹𝑛 = 1 + 22𝑛

.

Ê Montrer que ∀𝑛 > 1 : 𝐹𝑛 ≡ 7[10].

Ë Montrer que 𝐹5 ≡ 0[641]. Déduire.

8 �§rm�

Soit 𝑝 un nombre premier tel que 𝑝 ≥ 3
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Ê Montrer que 4/(𝑝2 − 1).

Ë Si (𝑝 > 3) alors prouver que 3/(𝑝2 − 1).

9 �§rm�
On considère dans Z2 l’équation

suivante (ℰ) : 4𝑥2 − 9𝑦2 = 432.

Ê (a) Montrer que si (𝑥, 𝑦) est solution de (ℰ)
alors 3/𝑥 et 2/𝑦.

(b) Prouver que si (𝑋,𝑌 ) est solution de 𝑋2 −
𝑌 2 = 12 alors (3𝑋, 2𝑌 ) est solution de (ℰ).
Ë (a) Résoudre dans Z2 : 𝑋2 − 𝑌 2 = 12.

(b) Déduire les solutions de (ℰ).
10 �§rm�

I) Ê Résoudre dans Z/2Z l’équation 3𝑥 = 4.

Ë Résoudre dans Z/5Z l’équation 𝑥3 = 𝑥.

II) Ê Résoudre dans Z/7Z l’équation 4𝑥+5 = 0.

Ë Résoudre dans Z/7ZxZ/7Z le système⎧⎨⎩ 3𝑥 + 4𝑦 = 1.

2𝑥 + 𝑦 = 5.

Ì Résoudre dans Z/11Z l’équation 4𝑥2 + 5𝑥 +

7 = 0.
11 �§rm�

Ê Dresser les tables d’adition et de multiplication

dans Z/5Z.

Ë(a) Résoudre dans Z/5Z le système⎧⎨⎩ 3𝑥 + 2𝑦 = 1

2𝑥 + 4𝑦 = 3

(b) Résoudre l’équation 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0.

12 �§rm�

Soient 𝑝 et 𝑞 de N*.

Ê Montrer l’équivalence suivante :

𝑝 ∧ 𝑞 = 1 ⇔

⎧⎨⎩ 𝑝 ∧ 𝑞(𝑝 + 𝑞) = 1

(𝑝 + 𝑞) ∧ 𝑝 = 1

Ë Soient 𝑥 et 𝑦 de N* tel que (ℰ) : 𝑥(43−𝑥) =

𝑦(𝑥 + 𝑦) et 𝑑 = 𝑥 ∧ 𝑦 avec 𝑥 = 𝑎𝑑 et 𝑦 = 𝑏𝑑.

(a) Prouver que 𝑎(43 − 𝑎𝑑) = 𝑏𝑑(𝑎 + 𝑏)

(b) Montrer que a/d.

(c) Posons 𝑑 = 𝑎𝑐. Démontrer que : 𝑐(𝑎2 +𝑎𝑏+

𝑏2) = 43 puis déduire que 𝑐 = 1.

(d) Déterminer les solutions de l’équation (ℰ).
13 �§rm�

(Une suite)

On considère la suite définie par :⎧⎨⎩ 𝑈0 = 0 𝑈1 = 1

𝑈𝑛+2 = 3𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛

Ê (a) Montrer que ∀𝑛 ∈ N : 𝑈𝑛 = 2𝑛 − 1.

(b) Déduire que ∀𝑛 ∈ N : 𝑈𝑛+1 ∧ 𝑈𝑛 = 1.

(c) Déterminer le reste de la division du nombre

2𝑛 par 9.

(d) Montrer que (9/𝑈𝑛) ⇒ (63/𝑈𝑛).

14 �§rm�
(Théorème de Fermat)

Soit 𝑝 un nombre premier positif.

Ê Montrer que ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝 − 1} : 𝑝/𝐶𝑘
𝑝 .

Ë Montrer que ∀𝑛 ∈ N : (𝑛 + 1)𝑝 ≡ 𝑛𝑝[𝑝].

Ì (a) Montrer que ∀𝑎 ∈ N : 𝑎𝑝 ≡ 𝑎[𝑝].

(b) Déduire que ∀𝑎 ∈ Z : 𝑎𝑝 ≡ 𝑎[𝑝].

Í Déduire que ∀𝑎 ∈ Z : 𝑎 ∧ 𝑝 = 1 ⇒ 𝑎𝑝−1 ≡
1[𝑝].

15 �§rm�

Ê Déterminer toutes les entiers naturels 𝑎, 𝑏 et 𝑐

tel que : 𝑏𝑏𝑎𝑐(7) = 𝑎𝑏𝑐𝑎(11).

Ë Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ N3 tel que : 𝑐 = 101(𝑏) et

𝑎 = 131(𝑏)

(a) Exprimer le produit 𝑎𝑏𝑐 dans le système de

numération de base 𝑏 tel que 𝑏 ∈ N* {1}.
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

�Ay�As���

7′ ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
Soit 𝑁 l’entier naturel dont

l’écriture dans la base décimale est : 𝑁 =

111 . . . 1⏟  ⏞  
2010 𝑓𝑜𝑖𝑠 1

Ê Montrer que le nombre 𝑁 est divisible par 11.

Ë (a)Vérifier que le nombre 2011 est premier et

que 102010 − 1 = 9𝑁

(b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre

9𝑁 .

(c) En déduire que le nombre 2011 divise le

nombre 𝑁 .

Ì Montrer que le nombre 𝑁 est divisible par

22121

2 �§rm�

Ê On considère dans Z2 l’équation (ℰ) : 143𝑥 −
195𝑦 = 52.

(a) Déterminer le plus grand commun diviseur de

143 et 195, puis en déduire que l’équation (ℰ)
admet des solutions dans Z2.

(b) Sachant que (−1,−1) est une solution par-

ticulière de l’équation (ℰ), résoudre dans Z2

l’équation (ℰ) en précisant les étapes de la

résolution.

Ë Soit 𝑛 un entier naturel non nul premier avec 5

Montrer que pour tout 𝑘 de Z on a : 𝑛4𝑘 ≡ 1[5].

Ì Soient 𝑥 et 𝑦 deux entiers naturels non nuls tel

que 𝑥 ≡ 𝑦[4].

(a) Montrer que pour tout 𝑛 de Z* , on a :

𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦[5].

(b) En déduire que pour tout 𝑛 de Z*, on a :

𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦[10].

Í Soient 𝑥 et 𝑦 deux entiers naturels tel que (𝑥, 𝑦)

est solution de l’équation (ℰ)

Montrer que pour tout 𝑛 de Z* , les deux nombres

𝑛𝑥 et 𝑛𝑦 ont le même chiffre des unités dans

l’écriture dans le système décimal.

3 �§rm�

L’objectif de l’exercice est de chercher les en-

tiers naturels 𝑛 strictement supérieurs à 1 et qui

vérifient la propriété suivante : (ℛ) : 3𝑛−2𝑛 ≡
0[𝑛]

Ê On suppose que 𝑛 vérifie la propriété (ℛ) et

soit 𝑝 le plus petit diviseur premier positif

de 𝑛.

(a)Montrer que : 3𝑛 − 2𝑛 ≡ 0[𝑝], en déduire que

𝑝 ≥ 5.

(b) Montrer que : 2𝑝−1 ≡ 1[𝑝] et 3𝑝−1 ≡ 1[𝑝].

(c) Montrer qu’il existe un couple (𝑎, 𝑏) de Z2 tel

que : 𝑎𝑛 − 𝑏(𝑝 − 1) = 1

(d) Soient 𝑟 et 𝑞 le reste et le quotient de la divi-

sion euclidienne de 𝑎 par 𝑝 − 1

(𝑎 = 𝑞(𝑝−1)+𝑟 avec 0 ≤ 𝑟 < 𝑝−1 et 𝑞 ∈ Z)

Montrer qu’il existe un entier naturel 𝑘 tel que :

𝑟𝑛 = 1 + 𝑘(𝑝 − 1)

Ë En déduire de tout ce qui précède qu’il n’existe

pas d’entier naturel 𝑛 strictement supérieur à 1

vérifiant (ℛ).

4 �§rm�
On admet que 2017 est un

nombre premier et que 2016 = 25.32.7. Soit 𝑝

un nombre premier tel que 𝑝 ≥ 5

Ê Soit le couple (𝑥, 𝑦) de N*xN* tel que 𝑝𝑥 +

𝑦𝑝−1 = 2017.

(a) Vérifier que 𝑝 < 2017.

(b) Montrer que 𝑝 ne divise pas 𝑦.
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(c) Montrer que : 𝑦𝑝−1 ≡ 1[𝑝] puis déduire que 𝑝

divise 2016.

(d) Montrer que 𝑝 = 7.

Ë Déterminer suivant les valeurs de 𝑝, les couple

(𝑥, 𝑦) de N*xN* qui vérifie 𝑝𝑥 + 𝑦𝑝−1 = 2017.

5 �§rm�

Ê Déterminer tous les nombres entiers naturels 𝑚

tels que : 𝑚2 + 1 ≡ 0[5].

Ë Soit 𝑝 un nombre premier tel que 𝑝 = 3 + 4𝑘

où 𝑘 est un nombre entier naturel.

Soit 𝑛 un nombre entier naturel tel que : 𝑛2+1 ≡
0[𝑝].

(a) Vérifier que : (𝑛2)1+2𝑘 ≡ −1[𝑝].

(b) Montrer que 𝑛 et 𝑝 sont premiers entre eux.

(c) En déduire que : (𝑛2)1+2𝑘 ≡ 1[𝑝].

(d) Déduire de ce qui précède qu’il n’existe pas

d’entier naturel 𝑛 vérifiant : 𝑛2 + 1 ≡ 0[𝑝].

6 �§rm�

Ê (a) Vérifier que le nombre 503 est premier.

(b) Montrer que 7502 ≡ 1[503] ; en déduire que

72008 ≡ 1[503].

Ë On considère dans Z2 l’équation (ℰ) : 49𝑥 −
6𝑦 = 1.

Sachant que (1, 8) est une solution particulière de

l’équation (ℰ) ; résoudre dans Z2 l’équation (ℰ)
en précisant les étapes de la résolution.

Ì On pose 𝑁 = 1 + 7 + 72 + · · · + 72007.

(a) Montrer que le couple (72006, 𝑁) est solution

de l’équation (ℰ).

(b) Montrer que 𝑁 ≡ 0[4] et 𝑁 ≡ 0[503].

(c) En déduire que le nombre 𝑁 est divisible par

2012.

7 �§rm�

Ê Soit 𝑎 ∈ N* et 𝑝 un nombre premier (𝑝 ≥ 5)

tel que 𝑝|(𝑎2+𝑎+1).

(a) Vérifier que 𝑎3 ≡ 1[𝑝].

(b) Montrer que 𝑝 ∧ (𝑎 + 1) = 1.

(c) Montrer que 𝑝∧ (𝑎−1) = 1.(Hint : 𝑎2+𝑎+

1 = (𝑎 − 1)(𝑎 + 2) + 3

(d) Déduire que min{𝑘 ∈ N*/𝑎𝑘 ≡ 1[𝑝]} = 3.

(e) On utilisant le théorème de Fermat montrer

que 𝑎𝑝−1 ≡ 1[𝑝] puis déduire que 𝑝 ≡ 1[3].

Ë On utilisant la question (Ê) Montrer que pour

tout 𝑛 ∈ N* le nombre (3(𝑛!))2 + (3(𝑛!)) + 1

admet un diviseur premier 𝑝 tel que 𝑛 < 𝑝 et

𝑝 ≡ 1[3].

Ì Déduire qu’il-y-a une infinité de nombres pre-

miers qui s’écrit sous la forme 3𝑘+1 avec 𝑘 ∈ N*.

8 �§rm�

Let 𝑥 be an integer number in which : 𝑥1439 ≡
1436[2015].

Ê Note that 1436x1051− 2015x749 = 1. Prove

that 1436 and 2015 are primes between them.

Ë Let 𝑑 be 𝑎 common divisor of the two numbers

𝑥 and 2015.

(a) Prove that 𝑑 divides 1436.

(b) Deduce that 𝑥 and 2015 are primes between

them.

Ì (a) by using Fermats theorem prove that

𝑥1440 ≡ 1[5], 𝑥1440 ≡ 1[13] and 𝑥1440 ≡ 1[31].

(Notice that 2015 = 5x13x31).

(b) Prove that 𝑥1440 ≡ 1[65] then deduce that

𝑥1440 ≡ 1[2015].

Í Prove that 𝑥 ≡ 1051[2015].

9 �§rm�

I- Ê Letting 𝑧 ∈ Z, prove that if 𝑎 and 13 are

primes between them then 𝑎2016 ≡ 1[13].

Ë We consider in Z the equation : (𝐸) : 𝑥2015 ≡
2[13] and letting 𝑥 be the solution of the equation

(𝐸).

(a) Prove that 𝑥 and 13 are primes between them.
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(b) Prove that : 𝑥 ≡ 7[13].

Ì Prove that the set of solutions of the equation

(𝐸) is 𝑆 = {7 + 13𝑘/𝑘 ∈ Z}.

10 �§rm�

First part

Let (𝑎, 𝑏) be an element in N*xN* such that the

prime number 173 divides 𝑎3 + 𝑏3.

Ê Prove that : 𝑎171 ≡ −𝑏171[173] (Notice that :

171 = 3x57).

Ë Prove that 173 divides 𝑎 if and only if 173

divides 𝑏.

Ì We suppose that 173 divides 𝑎. Prove that di-

vides 𝑎 + 𝑏.

Í We suppose that 173 does not divide 𝑎.

(a) by using Fermats theorem prove that : 𝑎172 ≡
𝑏172[173].

(b) Show that : 𝑎171(𝑎 + 𝑏) ≡ 0[173].

(c) Deduce that 173 divides 𝑎 + 𝑏.

Second part

We consider in N*xN* the equation : (𝐸) : 𝑥3 +

𝑦3 = 173(𝑥𝑦 + 1). Let (𝑥, 𝑦) be an element in

N*xN* a solution of the equation (𝐸) : we put

𝑥 + 𝑦 = 173𝑘 such that 𝑘 ∈ N*.

Ê Verify that : 𝑘(𝑥 − 𝑦)2 + (𝑘 − 1)𝑥𝑦 = 1.

Ë Show that : 𝑘 = 1 then solve the equation (𝐸).

11 �§rm�

Ê Soit 𝑥 un entier non nul premier avec 53.

(a) Déterminer le reste modulo 53 de 𝑥52.

(b) En déduire que pour tout entier naturel 𝑘,

𝑥52𝑘+1 ≡ 𝑥[53].

Ë Soit l’équation (ℰ1) : 𝑥29 ≡ 2[53] avec 𝑥 ∈ Z.

Montrer que 29 est une solution de (ℰ1).

Ì Soit 𝑥 une solution de l’équation (ℰ1)

(a) Montrer que 𝑥 est premier avec 53.

(b) Montrer que 𝑥261 ≡ 𝑥[53]

(c) En déduire que 𝑥 ≡ 29[53]

Í (a) Montrer que 29 ≡ 35[53].

(b) Donner alors l’ensemble des solutions dans Z

de l’équation (ℰ1).

Î On considère dans ZxZ l’équation (ℰ2) : 71𝑢−
53𝑣 = 1.

(a) Vérifier que (3, 4) est une solution de

l’équation (ℰ2).

(b) Résoudre dans ZxZ l’équation (ℰ2).

Ï Résoudre dans Z le systeme :

⎧⎨⎩ 𝑥 ≡ 34[71]

𝑥29 ≡ 2[53]

12 �§rm�

Soient 𝑎 et 𝑏 deux nombres de N∖{0, 1} tel que :

∀𝑛 ∈ N : (𝑎𝑛 + 𝑛)/(𝑏𝑛+𝑛). L’objectif de ce

problème est de montrer par absurde que 𝑎 = 𝑏.

Supposons alors que 𝑎 ̸= 𝑏 et soit 𝑝 un nombre

premier positif tel que (𝑎 − 𝑏) ∧ 𝑝 = 1.

Ê On pose 𝑚 = 𝑝(1+𝑎)−𝑎, vérifier que 𝑚 ∈ N

est solution du système (𝒮)

⎧⎨⎩ 𝑥 ≡ −𝑎[𝑝]

𝑥 ≡ 1[𝑝 − 1]

Ë Déduire que l’ensemble des solutions du système

(𝒮) dans Z2 est 𝐸 = {𝑚 + 𝑘𝑝(𝑝 − 1)/𝑘 ∈ Z}.

Ì En utilisant le théorème de Fermat montrer que

𝑎𝑚 + 𝑚 ≡ 0[𝑝].

Í Montrer que 𝑏𝑚 + 𝑚 ≡ 𝑏 − 𝑎[𝑝]. Déduire ?

13 �§rm�

Partie 1

Soit (𝛼, 𝛽) ∈ N2
* tel que 𝛼 ∧ 𝛽 = 1 et soit 𝑝 un

nombre premier tel que 𝑝|(𝛼2+𝛽2) et 𝑝 > 2.

Ê Montrer que : 𝑝 ∧ 𝛼 = 1.

Ë En utilisant le théorème de Bezout montrer que

∃𝑢 ∈ Z : 𝛼𝑢 ≡ 1[𝑝].

Ì On pose 𝑡 = 𝛽𝑢, En utilisant le fait que

𝛼2 + 𝛽2 ≡ 0[𝑝] et la question (Ë) montrer que
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𝑡2 ≡ −1[𝑝].

Í En utilisant le théorème de Fermat monter que

𝑝 ≡ 1[4].

Partie 2

Dans N3
* on considère l’équation suivante (ℰ) :

(𝑥2 + 𝑦2)𝑧 = 2013𝑥𝑦.

Soient (𝑥, 𝑦, 𝑧) solution de l’équation (ℰ), on pose

𝑑 = 𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 = 𝑑𝑎 et 𝑦 = 𝑑𝑏.

Ê Vérifier que 𝑎∧𝑏 = 1 et 𝑧(𝑎2+𝑏2) = 2013𝑎𝑏.

Ë Montrer que (𝑎2+𝑏2)∧ (𝑎𝑏) = 1 puis déduire

que (𝑎2 + 𝑏2)|2013.

Ì En utilisant la question (Í) de la Partie 1

montrer que (𝑎2 + 𝑏2) = 61. (Hint : 2013 =

3 * 11 * 61 et 61 est l’unique diviseur premier du

nombre 2013 qui vérifie 𝑝 ≡ 1[4])

Í Déduire l’ensemble des solutions de l’équation

(ℰ). (Hint : 52 + 62 = 61)

14 �§rm�

Dans tout ce qui suit on pose ∀𝑥 ∈ Q : 𝑃 (𝑥) =

2𝑥4 + 3𝑥 + 1+.

Ê Soit (𝛼, 𝛽) ∈ ZxN* tel que 𝛼 ∧ 𝛽 = 1 et

𝑃 (
𝛼

𝛽
) ∈ Z.

(a) Soit 𝑢 ∈ Z tel que 𝑢 := 𝑃 (
𝛼

𝛽
), montrer que

2𝛼4 = 𝛽(𝑢𝛽3 − 3𝛼𝛽2 − 𝛽3).

(b) Déduire que 𝛽/2. (Hint : Théorème de Gauss)

(c) Montrer que 𝛽 = 1.

Ë Déduire que pour tout 𝑥 ∈ Q : (𝑃 (𝑥) ∈ Z ⇒
𝑥 ∈ Z).

Ì Considérons dans Z l’équation suivante (ℰ) :

𝑃 (𝑥) ≡ 0[10].

(a) Montrer que si 𝑥 est solution de l’équation (ℰ)
alors 𝑥 ∧ 10 = 1. (Hint : Théorème de Bezout)
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

T§rb��� �Aynb��

8 ��C Tlsls��

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
Munissons R2 par la lois de com-

position interne * donner par : ∀(x, y, a, b) ∈ R4

(x, y) * (a, b) = (x + a, yea + be−x)

Ê Prouver que la lois * est associative dans R2.

Ë Prouver que * admet un élément neutre dans R2.

Ì Calculer (3, 1) * (1, 0) et (1, 0) * (3, 1), conclure?

Í Montrer que tout éléments de R2 admet un inverse

dans (R2, *). Î Déduire la structure de (R2, *).
2 �§rm�

Munissons R2 par la lois de compo-

sition interne * tel que : ∀(x, y) ∈ R2, ∀(x′, y′) ∈ R2,

(x, y) * (x′, y′) = (x + x′ + xx′, y + y′).

Et considérons l’ensemble

G = {(x, y) ∈ R2/x , −1}

Ê (a) Montrer que (G, *) est une partie stable de

(R2, *). (Hint : (x + 1)(x′ + 1) = (x + x′ + xx′ + 1))

(b) Montrer que (G, *) est un groupe abélien.

Ë Considérons l’ensemble :

B = {(x, ln(x + 1))/x ∈] − 1,+∞[}. Montrer que

(B, *) est un sous groupe de (G, *).
3 �§rm�

Munissons R par la lois de composition interne ⊤ tel

que :

∀(x, y) ∈ R2 : x⊤y = x
√︀

1 + y2 + y
√︀

1 + x2.

I) Ê Vérifier que ⊤ est un lois de composition interne

Ë Vérifier que pour tout (x, y) dans R on a :√︀
1 + x2

√︀
1 + y2 + xy =

√︀
1 + (x⊤y)2

II) Considérons l’application f définie de R dans R

par : f (x) =
ex − e−x

2
.

Ê Montrer que f est bijective de R vers R et

déterminer son inverse f−1.

Ë On utilisant f ou f−1 montrer que (R,⊤) est un

groupe commutatif.

Ì Déduire l’élément neutre et l’inverse de chaque

élément x du groupe (R,⊤).

Í Posons pour tout x dans R x(n) = x⊤x⊤ . . .⊤x

(∀n ∈ N) avec x(0) = 1 er x(1) = x.

Calculer x(n) en fonction de n.
4 �§rm�

Ê Montrer que ∀(x, y) ∈ I :

ex+y
− ey

− ex + 2 > 1 avec I =]0,+∞[.

Ë On définie dans I la lois de composition interne ⊥

∀(x, y) ∈ I2 : x ⊥ y = ln(ex+y
− ey

− ex + 2).

(a) Considérons l’application f définie de I dans I

par : f (x) = ln(x + 1). Montrer que f est une appli-

cation bijective.

(b) Mq f est un homomorphisme de (I, +) dans (I,⊥).

(c) Déduire la structure de (I,⊥).
5 �§rm�

I) Soit x et y de R−{
1
2
}, posons : x* y = x+ y−2xy.

Ê Montrer que * est un lois interne dans R − {
1
2
}.

Ë Montrer que * est un lois commutatif associatif.

Ì Montrer que
(︃
R − {

1
2
}, *

)︃
est un groupe commu.

Í Montrer que : ∀x ∈ R − {
1
2
}, ∀n ∈ N − {0, 1}

x * x * · · · * x⏟             ⏞             
n− f ois

=
1
2

[1 − (1 − 2x)n]

II) Pour tout x de R − {
1
2
}, on pose :

A(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 − x 0 x

0 1 0

x 0 1 − x

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ et considérons l’en-

semble E =
{︃

A(x)/x ∈ R − {
1
2
}

}︃
.

Ê Montrer que E est une partie stable de (ℳ3(R), +).

Ë Considérons l’application f de R − {
1
2
} dans E tel

que f (x) = A(x).

(a) Montrer que f est un isomorphisme de
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(︃
R − {

1
2
}, *

)︃
dans (E, +).

(b) Déduire la structure de (E, +).

(c) Soit B = A
(︃
−

1
2

)︃
. Montrer que : Bn =

A
(︃

1 − 2n

2

)︃
et (Bn)−1 = A

(︃
1
2
−

1
2n+1

)︃
.

(d) Montrer que (I, A) est une base de l’espace vec-

torielle E.
6 �§rm�

On rappel que (ℳ2(R),+, +) est une anneau uni-

taire. Posons E =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩Ma =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ea 0

aea ea

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; a ∈ Z

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ et

considérons l’application f définie de Z vers E par :

f (a) = Ma (∀a ∈ Z).

Ê (a) Montrer que E est une partie stable de

(ℳ2(R), +).

(b) Mq f est un isomorphisme de (Z,+) vers (E, +).

(c) Déduire la structure de (E, +).

Ë Posons M(n+1)
a = M(n)

a +Ma (∀n ∈ N) avec M(0)
a =

I, M(1)
a = Ma et M(p)

a =
(︁
M(−1)

a

)︁−p
(∀p ∈ Z−1

*
).

(a) Montrer que M(p)
a = Map (∀p ∈ Z)

(b) Résoudre suivant les valeur du paramètre n

l’équation : M(n)
x +M5 = M5n où x est inconnu de Z.

7 �§rm�

On considère 1′ espace vectoriel de dimension 2 noté

(V2,+, .). Soit (~i,~j) une base de V2. On pose : −→e1 =
1
2
~i +

1
2
~j et −→e2 =

1
2
~i −

1
2
~j Soit * la loi de composition

interne définie par : ∀ (x, y, x′, y′) ∈ R4(x~i + y~j) *(︁
x′~i + y′~j

)︁
= (xx′ + yy′)~i + (xy′ + yx′)~j

Ê (a) Montrer que
(︁
−→e1,
−→e2
)︁

est une base de V2

(b) Vérifier que : −→e1 *
−→e1 =

−→e1;−→e2 *
−→e2 =

−→e2 et
−→e1 *
−→e2 =

−→e2 *
−→e1 =

−→
0

(c) Montrer que : ∀ (X, X′, Y, Y′) ∈ R4
(︁
X−→e1 + Y−→e2

)︁
*(︁

X′−→e1 + Y′−→e2
)︁
= XX′−→e1 + YY′−→e2

Ë (a) Montrer que la loi * est commutative.

(b) Montrer que la loi * est associative.

(c) Montrer que la loi * admet un élément neutre.

(d) Mq (V2,+, *) est un anneau commu unitaire.

Ì Soit ~u ∈ V2 − {
−→
0 }. On note : E~u = {λ~u/λ ∈ R}

(a) Montrer que (E~u,+) est un sous-groupe du groupe

(V2,+)

(b) Montrer que (E~u,+, .) est un sous-espace vectoriel

de l’espace (V2,+, .)

(c) Montrer que : E~u stable pour * ⇔ la famille

(~u * ~u, ~u) est liée

Í On suppose que : (∃α ∈ R*) ; ~u * ~u = α~u On

considère l’application ϕ : R* → E~u t.q. x ↦→
x
α
~u

(a) Montrer que ϕ est un isomorphisme de (R*, ) vers

(E~u, *)

(b) En déduire que (E~u,+, *) est un corps commu.

8 �§rm�

Soit (a, b) ∈ Z2, considérons :

M(a,b) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ a b
√

2

b
√

2 a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Dansℳ2(R) on considère ℰ l’ensemble des matrices

tel que : ℰ = {M(a,b) ∈ ℳ2(R)/a2
− 2b2 = 1}.

Ê Posons A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 3 2
√

2

2
√

2 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠. Vérifier que A ∈ ℰ.

Ë (a) Montrer que ℰ est une partie stable de

(ℳ2(R), +) et que la lois +est commutatif dans ℰ.

(b) Monter que tous éléments de ℰ admet un inverse

pour la lois interne +.

(c) Montrer que (ℰ, +) est un groupe abélien.

Ì Posons A0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, pour tout n de N on pose :

An+1 = An
+A. Posons G = {An/n ∈ N}.

(a) Vérifier que G ⊂ E.

(b) Soit H l’ensemble des unités (des éléments in-

versibles) de G pour la lois + dans E. Montrer que

H = {Bn/n ∈ N} tel que

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 3 −2
√

2

−2
√

2 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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2022-2023
Série 9

Calcul des Probabilités 2𝑒𝑚𝑒 BAC SM

Exercice 1

I) Soit 𝑛 un entier naturel non nul, simplifier les

expressions suivantes :

Ê
(𝑛 + 1)!

(𝑛 − 1)!
Ë

(𝑛!)2

(𝑛 − 1)!(𝑛 + 1)!
Ì

𝑛.𝑛!

(𝑛 + 1)!
II) Ê Par récurrence montrer que : 𝑛! ≤
𝑛𝑛 ; (∀𝑛 ≥ 1)

Ë Montrer que :

(a) 𝐴𝑝+1
𝑛+1 = (𝑛+1)𝐴𝑝

𝑛 (b) 𝐶𝑝+1
𝑛+1 =

𝑛 + 1

𝑝 + 1
𝐶𝑝

𝑛.

III) Déterminer 𝑛 dans les cas suivants :

Ê 𝐴2
𝑛 = 72.

Ë 𝐴4
𝑛 = 42𝐴2

𝑛.

Ì 2𝐶2
𝑛 + 6𝐶3

𝑛 = 9𝑛.

IV) Soit 𝑛 et 𝑝 deux entiers naturels, Démontrer

les égalités suivantes :

Ê 𝑝𝐶𝑝
𝑛 = 𝑛𝐶𝑝−1

𝑛−1 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

Ë 𝐶𝑝
𝑛 + 𝐶𝑝+1

𝑛 = 𝐶𝑝+1
𝑛+1 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

Ì 𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝−1

𝑛−2 + 2𝐶𝑝−1
𝑛−2 +𝐶𝑝−2

𝑛−2 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛.

Exercice 2

Une enquête sur 700 travailleurs d’une sociétés

concernant la moyenne du transport utiliser donne

les résultats suivants :

500 utilisent le bus de la société.

400 utilisent les taxis.

260 utilisent Les deux moyennes du transport.

Ê Déterminer le nombre des travailleurs qui uti-

lisent le bus uniquement.

Ë Déterminer le nombre des travailleurs qui uti-

lisent les taxis uniquement.

Ì Déterminer le nombre des travailleurs qui n’uti-

lisent aucune de ces moyennes de transport.

Exercice 3

En utilisant les chiffres suivants : 1-2-3-4-5.

Ê Combien de nombre composer de trois chiffres

peut-on écrire ?

Ë Combien de nombre composer de trois chiffres

différents peut-on écrire ? (différents deux à deux)

Ì Combien de nombre composé de trois chiffres et

qui contient le chiffres 4 peut-on écrire ?

Í Combien de nombre paire composé de trois

chiffres peut-on écrire ?

Î Combien de nombre composé de trois chiffres

différent et divisibles par 3 peut-on écrire ?

Exercice 4

Dans un ensemble composé de 12 hommes et 8

femmes, on veut construire une comité de 3 per-

sonnes.

Ê Quel est le nombre de comités possibles ?

Ë Quel est le nombre de comités possibles qui

contient un seul homme ?

Ì Quel est le nombre de comités possibles composé

seulement par les femmes ?

Í Quel est le nombre de comités possibles qui

contient au moins un homme ?

Du même ensemble on veut choisir une comité

composé d’un président et d’un vice président et

un secrétaire.

Î Quel est le nombre de comités possibles ?

Ï Quel est le nombre de comités possibles sachant

que le président est un homme ?

Ð Quel est le nombre de comités possibles sachant

que le président est un homme et la secrétariat et

occupé par une femme ?

Exercice 5

Dans un concours chaque candidat doit répondre
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aux 7 questions parmi 10.

Ê Calculer le nombre des cas possibles ?

Ë Calculer le nombre des cas possibles sachant que

les trois premières questions sont obligatoires ?

Ì Calculer le nombre de cas possible sachant que

les quatre questions parmi les cinq premières sont

obligatoires ?

Exercice 6

Une urne contient 10 boules indiscernables au tou-

cher dont cinq verts, trois rouges et deux jaunes.

On y prélève simultanément trois boules de l’urne.

Ê Combien de prélèvements différents peut-on

ainsi obtenir ?

Ë Combien de prélèvements qui contiennent des

boules de mêmes couleurs peut-on ainsi obtenir ?

Ì Combien de prélèvements qui contiennent des

boules de couleurs différentes deux à deux peut-

on ainsi obtenir ?

Í Combien de prélèvements qui ne contiennent

pas de boules rouges peut-on ainsi obtenir ?

Ì Combien de prélèvements qui contiennent aux

moins deux boules verts peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 7

Deux urnes 𝐴1 et 𝐴2 contiennent 7 boules indis-

cernables au toucher dont quatre blanches et trois

noires. on considère l’expérience suivante :

On-y-prélève simultanément deux boules de 𝐴1 et

deux boules de 𝐴2.

Ê Combien de prélèvements différents peut-on

ainsi obtenir ?

Ë Combien de prélèvements qui contiennent des

boules de mêmes couleurs peut-on ainsi obtenir ?

Ì Combien de prélèvements qui contiennent deux

boules de chaque couleur peut-on ainsi obtenir ?

Í Combien de prélèvements qui contiennent trois

boules blanches et une noir peut-on ainsi obtenir ?

Î Combien de prélèvements qui contiennent trois

boules noires et une blanche peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 8

Deux urnes 𝐴1 et 𝐴2 contiennent 7 boules indis-

cernables au toucher dont quatre blanches et trois

noirs. on considère l’expérience suivante :

On prélève une boule de 𝐴1 et on les met dans 𝐴2

puis on prélève simultanément deux boules de 𝐴2.

Ê Représentes l’expérience par un arbre pondéré ?

Ë Combien de prélèvements qui contiennent des

boules de mêmes couleurs peut-on ainsi obtenir ?

Ì Combien de prélèvements qui contiennent deux

boules blanches peut-on ainsi obtenir ?

Í Combien de prélèvements qui contiennent deux

boules noirs peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 9

Un écran de type

LCD de forme rectan-

gulaire a pour dimen-

sions 60cm * 45cm.

La partie principale

de l’écran est elle-

même représentée par

un rectangle de di-

mensions 48cm * 36cm. Sachant qu’un pixel de

l’écran est défectueux, détermine la probabilité de

l’événement A défini par : ”le pixel défectueux se

trouve sur la partie principale de l’écran”.

Exercice 10
(Deux urnes)

Une urne ”A” contient 8 boules indiscernables au

toucher : 4 sont noires, 3 sont blanches et une

rouge. Une autre urne ”B” contient 4 boules in-

discernables au toucher : 2 sont noires et 2 sont

blanches. On tire successivement et sans re-

mise 2 boules de l’urne ”A” et une de l’urne

”B”.
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Ê Calculer le nombre des cas possibles ?

Ë Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” les trois boules sont noires.

”B” les trois boules sont de même couleur.

”C” Avoir une seule boule noire.
Exercice 11

(Deux évènements incompa-

tibles)

Un sac contient des jetons numérotés comme

suite : 1, 1, 1, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5. On tire une

jeton du sac.

Ê Calculer les probabilités des évènements sui-

vants ; ”1”, ”2”,”3”, ”4” et ”5”.

Ë (a) Pourquoi les évènements ”1” et ”4” sont-ils

incompatibles ?

(b) En déduire 𝑃 ({1} ∪ {4})

Ì Déterminer la probabilité de l’évènement ”non

1”.
Exercice 12

(Un arbre pondéré)

Une urne contient cinq boules indiscernables au

toucher : deux noires ”N” et trois blanches ”B” .

On dispose également de deux sacs contenant des

jetons : l’un est noir et contient un jeton noire

et trois jetons blancs, l’autre est blanc et contient

deux jetons noirs et deux jetons blancs. On ex-

trait une boule de l’urne, puis on tire un

jeton dans le sac qui est la même couleur

que la boule tirée.

Ê Combien y a-t-il d’issues possibles ? Les expli-

cités.

Ë A l’aide d’un arbre pondéré, déterminer la pro-

babilité de chacune de ces issues.

Ì Déterminer la probabilité de l’évènement A ”la

boule et le jeton extraits sont de la même couleur”

Exercice 13

Une urne contient 8 boules indiscernables au tou-

cher : 3 sont blanches numérotées 2-1-1, 2 sont

noirs numérotées 4-2 et 3 sont verts numérotées

4-1-1. On tire successivement et sans remise

3 boules de l’urne .

Ê Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” Avoir trois nombres paires.

”B” les trois couleurs sont différentes.

”C” Avoir une seule fois le nombre 2.
Exercice 14

Une urne contient 10 boules numérotées 1-1-1-2-2-

2-3-3-4-4. On tire successivement et avec re-

mise 4 boules de l’urne .

Ê Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” Avoir le nombre ’1’ au deuxième tirage.

”B” Avoir le nombre ’1’ une seule fois exactement.

”C” Avoir le nombre ’1’ deux fois.

”D” Ne pas avoir le nombre ’2’.

”C” Avoir des nombres différents.

”E” Avoir le nombre ’3’ deux fois exactement.
Exercice 15

(Probabilité conditionnelle)

On lance un dé équilibré à six faces numérotées de

1 à 6 deux fois.

On considère les événements suivants :

”A” Avoir le nombre ’6’ dans la première lance.

”B” Avoir le nombre ’6’ dans la deuxième lance.

”C” La somme des deux nombres obtenus égale à

4.

Ê Calculer 𝑝(𝐴), 𝑝(𝐵), 𝑝(𝐶) et 𝑝𝐴(𝐵) ?

Ë les événements sont-ils indépendants ?

Exercice 16
(Un dé lancer 5-fois)

On lance un dé équilibré à six faces numérotées

1-1-2-2-3-4 trois fois.

Ê Calculer La probabilité des événements sui-

vants :
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”A” Avoir le nombre ’2’ une seule fois exactement.

”B” Avoir le nombre ’3’ deux fois exactement.

”C” Ne pas avoir le nombre ’1’.

Ë Cette fois, On lance ce dé cinq fois Calculer La

probabilité des événements suivants :

”D” Avoir le nombre ’1’ deux fois exactement.

”C” Avoir le nombre ’1’ au plus une seule fois.

Exercice 17
( Le coureur)

Un coureur traverse un trajectoire qui se compose

de 4 obstacles, on suppose que la probabilité qu’un

obstacle soit tombé par le coureur et
1

5
.

Calculer La probabilité des événements suivants :

”A” Le coureur fait tomber le 1𝑒𝑟 obstacle unique-

ment.

”B” Le coureur ne fait tomber aucun obstacle.

”C” Le coureur fait tomber un seul obstacle.
Exercice 18

(Un exercice de la chasse)

Dans un exercice de la chasse ,quelqu’un tire vers

un tableau, on suppose que la probabilité 𝑝 que

cette personne arrive à frapper le tableau est la

moitié 𝑞 qu’elle n’arrive pas .

Ê Calculer 𝑝 et 𝑞

Ë Calculer la probabilité que la personne frappe

le tableau seulement au troisième tire.

Ì Calculer la probabilité qu’elle frappe le tableau

une fois sur chaque deux tires.

Exercice 19
(Tirage de n-boules)

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules

noirs, les boules sont indiscernables au toucher.

Ê On tire aléatoirement une seule boule

de l’urne. Quelle est la probabilité qu’elle soit

blanche ?

Ë On tire successivement et avec remise 5

boules de l’urne. Quelle est la probabilité d’avoir

une boule blanche deux fois exactement ?

Ì On tire successivement et avec remise 𝑛

boules de l’urne.

(a) Montrer que la probabilité d’avoir au mois une

boule blanche est : 𝑝 = 1 −
(︂
1

3

)︂𝑛

(b) Quel est le nombre minimal de tirage pour

que 𝑝 soit supérieure ou égale à 0.999 (Hint :

𝑙𝑜𝑔10(3) = 0.48)

Exercice 20
*

Une urne contient 6 boules rouges numérotées 1-

2-3-4-5-6 et 6 boules verts numérotées 1-2-3-4-5-6.

I) On tire simultanément 4 boules de l’urne.

Ê Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” Parmi les boules tiré il n’y a pas de deux

nombres égaux.

II) On tire successivement et sans remise 2

boules de l’urne.

Ê Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”B” Avoir une boule rouge ou bien la deuxième

boule port le numéro ’2’.

Exercice 21

On lance une pièce monétaire non triché 10 fois

est soit 𝑋 la variable aléatoire qui associe chaque

résultat par la fréquence du pile.

Ê (a) Déterminer les valeur de 𝑋.

(b) Calculer 𝑃 (𝑋 =
1

2
).

Ë Calculer 𝑃 (𝑋 ≥
9

10
).

Exercice 22
Une urne contient 4 boules

blanches numérotées 2-2-0-4 et 3 boules noires

numérotées 2-0-4. On tire successivement et

sans remise 3 boules de l’urne :

Ê Calculer le nombre de cas possibles ?

Ë Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” les trois boules sont de même couleur.
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”B” la somme des trois nombres tiré égale à 6 .

Ì (a) Calculer La probabilité de l’événement ’𝐴∩
𝐵’.

(b) Quelle est La probabilité de l’événement sui-

vant ? On ’tire 3 boules dont la somme de ces

nombres égale à 6 sachant que la première boule

tirée est blanche’
Exercice 23

Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules

rouges. On tire successivement et sans remise

4 boules de l’urne :

Ê Calculer le nombre des cas possibles ?

Ë Calculer La probabilité des événements sui-

vants :

”A” Avoir au moins une boule rouge parmi les

boules tirées.

”B” Avoir exactement deux boules rouges.

”C” Avoir exactement deux boules rouges sachant

que la deuxième boule tirer est rouge.

Exercice 24
(Examen blanc 2013)

Une urne contient 2 boules rouges et 1 boule bleu.

On tire aléatoirement une boule de l’urne :

- Si la boule tirée et bleu, la boule est ramenée au

urne.

- Si la boule tirée et rouge, la boule est laissée à

côté de l’urne puis on pose a sa place une boule

bleu.

On continue notre tirage de la même façon

𝑛 fois (𝑛 ≥ 2).

Soit 𝑋 la variable aléatoire associée au nombre de

boule rouge rester dans le sac.

Ê On suppose que 𝑛 = 3.

(a) Déterminer la loi de probabilité associée à 𝑋.

(b) Calculer l’espérance mathématique ℰ(𝑋) et

l’écart type 𝜎(𝑋).

Ë On suppose que 𝑛 ≥ 2.

(a) Déterminer 𝑋(Ω) et calculer 𝑝(𝑋 = 2).

(b) Montrer que 𝑝(𝑋 = 1) = 2

(︂
2

3

)︂𝑛

−

2

(︂
1

3

)︂𝑛

.

(c) Déterminer la loi de probabilité associe à 𝑋.

Exercice 25
(Concours de l’Iscae 2014)

Une urne 𝒰1 contient 3 boules rouges et 5 vertes.

Une urne 𝒰2 contient n boules rouges, 3 vertes et

2 blanches. On tire au hasard une boule de 𝒰1,

puis on la jette dans 𝒰2. On tire ensuite au hasard

simultanément deux boules de 𝒰2.

Si on tire deux boules rouges de 𝒰2, on gagne 50

dirhams.

Si on tire deux boules vertes de 𝒰2, on gagne 20

dirhams.

Si on tire deux boules blanches de 𝒰2, on gagne 10

dirhams.

Si on tire deux boules de couleurs différentes de

𝒰2, on perd 20 dirhams.

Soit X la variable aléatoire ≪ gain en dirhams à

l’issue d’une telle épreuve ≫. L’espérance de X est :

¬
5(4𝑛2 − 19𝑛 − 12)

4(𝑛 + 5)(𝑛 + 6)
­

5(4𝑛2 − 14𝑛 − 12)

4(𝑛 + 5)(𝑛 + 6)

®
5(4𝑛2 − 17𝑛 − 12)

4(𝑛 + 5)(𝑛 + 6)
¯

5(3𝑛2 − 19𝑛 − 12)

4(𝑛 + 5)(𝑛 + 6)

Exercice 26
(Bac 2010 2𝑒𝑚𝑒 session)

Une urne contient 10 boules blanches et 2 boules

rouges. On tire les boules de l’urne l’une après

l’autre et avec remise jusqu’à l’obtention pour la

première fois d’une boule blanche, on s’arrête là.

Soit 𝑋 la variable aléatoire associée au nombre de

boule tirée.

Ê (a) Déterminer l’ensemble des valeurs du va-

riable aléatoire 𝑋.

(b) Calculer la probabilité de l’évènement [𝑋 =

1].

(c) Montrer que 𝑃 [𝑋 = 2] =
5

3
.
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(d) Calculer la probabilité de l’évènement [𝑋 =

3].

Ë (a) Montrer que ℰ(𝑋) =
13

11
. (où ℰ(𝑋) est

l’espérance mathématique).

(b) Calculer ℰ(𝑋2) puis déduire la variance

𝒱(𝑋).

Exercice 27
(Bac 2017 2𝑒𝑚𝑒 session)

Une urne contient 2𝑛 boules indiscernables au tou-

cher (𝑛 ∈ N) : 𝑛 sont noires et 𝑛 sont blanches.

On tire successivement et avec remise 2 boules de

l’urne.

On considère le jeu suivant :

- Si la couleur des deux boules tirées est blanche,

le joueur gagne 20 point.

- Si les couleurs des deux boules tirées est noire, le

joueur perd 20 point.

- Si la couleur des deux boules tirées est différentes,

le joueur ne gagnera rien.

Ê Calculer La probabilité où le joueur gagne 20

points perd 20 points et quand il ne gagnera rien.

Ë On répète le jeux précédents 5 fois, calculer la

probabilités des évènements suivants :

”A” Le joueur gagne 100 points.

”B” Le joueur gagne 40 points.

Ì Pendant un seul jeu, on considère la variable

aléatoire 𝑋 qui prend la valeur +20 si le joueur

gagne ou bien −20 si le joueur perdre et 0 si le

joueur n’a pas gagné.

(a) Donner la loi probabiliste de la variable

aléatoire 𝑋.

(b) Calculer l’espérance mathématique de la va-

riable aléatoire 𝑋.
Exercice 28

(Bac 2016 2𝑛𝑑 session)

We have two urns 𝒰 and 𝒱 :

- The urn 𝒰 contains 4 red balls and 4 blue balls.

- The urn 𝒱 contains 2 red balls and 4 blue balls.

We consider the following experiment :

We draw a ball from the urn 𝒰 at random : if it

is red, we put it in the urn V then we draw a ball

from the urn 𝒱 at random : if it is blue we put

it aside, then we draw a ball from the urn 𝒱 at

random.

Let the following events occur :

- 𝑅𝒰 : The drawn ball from the urn is red

- 𝐵𝒰 : The drawn ball from the urn is blue

- 𝑅𝒱 : The drawn ball from the urn is red

- 𝐵𝒱 : The drawn ball from the urn is blue

Ê Calculate the probabilities of the two events 𝑅𝒰

and 𝐵𝒰 .

Ë (a) Calculate the probability of the events 𝐵𝒱

knowing that the event 𝑅𝒰 was realized.

(b) Calculate the probability of the events 𝐵𝒱 kno-

wing that the event 𝐵𝒰 was realized.

Ì Prove that the probability of the event 𝐵𝒱 is
13

21
.

Í Deduce the probability of the event 𝑅𝒱 .
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2023 − 2022 : TyF�Cd�� Tns��

TyRA§C �wl� �A� Ty�A���
1 ��C ¨�zn� |r�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

N �� 𝑛 �k� 𝑓𝑛(𝑥) = arctan(
4
√
𝑥

𝑛
) + 3

√
𝑥 : ¨l§ Am� T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

.£d§d�� 	�§ 𝐽 �A�� w�� R �� Tysk� T�� �bq� 𝑓𝑛  � �y� Ê

.𝛼𝑛 ∈ R �dy�¤ ®� �bq� arctan(
4
√
𝑥

𝑛
) + 3

√
𝑥 = 0 T� A`m��  � �tntF� Ë

𝑓(𝑥) = tan2(𝑥) − 2
√
3 tan(𝑥) ¨l§ Am� T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

2 �§rm�

.𝑘 ∈ Z �� 𝐷𝑘 =

]︂
−
𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

[︂
�A�m�� Yl� 𝑓 T��d�� T�A�C xC � �� 𝐷𝑓  d� Ê

𝐽 �A�� w�� 𝐼𝑘 �� ��Aq� 𝑓𝑘  � �y� .𝐼𝑘 =

]︂
−
𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

3
+ 𝑘𝜋

[︂
�A�m�� Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑓𝑘 �kt� Ë

.¨sk`�� Ahl�Aq�  d� �� ,£d§d�� 	�§

𝐿 �A�� w�� 𝐾𝑘 �� ��Aq� 𝑔𝑘  � �y� .𝐾𝑘 =

]︂
𝜋

3
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

[︂
�A�m�� Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔𝑘 �kt� Ì

.¨sk`�� ¢l�Aq�  d� �� ,£d§d�� 	�§

3 �§rm�

: þ�

[︂
−∞,

𝜋

2

[︂
Yl� T�r`m�� 𝑓 T��d�� rbt`�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3
√
−𝑥 − 3

√
𝑥2 ; 𝑥 ∈] − ∞, 0[

arctan(
√︀

tan(𝑥)) ; 𝑥 ∈
[︂
0,

𝜋

2

[︂
.0 ¨� TlOt� 𝑓  � �y� Ê

: Ty�At�� �A§Ahn�� 	s�� Ë

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
; lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ; lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)

𝑥
; lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)

𝑥

.𝐼 w�� 𝐼 �� ��Aq� 𝑓  � �y� ,𝐼 =

[︂
0,

𝜋

2

[︂
�S� Ì

.𝑓−1(𝑥) = 𝑥 T� A`m�� 𝐼 ¨� �� (a) Í

.𝑓−1(𝑥) > 𝑥 T���rtm�� 𝐼 ¨� �� (𝑏)

.(∀𝑥 ∈ 𝐼) 𝑔(𝑥) := 𝑓(
𝜋

2
− 𝑥) T§ d`�� T��d�� rbt`� .𝛽 ∈]0, 1[ �ky� Î

.

]︂
0,

𝜋

2

]︂
Yl� A`W� TyO�An� ¤ TlOt� 𝑔  � �y�

.𝑥 ∈ 𝐼 �ky� Ï

:  � �y� (𝑎)

.𝑓(
𝜋

2
− 𝑦) = 𝛽𝑓(𝑥) ; (∃!𝑦 ∈

[︂
0,

𝜋

2

[︂
)

.𝑦 ≥
𝜋

2
− 𝑥 :  � �y� (𝑏)

.𝑥 = 0 ⇔ 𝑦 =
𝜋

2
− 𝑥  � �y� (𝑐)
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4 �§rm�

.�d`n� ry� ¨`ybV �y�}  d� 𝑛 �ky�

𝐼 ºz���

.𝑔𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 + 𝑥 − 1 ¨l§ Am� R+
Yl� T�r`m�� 𝑔𝑛 T§ d`�� T��d�� rbt`�

.0 < 𝑣𝑛 < 1  � ¤ R*+
Yl� 𝑣𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑔𝑛(𝑥) = 0 T�A`m��  � �y� Ê

.(𝑣𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm�� T�A�C �tntF� �� .(∀𝑥 ∈]0, 1[)𝑔𝑛+1(𝑥) < 𝑔𝑛(𝑥)  � �y� Ë

𝐼𝐼 ºz���

.(∀𝑥 > 0) arctan(𝑥) + arctan

(︂
1

𝑥

)︂
=

𝜋

2
 � �y� Ê

.(∀𝑥 < 0) arctan(𝑥) + arctan

(︂
1

𝑥

)︂
= −

𝜋

2
 � �y� ,�\�� xw� T�� T�A�C �Am`tFA� Ë

.(∀𝑥 ∈]0, 1[) 𝑛
√
𝑥 < 𝑛+1

√
𝑥  � �y� Ì

𝐼𝐼𝐼 ºz���

:þ� R+
Yl� T�r`m�� 𝑓𝑛 T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`�⎧⎪⎨⎪⎩

𝑓𝑛(𝑥) = arctan( 𝑛
√
𝑥) − arctan

(︂
1

𝑥

)︂
+

𝜋

4
;𝑥 > 0

𝑓𝑛(0) = −
𝜋

4
.

(︀
∀𝑥 ∈ R+

)︀
1
√
𝑥 = 𝑥 ��

. lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) =
3𝜋

4
 � ¤ lim

𝑥→0+
𝑓𝑛(𝑥) = −

𝜋

4
 � �y� ,𝐼.1 ��¥s�� �Am`tFA� Ê

.R+
Yl� TlOt� 𝑓𝑛  � �y� Ë

.( ¨�A��� ºz��� �� 2 �Am`tF� �km§)R+
Yl� A`W� T§d§�z� 𝑓𝑛  � �y� Ì

.R*+
�� 𝑢𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � �tntF� Í

.(∀𝑛 ∈ N*) 0 < 𝑢𝑛 < 1  � �y� �� ,𝑢1  d� Î

.(∀𝑥 ∈]0, 1[)𝑓𝑛(𝑥) < 𝑓𝑛+1(𝑥)  � �y� ,𝐼𝐼 ºz��� �¶At� �Am`tFA� Ï

.A`W� TyO�An� (𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �y� Ð

𝐼𝑉 ºz���

.
2

1 + 𝑣𝑛

= 1 + 𝑢𝑛 ¤ (∀𝑛 ∈ N*)𝑢𝑛 = (𝑣𝑛)
𝑛
 � �y� Ê

.(𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm�� T�A�C «r�� ­r� �tntF� Ë
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

1 ��C x¤r�� |r�

2ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

Ahny� Amy� Tlqts� �§rmt�� �@¡ Tl·F�

1 �§rm�
8𝑝𝑛𝑡

: ¨l§ A� 	s�� Ê

𝐵 = arctan

(︂
tan

(︂
−
32𝜋

5

)︂)︂
¤ 𝐴 = arctan

(︂
tan

(︂
32𝜋

5

)︂)︂
1

arctan 1 + arctan 2 + arctan 3 = 𝜋 :  � �y� Ë 1

:Ty�At�� �A§Ahn�� 	s�� Ì

𝑎 > 0 �� lim
𝑥→𝑎

4
√
𝑥 − 4

√
𝑎

𝑥 − 𝑎
(𝑖) 1

lim
𝑥→0+

2021
√
𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

(︂
1

2022
√
𝑥

)︂
(𝑖𝑖) 1

lim
𝑥→8

arctan( 3
√
𝑥 − 8)

3
√
𝑥 − 2

(𝑖𝑖𝑖) 1

.(∀𝑛 ∈ N) ;𝐶 = arctan(𝑛 + 1) − arctan(𝑛) : 	s�� (𝑎) Í 1

.(∀𝑛 ∈ N) ,𝐷 =
𝑛∑︁

𝑘=0

arctan

(︂
1

1 + 𝑘 + 𝑘2

)︂
�wm�m�� �tntF� (𝑏) 1

. lim
𝑛→+∞

2

𝑛2
= 0  � �y� T§ d� Ty�Att� T§Ah� �§r`� �Am`tFA� Î 1

2 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

.𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑛𝑥 + 1 : ¨l§ Am� R Yl� T�r`m�� T��d�� rbt`�

 d� .]0, 1[ �� 𝑥𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓𝑛(𝑥) = 0 T� A`m�� 𝑛 ≥ 3 �k� ¢�� �y� Ê

.𝑥2 Tmy�

1, 5

1

𝑛
≤ 𝑥𝑛 ≤

2

𝑛
: An§d� 𝑛 ≥ 3 �k�  � �y� Ë 1

.(∀𝑥 ∈]0, 1[) 𝑓𝑛+1(𝑥) ≤ 𝑓𝑛(𝑥) : 𝑛 ≥ 3 �k�  � �y� Ì 1

.(𝑥𝑛)𝑛≥2 Ty�Attm�� T�A�C �tntF� Í 0, 5

3 �§rm�
+2𝑝𝑛𝑡

�� TlOt� ¤ T�r`� T�� 𝑓 �kt� ¤ 𝑎 < 𝑏 �y�� �yqyq� �§ d� 𝑏 ¤ 𝑎 �ky�

.[𝑎, 𝑏] w�� [𝑎, 𝑏]

 � ¨n`§ [𝑎, 𝑏] �� ­d�A} TWq� �bq� 𝑓 T��d��  � 
b��

(∃𝛼 ∈ [𝑎, 𝑏]) : 𝑓(𝛼) = 𝛼
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4 �§rm�
8𝑝𝑛𝑡

: ¨l§ Am� T�r`� T§ d� T�� 𝑓 ¤ ¨qyq�  d� 𝑎 �ky�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝑎𝑟𝑐𝑎𝑡𝑛

(︂
1

𝑥

)︂
; 𝑥 > 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(−𝑥) + 3
√
−𝑥 + 𝑎 ; − 1 ≤ 𝑥 ≤ 0

3
√︀

1 − 𝑥3 + 𝑥 ; 𝑥 < −1

.𝐷𝑓  d� Ê 1

.𝐷𝑓 ��d�� dn� T��d�� �A§Ah� 	s�� Ë 1

.0 ¨� 𝑓 �AO�� xC � 𝑎 �y� 	s� (𝑎) Ì 1

.−1 ¨� TlOt� 𝑓  wk� Ahl�� �� ¨t�� 𝑎 Tmy�  d� (𝑏) 1

.] − ∞,−1[ �A�m�� Yl� TlOt� 𝑓  � �y� (𝑐) 1

.𝑓(𝑥) =
𝜋

2
: (∀𝑥 > 0) :  � �y� Í 1

.[−1, 0] Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔 rbt`� ¤ 𝑎 = −
𝜋

4
 � |rtf� ��¥s�� �@¡ ¨� Î

.] − 1, 0[ Yl� 𝛼 ®� ��±� Yl� �bq� 𝑔(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� (𝑎) 1

.£d§d�� �t§ 𝐽 �A�� w�� [−1, 0] �� ��Aq� 𝑔  � �y� (𝑏) 1

Scanner le code QR après 12 :30.
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

2 ��C x¤r�� |r�

2ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 ºz���

:  � �y� Tyhtnm�� ��d§�zt�� Tn¡rb� �Am`tFA� Ê 1
𝑥

1 + 𝑥2
< arctan𝑥 < 𝑥 (∀𝑥 > 0)

𝑥 < arctan𝑥 <
𝑥

1 + 𝑥2
(∀𝑥 < 0) :  � �tntF� Ë 0, 5

lim
𝑥→0−

arctan𝑥 − 𝑥

𝑥2
 d� Ì 0, 5

2 ºz���

: ¨l§ Am� R Yl� T�r`� T�� 𝑓 �kt�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
𝑥 +

1

𝑥

)︂
arctan𝑥 ; 𝑥 > 0

1 − 𝑥2 arctan
1

𝑥
; 𝑥 < 0

1 𝑥 = 0

.0 ¨� TlOt� 𝑓  � 
b�� Ê 1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ :  � �y� Ë 1

.0 CAs§ Yl� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � (𝑎) Ì 0, 5

®§¤�� �tntF� �� .0 �ym§ Yl� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � 1 ºz��� �Am`tFA� (𝑏)

.Ahyl� �O�m�� T�ytnl� AyFdn¡

1

: ¨l§ Am� T�r`m�� T��d�� ℎ �kt� Í

ℎ(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥2
− 2 arctan

1

𝑥
(∀𝑥 < 0)

:  � �tntF� �� ] − ∞, 0[ Yl� ℎ T��d�� ��ry�� �¤d� X�� (𝑎) 1, 5

(∀𝑥 < 0) : 0 < ℎ(𝑥) < 𝜋

.(∀𝑥 < 0) 𝑓 ′(𝑥) = 𝑥ℎ(𝑥)  � �� �q�� (𝑏) 0, 5

�y� (𝑎)( 1-1ºz��� �Am`tFA� �� ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (𝑎) Î

.(∀𝑥 > 0) 𝑓 ′(𝑥) > 0 :  �

1, 5

.R Yl� 𝑓 ��ry�� �¤d� X�� (𝑏) 0, 5

�t§ 𝐽 �A�� w�� R−
�� ��Aq� 𝑔  � �y� ,R−

Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔 �kt� Ï

.£d§d��

1
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𝑦 = 1 − 𝑥 ¢t� A`� �¶A� 
CAq� �bq� (𝒞𝑓)  � �y� (𝑐)( 1-1ºz��� �Am`tFA� Ð

.−∞ C�w��

1

: (Δ) �yqtsm��  � �tntF� �� lim
𝑥→+∞

𝑥(arctan𝑥 −
𝜋

2
) = −1  � �y� Ñ

.+∞ C�w�� �¶A� 
CAq� 𝑦 =
𝜋

2
𝑥 − 1

1, 5

�� .(𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �l`m�� Hf� ¨� (𝒞𝑔−1) ¤ (𝒞𝑓)  Ayy�nm�� ¸K�� Ò

(‖
−→
𝑖 ‖ = ‖

−→
𝑗 ‖ = 2𝑐𝑚)

2

3 ºz���

: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛) Ty�Attm�� rbt`�⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢0 ∈] − 1, 0[

𝑢𝑛+1 : = −
1

4
𝑓(𝑢𝑛)

.(∀𝑛 ∈ N) −1 < 𝑢𝑛 < 0 :  � 
b�� Ê 1

.] − 1, 0[ ¨� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = −4𝑥 T� A`m��  � �y� Ë 0, 5

|𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤
𝜋

4
|𝑢𝑛 − 𝛼| (∀𝑛 ∈ N) :  � �y� Ì 1, 5

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑢𝑛)  � �tntF� (𝑎) Í 1

.(10−1
) T�d�A� 𝛼 þ� Ab§rq� X�� (𝑏) 1
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

3 ��C x¤r�� |r�

3ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

(3𝑝𝑛𝑡)
1 �§rm�

: Ty�At�� �A§Ahn�� 	s��

lim
𝑥→0+

√
𝑥

𝑒𝑥 − 1
Ì lim

𝑥→+∞

𝑥 + 𝑥2 ln𝑥

(ln𝑥)2 + ln(𝑥2)
Ë lim

𝑥→+∞
𝑒2𝑥+1 − 𝑥5 Ê

lim
𝑥→−∞

ln(
arctan𝑥

𝑥
)Ï lim

𝑥→+∞

𝑒3𝑥 − 𝑥

ln𝑥
Î lim

𝑥→0+
3𝑥2 + (ln𝑥)2 −

1
√
𝑥

Í

(5, 5𝑝𝑛𝑡)
2 �§rm�

𝑓(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥 ¨l§ Am� R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

.£d§d�� �t§ 𝐽 �A�� w�� [0, 1] �� ��Aq� 𝑓  � 
b�� (𝑎) Ê

.𝑓−1
��ry�� �¤d� X�� ,𝑓 þ� ¨sk`�� ��Aqt�� 𝑓−1

�kt� (𝑏)

.𝛼𝑒𝛼 = 1 �y�� ]0, 1[ �� 𝛼 dy�¤ rOn� d�w§ ¢�� �y� Ë⎧⎨⎩ 𝑢𝑛+1 = 𝑓−1(𝑢𝑛)

𝑢0 = 𝛼 ∀𝑛 ≥ 0
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛≥0 T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`� Ì

.(∀𝑛 ≥ 0) 𝑢𝑛 ∈]0, 1[  � �y� (𝑎)

.(∀𝑥 ∈ [0, 1]) 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥  � 
b�� (𝑏)

. TyO�An� (𝑢𝑛) Ty�Attm��  � �tntF� (𝑐)

.0 ¨¡ Aht§Ah�  � ¤ T�CAqt� (𝑢𝑛) Ty�Attm��  � �y� (𝑑)

.𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑢𝑘 �S� N �� 𝑛 �k� Í

.𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛𝑒

−𝑢𝑛+1 (∀𝑛 ≥ 0) :  � �y� (𝑎)

.𝑢𝑛 = 𝛼
𝑒−𝑆𝑛+𝛼

2𝑛
(∀𝑛 ≥ 0)  � �tntF� (𝑏)

.𝑢𝑛 ≤ (
1

2
)𝑛 (∀𝑛 ≤ 0)  � 
b�� (𝑐)

.𝛼 ≤ 𝑙 ≤ 2  � �� �q�� ¤ 𝑙 w�� T�CAqt� (𝑆𝑛) Ty�Attm��  � �tntF� (𝑑)
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(11, 5𝑝𝑛𝑡)
3 �§rm�

1 ºz���

𝑔(𝑥) = ln3(𝑥) − ln2(𝑥) + ln(𝑥) + 1 þ� R*+
Yl� T�r`m�� Ty�Attm�� 𝑔 �kt�

 � ¤ R*+
Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑔  � �� �q�� Ê

∀𝑥 > 0 : 𝑔′(𝑥) =
3 ln2(𝑥) − 2 ln(𝑥) + 1

𝑥

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞  � ¤ lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = −∞  � �y� Ë

.𝑔 ��ry�� �¤d� X�� Ì

.R w�� R*+
�� ��Aq� 𝑔  � �tntF� Í

(1𝑝) .𝛼 ∈]
1

𝑒
, 1[  � ¤ R*+

�� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑔(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� Î

.]0,+∞[ Yl� 𝑔 ­CAJ� �¤d� �tntF� Ï

2 ºz���

: ¨l§ Am� R+
Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑥) =

𝑥 ln𝑥

1 + ln2 𝑥
; 𝑥 > 0

𝑓(0) = 0 𝑥 = 0

�O�m�� �¶Atnl� AyFdn¡ ®§¤�� X�� �� , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑡)

𝑡
= 0 ¤ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑡) = +∞  � �y� Ê

(1𝑝) .Ahyl�

.0 �ym§ Yl� TlOt� 𝑓  � �y� Ë

(1𝑝).Ahyl� �O�m�� �¶Atnl� AyFdn¡ ®§¤�� X�� ��,0 �ym§ Yl� 𝑓 �AqtJ� Tyl�A� xC � Ì

(1𝑝).𝑓 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� �� ∀𝑥 > 0 : 𝑓 ′(𝑥) =
𝑔(𝑥)(︀

1 + ln2(𝑥)
)︀2  � 
b�� Í

.𝐴(1, 0) TWqn�� ¨� (𝐶𝑓) þ� (𝑇 ) xAmm�� T� A`� X�� Î

(1𝑝).𝑓(𝛼) ≃ −0.25 ¤ 𝛼 ≃ 0.6 �� (𝑇 ) ¤ (𝐶𝑓) ¸K�� Ï

3 ºz���

.𝛼𝑛 ∈ [1,+∞[ �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = 𝑛 T� A`m�� : 𝑛 ∈ N*
�k�  � �y� Ê

(1𝑝).𝛼𝑛 ≥ 2𝑛 :𝑛 ∈ N*
�k� ¢�� �tntF� �� ∀𝑡 ∈ [1,+∞[: 𝑓(𝑡) ≤

1

2
𝑡  � �� �q�� Ë

(1𝑝). lim
𝑛→+∞

𝑛
√
𝛼𝑛 = 1  � �tntF� �� ln

(︀
𝑛
√
𝛼𝑛

)︀
=

1 + ln2 (𝛼𝑛)

𝛼𝑛

:𝑛 ∈ N*
�k�  � 
b�� Ì

. lim
𝑛→+∞

𝑛
(︀

𝑛
√
𝛼𝑛 − 1

)︀
	s�� Í
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

4 ��C x¤r�� |r�

2ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

𝑀 ′(𝑧′) ¤ 𝑀(𝑧) �ytWqn�� rbt`� ,©dq`�� �l`m�� ¨� (𝐼)
1 �§rm�

𝑧′ =
1

2
(1 + 𝑖)(𝑧 + 𝑧) �y��

8𝑝𝑛𝑡

.𝑧′
©dq`��  d`l� ©rb��� �kK�� X�� 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  � Aml� Ê 1

Tymyqts� Xq� 𝑀 ′
¤ 𝑂,𝐴  � �y� ,𝐴(1 + 𝑖) �S� Ë 1

�r} ¨ly�� 𝑧′ − 𝑧  � �y� Ì 1

�y�� 𝑀(𝑧) Xqn�� T�wm�� ¸K�� ��  d� Í

|𝑧 − 1 − 𝑖| = |4 − 3𝑖| : (𝐸2) |𝑧 − 1 − 𝑖| = |𝑖𝑧| : (𝐸1) 3

𝑤 =
𝑧 − 𝑢𝑧

1 − 𝑢
�S� 𝑢 ̸= 1 �� C �� 𝑢 ¤ 𝑧 �ky� (𝐼𝐼)

𝑤 ∈ 𝐼𝑅  �� |𝑢| = 1  A� �Ð� ¢�� �y� Ê 1

𝑤 ∈ R ⇒ (𝑧 ∈ R 𝑜𝑢 |𝑢| = 1)  � �y� Ë 1

Am� ]0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑓 T��d�� rbt`�

2 �§rm�

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + ln𝑥 + arctan(
√
𝑥) :¨l§

12𝑝𝑛𝑡

1 ºz���

.]0,+∞[ Yl� TlOt� T�� 𝑓  � �y� Ê 0, 5

.Ty¶Ah�¯� �¤rf�� X�� �� 𝐷𝑓 ��d�� dn� 𝑓 �A§Ah� 	s�� Ë 1

. ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (� Ì 0, 5

.��ry�t�� �¤d� X�� �� 𝑓 ′
	s�� (
 1

.(∀𝑥 ∈]0,+∞[), 𝑓 ′(𝑥) > 2  � �y� (� 1

.£d§d�� 	�§ 𝐽 �A�� w�� ]0,+∞[ �� ��Aq� 𝑓  � �y� Í 1

.]0,+∞[ �A�m�� ¨� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = 𝑥 T� A`m��  � �y� (� Î 1

.(∀𝑥 ∈ [𝛼,+∞[), 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥  � �y� (
 1

.�l`m�� Hf� ¨� 𝐶𝑓−1 ¤ 𝐶𝑓 ¸K�� Ï 2

2 ºz���{︃
𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)

𝑢0 ∈]𝛼,+∞[
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� rbt`�

.(∀𝑛 ∈ N), 𝑢𝑛 > 𝛼  � �y� Ê 1

. lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞  � �y� Ì .T§d§�z� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �y� Ë 2

1 T�fO�� 28-01-2022
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

5 ��C x¤r�� |r�

2ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

(𝐶𝑛) ¤ 𝑓𝑛(𝑥) = −𝑛𝑥 + ln(𝑥) : ¨l§ Am� R*
+ Yl� T�r`� T�� 𝑓𝑛 �kt� ¤ 𝑛 ∈ N*

�ky�

(𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �.�.� ¨� A¡An�n�

(1pt) . lim
𝑥→0+

𝑓𝑛(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) 	s�� (𝑎) (1)

(1pt) .𝑓𝑛 ��ry�� �¤d� X�� �� ∀𝑥 ∈ R*
+; 𝑓

′
𝑛(𝑥) =

−𝑛𝑥 + 1

𝑥
:  � �y� (𝑏)

(1pt) .𝐶𝑛 � Ty¶Ah�¯� �¤rf�� xC � (𝑐)

(1pt) .𝐶2 ¤ 𝐶1 ¸K�� (𝑑)

(1pt) .∀𝑥 ∈ R*
+; 2𝑥 − 1 > ln(𝑥)  � �y� (𝑎) (2)

: �y�� 𝑏𝑛 ¤ 𝑎𝑛 XbS�A� �yl� �bq� (𝐸) : 𝑓𝑛(𝑥) = −2𝑛 T� A`m��  � �y� (𝑏)

(2pt) .𝑏𝑛 > 2 � 0 < 𝑎𝑛 <
1

𝑛

(1pt) lim
𝑛→+∞

𝑛
√
𝑎𝑛 =

1

𝑒2
·  � �y� �� (𝑎𝑛)

*
𝑛∈𝑁 T§Ah� 	s�� (3)

(1pt) (𝑏𝑛)𝑛∈𝑁* T�A�C �tntF� �� ∀𝑛 ∈ 𝑁*; 𝑓𝑛+1 (𝑏𝑛) < −2(𝑛 + 1)  � �y� (𝑎) (4)

(1pt) lim
𝑛→+∞

𝑛 (𝑏𝑛 − 2)

ln(2)
. ¤ lim

𝑛→+∞
𝑏𝑛 	s�� �� T�CAqt� (𝑏𝑛)𝑛∈𝑁*  � �y� (𝑏)

2 �§rm�

�¤±� ºz���

(𝐸𝑚) : (1+𝑖)𝑧2−2𝑖(𝑚+1)𝑧−(1−𝑖)
(︀
𝑚2 + 1

)︀
= 0 T� A`m��C¨�rbt`� ¤𝑚 ∈ C�ky�

𝑚 = 0  A� �Ð� Ayqyq� � d�  wk§ 𝑧1 T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1 
 z�r�

.𝑧2 = 𝑚 + 𝑖 ¤ 𝑧1 = 1 + 𝑖𝑚  � �y� , Δ = (2(𝑚 − 1))2 T� A`m�� zym� Δ �ky� - 1

(2pt)

(1pt) .𝑧1𝑧2 = 1 Ahl�� �� ¨t�� 𝑚 �y� d�¤� -2

(1pt) .|𝑧1| = |𝑧2| ⇔ 𝑚 ∈ R  � �y� (3)

(1pt) .arg (𝑧1) ≡ arg (𝑧2) [𝜋] ⇔ |𝑚| = 1  �� 𝑚 ∈ C − {𝑖,−𝑖}  A� �Ð� ¢�� �y� (4)

(2pt) .0 < 𝜃 <
𝜋

2
�� 𝑧2 ¤ 𝑧1 ¨�l�m�� �kK�� Yl� 	t�� 𝑚 = 𝑒𝑖𝜃  � |rtf� (5)
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¨�A��� ºz���

(︀
𝑂,−→𝑒1 , 𝑒2

)︀
�.�.� Y�� 
wsn� ©dq`�� «wtsm��

.Ω(1 + 𝑖) ¤ 𝐴(𝑚), 𝐴1 (𝑧1) , 𝐴2 (𝑧2) Xqn�� rbt`�

(1pt) .
−𝜋

2
¢t§¤�E ¤ Ω(1+ 𝑖) £z�r� ©@��  �C¤d�A� 𝐴1 (𝑧1) ­Cw} 𝐴2 (𝑧2)  � �y� (1)

.Re(𝑚) = Im(𝑚) ¤ 𝑚 ∈ C −
{︂
1,

1

2
(1 + 𝑖)

}︂
 � |rtf� (2)

(1pt) .
𝑧2 − 𝑚

𝑧1 − 𝑚
∈ 𝑖R  � �y� (𝑎)

(1pt) .­C¤�dt� Ω(1 + 𝑖) ¤ 𝐴(𝑚), 𝐴1 (𝑧1) , 𝐴2 (𝑧2) Xqn��  � �tntF� (𝑏)
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2022 − 2023
2  1 ��C ¨�zn� |r�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑛 ln𝑥 : ¨l§ Am� R*
+ Yl� T�r`m�� 𝑓𝑛 T��d�� rbt`� N*

�� 𝑛 �k�

( 7, 5) 1 ºz���

(∀𝑛 ∈ N*), (∀𝑥 ∈ R*
+) ℎ𝑛(𝑥) = 𝑛 ln𝑥 + 1 −

1

𝑥
�S�

.R*
+ Yl� ℎ𝑛 ��ry�� xC � (� Ê 0, 5

.R*
+ Yl� (𝑥 − 1)ℎ𝑛(𝑥) ­CAJ� �tntF� ¤ ℎ𝑛(1) 	s�� (
 0, 5

.(∀𝑥 > 0), 𝑓 ′
𝑛(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑛−1ℎ𝑛(𝑥)  � �y� (� Ë 0, 5

.R*
+ Yl� 𝑓𝑛 ��ry�� 𝑛 Ty�¤E 	s� xC � (
 1

(𝑓𝑛 T��d�� Yn�n� w¡ (𝒞𝑛)) .(𝒞𝑛) Yn�nml� T§Ah�®�� �¤rf�� xC � (� 1

.𝑛 Ty�¤E 	s� (𝒞𝑛+1) ¤ (𝒞𝑛) �yyn�nml� ¨bsn�� �Rw�� xC � ( 1

.𝑅(𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �l`m�� Hf� ¨� (𝒞2) ¤ (𝒞1) ¸K�� Ì 1, 5

.𝑥 = 𝑒 ¤ 𝑥 = 1 �ymyqtsm�� ¤ (𝒞2) ¤ (𝒞1) �y� CwO�m�� zy��� T�As� 	s�� Í 1, 5

( 10) 2 ºz���

𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥2

𝑥

𝑓1(𝑡)

(𝑡 − 1)4
𝑑𝑡 ¤ 𝐹 (0) = 0 : ¨l§ Am� [0, 1[∪]1,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝐹 T��d�� rbt`�

2 ln(𝑥)

∫︁ 𝑥2

𝑥

𝑑𝑡

(𝑡 − 1)3
≤ 𝐹 (𝑥) ≤ ln(𝑥)

∫︁ 𝑥2

𝑥

𝑑𝑡

(𝑡 − 1)3
: An§d� ∀𝑥 ∈]0, 1[  � 
b�� Ê 1∫︁ 𝑥2

𝑥

𝑑𝑡

(𝑡 − 1)3
��Akt�� 	s�� (�Ë 0, 75

(𝑥2 + 2𝑥) ln𝑥

(𝑥2 − 1)2
≤ 𝐹 (𝑥) ≤

(𝑥2 + 2𝑥) ln𝑥

2(𝑥2 − 1)2
: An§d� ∀𝑥 ∈]0, 1[  � �tntF� (
 0, 75

.0 �ym§ Yl� 𝐹 �AO�� xC � (� 0, 5

AyFdn¡ T�ytn�� �¤� �� lim
𝑥→1−

𝐹 (𝑥) 	s�� ( 1

.AyFdn¡ T�ytn�� �¤� �� 0 �ym§ Yl� 𝐹 �AqtJ� xC � (£ 1

(𝑥2 + 2𝑥) ln𝑥

2(𝑥2 − 1)2
≤ 𝐹 (𝑥) ≤

(𝑥2 + 2𝑥) ln𝑥

(𝑥2 − 1)2
: An§d� 𝑥 > 1 �k�  � �y� (� Ì 1

. lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) ¤ lim
𝑥→1+

𝐹 (𝑥) : �A§Ahn�� �tntF� (
 1

.]1,+∞[ ¤ ]0, 1[ �y�A�m�� �� �� Yl� 𝐹 �AqtJ� xC � (� Í 0, 5

.(𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0 R+ �� 𝑥 �k�  � ^�¯) 𝐹 ��ry�� �¤d� X�� (
 1, 5

.‖
−→
𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 �y�� 𝑅(𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �.�.� ¨� (𝒞𝐹 ) Yn�nm�� �FC� Î 1

( 2, 5) 3 ºz���

.𝐼𝑛 =

∫︁ 2

1

𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡 �S� N*
�� 𝑛 �k�

.(∀𝑛 ∈ N*) (𝑛 + 1)𝐼𝑛 = ln(2) −
∫︁ 2

1

(𝑡 − 1)𝑛+1

𝑡
𝑑𝑡  � 
b�� Ê 1

.(∀𝑛 ∈ N*)
1

2(𝑛 + 2)
≤ ln(2) − (𝑛 + 1)𝐼𝑛 ≤

1

𝑛 + 2
 � �tntF� (� Ë 1

.+∞ C�w�� 𝐼𝑛 þ� �¥�Ak� �tntF� �� lim
𝑛→+∞

(𝑛 + 1)𝐼𝑛 	s�� (
 0, 5
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6 ��C x¤r�� |r�

2ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

(13𝑝𝑛𝑡)
1 �§rm�⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐹 (𝑥) =

1

𝑥

∫︁ 𝑥

0

ln
(︀
1 + 𝑒−𝑡

)︀
𝑑𝑡 , 𝑥 ̸= 0

𝐹 (0) = ln(2)

 R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝐹 �kt�

𝐷𝐹 = R  � �y� (1)

Tl�Akm�� �Am`tFA� �tntF� �� ∀𝑡 ∈ R : ln
(︀
1 + 𝑒𝑡

)︀
= 𝑡 + ln

(︀
1 + 𝑒−𝑡

)︀
 � �y� 2.

:  � º�z�±A�

∀𝑥 ∈ R : 𝐹 (−𝑥) =
𝑥

2
+ 𝐹 (𝑥)

.∀𝑥 > 0 : ln
(︀
1 + 𝑒−𝑥

)︀
≤ 𝐹 (𝑥) ≤ ln(2)  � �b� XFwtm�� Tn¡rb� �Am`tFA� 3.

.0 ¨� TlOt� T�� 𝐹  � �tntF� 4.

.: lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 0  � �tntF� �� ∀𝑢 > 0 : ln(1 + 𝑢) ≤ 𝑢  � �y� 5.

C�w�� (𝐶𝐹 ) � 
CAq� (𝐷) : 𝑦 = −
𝑥

2
�yqtsm��  � �y� 5)¤ 2) �y��¥s�� �Am`tFA� 6.

.−∞
:  � �� �q�� 𝑥 ∈ R*

�ky� 7.

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0)

𝑥
=

1

𝑥2

∫︁ 𝑥

0

ln

(︂
1 + 𝑒−𝑡

2

)︂
𝑑𝑡

𝐺(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

ln

(︂
1 + 𝑒−𝑡

2

)︂
𝑑𝑡 
 R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝐺 �kt� 8.

¤ 𝐺(0) = 𝐺′(0) = 0  � ¤ R �y�r� �AqtJ®� Tl�A� 𝐺  � 
b�� (𝑎)

.∀𝑥 ∈ R : 𝐺′′(𝑥) =
−1

1 + 𝑒𝑥
[0, 𝑥] Yl� T�r`m�� 𝜙 T��d�� rbt`� 𝑥 > 0 �ky� (𝑏)


⎧⎨⎩ 𝜙(𝑡) = 𝐺(𝑡) −
1

2
𝐴𝑡2 , 𝑡 ̸= 𝑥

𝜙(𝑥) = 0

 � �y� [0, 𝑥] �A�m�� Yl� 𝜙′
T��d�� Yl� �� 𝜙 T��d�� Yl� �¤C Tn¡rb� �ybWt�

∃𝑐 ∈] 0, 𝑥 [: 𝐺′′(𝑐) = 𝐴

.∃𝑐 ∈]0, 𝑥[:
𝐺(𝑥)

𝑥2
=

−1

2 (𝑒𝑐 + 1)
 � �tntF� (𝑐)

𝐹 ′(0) =
−1

4
 � ¤ 0 ¨� �AqtJ²� Tl�A� F  � �y� (𝑑)
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:  � ¤ R*−
Yl� ¤ R*+

Yl� �AqtJ²� Tl�A� F  � �y� 9.

∀𝑥 ∈ R* : 𝑥𝐹 ′(𝑥) = ln
(︀
1 + 𝑒−𝑥

)︀
− 𝐹 (𝑥)

F ��ry�� �¤d� X�� 10.

(7𝑝𝑛𝑡)
2 �§rm�

𝜃 ∈]0, 2𝜋[ �kt� ¤ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 �y�� R*
+ ��  �d�� 𝑐 ¤ 𝑏 ¤ 𝑎 rbt`�

1 ºz���

𝑧2 − 2𝑝𝑧 + 𝑐2 = 0 : T� A`m�� rbt`� ¤ 𝑝 = 𝑎 cos 𝜃 + 𝑏𝑖 sin 𝜃 �S�

𝑧1 � z�r� (𝐸) T� A`m�� C ¨� �� �� 𝑝2 − 𝑐2 = (𝑏 cos 𝜃 + 𝑖𝑎 sin 𝜃)2  � �� �q�� 1.

(𝐸) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤

 � �tntF� ��
𝑧2 + 𝑐

𝑧2 − 𝑐
= −

𝑧1 + 𝑐

𝑧1 − 𝑐
 � �yb, 𝐹 ′(−𝑐) ¤ 𝑀1 (𝑧1) ,𝑀2 (𝑧2) , 𝐹 (𝑐) �kt� 2.

­C¤�dt� 𝑀1,𝑀2, 𝐹, 𝐹
′
Xqn��

2 ºz���

Cw�m�� � Tbsn�A� 𝐷 ��Am� 𝐴 ¤ 𝐷(𝑏+ 𝑖𝑐) ¤ 𝐵(−𝑎), 𝐶(𝑎) Xqn�� rbt`� ºz��� �@¡ ¨�

,(𝑂, 𝑣⃗) ¨ly�t��

𝑧𝐴 = −𝑏 + 𝑖𝑐  � �y� 1.

.𝐵′ = 𝑅(𝐵) ¤ 𝐴′ = 𝑅(𝐴) �S� ,𝜃 ¢t§¤�E ¤ 𝐶 £z�r� ©@��  �C¤d�� 𝑅 �ky� 2.

.𝑧𝐵′ = 𝑎
(︀
1 − 2𝑒𝑖𝜃

)︀
¤ 𝑧𝐴′ = 𝑎

(︀
1 − 𝑒𝑖𝜃

)︀
+ (−𝑏 + 𝑖𝑐)𝑒𝑖𝜃  � �y�

.¨��wt�� Yl� [𝐵′𝐶] ¤ [𝐴′𝐷] �yt`Wq�� ¨fOtn� 𝐽 ¤ 𝐼 
 z�r� 3.

𝑧𝐼

𝑧𝐽
=

𝑎 + 𝑏

2𝑎
+ 𝑖

1 + 𝑒𝑖𝜃

1 − 𝑒𝑖𝜃
·
𝑐

2𝑎
 � �y� (𝑎)

𝑂 ∈ (𝐼𝐽)  � �tntF� (𝑏)
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Lycée Bensouda

2021 − 2022 Devoir-7--4h- 2 BAC SM

Exercice 1
(4𝑝)

1) a/ Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ 𝑁, 21𝑛 ≡ 1 + 20𝑛[100].

b/ En déduire les deux derniers chiffres de l’entier 20212022.

On note 𝐸 l’ensemble des entiers 𝑥 ∈ 𝑍 tels que pour tout 𝑛 ∈ 𝑁 ,

𝑥𝑛 ≡ 1 + 𝑛(𝑥 − 1)[100].

2) Vérifier que 21 est un élément de 𝐸.

3) Soit 𝑥 un élément de 𝐸.

a/ Montrer que (𝑥 − 1)2 ≡ 0[100].

b) En déduire que 𝑥 ≡ 1[10].

4) Soit 𝑞 ∈ 𝑍. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ 𝑁, (1 + 10𝑞)𝑛 ≡ 1 + 10𝑛𝑞[100].

5) Déterminer l’ensemble 𝐸.
Exercice 2

(6𝑝) 1) Soit 𝜙 la fonction définie sur ]0,+∞[ par 𝜙(𝑥) =
1 + ln𝑥

𝑥
.

On désigne par (𝐶𝑓) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗) du

plan.

a/ Calculer lim
𝑥→0+

𝜙(𝑥) et lim
𝑥→+∞

𝜙(𝑥). Interpréter graphiquement les résultats.

b/ Montrer que pour tout 𝑥 > 0, 𝜙′(𝑥) =
− ln𝑥

𝑥2
.

c/ Dresser le tableau de variation de 𝜙.

d/ Tracer la courbe (𝐶𝑓), en précisant l’intersection avec l’axe des abscisses.

Dans la suite de l’exercice, 𝑛 est un entier supérieur ou égal à 1 .

2) Soit 𝜙𝑛 la fonction définie sur ]−𝑛,+∞[ par 𝜙𝑛(𝑥) =
1 + ln(𝑥 + 𝑛)

𝑥 + 𝑛
. On désigne

par (𝐶𝑛) sa courbe représentative dans le repère (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗).

a/ En remarquant que 𝜙𝑛(𝑥) = 𝜙(𝑥 + 𝑛), montrer que (𝒞𝑛) est limage de (𝐶) par

une translation que l’on précisera.

b/ Tracer (𝐶1) dans le repère (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗).

3) Soit ℎ𝑛 la fonction définie sur ]0,+∞ [parℎ𝑛(𝑥) = 𝜙𝑛(𝑥) − 𝜙(𝑥) .
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a) Montrer que pour tout 𝑥 ≥ 1, ℎ𝑛(𝑥) < 0.

b/ Montrer que pour tout 𝑥 de ] 0,1], ℎ′
𝑛(𝑥) < 0. cl En déduire que l’équation ℎ𝑛(𝑥) = 0

admet dans lintervalle ] 0,+∞ [ une unique solution 𝛼𝑛 et vérifier que
1

𝑒
< 𝛼𝑛 < 1.

4) a/ Montrer que 𝑛 + 1 + 𝑎𝑛+1 > 𝑛 + 𝑎𝑛.

b/ Comparer 𝜙 (𝛼𝑛+1) et 𝜙 (𝛼𝑛).

c/ Montrer que la suite (𝛼𝑛)𝑛>1 est convergente. On note ℓ sa limite. d/ Justifier que

lim
𝑛→+∞

𝜙 (𝛼𝑛) = 0. En déduire la valeur de ℓ.

Exercice 3
(5𝑝) 1) Soit 𝐹 et 𝐻 les fonctions définies sur [0,+∞ par

𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

𝑒−
√
𝑡𝑑𝑡 et 𝐻(𝑥) =

4

𝑒
− 2(1 +

√
𝑥)𝑒−

√
𝑥.

a/ Montrer que 𝐹 est dérivable sur [0,+∞ , et donner 𝐹 ′(𝑥).

b/ Montrer que pour tout 𝑥 > 0, 𝐹 (𝑥) = 𝐻(𝑥).

c/ En déduire que 𝐹 (0) = 𝐻(0).

2) Soit 𝐺 la fonction définie sur

[︂
0,+∞

[︂
par𝐺(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

√
𝑡𝑒−

√
𝑡𝑑𝑡 .

a/ En remarquant que pour tout 𝑡 > 0,
√
𝑡 =

𝑡
√
𝑡
, montrer à l’aide d’une intégration

par parties que 𝐺(𝑥) =
2

𝑒
− 2𝑥𝑒−

√
𝑥 + 2𝐹 (𝑥), pour tout 𝑥 > 0.

b/ Justifier que 𝐺(0) =
2

𝑒
+ 2𝐹 (0).

3) Ci-dessous on a tracer les deux fonctions 𝐶𝑓 et 𝐶𝑔 des fonctions 𝑓 et 𝑔 définies sur

[0,+∞ [ par 𝑓(𝑥) = 𝑒−
√
𝑥 et 𝑔(𝑥) =

√
𝑥𝑒−

√
𝑥.

Pour tout 𝜆 ≥ 1, on désigne par

𝐴𝜆 l’aire en (𝑢.𝑎) de la partie

du plan limitée par (𝐶𝑓) , (𝐶𝑔) et

les droites d’équations respectives

𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝜆.

a/ Montrer que 𝐴1 =
6

𝑒
− 2.

b/ Montrer que pour tout 𝜆 >

1, 𝐴𝜆 = 𝐴1 + 𝐺(𝜆) − 𝐹 (𝜆).

c/ Calculer lim
𝜆→+∞

𝐴𝜆.

Page 92 de 129



Exercice 4
(5𝑝)

Le plan est rapportée à un repère orthonormal direct (𝑂,−→𝑒1 ,−→𝑒2).
On considère l’application 𝑓 du plan dans lui-même qui, à tout point 𝑀 d’affixe 𝑧 associe

le point 𝑀 ′ d’affixe 𝑧′ telle que :

𝑧′ = −
(︁√

3 + 𝑖
)︁
𝑧 − 1 + i

(︁
1 +

√
3
)︁
.

1) Montrer que 𝑓 est une similitude dont le centre Ω a pour affixe 𝑖. En déterminer le

rapport et l’angle.

2) Soit 𝑀0 le point d’affixe 𝑧0 =

√
3

4
+

3

4
i.

Calculer ΩM0 et donner une mesure en radians de l’angle
(︁−→𝑒1 ;−−→Ω𝑀0

)︁
.

3) On considère la suite de points (𝑀𝑛)𝑛≥0, définie pour tout entier naturel 𝑛 par

𝑀𝑛+1 = 𝑓(𝑀𝑛). On note 𝑧𝑛 l’affixe du point 𝑀𝑛.

a/ Placer les points Ω, M0, M1, M2, M3 et M4.

b/ Montrer par récurrence, pour tout entier naturel 𝑛, l’égalité :

𝑧𝑛 − i = 2𝑛ei
7𝑛𝜋
6 (𝑧0 − i) .

c/ Pour tout entier naturel 𝑛, calculer Ω𝑀𝑛, puis déterminer le plus petit entier 𝑛 tel

que Ω𝑀𝑛 ≥ 102.

3) a/ On considère l’équation (𝐸) : 7𝑥− 12𝑦 = 1 où 𝑥 et 𝑦 sont deux entiers relatifs.

Après avoir vérifiée que le couple (−5 ; −3) est solution, résoudre l’équation (𝐸).

b/ Soit Δ l’ensemble des points 𝑀 du plan d’affixe 𝑧 telle que 𝐼𝑚(𝑧) = 1 et 𝑅𝑒(𝑧) ≥
0.

Caractériser géométriquement Δ et le représenter.

c/ Déterminer l’ensemble des entiers naturels 𝑛 tels que 𝑀𝑛 appartienne à la demi-droite

d’origine Ω dirigée par le vecteur −→𝑒1 . Préciser son plus petit élément.
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2021 − 2022

8 ��C x¤r�� |r�

3h EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�

an = 2.7n + 3.5n
− 5 �S� n ∈ N* �ky�

∀n ∈ N*; an+1 ≡ an[24] :  � �y� - a (1)

∀n ∈ N*; an ≡ 0[24] : �tntF� - b

p > 7 �y�� 	�w� ¨�¤�  d� p �ky� (2)

ap−1 ≡ 0[p]  � �y� - a

24p Yl� Tmsq�� ��A� ap−1  � �tntF� - b

(E) : a3x − a2y = 5a1 T� A`m�� rbt`� Z
2
¨� (3)

44x − 7y = 5 ¸�Ak� (E) T� A`m��  � �y� - a

.���� ���r� d§d�� �� (E) T� A`m�� �� - b

x ∧ y = 1 �y�� ;(E) � �� (x; y) �¤z��  d� - c

2 �§rm�

E =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩M(x; y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ x y

qy x

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ /(x; y) ∈ R2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ T�wm�m�� rbt`� , ¨qyq�  d� q �ky�

(M2(R); +) �� rqts� ºz� E  � �y� (1)

w = i
√︀
−q �S� ¤ q < 0  � |rtf� (2)

(∀z ∈ C) (∃! (x; y) ∈ R2
)︁

; z = x + wy  � �� �q�� - a

��AK� ϕ(z) = ϕ(x + wy) = M(x; y) ra E* w�� C
*
�� �r`m�� ϕ �ybWt��  � �y� - b

.
(︀E*; +)︀ w��

(︀
C
*; +
)︀
�� ¨l�Aq�(︀E*; +)︀ Tyn� �tntF� - c(︀E*; +)︀ �� M(x; y) rOn� �� 
wlq�  d� - d

q ≥ 0  � |rtf� (3)

M(
√

q; 1) +M(−
√

q; 1) = θ  � �q�� - a

.�ÐAm� ? ­r�E
(︀E*; +)︀ �¡ - b
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3 �§rm�

(E) :
1
m

z2 + (1 − 3i)z − 4m = 0 T� A`m�� C ¨� rbt`� ,m ∈ C* �ky�

a = 8 − 6i � �y`�rm�� �§C@���  d� - (1)a

Re
(︂ z1

m

)︂
< 0 �y�� (E) T� A`ml� z2 ¤ z1 �yl��� m T�¯d�  d� - b

,m ­dm� θ �ky� - c

arg (z2) ¤ arg (z1) ,θ T�¯d� 	s��

Xqn�� rbt`� (O; ~u;~v) �.�.� ©dq� �l`� ¨� (2)

¨��wt�� Yl� Ah�A��� ¨t�� D ¤ M ¤ M2 ¤ M1

zD = 1 + 3i ¤ z ¤ z2 ¤ z1

O ¨� T§¤�z�� �¶A� OM1 M2 �l�m��  � �y� - a

.Tymyqts� Xq� D ¤ M ¤ O �y�� M Xqn�� T�wm��  d� - b

O ¨� T§¤�z�� �¶A� OM D �l�m�� �y�� M Xqn�� T�wm��  d� - c

¨¡ M′2 TWqn�� ¤
π

2
¢t§¤�E ¤ O £z�r� ©@��  �C¤d�A� M1 ­Cw} ¨¡ M′1 TWqn�� (3)

−π

2
¢t§¤�E ¤ O £z�r� ©@��  �¤¤d�A� M2 ­Cw}

.­¦¤�dt� M′2 ¤ M′1 ¤ M2 ¤ M1 Xqn��  � �y� - a

M′2 ¤ M′1 ¤ M2 ¤ M1 Xqn�� �� rm� ¨t�� ­r¶�d�� z�r� Ω ��� m T�¯d�  d� - b

4 �§rm�

Soit n ∈ N* et soit fn la fonction définie sur R*+ par fn(x) = ln(x) −
n
x

et soit (Cn) la courbe

représentative de la fonction fn dans un repère orthonormé (O; ~−→; ~)

(1)a - Etudier les branches infinies de la courbe (Cn)

b - Etudier les variations de la fonction fn sur R*+, puis donner son tableau de variations

c - Construire la courbe (C2)

(2)a - Montrer que la fonction fn est une bijection de R*+ vers R

b - En déduire que
(︀
∀n ∈ N*)︀ (︀∃!an ∈ R

*+)︀ ; fn (an) = 0

c - Comparer les deux fonctions fn et fn+1 sur R*+ en déduire la monotonie de la suite (an)n>0

d - Montrer que ∀x > 0; ln(x) < x en déduire que lim
n→+∞

an = +∞

(3) Pour tout n ∈ N* on pose In =
1

an+1 − an
·

∫︁ an+1

an

fn(x)dx

a - Montrer :
(︀
∀n ∈ N*)︀ (∃cn ∈ [an; an+1]) ; f (cn) = In

b - Montrer que
(︀
∀n ∈ N*)︀ ; 0 ≤ In ≤

1
an+1

en déduire lim
n→+∞

In
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

2 ��C ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
11, 5𝑝𝑛𝑡

( 4, 25) 1 ºz���⎧⎨⎩ 𝑈(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥 − 1
𝑠𝑖 𝑥 ̸= 0

𝑈(0) = 1
: ¨l§ Am� R+

Yl� T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑈 �kt�

. lim
𝑥→+∞

𝑈(𝑥) 	s�� ¤ R+
Yl� TlOt� 𝑈 T��d��  � 
b�� Ê 0, 5

.A`W� 	�w� ¨qyq�  d� 𝑥 �ky� Ë

. 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

2

∫︁ 1

0

(1 − 𝑡)2𝑒𝑡𝑥𝑑𝑡 :  � 
b�� �y�r� º�z�¯A� Tl�Ak� �Am`tFA� (� 0, 5

. lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2
=

1

2
 � �tntF� ¤ 0 ≤

∫︁ 1

0

(1 − 𝑡)2𝑒𝑡𝑥𝑑𝑡 ≤
∫︁ 1

0

𝑒𝑡𝑥𝑑𝑡  � 
b�� (
 0, 5

.𝑈 ′
𝑑(0) = −

1

2
 � ¤ 0 �ym§ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑈 T��d��  � 
b�� Ì 0, 25

(∀𝑥 ∈ R+*)

(︂
𝑈 ′(𝑥) = (1 − 𝑥 − 𝑒−𝑥)

𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2

)︂
: ¢�� 
b�� Í 0, 5

.𝑈 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� ¤ (∀𝑥 ∈ R+*)
(︀
𝑒−𝑥 ≥ 1 − 𝑥

)︀
: ¢�� 
b�� Î 0, 5

.𝑈(𝑥) = 𝑥 T� A`m�� R+*
¨� �� Ï 0, 25⎧⎨⎩ 𝑎𝑛+1 = 𝑈(𝑎𝑛)

𝑎0 = 0
: ¨l§ Am� N Yl� T�r`m�� (𝑎𝑛) T§ d`�� Ty�Attm�� rbt`� Ð

 � ¤ (∀𝑥 ∈ R+*)

(︂
|𝑈 ′(𝑥)| ≤

1

2

)︂
 � �y� (∀𝑥 ∈ R+*)(𝑈 ′′(𝑥) > 0)  � �bq� (�

.(∀𝑥 ∈ R+*)(0 < 𝑈(𝑥) ≤ 1)

0, 5

.(∀𝑛 ∈ N)
(︂
|𝑎𝑛+1 − ln 2| ≤

1

2
|𝑎𝑛 − ln 2|

)︂
¢�� 
b�� (
 0, 5

.Aht§Ah� 	s�� ¤ T�CAqt� (𝑎𝑛) Ty�Attm��  � 
b�� (� 0, 25

( 5, 25) 2 ºz���⎧⎨⎩ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
√︀

1 − 𝑒2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

𝑓(𝑥) = ln(𝑈(𝑥)) 𝑠𝑖 𝑥 > 0
: ¨l§ Am� R Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt�

.‖
−→
𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 �y�� (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �.�.� Y�� 
wsnm�� «wtsm�� ¨� 𝑓 T��d�� Yn�n� (𝒞𝑓) �ky�

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0  � ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞  � 
b�� Ê 0, 5

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= −1  � �tntF� ¤ (∀𝑥 ∈ R+*)

(︀
𝑓(𝑥) = ln𝑥 − ln(1 − 𝑒−𝑥) − 𝑥

)︀
 � 
b�� Ë

.T�ytn�� AyFdn¡ �¤� ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = +∞ ¤

0, 75

.R Yl� TlOt� 𝑓 T��d��  � 
b�� Ì 0, 5

(1 ºz��� 3 ��¥s�� �Am`tF� �km§) .0 ¨� 𝑓 T��d�� �AqtJ� Tyl�A� xC � Í 0, 5⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥

(1 − 2𝑒2𝑥)
√
1 − 𝑒2𝑥

𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑓 ′(𝑥) =
𝑈 ′(𝑥)

𝑈(𝑥)
𝑠𝑖 𝑥 > 0

: R*
�� 𝑥 �k� ¢�� 
b�� Î 0, 5
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.𝑓 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� Ï 0, 5

.𝐼 =

]︂
−∞,−

ln 2

2

]︂
�A�m�� Yl� 𝑓 T��d�� CwO� 𝑔 �ky� Ð

.£d§d�� 	�§ 𝐽 �A�� w�� 𝐼 �A�m�� �� ��Aq� 𝑔  � 
b�� (� 0, 25

.𝐽 �� 𝑥 �k� 𝑔−1(𝑥)  d� (
 0, 5

(
ln 2

2
≈ 0, 35 @���) .�l`m�� Hf� ¨� (𝒞−1

𝑔 ) ¤ (𝒞𝑓)  Ayn�nm�� ¸K�� Ñ 0, 5

T� A`m�� ¤Ð �ymyqtsm�� ¤ �y}A�±� Cw�� ¤ (𝒞𝑓) Yn�nm�A� CwO�m�� «wtsm�� zy�Δ �ky� Ò

.𝑥 = −
ln 2

2
¤ 𝑥 = − ln 2

.𝑒𝑡 = sin𝑥 �R¤ �km§

∫︁ − ln 2
2

− ln 2

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 : ��Akt�� 	s�� (� 0, 5

.Δ zy��� T�As� �tntF� (
 0, 25

( 2) 3 ºz���⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐺(𝑥) =

∫︁ 2𝑥

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝐺(0) = 0

: ¨l§ Am� R+
Yl� T�r`m�� T��d�� 𝐺 �kt�

.R+
�� 𝑥 �k� T�r`� 𝐺 T��d��  � �q�� Ê 0, 25

.𝑥 ln

(︂
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1

)︂
≤ 𝐺(𝑥) ≤ 𝑥 ln

(︂
𝑥

𝑒𝑥 − 1

)︂
 � 
b�� Ë 0, 25

.0 �ym§ Yl� �AqtJ®� Tl�A� ¤ TlOt� 𝐺  � �tntF� Ì 0, 25

. lim
𝑥→+∞

𝐺(𝑥) : 	s�� Í 0, 25

 � 
b�� ¤ ,R+*
Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝐺  � 
b�� Î

.(∀𝑥 > 0)

(︂
𝐺′(𝑥) = ln

(︂
4𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2(𝑒𝑥 − 1)

)︂)︂ 0, 5

.𝐺 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� .(∀𝑥 > 0)
(︀
(𝑒𝑥 + 1)2(𝑒𝑥 − 1) > 4𝑥

)︀
 � �bq� Ï 0, 5

2 �§rm�
5, 5𝑝𝑛𝑡

( 1) 1 ºz���

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`� 𝑚 ∈ C �ky�

(E𝑚) : 𝑧2 − (1 + 2𝑚 + 𝑖𝑚)𝑧 + 2𝑚(1 + 𝑖𝑚) = 0

.Δ = (1 − 2𝑚 + 𝑖𝑚)2 : w¡ T� A`m�� zym�  � �� �q�� Ê 0, 5

.(E𝑚) T� A`m�� C ¨� �� Ë 0, 5

( 4, 5) 2 ºz���

Ah�A��� ¨t�� 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.� Y�� 
wsn� (𝒫) ©dq`�� «wtsm��

.𝑚 ̸= 𝑖 �� 𝑚 ¤ 𝑏 =
2𝑚

1 + 𝑖𝑚
¤ −𝑖 ¨��wt�� Yl�

.𝑏 ∈ R ⇔ |𝑚|2 = 𝐼𝑚(𝑚) :  � �y� (� Ê 0, 5

.𝑏 ∈ R �y�� 𝑀(𝑚) Xqn�� T�wm�� �tntF� (
 0, 5
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.𝑚 ∈ 𝑖R  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� Tymyqts� 𝑂 ¤ 𝑀 ¤ 𝐴 Xqn��  � �y� (�Ë 0, 5

.
𝑏 + 𝑖

𝑏
=

𝑚 + 𝑖

2𝑚
 �� 𝑚 ̸= 0  A� �Ð� ¢�� 
b�� (
 0, 5

.­C¤�dt� 𝑀 ¤ 𝑂 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn��  �� 𝑚 /∈ 𝑖R  A� �Ð� ¢�� �tntF� (� 0, 5

𝑀 ′′(𝑧′′) Y�� 𝑀 ′(𝑧′) �w�§ ©@�� ¤ (𝒫) w�� (𝒫) − {𝑂} �� �r`m�� �ybWt�� 𝑓 rbt`� Ì

.𝑧′′ = (1 + 𝑖𝑚)𝑧′
�y��

.A��C¤ 𝑓 �ybWt��  wk§ �y�� 𝑀(𝑚) Xqn�� T�wm��  d� (� 0, 5

.𝑧′′ ̸= 𝑧′
 �� 𝑧′ ̸= 0  A� �Ð� ¢�� �y�  �C¤ 𝑓  � Aml� (
 0, 5

.1 + 𝑖𝑚 =
√︀

1 + 𝑚2𝑒𝑖 arctan(𝑚)
 � ¤ 𝑚 ∈ R  � �y� .(𝑂𝑀 ′) ⊥ (𝑀 ′𝑀 ′′)  � Aml� (� 1

3 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

�y� (E) : 2𝑧2(1 − cos(2𝜃)) − 2𝑧 sin(2𝜃) + 1 = 0 Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`�

.𝜃 ∈
[︂
−
𝜋

2
, 0

[︂
∪

]︂
0,

𝜋

2

]︂
.(E) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1  d� Ê 1

.(𝜃 �y� 	s� L�A�) 𝑧2 ¤ 𝑧1 �§ d`�� ¨�l�m�� �kK�� Yl� 	t�� Ë 1

.𝐵(
𝑒𝑖𝜃

2 sin 𝜃
) ¤ 𝐴(

𝑒−𝑖𝜃

2 sin 𝜃
) ¤ 𝐼(

1

2 sin 𝜃
) Xqn�� rbt`� Ì

𝑂𝐴𝐵 �l�m��  wk§ �y��

[︂
−
𝜋

2
, 0

[︂
∪

]︂
0,

𝜋

2

]︂
�� 𝜃 Tyqyq���  �d�°� (Γ) T�wm�m��  d� (�

.𝑂 ¨� T§¤�z�� �¶A� ¤ �y�As�� ©¤Ast�

0, 5

.𝐵 Y�� 𝐴 �w�§ ¤ 𝐼 £z�r� ©@��  �C¤dl� ©dq`�� T�Atk�� X�� (
 0, 5

�y�wt�A�
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

1 ��C ¨b§r��  A�t��

4h EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

(3pnt)
1 �§rm�

. 2 ��r�� �m�� ��r� ��C� ¤ , 1 ��r��  ®m�� �y�r� Yl� ©wt�§ U1 Asy� rbt`� -

.º�rS� ��r� ��C� ¤ º�rm� ��r� �®� Yl� ©wt�§ U2 r�� Asy� rbt`� -

.Hml�� ¨� Ahny� zyymt�� �km§ ¯ ��rk�� £@¡ �ym�

U1 Hyk�� �� ­d��¤ ­r� ,Ay¶�wK� ,	�s�

: Ty�At�� ��d�±� �Amt�� 	s�� (1)

Å 1 ��r�� �m�� T�w�sm�� ­rk�� Å :A

Å 2 ��r�� �m�� T�w�sm�� ­rk�� Å :B

: Ty�¯� T�r�t�� rbt`� (2)

: Ahm�C ��s� �� U1 Hyk�� �� ­r� 	�s�

U2 �� d��¤ ­r� 	�s� , 1 ��sm�� ��r��  A� �Ð� -

U2 �� d��¤  � ¨� �y�r� 	�s� , 2 ��sm�� ��r��  A� �Ð� -

�� p (E2) =
2
21

¤ p (E1) =
11
21

 � �y� (a)

'Xq� ­d��¤ º�rm� ­r� Yl� �wO��A' : E1

'�§¤�rm� �y�r� Yl� �wO��A' : E2

­r� Yl� AnlO� An�� Aml� 1 ��r�� �m�� U1 �� ­r� Yl� �wO��� �Amn�� 	s�� (b)

.U2 �� º�rm�

(3, 5pnt)
2 �§rm�

1 ºz���

∀(a, b) ∈ C2 : a * b = a + b − i 
 * Ayl�� Aby�r� A�w�A� C ¨� �r`�

i d§A�m�� rOn`�� ��Ð T� Abt� ­r�E (C, *)  � �y� (1)

�ybWt�� f �ky� ¤ ∀(a, b) ∈ C2 : aTb = a + b + iab 
 T  w�Af�� C ¨� �r`� (2)

f :
C
*
→ C

*
− {i}

z ↦→ i(1 − z)
­r�E (C − {i}, T)  � �tntF� �� (C − {i}, T) w��

(︀
C
*, X)︀ �� ¨l�Aq� ��AK� f  � �y� (a)

Ty� Ab�

.¨� Ab� �s� (C, ?, T)  � �y� (b)

(C − {i}, T) � Ty¶z� ­r�E (G, T)  � �y� G = {z ∈ R/|z − i| = 1} �S� (3)
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2 ºz���

E = {M ∈ ℳ2(R)/MXJ = JXM} ¤ J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 0 1

−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �S�

(ℳ2(R),+) � Ty¶z� ­¥�E (E,+)  � 
b�� (1)

(ℳ2(R), X) � rqts� ºz� (E, X)  � �y� (2)

M ∈ E ⇐⇒ ∃(x, y) ∈ R2 : M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ x y

−y x

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠  � �y� (3)

.¨� Ab� �s� (E,+, X)  � �tntF� (4)

(3, 5pnt)
3 �§rm�

29x − 36y = 1 : (E) T� A`m�� Z
2
¨� rbt`� (1)

(E) T� A`ml� �� (5, 4) �¤z��  � �q�� (a)

.���� ���r� E�r�� �� E T� A`m�� �� (b)

(F) T� A`ml� �� x �ky� . (F) : 2x36
− x29

− 1 ≡ 0[52] : T� A`m�� Z ¨� rbt`� (2)

x12
≡ 1[13]  � �tntF� �� x ∧ 13 = 1  � �y� (a)

x29
≡ 1[13]  � �tntF� �� x36

≡ 1[13]  � �y� (b)

x ≡ 1[13]  � �y� �¤±� ��¥s�� �Am`tFA� (c)

x ≡ 1[4]  � �tntF� �� x ∧ 4 = 1  � �y� (d)

x ≡ 1[52]  � �y� (e)

(F) T� A`m�� �wl� T�wm��  d� (3)

(4, 5pnt)
4 �§rm�

]0,
3π
4

[ �� ¨qyq�  d� θ �ky�

1 ºz���

¨� (E) T� A`m�� �wl� z2 ¤ z1 
 z�r� .(E) : z2 + 2iz − 1 + iei2θ = 0 T� A`m�� C ¨� rbt`�

.C

arg(z1) + arg(z2) ≡ θ +
3π
4

[2π]  � �tntF� �� −1 + iei2θ
¨F¯� �kK�� Yl� 	t�� (1)

(E) T� A`ml� �� 1 − i Ahl�� �� ¨t�� θ Tmy� �tntF� (2)

z2 = −i + eiθ− π4 ¤ z1 = −i − eiθ− π4 ¨¡ T� A`m�� �wl�  � �y� (3)

Ah�A`J ¤ A¡z�r� d§d�� 	�§ ­r¶� ��¤ �r�t� M1 (z1) , M2 (z2) Xqn��  � �y� (4)

2 ºz���
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.[AD] ¤ [BC] ¨¡ £A�d�A� ,�y�As�� ©¤Ast� �r�n� ¢bJ ABCD �ky�

.B′ = ℛ(B) ¤ A′ = ℛ(A) �S� ¤ θ ¢t§¤�E¤ C £z�r� ©@�� ℛ  �C¤d�� rbt`�

«wtsm�� 	sn� .¨��wt�� Yl� [BC] � [AD] ¤ [BC] �Wq�� �AfOtn� K ¤ J ¤ I 
 z�r�

.Tqyq�  �d�� c ¤ a, b �� D ��� b + ic ¤ C ��� w¡ a �y�� (I, ~u, ~v) �l`m�� Y�� ©dq`��

.−b + ic w¡ A ���  � ¤ −a w¡ B ���  � �� �q�� (1)

.zB′ = a
(︁
1 − 2eiθ

)︁
¤ zA′ = a

(︁
1 − eiθ

)︁
+ (−b + ic)eiθ

 � �y� (2)
zJ − zI

zK − zI
=

a + b
2a

+ i
1 + eiθ

1 − eiθ
·

c
2a

 � 
b�� (3)

. Tymyfts� K ¤ I, J Xqn��  � �tntF� (4)

(5, 5pnt)
5 �§rm�

Soit F la fonction définie sur R par F(0) = 0 et (∀x , 0); F(x) =
∫︁ 2x

x

t2

t2 + sin2(t)
dt

(1) Montrer que la fonction F est impaire.

(2) (a) Montrer que ∀x > 0; 0 ≤ F(x) ≤ x

(b) Déduire que la fonction F est continue à droite en 0 .

(3) (a) Montrer que : (∀x > 0)(∃c ∈ [x; 2x]);
F(x)

x
=

c2

c2 + sin2 +(c)
(b) Déduire que la fonction F est dérivable à droite en 0 en déterminant F′

d
(0)

(4) (a) Montrer que F est dérivable sur R*+ et que

∀x > 0; F′(x) =
x2
(︁
x2 + sin2(x)

(︁
2 − cos2(x)

)︁)︁
(︁
x2 + sin2(x)

)︁ (︁
x2 + sin2(x) · cos2(x)

)︁
(b) - Déduire la monotonie de F sur R+et sur R−puis donner le tableau de variations de F sur

R

(5) (a) Soit t > 0, montrer que

t2

1 + t2
≤

t2

t2 + sin2(t)
≤ 1 et

sin2(t)

t2 + sin2(t)
≤

1
t2

(b) Déduire que pour tout x > 0 on a :

x + Arctan(x) − Arctan(2x) ≤ F(x) ≤ x et 0 ≤ x − F(x) ≤
1

2x

(c) Calculer les deux limites lim
x→+∞

F(x) et lim
x→+∞

x−F(x) et interpréter leurs résultats géométriquement

(6) Construire la courbe (CF) dans un repère orthonormé (O;~ı; ~)
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

3 ¨b§r��  A�t��

4h EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

(3pnt)
1 �§rm�

: �S� .¨qyq� ¨h�t� ºAS� (M3(R),+, ·) ¤ T§d��¤ Tql� (M3(R),+, +)  � r�@�

I =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ E =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩M(x, y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x y 0

y x 0

0 0 x + y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | (x; y) ∈ R2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.¨qyq� ¨h�t� ºAS� (E,+, ·)  � �y� - (a) (1)

.E d`� �tntF� �� J ¤ I T�¯d� M(x, y) 	t�� - (b)

J−1
 d� �� A�wlq� �bq� J T�wfOm��  � �tntF� �� J2

	s�� - (c)

(M3(R), +) �� rqts� ºz� E  � �y� - (a) (2)

.Ty� Ab� T§d��¤ Tql� (E,+, +)  � �yb- (b)

M(1, 1) +M(1,−1) º�d��� 	s�� - (c)

. �t�A�� ®l`m? �s� (E,+, +) �¡ -(d)

(T�d`nm�� T�wfOm�� ¨¡ O ) O = M(0, 0) ¤ A = M(2,−1) �S� (3)

A2
− 4A + 3I = 0 :  � �y� - (a)

.J ¤ I T�¯d� A−1
 d� �� A�wlq� �bq� A T�wfOm��  � �tntF� - (b)

(3pnt)
2 �§rm�

.¨�¤�  d� 163  � �y� (1)

13x − 162y = 1 : E) ) T� A`m�� Z
2
¨� rbt`� (2)

(E) þ� A}A� ®�  d� - (a)

(E) T� A`m�� ��- (b)

Z �� �§ d� b ¤ a �y�� (S) :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x ≡ a[13]

x ≡ b[162]
Tm\n�� Z ¨� rbt`� (3)

(S) þ� �� x0 = 325b − 324a  � �� �q�� - (a)

(S) ⇔ x ≡ x0[2106] :  � �y� - (b)

b = 3 ¤ a = 2 : T�A� ¨� (S) Tm\n�� Z ¨� ®� - (c)

x25
≡ 3[163] : �y�� Z ��  d� x �ky� - (4)

x ≡ 313[163]  � �� : x ∧ 163 = 1  � �y� - (a)

x25
≡ 3[163] ⇔ x ≡ 313[163] :  � �tntF� - (b)

(3pnt)
3 �§rm�
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T� A`m�� C ¨� rbt`� I.

(Ea) : 2z2 + a(1 − i)z + a2(1 − i) = 0 (︀a ∈ C*)︀
(a + 3ia)2

	s�� -(1)

(Ea) T� A`m�� ¨b� z2 ¤ z1  d� -(2)

.a ­dm� ¤ CAy`� T�¯d� z2 ¤ z1 �§ d`�� ­dm� ¤ ­CAy`�  d� - (3)

¤ A Xqn�� rbt`� (O, ~u, ~v) �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsnm�� (P) ©dq`�� «wtsm�� ¨� II.

.ia ¤ a Ah�A��� ¨t�� B

.T§¤�z�� �¶A� ¤ �y�As�� ©¤Ast� OAB �l�m��  � �y� -(1)

z′ = (1+i)z−ia :�y� M′ (︀z′)︀ TWqn�A� M(z) TWq� ��X�r§©@�� F �ybWt�� rbt`� -(2)

Th�wm�� T§¤�zl� AFAy�  d� �� AM′ =
√

2AM  � �y� .M , A  � |rtf� -(a)(︃
̂

AM;
−−−−→
AM′

)︃
¨¡ F �ybWt�A� (C) ­Cw}  � �y� .

√
2 �A`K�� ¤ A z�rm�� ��Ð ­r¶�d�� (C) �kt� - (b)

.Ah�A`J ¤ A¡z�r� � d��
(︀C′)︀ ­r¶� 

h = r ∘ F �ybWt�� ¤ −
π

4
¢t§¤�E ¤ A £z�¥� ©@�� r  �C¤d�� rbt`� -(c)

.­zymm�� £r}An� ¤ ¢t`ybV � d�� h �ybWtl� T§dq`�� T�Atk�� X��

(11pnt)
4 �§rm�

¨l§ Am� T�r`m�� x ¨qyq��� ry�tml� fn T§ d`�� T��d�� rbt`� N
*

�� n �ky�

par :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ fn(x) = x2e−
n2

x2

fn(0) = 0
, x , 0

1 ºz���

.�\nm� d�A`t� �l`� ¨� f Yn�n� (C) �ky� ¤ f = f1 �S�

.Ty�¤E T�� f  � �� �q�� (1)

lim
x↦→+∞

f (x)
x

¤ lim
x↦→+∞

f (x) : �yt§Ahn�� 	s�� -(a) (2)

+∞ C�w�� (C) þ� ¨¶Ah�¯� �rf��  d� -(b)

.0 �ym§ Yl� TbOt� f  � �y� -(a) (3)

.Ahyl� �O�m�� T�ytnl� AyFdn¡ ®§¤�� X�� �� 0 �ym§ Yl� �AqtJ®� Tl�A� f  � �y� -(b)

.R Yl� f T��d�� ��ry�� �¤d� X�� (4)

: gn(x) = x2
− n2

�S� ,R �� x �k� ¤ N
*
�� n �k� (5)
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(∀x ∈ R)ex
≥ x + 1 :  � �y� -(a)(︀

∀n ∈ N*)︀ (∀x ∈ R) fn(x) ≥ gn(x) : �tntF� -(b)

lim
x ↦→+∞

( fn(x) − gn(x)) = 0 :  � �y� -(c)

(C) Yn�nm�� ¤ g1 Yn�n� ¸K�� �l`m�� Hf� ¨� (6)

2 ºz���

: fn (un) = 1 A`W� 	�w� un dy�¤ ¨qyq�  d� d�w§ ,N
*
�� n �k� ¢�� �y� -(a) (1)(︀

∀n ∈ N*)︀ un > 1 :  � �� �q�� -(b)(︀
∀n ∈ N* − {1})︀ un >

n
√

2 ln n
:  � �y� -(c)

(un)n≥1 Ty�Attm�� T§Ah� �tntF� -(d)(︀
∀n ∈ N*)︀ 2 (un)2 ln (un) = n2

:  � �� �q�t- (a) (2)(︀
∀n ∈ N*)︀ ln 2 + 2 ln (un) + ln (ln (un)) = 2 ln n :  � �� �q�� - (b)

lim
n↦→+∞

ln (un)
ln n

= 1 :  � �tntF� - (c)

3 ºz���

: g(x) =
∫︁ √

x

0
f (t)dt �y�� g T§ d`�� T��d�� rbt`�

R
+
Yl� T�r`� g T��d��  � �y� (1)

.R
+*

�� x �k� g′(x) 	s�� �� R
+*

Yl� �AqtJ®� Tl�A� g T��d��  � �y� (2)

.
(︀
∀x ∈ R+*)︀ g(x) ≥

√
x
(︂x

3
− 1

)︂
:  � �y� -(a) (3)

. lim
x↦→+∞

g(x)
x

¤ lim
x ↦→+∞

g(x) : �yt§Ahn�� �tntF� -(b)

.
(︀
∀x ∈ R+*)︀ 0 ≤ g(x) ≤

√
x f (
√

x) :  � �y� - (a) (4)

0. �ym§ Yl� �AqtJ®� Tl�A� g  � �tntF� -(b)
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

4 ��C ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
11𝑝𝑛𝑡

Am� [0,+∞ [ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑓𝑛 T��d�� rbt`� .¨`ybV �y�}  d� 𝑛 �ky�⎧⎨⎩ 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥(1 − ln𝑥)𝑛 𝑥 > 0

𝑓𝑛(0) = 0
:¨l§

.�\nm� d�A`t� �l`� ¨� 𝑓𝑛 T��d�� Yn�n� (𝒞𝑛) �ky�

( 4) 1 ºz���

.(𝑥 = 𝑡𝑛 �R¤ �nkm§) 0 �ym§ Yl� TlOt� 𝑓𝑛 T��d��  � �y� (� Ê 0, 5

.0 �ym§ Yl� 𝑓𝑛 T��d�� �AqtJ� Tyl�A� xC � (
 0, 5

lim
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓2(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥)

𝑥
, lim

𝑥→+∞

𝑓2(𝑥)

𝑥
: Ty�At�� �A§Ahn�� 	s�� (� 1

.𝑓1 T��d�� ��ry�� xC � (� Ë 0, 5

.𝑓2 T��d�� ��ry�� xC � (
 0, 5

.(𝒞2) ¤ (𝒞1) �yyn�nml� ¨bsn�� �Rw�� xC � (� Ì 0, 5

@��� ) ( (𝒞2) T��dl� �AW`�� TWq� 𝐴(1, 1) TWqn��  � �bq�) (𝒞2) ¤ (𝒞1) �yy�nm�� ¸K�� (


.(‖
−→
𝑖 ‖ = ‖

−→
𝑗 ‖ = 2𝑐𝑚

0, 5

( 2, 25) 2 ºz���

𝐹 (𝑥) =

∫︁ 1

𝑒𝑥

𝑓1(𝑡)

1 + 𝑡2
d𝑡 : ¨l§ Am� ]−∞, 0] �A�m�� Yl� T�r`m�� 𝑥 ry�tml� T§ d`�� T��d�� rbt`�

:  � ¤ ] − ∞, 0[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝐹 T��d��  � 
b�� (� Ê

(∀𝑥 ∈] − ∞, 0[)𝐹 ′(𝑥) =
(𝑥 − 1)𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
0, 5

.] − ∞, 0] �A�m�� Yl� 𝐹 T��d�� ��ry�� �tnF� (
 0, 5

An§d� 𝑥 ∈] − ∞, 0[ �k�  � �y� (� Ë

1

2

∫︁ 1

𝑒𝑥
𝑓1(𝑡)d𝑡 ≤ 𝐹 (𝑥) ≤

1

1 + 𝑒2𝑥

∫︁ 1

𝑒𝑥
𝑓1(𝑡)d𝑡 0, 5

]0,+∞[ �A�m�� Yl� 𝑓1 � Tyl}� T�� 𝑥 ↦→ 𝑥2

(︂
3

4
−

ln𝑥

2

)︂
T��d��  � �� �q�� (
 0, 25

lim
𝑥→−∞

∫︁ 1

𝑒𝑥
𝑓1(𝑡) =

3

4
 � �y� (� 0, 25

3

8
≤ 𝑙 ≤

3

4
:  � �y� .−∞ Y�� 𝑥 �¤¥§ A�dn� 𝑙 Tyhtn� T§Ah� �bq� Á 𝐹 T��d��  � |rtf� Ì 0, 25

( 4, 75) 3 ºz���

𝑢𝑛 =

∫︁ 𝑒

1

𝑓𝑛(𝑥)d𝑥 �S� , �d`n� ry� 𝑛 ¨`ybV �y�}  d� �k�

(∀𝑛 ≥ 1)𝑢𝑛 ≥ 0 :  � �y� (� Ê 0, 5

.[1, 𝑒] �A�m�� Yl� 𝑓𝑛+1(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥) ­CAJ�  d� (
 0, 5

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 : (∀𝑛 ≥ 1)  � �y� (� 0, 25

.T�CAqt� (𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �tntF� ( 0, 25
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𝑢𝑛+1 = −
1

2
+

(𝑛 + 1)

2
𝑢𝑛 : (∀𝑛 ≥ 1)  � �y� (� Ë 0, 5

𝑥 = 𝑒 ¤ 𝑥 = 1 �ymyqtsm�� ¤ 𝒞2 ¤ 𝒞1 �y� CwO�m�� zy��� T�As� �tntF� (
 0, 5

((�(2 ¤ (� (1 ¤ (�(1 Tl·F¯� �Am`tF� �nkm§)
1

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 − 1
: (∀𝑛 ≥ 2)  � �y� (� Ì 0, 75

(𝑛𝑢𝑛)𝑛≥1 ¤ (𝑢𝑛)𝑛≥1 �yty�Attm�� T§Ah�  d� (
 0, 5

𝑣1 = 𝑎 ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑣𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm�� rbt`� .𝑢1 � ��A�� ¨qyq�  d� 𝑎 �ky� Í

�S� ,𝑛 �d`n� ry� ¨`ybV �y�}  d� �k� ¤ 𝑣𝑛+1 = −
1

2
+

𝑛 + 1

2
𝑣𝑛 (𝑛 ≥ 1) �k� ¤

𝑑𝑛 = |𝑣𝑛 − 𝑢𝑛|

(∀𝑛 ≥ 1) 𝑑𝑛 =
𝑛!

2𝑛−1
𝑑1 :  � �y� (� 0, 25

(∀𝑛 ≥ 2)
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2

:  � �y� (
 0, 25

lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 = +∞  � �y� (� 0, 25

.­d�Abt� (𝑣𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �tntF� ( 0, 25

2 �§rm�
5𝑝𝑛𝑡

.1 ��A�§ A§dq�  d� m �ky�

( 2, 5) 1 ºz���

: z �wh�m�� ��Ð (Em) T� A`m�� C T�wm�m�� ¨� rbt`�

(Em) : z2 − (1 − i)(m + 1)z − i
(︀
m2 + 1

)︀
= 0

(E𝑚) T� A`m�� zym� w¡ Δ = [(1 + 𝑖)(𝑚 − 1)]2  � �� �q�� (� Ê

0, 5

.C ¨� (Em) T� A`m�� �� (
 0, 5

©¤As§ (Em) T� A`m�� ¨l� º�d�  wk§ ¨k� m ©dq`��  d`�� ¨tmy� ©rb��� �kK�� Yl�  d� (�

.1

0, 5

.z2 = m − i ¤ z1 = 1 − im �S� Ë

.¨�l�m�� �kK�� Yl� z2 ¤ z1 	t�� ,
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 ¤ m = ei𝜃 T�A� ¨� 1

( 2) 2 ºz���

(O,−→u ,−→v ) rJAb� �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsn� «wtsm��

.z2 = m − i ¤ m, z1 = 1 − im ¨��wt�� Yl� Ah�A��� ¨t�� M2 ¤ M,M1 Xqn�� rbt`�

.Tymyqts� M2 ¤ M,M1 Xqn��  wk� �y�� M Xqn�� T�wm��  d� Ê 0, 5

w¡ : z′ = 1 − iz �y�� M′ (z′) TWqn�A� M(z) TWqn�� X�r§ ©@�� R �§w�t��  � �y� (� Ë

.¢t§¤�E ¤ Ω £z�r� d§d�� ¨�bn§  �C¤ 

0, 5

.Re(m) + Im(m) = 1  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� �r} ¨ly��
z2 − z1

z2 − m
©dq`��  d`��  � 
b�� (
 0, 5

.­C¤�dt� M2 ¤ M1 ¤ M ¤ Ω Xqn��  wk� �y�� M Xqn�� T�wm�� �tntF� (� 0, 5

( 0, 5) 3 ºz���

.C �� 𝑧 �k� 𝑓(𝑧) = (1 + 𝑖)𝑧 + 1 + 𝑖 �y�� TyFAF±� £r}An� �@� ¤ 𝑓 �§w�t�� T`ybV  d� 0, 5
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3 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

( 1, 5) 1 ºz���

(𝐸) : 113𝑥 − 68𝑦 = 22 : Ty�At�� T� A`m�� (𝐸) ¨� rbt`�

.�wl��� �� T§Ah�¯A� �bq� (𝐸) T� A`m��  � �y� Ê 0, 5

.¢yl� 
lO� �y� �zb� (𝐸) þ� (𝑥0, 𝑦0) A}A� ®� d�¤� Ê 0, 5

.���rm�� �ym� A�Rw� (𝐸) T� A`m�� �wl� �ym� d�¤� Ê

( 4, 25) 2 ºz���

0, 5

.an = 2n + 3n + 6n − 1 �S� N �� 𝑛 �k�

.N �� 𝑛 �k� ¨�¤E  d� an  � �� �q�� (� Ê 0, 5

an ≡ 0[3] Ahl�� ��  wk§ ¨t�� n �y�  d� (
 0, 5

.p > 3 �y�� Ay�¤� � d� p �ky� Ë

6p−1 ≡ 1[p] ¤ 3p−1 ≡ 1[p] ¤ 2p−1 ≡ 1[p] :  � �y� (� 0, 5

.ap−2 �sq§ p  � �y� (
 0, 5

�y�� n �d`n� ry� ¨`ybV �y�}  d� d�w§ ,q ¨�¤� ¨`ybV �y�}  d� �k� ¢�� �y� (�

.an ∧ q = q

0, 5
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

5 ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

1 ºz���

.¨`ybV �y�} � d� 𝑠 �ky�

.© r�  d� 𝑠  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� © r�  d� 𝑠2  � �y� Ê 0, 25

.𝑠2 ≡ 1[8]  �� © r�  d� 𝑠  A� �Ð� ¢�� 
b�� Ë 0, 25

2 ºz���

𝐸 = {(𝑚,𝑛, 𝑠) ∈ N*3/22𝑚 + 32𝑛 = 𝑠2} T�wm�m�� d§d�� ºz��� �@¡ ¨� �rtq�

.𝐸 Y�� ¨mtn§ (2, 1, 5) �wl�m��  � �� �q�� Ê 0, 25

.𝐸 Y�� ¨mtn§ (𝑚,𝑛, 𝑠) �wl�m��  � |rtf� �§rmt�� T§Ah� Y��

.© r�  d� 𝑠  � �y� (� Ë 0, 25

.𝑠2 − 32𝑛 ≡ 0[8]  � �y� (
 0, 25

.𝑚 ̸= 1  � �y� (� 0, 25

.𝑚 ≥ 2  � |rtf� Ì

.�yy�¤E 𝑠 + 3𝑛
¤ 𝑠 − 3𝑛

�§ d`��  � �y� (� 0, 25

.𝑑 = 𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑠 − 3𝑛, 𝑠 + 3𝑛) �S� (


.𝑑 = 2  � �tntF� �� 22𝑚
�sq§ 𝑑 ¤ 2𝑠 �sq§ 𝑑  � �y� 0, 5

.3𝑛 = 22𝑚−2 − 1  � ¤ 𝑠 = 22𝑚−2 +1  � �tntF� .𝑠+3𝑛 = 22𝑚−1
 � ¤ 𝑠− 3𝑛 = 2  � �y� (� 0, 5

.𝑚 = 2 T�A� ¨� 𝑠 ¤ 𝑛  d� Í 0, 25

.𝑚 ≥ 3  � |rtf� Î

.3𝑛 ≡ −1[16]  � �y� (� 0, 25

.16 Yl� 3𝑘
 d`�� Tms� ¨�A� 𝑘 ¨`ybW�� �y�O��  d`�� �y� 	s�  d� (
 0, 25

.𝑚 ≥ 3 T�A� ¨� 𝐸 Y�� ¨mtn§ (𝑚,𝑛, 𝑠) �wl�� d�w§ ¯ ¢�� �tntF� (� 0, 25

.𝐸 T�wm�m��  d� Ï 0, 25

2 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

.�ylqts� �y¶z���

1 ºz���

.(𝐹𝑚) : 𝑧2 − (3𝑚 − 2𝑖)𝑧 + 2𝑚2 − 4𝑚𝑖 = 0 T� A`m�� rbt`� C*
�� 𝑚 �ky�

.𝑧′′
¤ 𝑧′

T� A`m�� ¨l� �tntF� �� T� A`m�� zym� w¡ Δ = (𝑚 + 2𝑖)2  � �� �q�� Ê 0, 5

�y�� 𝑧2 ¤ 𝑧1 
 (𝐹𝑚) T� A`m�� ¨l�� z�r� ¤ 𝑚 = 1 + 𝑖  � |rtf� ��¥s�� �@¡ ¨� Ë

.|𝑧1| < |𝑧2|
.𝑧2 ¤ 𝑧1 �§ d`l� ¨�l�m�� �kK�� X�� (� 0, 25

.𝑧2 � Tb`km�� C¤@��� �y� �� (−𝑧1)  � �� �q�� (
 0, 25

.𝑧2 � Tb`km�� C¤@�l� ©rb��� �kK�� �tntF� (� 0, 5
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𝐶(𝑚 − 2𝑖) ¤ 𝐵(2𝑚) ¤ 𝐴(𝑖) Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.� Y�� 
wsn� (𝒫) Ì

.𝑚 ∈ 𝑖R  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� Tymyqts� 𝐶 ¤ 𝐵 ¤ 𝐴 Xqn��  � �y� (� 0, 5

�y�As�� ©¤Ast� ¤ T§¤�zl� Am¶A� A�l�� ¸Kn� 𝐴𝐵𝐶 �b�m�� �CA� .𝑚 /∈ 𝑖R  � |rtf� (


.𝐷 ¨� 𝐵𝐶𝐷

T�Atk�� �Am`tF� �nkm§) 𝑧𝐷 =
(3 − 𝑖)𝑚 − 2(1 − 𝑖)

2
¤� 𝑧𝐷 =

(3 + 𝑖)𝑚 − 2(1 + 𝑖)

2
 � �y�

.( �C¤dl� T§dq`��

0, 5

2 ºz���

(E𝑛) 𝑧𝑛 = (𝑖𝑧 + 2𝑖)𝑛 𝑛 ∈ N*, 𝑧 ∈ C : T� A`m�� rbt`�

.(𝐼𝑚(𝑧1) > 0) �� (E2) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1 �§ d`l� ¨�l�m�� �kK��  d� (� Ê 0, 5

N �� 𝑝 �k� 𝑢𝑝 = 𝑧𝑝
1 + 𝑧𝑝

2 : �S� (


𝑢𝑝 = (−1)𝑝2
√
2
𝑝
cos(

𝑝𝜋

4
)  � �y� 0, 5

.𝑧 ∈ C �y� 𝑀(𝑧) ¤ 𝐴(−2) Xqn�� rbt`� .(𝑂,−→𝑒1 ,
−→𝑒2) �.�.� Y�� 
wsn� (𝒫) Ë

.𝑂𝑀 = 𝐴𝑀  �� (E𝑛) T� A`ml� ®� 𝑧  A� �Ð� ¢�� �y� (� 0, 5

3 �§rm�
6𝑝𝑛𝑡

:¨l§ Am� ]0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑓 T��d�� rbt`�

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + ln𝑥 + arctan(
√
𝑥)

1 ºz���

.]0,+∞[ Yl� TlOt� T�� 𝑓  � �y� Ê 0, 25

.Ty¶Ah�¯� �¤rf�� X�� �� 𝐷𝑓 ��d�� dn� 𝑓 �A§Ah� 	s�� Ë 0, 5

. ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� (� Ì 0, 25

.��ry�t�� �¤d� X�� �� 𝑓 ′
	s�� (
 0, 5

.(∀𝑥 ∈]0,+∞[), 𝑓 ′(𝑥) > 2  � �y� (� 0, 25

.£d§d�� 	�§ 𝐽 �A�� w�� ]0,+∞[ �� ��Aq� 𝑓  � �y� Í 0, 25

.]0,+∞[ �A�m�� ¨� 𝛼 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓(𝑥) = 𝑥 T� A`m��  � �y� (� Î 0, 5

.(∀𝑥 ∈ [𝛼,+∞[), 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥  � �y� (
 0, 25

.�l`m�� Hf� ¨� 𝐶𝑓−1 ¤ 𝐶𝑓 ¸K�� Ï 0, 75

2 ºz���⎧⎨⎩ 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)

𝑢0 ∈]𝛼,+∞[
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� rbt`�

.(∀𝑛 ∈ N), 𝑢𝑛 > 𝛼  � �y� Ê 0, 5

.T§d§�z� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �y� Ë 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞  � �y� Ì 0, 5
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3 ºz���⎧⎨⎩ 𝑣𝑛+1 = 𝑓−1(𝑣𝑛)

𝑣0 ∈]𝛼,+∞[
: ¨l§ Am� T�r`m�� (𝑣𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� rbt`�

.(∀𝑛 ∈ N), |𝑣𝑛+1 − 𝛼| ≤
1

2
|𝑣𝑛 − 𝛼|  � �y� Ê 0, 25

.Aht§Ah� � d�� T�CAqt� (𝑣𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �tntF� Ë 0, 75

4 �§rm�
6𝑝𝑛𝑡

:¨l§ Am� [0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑃𝑛 T��d�� rbt`� .N*
��  d� 𝑛 �ky�

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑘=2𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑘

1 ºz���

(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃 ′
𝑛(𝑥) =

𝑥2𝑛 − 1

𝑥 + 1
 � �y� Ê 0, 5

.Ah��ry�� �¤d� �R ¤ 𝑃 T��d�� ��ry�� xC � Ë 0, 5

.(∀𝑛 ∈ N*), 𝑃𝑛(1) < 0  � �y� Ì 0, 5

 � �� �q�� (� Í

.(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃𝑛+1(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑥2𝑛+1

(︂
𝑥

2𝑛 + 2
−

1

2𝑛 + 1

)︂
0, 75

.(∀𝑛 ∈ N*), 𝑃𝑛(2) ≥ 0  � �tntF� (
 0, 5

.1 < 𝑥𝑛 ≤ 2  � ¤ [1,+∞[ �A�m�� ¨� 𝑥𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑃𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � �y� Î 0, 5

1 ºz���

(∀𝑛 ∈ N*)(∀𝑥 ∈ [0,+∞[), 𝑃𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡  � �y� Ê 0, 75

.(∀𝑛 ∈ N*),

∫︁ 𝑥𝑛

1

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

1 − 𝑡2𝑛

𝑡 + 1
𝑑𝑡  � �tntF� Ë 0, 5

.(∀𝑡 ∈ [1,+∞[), 𝑡2𝑛 − 1 ≥ 𝑛(𝑡2 − 1)  � �y� Ì 0, 5

.(∀𝑛 ∈ N*),

∫︁ 𝑥𝑛

1

𝑡2𝑛 − 1

𝑡 + 1
𝑑𝑡 ≥

𝑛

2
(𝑥𝑛 − 1)2  � �y� (� Í 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛  d� �� .(∀𝑛 ∈ N*), 0 < 𝑥𝑛 − 1 ≤
√︂

2 ln 2

𝑛
 � �tntF� (
 0, 5

(𝐵𝑜𝑛𝑢𝑠)
5 �§rm�

Pour 𝑛 ≥ 1 un entier, on définit l’indicateur d’Euler de 𝑛 par :

𝜙(𝑛) = card{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 est premier avec 𝑛}.

Ê Calculer 𝜙(𝑝) lorsque 𝑝 est un nombre premier.

Ë Calculer 𝜙(𝑝𝛼), où 𝑝 est premier et 𝛼 ≥ 1.

Ì Que signifie 𝜙(𝑛) pour l’anneau Z/𝑛Z?

Í En déduire que si 𝑛 ∧ 𝑚 = 1, alors 𝜙(𝑛𝑚) = 𝜙(𝑛)𝜙(𝑚).

Î Déduire des questions précédentes une formule pour calculer

𝜙(𝑛) pour tout entier 𝑛.
Ïa) Soit d un diviseur de n. On pose 𝐴𝑑 = {1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 ∧ 𝑛 = 𝑑}. Quel est le cardinal de 𝐴𝑑 ?

b) En déduire que 𝑛 =
∑︁
𝑑/𝑛

𝜙(𝑑)
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

6 ��C ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
3, 5𝑝𝑛𝑡

: ¨l§ Am� C T�wm�m�� Yl� �r`m�� ¨l��d�� 	y�rt��  w�A� * rbt`�

∀(𝑎, 𝑏) ∈ C2 : 𝑎 * 𝑏 = 𝑖(𝑎 + 1)(𝑏 + 1) − 1

.C ¨� ¨� Ab�  w�A� *  � �y� (� Ê 0, 25

.C ¨� ¨`ym��  w�A� *  � �y� (
 0, 25

.d§A�m�� rOn`�� (C, *) ¨� d�¤� (� 0, 25

.(C, *) ¨� Tl�Amml� Tl�Aq�� r}An`��  d� ( 0, 25

S = {𝑧 ∈ C/|𝑧 + 1| = 1} T�wm�m�� rbt`� Ë

.(C, *) �� rqts� ºz� (S, *)  � �y� (� 0, 5

.Ty� Ab� ­r�E (S, *)  � �y� (
 0, 5

.𝑧 * 𝑧 = 1 + (𝑖 * 𝑧) : T� A`m�� C ¨� �� Ì 0, 5

.𝐸 = {𝑀(𝑧)/𝑧 * 𝑧 ∈ 𝑖R} : Ty�At�� T�wm�m�� ©dq`�� «wtsm�� ¨� ¸K�� ¤  d� Í 0, 5

.𝑧 = −1 + 𝑒𝑖𝜃
�S� 𝜃 ∈]0, 𝜋[ �ky� Î

.𝑧 ©dq`��  d`�� ­dm� ¤ CAy`�  d� (� 0, 25

(𝜃 �y� 	s� L�A�) .𝑧 * 𝑧 ©dq`��  d`�� CAy`� ¤ ­dm�  d� (
 0, 25

2 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

¤ 𝐴 Xqn�� rbt`� ,(𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ) �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsnm�� 𝒫 ©dq`�� «wtsm�� ¨�

𝑓 �ky� .𝑐 = 1 + 4𝑖 ¤ 𝑏 = −4 + 2𝑖 ¤ 𝑎 = 3 + 5𝑖 : ¨��wt�� Yl� Ah�A��� ¨t�� 𝐶 ¤ 𝐵

�y�� 𝑀 ′(𝑧′) TWqn�A� 𝒫 «wtsm�� �� 𝑀(𝑧) TWq� �� X�r§ ©@�� 𝒫 «wtsm�� ¨� �§w�t��

𝑧′ = (2 − 2𝑖)𝑧 + 1 :

.­zymm�� £r}An� ¤ 𝑓 �§w�t�� T`ybV  d� Ê 0, 25

.𝑓 �ybWt�A� 𝐵 ­Cw} 𝐵′
TWqn�� ���  d� (� Ë 0, 25

. �d�A`t� (𝐶𝐴) ¤ (𝐶𝐵′) �ymyqtsm��  � �y� (
 0, 5

𝑓 �§w�t�A� 𝑀 ­Cw} 𝑀 ′
�kt� ¤ ,(𝑥, 𝑦) ∈ Z2

�y� 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ��� ��Ð TWq� 𝑀 �kt� Ì

.𝑥 + 3𝑦 = 2  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð�  A�d�A`t�
−→
𝐶𝐴 ¤

−−→
𝐶𝑀 ′

�yth�tm��  � �y� 0, 5

.(𝑥, 𝑦) ∈ Z2
�y� (𝐸) : 𝑥 + 3𝑦 = 2 T� A`m�� rbt`� Í

.(𝐸) T� A`m�� �q�§ (−4, 2) �¤z��  � �� �q�� (� 0, 25

.(𝐸) T� A`m�� Z2
¨� �� (
 0, 5

 wk� Ahyty��d�� �¤E  wk§ Ahl�� �� ¨t�� 𝒫 ©dq`�� «wtsm�� �� 𝑀 Xqn�� T�wm��  d� (�

®kJ ¸K�� . A�d�A`t�
−→
𝐶𝐴 ¤

−−→
𝐶𝑀 ′

 Ath�tm��  wk� �y� [−5, 5] �A�m�� �� Tybs�  �d�� ��

.Ay�Am��

0, 75

Page 111 de 129



3 �§rm�
3, 5𝑝𝑛𝑡

.𝑎3 + 𝑏3 �sq§ 2027 �y�� �y�d`n� ry� �yy`ybV �y�y�} �§ d� 𝑏 ¤ 𝑎 �ky�

1 ºz���

.¨�¤�  d� 2027  � 
b�� Ê 0, 5

.𝑎2025 = −𝑏2025[2027]  � �y� Ë 0, 5

.𝑏 �sq§ 2027  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� 𝑎 �sq§ 2027 :  � �y� Ì 0, 5

.(𝑎 + 𝑏) �sq§ 2027  � �y� .𝑎 �sq§ 2027  � |rtf� Í 0, 5

.𝑎 �sq§ ¯ 2027  � |rtf� Aysk� Î

.𝑎2026 = 𝑏2026[2027]  � �y� (� 0, 5

.𝑎2025(𝑎 + 𝑏) = 0[2027]  � �y� (
 0, 5

.(𝑎 + 𝑏) �sq§ 2027  � �tntF� (� 0, 5

2 ºz��� 𝐵𝑜𝑛𝑢𝑠

.(𝐸) : 𝑥3 + 𝑦3 = 2027(1 + 𝑥𝑦) T� A`m�� N𝑥N ¨� rbt`�

.(𝑥0 + 𝑦0) = 2027𝑘 �y�� ,𝑘 ∈ N d�w§ ¢��� (𝐸) T� A`ml� �� (𝑥0, 𝑦0)  A� �Ð� ¢�� �y� Ê 0, 5

.𝑘(𝑥0 − 𝑦0)
2 + (𝑘 − 1)𝑥0𝑦0 = 1 :  � �� �q�� Ë 0, 5

.(𝐸) T� A`m�� �wl� d�¤� �� ,𝑘 = 1  � �y� Ì 0, 5

4 �§rm�
10𝑝𝑛𝑡

1 ºz���

:¨l§ Am� ]0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑓𝑛 T��d�� rbt`� .N* − {1} ��  d� 𝑛 �ky�

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛(𝑥 − 1) − 𝑥 ln𝑥

.AhtqtK� � d�� ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓𝑛  � �y� Ê 0, 5

.Ah��ry�� �¤d� X�� ¤ 𝑓𝑛 ��ry�� xC � Ë 0, 75

.𝑒𝑛−1
¤ 𝛼𝑛 �y�  CA� ¤ ]1,+∞[ ¨� 𝛼𝑛 �dy�¤ ®� �bq� 𝑓𝑛(𝑥) = 0 T� A`m��  � 
b�� Ì 0, 75

.𝑥 > 0 �k� 𝑓𝑛+1(𝑥) ¤ 𝑓𝑛(𝑥) �y�  CA� (� Í 0, 75

.(𝛼𝑛) T�A�C xC � (
 0, 5

.­Cwbk� ry� (𝛼𝑛)  � �tntF� (� 0, 5

.𝑒
𝛼𝑛−1
𝛼𝑛 =𝑛 √

𝛼𝑛  � �� �q�� ( 0, 5

2 ºz���

:¨l§ Am� ]0,+∞[ Yl� T�r`m�� 𝑥 ¨qyq��� ry�tml� 𝑔𝑛 T��d�� rbt`� .N* − {1} ��  d� 𝑛 �ky�⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑔𝑛(𝑥) =
(ln𝑥)𝑛

𝑥 − 1
𝑥 ̸= 1, 𝑥 > 0

𝑔𝑛(1) = 0

.𝑛 �y� 	s� 𝑔′
𝑛(1)  d� ¤ 1 ¨� �AqtJ®� Tl�A� 𝑔𝑛  � �y� Ê 0, 5

.]0,+∞[−{1} �� 𝑥 �k� 𝑔′
𝑛(𝑥) � d�� ]1,+∞[ ¤ ]0, 1[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑔𝑛  � �y� Ë 0, 75
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: �yt�A��� ¨� 𝑔𝑛 T��d�� ��ry�� �¤d� X�� Ì

𝑛 = 2 T�A� (� 0, 5

.3 ©¤As§ ¤� �� rb�� © r� 𝑛 T�A� (
 0, 5

.(𝑔2(𝛼2) w 0, 65 ¤ 𝛼2 w 5 : @���) ‖
−→
𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 �.�.� ¨� 𝑔2 Yn�n� (𝐶2) ¸K�� Í 0, 5

3 ºz���

.𝐼𝑛 =

∫︁ 𝑒

1

(ln𝑥)𝑛

3
𝑑𝑥 �S� N*

�� 𝑛 �k�

. T�CAqt� Ty�Att� (𝐼𝑛)𝑛∈N*  � 
b�� Ê 0, 75

𝐼𝑛+1 =
𝑒

3
− (𝑛 + 1)𝐼𝑛  � �¡r� º�z�±A� Tl�Ak� �Am`nFA� Ë 0, 75

.𝐼2 ¤ 𝐼1 	s�� Ì 0, 75

.𝐽 =

∫︁ 1
3

0

𝑒
3
√

3𝑥𝑑𝑥 Tmy� �tnF� Í 0, 75

Scanner le code QR pour avoir la solution.
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

7 ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

1 �§rm�
9𝑝𝑛𝑡

A¡An�n� (𝐶𝑓) �ky� ¤ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒−2𝑥
: ¨l§ Am� R Yl� T�r`m�� T§ d`�� T��d�� 𝑓 �kt�

.‖
−→
𝑖 ‖ = 1 �� (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �\nm� d�A`t� �l`� ¨�

1 ºz���

. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 	s�� (� Ê 0, 5

. (𝐶𝑓) Yn�nml� Ty¶Ah�®�� �¤rf�� xC � (
 0, 5

. R Yl� 𝑓 T��d�� ��ry�� xC � Ë 0, 5

. (𝐶𝑓) Yn�nm�� r`q� xC � (� Ì 0, 5

.(𝐶𝑓) Yn�nm�� ¸K�� (
 0, 5

(𝐸) : 𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥
TylRAft�� T� A`ml� �� 𝑓  � �y� (� Í 0, 5

.(𝐸) TylRAft�� T� A`ml� �A`�� ����  d� (
 0, 5

2 ºz���

(𝐶𝑓) Yn�nm�� �y� CwO�m�� zy��� T�As� 𝐴𝑛 �kt� ¤ �d`n� ry� Ay`ybV A�y�} � d� 𝑛 �ky�

.𝑥 = 𝑛 T� A`m�� ¤Ð �yqtsm�� ¤ 	y��C±� Cwm�� ¤ �y}A�±� Cw�� ¤

0, 5

.𝑛 T�¯d� 𝐴𝑛 	s�� Ê 0, 5

. lim
𝑛→+∞

𝐴𝑛 	s�� Ë 0, 5

3 ºz���

.𝑢𝑛 = 𝑛

∫︁ 1

0

(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 : �S� 𝑛 �d`n� ry� ¨`ybV �y�}  d� �k�

.(∀𝑛 ∈ N*) 𝑢𝑛 =

∫︁ 𝑛

0

(︂
1 +

𝑡

𝑛

)︂𝑛

𝑒−2𝑡𝑑𝑡 :  � �y� Ê 0, 5

(∀𝑢 ∈ [1, 2]) 2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1  � �y� (� Ë 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) (∀𝑥 ∈ [0, 𝑛]) 𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln(1 +

𝑥

𝑛
) ≤ 𝑥 :  � �tntF� (
 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) 𝑢𝑛 ≤
∫︁ 𝑛

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 :  � �y� (� Ì 0, 5

(∀𝑛 ∈ N*) 𝑒
− 1

2 3√𝑛

∫︁ 3√𝑛

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛 :  � �y� (
 0, 5

.Aht§Ah�  d� ¤ T�CAqt� (𝑢𝑛)𝑛≥1 Ty�Attm��  � �tntF� (� 0, 5

.]0, 1[ �A�m�� �� 𝑎 �ky� Í

.

∫︁ 1

𝑎

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 ≤ 𝑛(1 − 𝑎)(𝑓(𝑎))𝑛 :  � �y� (� 0, 5

. lim
𝑛→+∞

∫︁ 1

𝑎

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 = 0 :  � �tntF� (
 0, 5

. lim
𝑛→+∞

∫︁ 𝑎

0

𝑛(𝑓(𝑥))𝑛𝑑𝑥 : 	s�� (� 0, 5
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2 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`�

(𝐸) : 𝑧3 −
3

2
(
√
3 + 𝑖)𝑧 − (1 + 𝑖) = 0

𝑗 = −
1

2
+ 𝑖

√
3

2
©dq`��  d`�� rbt`� ¤

0, 25

.𝑗 ¤ 𝑗 ¤ 1 ¨¡ 1  d`l� Tb`km�� C¤@���  � �� �q�� Ê 0, 25

(𝑆)

⎧⎨⎩ 𝑥 + 𝑦 = 1 + 𝑖

𝑥𝑦 = 𝑖
: Tm\n��  Aqq�§ 𝑦 ¤ 𝑥 �y§dq� �§ d�  d� Ë

.𝛼𝛽 = −𝑖𝑗 ¤ (𝐸) T� A`ml� �� 𝛼 + 𝛽 �y�� �y§dq� �§ d� 𝛽 ¤ 𝛼 �ky� Ì

.(𝑆) Tm\n��  Aqq�§ 𝛽3
¤ 𝛼3

 � �y� (� 0, 5

.𝑗(1 − 𝑖) ¤ 𝑗(1 − 𝑖𝑗) ¤ 1 − 𝑖𝑗 �kK�� Yl� 	tk� (𝐸) T� A`m�� �wl�  � �tntF� (
 0, 75

.]0, 2𝜋[ �A�m�� �� �rOn� 𝜃 �ky� (� Í 0, 5

.1 − (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) ©dq`��  d`�� ­dm� ¤ CAy`� 𝜃 T�¯d�  d�

.(𝐸) T� A`m�� �wl� �� �� �� ­dm� ¤ CAy`�  d� (
 0, 75

3 �§rm�
3𝑝𝑛𝑡

(𝑂,−→𝑢 ,−→𝑣 ) �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsn� ©dq`�� «wtsm��

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`�

(𝐸𝜃) : 𝑧2 − 2𝑧 +
1

cos2(𝜃)
= 0

.

]︂
−
𝜋

2
,
𝜋

2

[︂
�A�m�� Y�� ¨mtn§ ¨qyq� ©rt�CA� 𝜃 �y�

.(𝐸𝜃) T� A`m�� C ¨� �� (� Ê 0, 75

.𝐼𝑚(𝑧1) = tan 𝜃 �y� (𝐸𝜃) T� A`m�� ¨l� 𝑧2 ¤ 𝑧1 �ky� (
 0, 75

.¨�l�m�� �kK�� Yl� 𝑧2 ¤ 𝑧1 	t��

𝑂𝑀1𝑀2 �l�m��  � �y� .©dq`�� «wtsm�� ¨� 𝑧2 ¤ 𝑧1 ¨�Cw} ¨��wt�� Yl� 𝑀2 ¤ 𝑀1 �kt� Ë

.𝑂 ¨� �y�As�� ©¤Ast�

0, 75

: Ty�At�� T� A`m�� C ¨� rbt`� .N �� 𝑛 �ky� Ì

(𝐸) : 𝑧2𝑛 − 2𝑧𝑛 +
1

cos2(𝜃)
= 0

.¨�l�m�� �kK�� Yl� (𝐸) T� A`m�� �wl�  d�

0, 75
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4 �§rm�
2𝑝𝑛𝑡

.𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑝, 𝑞) = 1 ¤ T�y�}  �d�� 𝑞 ¤ 𝑝 ¤ 𝑏 ¤ 𝑎 �y� (𝑆)

⎧⎨⎩ 𝑥 ≡ 𝑎[𝑝]

𝑥 ≡ 𝑏[𝑞]
Tm\n�� Z2

¨� rbt`�

.𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 = 1 �y�� Z2
�� (𝑢0, 𝑣0) �¤E d�w§ ¢�� �y� (� Ê 0, 25

.(𝑆) Tm\nl� �� 𝑥0 = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0  � �y� (
 0, 5

.𝑥 − 𝑥0  d`�� �sq§ 𝑝𝑞  � �y� (𝑆) Tm\nl� �� 𝑥 �ky� Ë 0, 25

.(𝑆) Tm\nl� �� 𝑥  � �y� .𝑥 − 𝑥0  d`�� �sq§ 𝑝𝑞 �y�� Aybs� A�y�} � d� 𝑥 �ky� Ì 0, 5

.(𝑆) Tm\n�� �wl� T�wm�� �tntF� Í 0, 25

(𝑆′)

⎧⎨⎩ 𝑥 ≡ 1[8]

𝑥 ≡ 3[13]
: Ty�At�� Tm\n�� �wl� Z ¨� �tntF� Î 0, 25

5 �§rm�
(3pnt)

Partie 1

Ê a) Prouver que 29 est un nombre premier.(0,25p)

b) Soit 𝑥 ∈ N et 𝑛 un entier naturel tel que 𝑛 ≡ 1[28].Prouver que 𝑥𝑛 ≡ 𝑥[29].(0,25p)

Ë On considère l’équation (𝐸) : 17𝑥 − 28𝑦 = 1 où (𝑥, 𝑦) ∈ Z2.

a) En utilisant l’algorithme d’Euclide, trouver un tel couple solution.(0,5p)

b) Résoudre dans Z2 l’équation (𝐸).(0,5p)

Partie 2

Soit A = {𝑥 ∈ N, 𝑥 < 29} Pour 𝑥 ∈ A, on note 𝑓(𝑥) le reste de la division euclidienne de 𝑥17 par 29

et 𝑔(𝑥) le reste de la division euclidienne de 𝑥5 par 29.

Ì a) Prouver que 𝑓(𝑥) ∈ A et 𝑥17 ≡ 𝑓(𝑥)[29], puis Prouver que 𝑔(𝑥) ∈ A et 𝑥5 ≡ 𝑔(𝑥)[29].(0,25p)

b) Pour 𝑥 ∈ A, prouver que 𝑔 (𝑓(𝑥)) = 𝑥. (0,25p)

Í Applications :

On attribue à chaque lettre de l’alphabet et ”𝛼” et ”𝛽”, l’entier donné par le tableau ci-dessous :

A B C D E F G H I J K L M N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

O P Q R S T U V W X Y Z 𝛼 𝛽

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

a) Bob code le mot ”BENSOUDA” à l’aide de la fonction 𝑓 et envoie le message codé à Alice. Voici le

codage des cinq premières lettres ”B”, ”E”, ”N”, ”S” et ”O” :

Message initial B E N S O

Entier associé 2 5 14 19 15

Utilisation de 𝑓

217 ≡
21[29]

517 ≡
9[29]

1417 ≡
11[29]

1917 ≡
14[29]

1517 ≡
18[29]

Entier associé 21 9 11 14 18

Message codé U I K N R
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Compléter son message.(0,5p)

b) Alice reçoit le message suivant, codé par Bob, à l’aide de la fonction 𝑓 : B J A C I Z

Décrypter ce message à la place d’Alice. (0,5p)
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TyRA§C �wl� �A� Ty�A���

2022 − 2023

8 ¨b§r��  A�t��

4ℎ EA��¯� ­d�

Tyly¡�t�� ­ wsn� T§w�A�

- xA� - Tymyl�³� T§r§dm��

Ty�Att� (𝑥𝑛)𝑛∈N �kt� ¤ ,𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑥0, 𝑞) = 1 �y�� (𝑥0, 𝑞) ∈ (N*)2 �ky�

1 �§rm�

(∀𝑛 ∈ N) : 𝑥𝑛+1 + 2𝑥𝑛+3 − 44𝑥2
0𝑞

𝑛 = 0 �q�� ¤ 𝑥0 �¤±� A¡d� ¤ 𝑞 AhFAF� TyFdn¡

4𝑝𝑛𝑡

𝑞 + 2𝑞3 = 44𝑥0 :  � �y� (� Ê 0, 25

𝑝𝑔𝑐𝑑(1 + 2𝑞2, 4) = 1 :  � �y� (
 0, 25

.(𝑥0; 𝑞)  d� �� 44 �sq§ 𝑞  � ¤ 𝑞 �sq§ 4 :  � �tntF� (� 0, 75

(∀𝑛 ∈ N*) : 𝑆𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖 �S� ¤ (𝑥0, 𝑞) = (3, 4)  � ¨l§ A� ¨� |rtf� Ë

.(∀𝑛 ∈ N*) : 𝑆𝑛 ≡ 0[3]  � �tntF� �� (∀𝑛 ∈ N*) : 𝑆𝑛 = 4𝑛 − 1  � �� �q�� (� 0, 5

𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑆𝑛+1, 𝑆𝑛)  d� �� (∀𝑛 ∈ N*) : 𝑆𝑛+1 = 4𝑆𝑛 + 3  � �� �q�� (
 0, 5

𝑆𝑛 ≡ 0[5]  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� 𝑛 ≡ 0[2]  � �y� (� 0, 5

428 ≡ 1[29]  � �y� Ì 0, 25

4𝑛 ≡ 1[17] �q�§ 𝑛 �d`n� ry� ¨`ybV  d� r�}�  d� (� Í 0, 25

(∀𝑘 ∈ N) : 44𝑘 ≡ 1[17]  � �tntF� (
 0, 25

.𝑆28  d`l� Ty�¤� �F�w� T`�C�  d� Î 0, 5

.1 ��A�§ A§dq�  d� m �ky�

2 �§rm�
4𝑝𝑛𝑡

( 2) 1 ºz���

: z �wh�m�� ��Ð (Em) T� A`m�� C T�wm�m�� ¨� rbt`�

(Em) : z2 − (1 − i)(m + 1)z − i
(︀
m2 + 1

)︀
= 0

(E𝑚) T� A`m�� zym� w¡ Δ = [(1 + 𝑖)(𝑚 − 1)]2  � �� �q�� (� Ê 0, 5

.C ¨� (Em) T� A`m�� �� (
 0, 5

©¤As§ (Em) T� A`m�� ¨l� º�d�  wk§ ¨k� m ©dq`��  d`�� ¨tmy� ©rb��� �kK�� Yl�  d� (�

.1

0, 5

.z2 = m − i ¤ z1 = 1 − im �S� Ë

.¨�l�m�� �kK�� Yl� z2 ¤ z1 	t�� ,
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 ¤ m = ei𝜃 T�A� ¨� 0, 5

( 2) 2 ºz���

(O,−→u ,−→v ) rJAb� �\nm� d�A`t� �l`� Y�� 
wsn� «wtsm��

.z2 = m − i ¤ m, z1 = 1 − im ¨��wt�� Yl� Ah�A��� ¨t�� M2 ¤ M1 ¤ M Xqn�� rbt`�

.Tymyqts� M2 ¤ M1 ¤ M Xqn��  wk� �y�� M Xqn�� T�wm��  d� Ê 0, 5

w¡ : z′ = 1 − iz �y�� M′ (z′) TWqn�A� M(z) TWqn�� X�r§ ©@�� R �§w�t��  � �y� (� Ë

.¢t§¤�E ¤ Ω £z�r� d§d�� ¨�bn§  �C¤ 

0, 5

.Re(m) + Im(m) = 1  A� �Ð� Xq� ¤ �Ð� �r} ¨ly��
z2 − z1

z2 − m
©dq`��  d`��  � 
b�� (
 0, 5

.­C¤�dt� M2 ¤ M1 ¤ M ¤ Ω Xqn��  wk� �y�� M Xqn�� T�wm�� �tntF� (� 0, 5
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𝑓(𝑥) = 𝑥2 ln(1+𝑥). : ¨l§ Am�𝐷 =]−1,+∞[Yl� T�r`m�� T��d�� 𝑓 �kt� :

3 �§rm�

@��� ¤ 2𝑐𝑚 ­d�w�A� (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ) �\nm� d�A`t� �l`� ¨� 𝑓 T��d�� Yn�n� (𝐶𝑓) �ky� ¤

. ln 3 ≃ 1, 1 ¤ ln 2 ≃ 0, 7

5, 75𝑝𝑛𝑡

.Ay�Ayb� �¶Atn�� �¤�¤ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
¤ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) ¤ lim

𝑥→1+
𝑓(𝑥) 	s�A. Ê 1

.𝑢(𝑥) = 2 ln(1 + 𝑥) +
𝑥

1 + 𝑥
�S� 𝐷 �� 𝑥 �k� Ë

.𝐷 Yl� 𝑢 T��d�� ��ry�� xC � -� 0, 25

.𝐷 Yl� 𝑢(𝑥) ­CAJ� �tntF�¤ 𝑢(0) 	s�� -
 0, 5

.𝑓 T��d�� ��ry�� �¤d� �R �� 𝐷 �� 𝑥 �k� 𝑓 ′(𝑥) 	s��¤ 𝐷 Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝑓  � �y� Ì 1

¨t�� Xqn�� �Erb� (𝐶𝑓) �FC� �� �l`m�� �}� dn� (𝐶𝑓) Yn�nml� xAmm�� T� A`�  d� Í

.2 ¤ 1 ¤ 0 ¤ −0, 5 Ahly}A��

1

.�y}A�±� Cw�� ¤ [0, 1] Yl� (𝐶𝑓) �� ºz� �y� CwO�m�� zy��� T�As� 𝑐𝑚2

 	s�� Î 0, 75

.𝐷 ¨� 𝑢𝑛 XbS�A� ®� �bq� 𝑓(𝑥) =
√
𝑛 T� A`m��  � �y� . N �� 𝑛 �ky� -� Ï 0, 5

.(𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm�� T�A�C xC � -
 0, 25

.Aht§Ah�  d�¤ ­Cwbk� ry� (𝑢𝑛)𝑛∈N Ty�Attm��  � �y� -� 0, 5

𝑓(𝑥) =
√︀

𝑒2𝑥 − 1 : þ� R+
Yl� �yt�r`m�� 𝐹 ¤ 𝑓 �yt§ d`�� �yt��d�� rbt`�

4 �§rm�

.𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ¤

6, 25𝑝𝑛𝑡

1 ºz���

.𝑥 > 0 �k� 𝐹 ′(𝑥) 	s��¤ R+
Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝐹  � �y� Ê 0, 5

.𝐺(𝑥) = 𝑓(𝑥) − arctan(𝑓(𝑥)) �S� 𝑥 > 0 �k� Ë

.(∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  �¤ ]0,+∞[ Yl� �AqtJ®� Tl�A� 𝐺  � �y� (� 0, 75

(∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑥)  � �tntF� (
 0, 75∫︁ ln(
√

2)

0

√︀
𝑒2𝑥 − 1𝑑𝑥 = 1 −

𝜋

4
 � �tntF� (� 0, 5

2 ºz���

.𝐼𝑛 =

∫︁ ln(
√

2)

0

(𝑓(𝑡))𝑛𝑑𝑡 �S� N*
�� 𝑛 �k�

(∀𝑥 ∈ [0,+∞[) : 𝑔′(𝑥) = 2(1 + 𝑔(𝑥))  � �y� 𝑔(𝑥) = 𝑒2𝑥 − 1 �S� 𝑥 ≥ 0 �k� (� Ê 0, 5

( 𝐼𝑛 =

∫︁ ln(
√

2)

0

(𝑔(𝑡))
𝑛
2 𝑑𝑡  � ^�¯ ) (∀𝑛 ∈ N*) : 𝐼𝑛+2 + 𝐼𝑛 =

1

𝑛 + 2
 � �tntF� (
 0, 75

. lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛 	s��¤ (∀𝑛 ∈ N*) : 0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 2
 � �y� (� 0, 75

.𝑢𝑛 = 𝐼𝑛+4 − 𝐼𝑛 �S� N*
�� 𝑛 �k� Ë

(∀𝑛 ∈ N*) : 𝑢𝑛 =
1

𝑛 + 4
−

1

𝑛 + 2
 � �y� (
Ê ��¥s�� �Am`tFA� (� 0, 5

.𝐼1 ¤ 𝐼4𝑛+5 T�¯d�

𝑘=𝑛∑︁
𝑘=0

𝑢4𝑘+1 �wm�m�� 	s�� (
 0, 5

lim
𝑛→+∞

𝑘=2𝑛+1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

2𝑘 + 1
=

𝜋

4
 � �bF Am� �tntF� (� 0, 75
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