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Résumé — 1—

La Continuité

Définitions I
Soient f une fonction numérique définie sur un ouvert I 3 a.
@ On dit f est continue en a si lim f(x) = f(a).
Tr—a
(Ve >0)(Ja > 0)(Vx € Dy) : |x —a| < a=|f(x) — f(a)| <€

® On dit que f est continue a droite en a si lim+ f(x) = f(a).
Tr—ra

2022-2023 2 BACS.M

® On dit que f est continue a gauche en b si lirgl f(x) = f(b).
x—b—

f est continue en a < f est continue a droite et a gauche en a

® On dit que f est une fonction continue sur un intervalle ouvert I s’elle est continue
en tout point de I.

® On dit que f est une fonction sur un intervelle [a, b] s’elle est continue sur ]a, b|,
continue a droite en a et continue a gauche en b.

® Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, les fonctions : © — v/, T —>

sin x et « — cos x sont continues sur leur domaine de définition.

Les opérations sur les fonctions continues I

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A € R.

O les fonctions f + g, Af et fg sont continues sur I.

@ Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et = sont continues sur I.

g g
® Si f et g sont deux fonctions continues sur I et J respectivement avec f(I) C J,

alors g o f est continue sur I.
O soient I un intervalle ouvert, @ € I, f une fonction définie sur I avec lim f(x) =

r—ra

I € R et g est une fonction continue sur J avec f(I) C J alors lim(go f)(x) = g(1).
r—ra

L’image d’un intervalle par une fonction continue I

O l'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

® l'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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I F(I) si f est continue et str 7 | f(I) si f est continue et str N\
a, b (), £(b)] [£(b), f(a)]
Ja, b | lim £ (), £(5) F(b), Tim, f ()]
a, b f(@), lim £ ()] | lim f(z), f(a)
Ja, b] | lim f(x), lim f()] | lim f(z), lim_£(z)]
@, o0 f(a), lim f()] | lim_f(x), (a)
la,+ool | ] lim f(2), lim f@@) | | lim_ f(z), lim f(2)]
| — oo, b] | lim_f(z), () F(8), lim_f(x)|
|—oo,bl | | lim f(x), im f(x)[ | | lim f(z), lim_f(z)|
| oo, +oo[| | lim f(z), lim f(x) | | wl_{gl f(z), lim_f(x)]

Théoréeme des valeurs intermédiaires I

Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que f(a)f(b) < 0. Alors :
L’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans ]a, b].

Si de plus f est strictement monotone, ’équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans |a, b|.

La Dichotomie I

Le but de cette méthode est d’approcher la solution d’une équation de type f(x) = 0.
Si f est continue et strictement monotone sur [a, b] telle que f(a)f(b) < 0, alors
Jla €]a, b[/f(a) = 0. On a deux cas :

— sif (a_—|—b> f(b) < 0 alors o E} %b b[.

a-+b
2

Slf( +b)f(a)<0alorsa€] a, [

On continue de cette maniere jusqu’a l’encadrement demandé de a.

La fonction réciproque I
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soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J = f(I)
La fonction qui lie chaque élement y de J avec I'unique élement x de I tel que f(x) =y
s’appelle la fonction réciproque de f notée f~1. On a donc :

_){f‘l(w):y @{f(y)=w’
xedJ yel

Ve e€l:(flof)(x)=x,VeeJ: (fof)(z) ==z
< f~1 est continue sur f(I)
— f et £! ont la méme monotonie.

— (Cf—l) et (Cy) sont symétrique par rapport a y = @ dans un repere orthonormé.

La fonction racine n"™¢ I

Soit n € N*| la fonction & — x™ est continue et strictement croissante sur [0, +oo].

Alors elle admet une fonction réciproque sera noté ¢/. On a :

— [0, 400 — [0, 4+o0]

x — VT

— (Vz,y € [0,+0[) : Vz=yesz=y"

— (Vx € [0,+00]): (Vz)" = V" ==z
— Sir = P € Q avec g € N* et p € Z, on pose (Vx €]0, +o0]) : " = VP

q

— La fonction & — " est continue sur ]0, 400, pour tout r € Q.
< pour tout 7,7 € Q et pour tout x,y €]0,4+o0[ on a :

r+r’ r.r x\" x" rr’ r\7’ 1 —r x” r—r’ r T, T
x =z'z"5(— ) =27 =(") ;=5 =2 (vy) =2y,

Y Y x x

Vo=V Y = ——
Ve sy v (V& + /) (Va? + /)

La fonction arctan I

T
La fonction & +— tan(x) est continue et strictement croissante sur | — 3 E[ Alors elle

admet une fonction réciproque noté arctan.
< La fonction & +— arctan(x) est continue et strictement croissante sur R.

— (Vx € R) : tan(arctan(x)) = x; (Vx €] — %, g[) : arctan(tan(z)) =«

T
—, 5[) : arctan(x) = y <= z = tan(y)

2

) ™
— lim arctan(z) = —
r—+00 2

— (Vx € R); (Vy €] —

. w . arctan(x)
lim arctan(z) = —— lim —F =
r——00 2 x—0 €T

1
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Résumé — 2—

Les suites numériques

La suite major e, minor e et born e I

est major e s’il existe un r el M tel que (Vn > ng) : U,, < M

2022-2023 2 BAC S M

O Une suite (Un)
@ Une suite (Un),,>p,
® Une suite (Uy,)

|U,| < C. (ie. la suite est major e et minor e la fois)

n>ng

est minor e s’il existe un r el m tel que (Vn > nyg) : U, > m.

n>n, €St born e §'il existe un rel positif C' tel que (Vn > no) :

“ Toute suite positive est minor e par 0. ~ Toute suite n gative est major e par 0.

La monotonie d’une suite I

(1] (Un)nZno est croissante < (Vn>mng):Upy — U, >0

(2) (Un)nZno est strictement croissante < (Vn > ng) : Up41 — U, > 0
® (Un),,>p, est d croissante < (Vn > ng) : Upy1 — Up < 0.

® (Un),>n, est strictement d croissante < (Vn 2> nyg) : Upt1 — U, < 0.
© (Un),,>p, est constante < (Vn > ng) : Upt1 = Uy

~ Une suite croissante est minor e par son premier terme. (ie. (Vn > ng) : U, > U,,)

~ Une suite d croissante est major e par son premier terme. (ie. (Vn > ng) : U, < U,,)

La suite arithm tique/g om trique I

une suite Arithm tique G om trique
La d finition (Vn > ny) Uy1=U,+r U,+1 = qU,
Terme g n ral (Vn > nyp) U,=U,+ (n—p)r U, =Upq" P
la somme
— 1 1 — g pPt+1
—4q

Limite d’une suite I

est convergente s’elle existe I € R tel que lim U,, =1
n—-+oo

@ On dit qu'une suite (Uy,)

n>ng

lim U,=14< (Ve >0)(IN >0)(VneN):n>N=|U, -1 <e

n—-+4oo

@ On dit qu'une suite (Vi) ,>p,
lim U, =400 (VA>0)(3IN>0)(VneN):n>N=U, > A

n—-+oo

est divergente s’elle n’est pas convergente.
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® Toute suite croissante et major e est convergente.

O Toute suite d croissante et minor e est convergente.

(5]

(
(Vn > ng) : U, =1 <V,
. —> (Un),,>,. €st convergente et lim U, =1
IIT V,=20 =Mo n——+oo
\ n—+o00

[ (Yn > ng) : W, <U, <V,

N

-

— (Un)n>n0 est convergente et lim U, =1

lim V,= lim W, =1 n——4 o0
\ n—>+oo n——+oo
( (Vn >ny): W, <U, — lilil U, = +oo et (Un)n>n0 est divergente
< n——+oo Z
lim W, = 400
\ n—+00
(Vn>mnp):U, >0 (Vn > ng) : U, <V,
, =1>0 , _ , =il
lim U, =1 Iim U, =1let lim V, =1
n—-+4o0o n—-+oo n—-+o0o

O Soit a« € Q" et soit g € R, on a :
+oo sig>1

+oo sia>0 1 sig=1
lim n® = lim ¢" = |
notee 0 sia < 0 nortee 0 si—1<qg<1
\%] sig < —1
lim U, =1
9 noteo = lim f(U,) = f(1)

| fest continue enl nrtoeo

() f est continue surl
(¢2) Un+1 := f(Un)

O (i) Ug €1 > = la limite de (U,,) est une sol de f(x) = « sur I
(i) F(I) C 1

\ (v) (U,,) est convergente

W

Les suites adjacentes I

Deux suites (uy)y, et (vy)y sont dites adjacentes lorsque :

O (up)n est croissante. @ (vy,), est d croissante. O lim(v, — u,) = 0.

M Deux suites adjecentes sont convergentes et elles ont la m me limite.
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Résumé — 3—

2022-202 e s 2 BAC S.M
0222023 LLa Dérivation, Etude de fct

Définitions I

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I 3 a. On dit que :

x) — f(a
@ f est dérivable en a s'il existe un réel I t.q. lim f() = f(a) =1 (:= f'(a)).
T—a T —a
fx) = f(a)
O f est dérivable a droite de a s’il existe un réel I tel que lim =1
r—at Tr—a
(:= fa(a)).
. \ . . . f(x) = f(a)
® f est dérivable a gauche de a s’il existe un réel I tel que lim =1
rT—a~ r — Qa

(:= f,(a)).
O f est dérivable sur I s’elle est dérivable en tout point de I.

© f est dérivable sur [a, b] s’elle est dérivable sur ]a, b[, dérivable a droite de a et

Interprétation géométrique I

@ Si f est dérivable en a alors (Cf) admet une tangente d’équation y = f'(a)(xz —
a) + f(a) au point (a, f(a))

@ Si f est dérivable a droite au point a alors (Cy) admet une demi-tangente d’équation
{ y = fi(a)(= —a) + f(a)

T >a

dérivable a gauche de b.

au point (a, f(a))

® Si f est dérivable a gauche au point @ alors (Cy) admet une demi-tangente d’équation

y = fy(a)(z —a) + f(a)
r<a

au point (a, f(a))

. f(z) — f(a) . U
O Si hmﬂE = oo alors (C) admet une demi-tangente verticale d’équation
T—a r—a
x = a.

i
lim f(— —r—00 hm = 400
r—a r—a z—a’ Tr—a
flx) — fla) lim £&) = 1@ _
l- n - - 1m = —00
IEEG — r—a’t r—a

@ Si f est dérivable au point a, la fonction g définie par g(x) = f'(a)(x — a) + f(a)

est une approximation affine de f au voisinage de a et on a :

xr~a— f(xr) ~g(xr)
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Tableau des fonctions dérivées et ces opérations I

la fonction f la dérivée f’ intervalle
r+— k,kER x+— 0 R
x—x",n € N* x — nr" ! R
1 1
T — — T — —— R*
x inz
Tr— VT Trr— —— 0, 400
1
x+— vVr,n € N\{1} |z — —— R*
n</x
x—x",reQ” x— rax’ ] 0,400
x — cos(x) x — — sin(x) R
x — sin(x) x +— cos(x) R
1 ™
x — tan(x) x +— 14 tan®(x) = ——— R\{——i—kﬂ'}
cos?(x) 2
1
x — arctan(x) T — R
14 x2
la fonction f définie sur I la dérivée de f sur I Conditions
u+v ; uv u + v ; uv 4 ud
n u'v — uv’
— _ v # Osurl
v v?
u”, n € N* nu'u”
1 u’
— —— u # Osurl
U y?
u/
U — u > 0sur /
Vu 2+y/u
u/
vu,n € N* —— u > Osur [
e (n 3/
u",r € Q"\{—1} ru’u” u > Osur/
x +— u(ax +b),a eRetbeR x — au'(ax + b) 10, 400
u/
arctan(u)
14 u?
sin(u) ; cos(u) u’ cos(u) ; —u'sin(u)
tan(u) w 2Tk
an(u — u #£ — 0
cos?(u) 2
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La dérivée du composé'

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I et J respectivement telles que f(I) C J,

alors f o g est dérivable et on a: (f o g)'(z) = f' (g(x)) .¢'(x) (Vx € I).
La dérivée de la réciproque

Soit f une fonction bijective et dérivable sur I et f/ ne s’annule pas sur f(I) = J alors

sa réciproque £~ est dérivable sur J et on a : (Vx € J) : (f_l)’ (x) =

Théoréme des Accroissement Finis.

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

(=)

(3c €la, b)) : f'(c) =

f est continue sur [a,b] TAF f(b) — f(a)
f est dérivable sur Ja,b] =— (b—a)

Inégalité des Accroissement Finis'

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

f est continue sur [a,b] IAF
f est dérivable sur Ja,b] — 0

B fi(x) <o

Théoreme de Rolle'

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

IO = @)

- b—a

f est continue sur [a,b] Rolle
f est dérivable sur Ja,b] —- (3c €]a, b)) : f'(e) =0
f(a) = f(b)

Les branches inﬁnies'

La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (Cf) au voisinage de 0o

< lim (f(z) — (az +b)) =0

Page 8 de 129



Les branches infinies

lim
x—00 *

f(z) = o0

)

(z)=28

lim f(x) = o0

I—r0oQ

lim /(=)

T

a#0 lim

T—r00 i1

flz) _

) _

T—r0o0 59

lim (f(x) —az) =05

lim
Tr—00

(f(2) —az) = oo

r— 0o

la droite (Cy) admet (Cy) admet (Cy) admet la droite z = || 1a droite z = a
y =ar + b est i li))rainche une branche une branche est une est une
parabolique ) :
une asymptote SHivank parabolique parabolique asymptote asymptote
oblique (B var= % suivant (OX) suivant (OY) horizontale verticale
Parité de f et éléments de symétrie'
Type de f Définition Objectifs
—x €D Etudier f sur Dy N R™
f est paire Vx € Dy ! J 7
f(—z) = f(x) (Cy) est symetrique % (OY)
, . —x € Dy Etudier f sur Dy NRY
f est impaire Ve € Dy
f(—x) = —f(x) | (Cy) est symetrique par a O
L x+T € Dy . T
f est périodique | Va € Dy il suffit de I’étudier sur un
fl®+T) = f(x)
de période T' > 0 intervalle de longueur T'
Axe de sym/ Centre de sym Définition Objectif
) 2a —x € Dy )
la droite & = a est un Ve € Dy Etudier f sur
f(2a —z) = f(x)
axe de symetrie de (CYy) D¢ N [a,4o0]
la point €2(a, b) est un Etudier f sur
. 2a —x € Dy
centre de de symetrie de Cy |Va € Dy D N [a,+oo]
f(2a —x) = 2b— f(x)
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Résumé — 4—

Les fonctions Ln et Exp

Le logarithme népérien I

® Le logarithme népérien est la primitive de la fonction @ — — sur U'intervalle |0, +o00]
T

2022-2023 2 BAC S\M

et qui s’annule en 1. Noté par ” In”.

oD, =]0, +o0],

e [n est une fonction dérivable sur J0, +oo [ etona: (Va €]0,+oo]) : In'(x) = —.
@ In est strictement croissante sur |0, +o0]. ’

e [’équation In(x) = 1 admet une unique solution noté e telle que e = 2,718 ...

Propriétés I
Pour tout @ et b de ]0, +oo[ et r de Q :
e In(ab) = In(a) + In(db) eln (%) = In(a) — In(b)

e lIn % = —In(a) e In(va) = %ln(a) e In(a") = rlin(a)
eIn(a) =1In(b) & a =b. e a < b<=In(a) < In(b)

eln(z) =02xz=1 Ihn(z)<0&0<x<1l In(z)>0&xz>1

Etude du fonction In I

In(1
e lim In(x) =400 e lim In(z) = —o0 e lim In(l + =) =1
r—+00 x—0t x—0 T
In(x
e lim n(x) =0 e lim 2" - In(x) = 0 (Vn € N¥)
r—+oo " z—0t

e Tubleau de vartation du In et ca courbe :

T 0 + 00
1
— +
T
—+00
In(x) __—
_w ...........................................................

e Soit u une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle I. La fonction
/
u'(x

(@) s’appelle La dérivée logarithmique de w sur I.
u(x
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e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I telle qu’elle ne s’annule jamais sur

I, alors la fonction f : « +— In(Ju(x)|) est dérivable sur I et sa dérivée est La dérivée

. . N !/ ul(w)
logarithmique de u. cad (Ve € I) : f'(x) = @)
u(x
e Soit u une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle I. Les fonctions

u'(x)

primitives de la fonction @ +— sur I sont les fonctions & — In(|u(x)|) + C avec

C e R.

u(x

Logarithme a la base a I

eSoit a un réel strictement positif et différent de 1. Le logarithme a base a est la fonction
In(x)

In(a)
e Si a = 10 on note log;, = log et si a = e log, = In.

e log,(1) =0, log,(a) =1, log,(e) =
Soient x,y €]0, +-oo[, @ € RT\{1} :

1
o log,(zy) = log,() +log,(y); log, (;) = —log,(y).

noté log, et définie sur |0, +oof par : log,(x) =

In(a)

x
o o5, (2 ) = log.(2) ~ Iog,(v);  log, (&) = rlog, (), (¥ € Q)
Pour tout a € R} \{1}, la fonction log, est dérivable sur |0, +-o0o[ et on a :

1
(Va €]0,+00]) : log! (z) =
x1n(a)
O<a<l1 a > 1
log;, — log!, +
log, ~+00 S log, R +00
— XD —O0)
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L’exponentielle népérien I

e La réciproque de la fonction In s’appelle La fonction exponentielle népérienne notée

exp : R —]0, +o0l.

e Soient r € Qet a €]0,400 [,Ona: exp(r) =a < r =In(a) & In(e") =

In(a) < a = e". Donc exp(r) = €" pour tout r de Q. On prolonge cette expression a

R et on aura : (V& € R) : exp(x) = €”
e La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.

ee'=¢; € =1; €°>0,(VreR).

Propriétés I
e (Vx €R):In(e®) =z (V& €]0,+00]): @ =g
T — —= l
. { =y {:v n(y)

z € R y €]0, +oo]
Soient ¢,y € Ret r € Q, on a :

e =e"rx=y ">V x>y

] 4y —T 1 e’ r—y rT T\T

ec’ey =e""Y; e"=—; —=¢e"Y "= (e
e’ ey

[ m [ w . ew - 1

e lim e = +o0; lim e =0; lim = 1;
r—+00 Tr——00 x—0 T
Zr
lim — = +4o0; lim x"e” = 0;(Vn € N)

x—+oo N r—+00

e La fonction & +— e est dérivable sur R et (€)' = &%, (Vz € R).

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction & +— e

dérivable sur I et on a : (e*)’ (x) = u'(z)e*®, (Vx € I)

Vo e

+00

r |—00 +00 T

w(@) ot

0

L’exponentielle a la base a I

e Soit @ un réel strictement positif et différent de 1 . L’exponentielle a base a est la

fonction exp, : © — e* n(a) — 4% ot on a : (Vx € R) : exp,(x) = € In(a) — o=
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Soient z,y € Ret a € RI\{1}. On a:
1 a®

o a“a?=a""" a"=— —=ad""¥ a¥=(1@")! d"=e's =1y
a®* a¥
e La fonction = — a® est dérivable sur R et on a : (Vz € R) : (a®)’ = In(a)a®.
{a“’<ay<:>a:>y ,0<a<l1
°

a* <ad'"&r<<y ,a>1

0<axl e |
T —00 400 z —00 +00
In(a)a” — In(a)a” &
+00 00
a” ciieas SR 0 a® 0 e
1
a = 3 a=2
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Résumé — 5—

2022-202 .
022-2023 Les Nombres compléxes

2 BAC S.M

Définitions et Notations'

L’ensemble des nombres complexes est : C = {z = a 4+ ib/(a; b) € R? et i* = —1}
Soit le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (o, a), e_2>)

Soit z = a + ib un nombre complexe avec(a; b) € R?

- La forme algébrique du nombre complexe z est : a + 2b.

- La partie réelle du nombre complexe z est : Re(z) = a.

- La partie imaginaire du nombre complexe z est : Im(z) = b.

- Le nombre complexe z est imaginaire pur si Re(z) = 0.

Re(z) =Re (2')
Im(z) =Im (2)

- Egalité de deux nombres complexes : z = 2’ <

- Le conjugué du nombre complexe z est : Z = a — tb

- Le module du nombre complexe z est : |z| = VzZ = \/a? + b?

- L’image du nombre complexe z = a + b est le point M (a, b), noté M (z)

- L’affixe du point M (a, b) est le nombre complexe zp; = a + b.
- L’affixe du vecteur w(a, b) est le nombre complexe zz = a + ib.

- L’affixe du vecteur Aﬁ est le nombre complexe Zap = ZB — %A

—
- L’argument de z non nul est une mesure 8 de I'angle orienté (e_1>, OM ) noté argz.

Re(z) . Im(z)
sin @ =
2] =]

avec cos § =

- La forme trigonométrique du nombre complexe non nul z est :

z=r(cosO +isinf) = [r,0] avec r = |z| et argz = 0[27]

- La forme exponentielle du nombre complexe non nul z est : z = re®

avec r = |z| et argz = 0[27]
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Propriétés I

Conjugué M odule Argument
Opposé —z=—Z | — 2| = | 2| arg(—z) = (7 + arg z)[27]
Conjugué zZ=2z |1Z| = |2| arg(z) = — arg z[27]
Produit zxz! = zZxz' |2x2’| = |z|x|2!| |arg(z2’) = argz + arg 2’[2n]
Puissance zn = (Z2)" 12" = |z|" arg (z") = narg z[27|
1 1 1 1 1
Inverse — ) == —|=— arg | — | = — arg z[27]
z' z' z E z
, z z z |z| z ,
Quotient — ) == — arg | — | = argz — arg z'[27]
z/ z/ z’! |2/| z’!
Somme |z+2z =z+2||z+ 2| < |z|+ |7 —
Forme trigonométrique Forme exponentielle
Conjugué [r,0] = [r, —0] re® = re="
Opposé —[r,0] = [r, 7 + 0] —re'? = re™
Produit [r, 0)x[r', 0] = [rr';0 4 0’ refur o — pp! oi(0+6")
Formule Moivre [r,0]" = [r"; n0O] (rew)n = r"etm9)
| | T 1,
Inverse = |—;—0 — = —e '
;6]  |r ] re® r
r; 0 r re T o
Quotient 7€) = [_, 0 — 9’] _ — __H0-0)
[,,,/; 01] r! r’etf r!
619 + 6—10 619 _ 6—1,0
Formules d’Euler cos 0 = 5 et sinf@ = Y
i
Somme e 4 e = e’ (ezagb + e_”a2) = 2cos (a _ b) i E"
. . -a -a— a— a — b a ™
Différence it — e = i3 (8226 —e ”2b> = 2sin ( ) el

z 4+ zZ = 2Re(2)
z —z = 2iIm(z)

2z = [Re(2)]? + [Im(2)]?
|z| =0 2=0

Vk € Z [r,0 + 2kw] = [r, 0]

zERS z=2
zeER&s argz=kn/k €’
zE€MR&S z2=—2
inR(:)argz:g—l—kﬂ/kEZ
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Equation du deuxieme degré

L’équation le discriminant Ensemble de solution
—b—vVvVA —-b+ VA
0 A>0 ;
ze€eC az°+bz+c=0 2a 2a
9 —b
(Azb—4ac) A=0 S =<
2a
—b—itv—A —b+i1v—A
A<O S = { : ; T }

2a 2a
] —b c
Formules de viete 214+ 20 = — Z1.29 = —
a a

Nombres complexes et géométrie'
Formule complexe nerpretation géometrique

|zB — 24|

la distance AB

|z —za| =7 (r > 0)

M appartient au cercle de centre Aet de rayon r

|z — za| = |z — zB] M appartient a la médiatrice de [AB]
zZA + 2B -
zr=———€Ry I milieu de[AB]
ZB — ZA
ZC — %A . . « .
—— €R A, B et C trois points alignés
ZB — ZA

ZB — 2D RA — =C
. ER
ZA — ZpD 2B — ZC

A, B, C et D sont cocycliques

(AB: AC) = arg (== ) [2n]

mesure de l'angle (A g; Aig)

ZB — ZA
La Condition Nature du triangle ABC

zZc — za ™ .
— = |r;*t— ABC est un triangle rectangle en A
ZB — ZA 2

zZc — za . R

— = [1; 6] ABC est un triangle isocele en A

ZB — %A
ZC — ZA ™ . . N
——— = |1;£—| | ABC est un triangle isocele et rectangle en A
ZB — ZA 2
ZC — ZA T . P ’
— = |1;+— ABC est un triangle équilatéral
ZB — ZA 3

Transformations usuelles.

La Transformation

Ecriture complexe

Translation de vecteur © d’affixe zz

2=z 4+ 2z

Homothétie de centre 2(w) et de rapport k

z'—w=k(z —w)

Rotation de centre Q(w) et d’angle 0

2 —w=e"Y%2—w)
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Reconnaitre une translation, une homothétie ou une rotation a partir de

leurs expressions complexes

a=1 F est une translation de vecteur o (b)
* b
s aztb a € R* — {1} | F est une homothétie H (Q(m), k= a>
C,beC la| =1eta # 1 F ebst une rotation
acCbe al=1eta
R <Q(—1 ), 0 = arg(a)[27‘r]>
—a
F = bR o H = H o R avec
d—teagr B(OG)0=ag@pal) o«
b
i (22 = lal
l—a

Racines n’éme d’un nombre complexe'

Le nbr complx | Condition | La racine carré

a>0|+aou—+va

a < 0|iva ou —iva

z=a-+1b b>0 \/§ ) _\/§ )
a—0 2(1—|—z) ou 2(1—|—z)

b b
a,beR b<O0 \/;(1_2')011_\/;(1_2')

2 b2 2 b2_
b#0|a#0| \/va +2 +a+isigne(b)\/\/a +2 a

Exemple : Les racines carrées de Z = —3 + 41, on pose z = « + 2y on a donc
22 =x? — y? + 2ixy, |2?| =2+ y? et |Z] = 5.
(
2% — y? = —3
0 22=2Z r=1 r=—1
donc 2° = Z & ) < K 20y =4 <= ou
=1z ), y=2 |y=—2
|z +y“ =5
Enfin z=1+2z2¢et 2z =1 — 22 sont les deux racines carrés de Z = —3 + 42

- On appel racine n’iéme ou racine d’ordre n d’'un nombre complexe Z tout nombre

complexe z tele que 2" = Z (avec n € N).

0 2km
- Les racines n’iémes de Z = [r, 0] sont 2z = [/r,— + ——] (avec k € [0,n — 1])
n n

2km

. N i—n—1 (2
- La somme des racines n’iemes d’'un nombre complexe est nulle 3:—7 (i t5T) = 0.
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Résumé — 6—

2022-2023 Calcul Intégral

2 BAC S.M

Définition I

Soient f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et F' sa primitive sur [a, b], on a :

| f@1dz = [F@] = F@®) - Fa)

Propriétés I

Soient f et g deux fonctions continues sur I et a,bet cde I et k € R.

b a a
(1 * [ f(x)de = — f(x)dx et f(x)dz = 0.
/(%) c/b b/a
@ Relation de Chasles : * / f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx

b b b
® La linéarité de l'intégrale : * / (f +9)(x)dx = / f(x)dx + / g(x)dx
b b
* [ (kf)(x)de =k | f(x)dx
[
O Si f > 0 sur [a,b] alors : / f(x)de > 0

b b
®5Si0<g< fsura,b] alors : / g(x)dx < / f(x)dx
b
| f@da

b
Om(b—a) < / f(x)de < M(b— a) avec m = m[iri] f(x) et M = m[a>§] f(x)
a x€E|a, xzE|a,

b
Osia<bona: §/|f(:13)|d:13

1 b
O Il existe au moins ¢ € [a, b] tel que: f(c) = b—/ f (x)dx (la valeur moyenne).

Techniques de calcul intégral I

O Calcul direct : se fait par trouver une primitive de f a intégrer sur I'intervalle I.

@ Intégration par partie :

Soient f et g deux fonctions dérivables et leurs dérivées sont continues sur un intervalle

[, b]. Alors on a - /f(a:)g’(a:)da:z[f(a:)g(a:)]Z—/ f(2)g(z)dz
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e e e 1
Ezemple :/ In(x)dx = / (z) In(xz)dx = [z ln(a:)]‘f—/ r—dr = e—(e—1) =1
T
(3 Change;nent de Variaﬁles : '

Soit g une fonction dérivable sur [a, b] telle que g’ une continue sur [a, b]. Soit f une

b g(b)
fonction continue sur g([a, b]). Alors : / f(g(x))g' (x)dx = f(t)dt
a g(a)
Ezxemple :
- V2 ¢ V2 42 V2
VE g / 2tdt:2/ dt:2/ 1— dt =
vi 241 1 241 1 t2+1

1 $—|—1

Sommes de Riemani

Soit f une fonction continue sur [a, b]. On pose pour tout n € N* :

b—a,”zlf( b;a) N b—azf<

1=0

—a
) alors les

suites (s,) et (Sy) convergent et admettent / f(x)dx comme limite commune.

Bremple : lim —— +..—— = | 1§f(0+i> /1 it =n(2)
rempie . 1m .o = m — — | = D E— = 1
b n 0 1—|—t

n—+oon + 1 2n n—+oo n, 4
Calcul des aires et volumes'

@ Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et (Cy) et (Cy) leurs courbes. L’aire

comprise entre (Cy) (Cy) et les droites d’équations € = a et * = b est :

Alf,ga0) = ([ @) (@)ldz ) w.a

Remarque 1 : Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, ;, ;) L’unité de I'aire est

u-a = |[2f|||7]l
@ Soient un solide compris entre deux plans paralelles d’équations z = a et z = b.
On note par S(t) l'aire d’ensemble des points M (x, y, z) tels que z = t (la section du

solide par le plan d’équation z = t ). Si la fonction ¢ +— S(t) est continue sur 'intervalle
b

[a; b], alors le volume V du solide , en u.v. est donné par : V = / S(t)dt
= f une fonction continue et D le domaine limité par (Cy) , 'axe (O?I:) et les droites

d’équations * = a et * = b Alors le volume V du solide de révolution engendré par la

b
rotation de D autour de 'axe (Ox) est : V=mn (/ (f(t))zdt> u.v

Remarque 2 : L’espace est muni d’un repere orthogonal (O, i 7, E) L’unité de volume

est w.v = [|2]|||g]ll[%]]
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Résumé — 6'—

2022-2023 o ege 2 BAC S.M
Les primitives
Les primitives des fonctions usuelles I
La fonction f Les primitives de f Intervalle
x+— k,keER x+—> kxr+c,ceR R
wn—i—l
xr—x",n €N* T —> +ec,ceR R
I n
T = — r— ——+c,c€R R*
B 1 1
x— —,n € N*\{1} T — — . +c,ceR R*
wil n—1 x1
Tr— — x+— 2/r+c,ceR ] 0,400
L
wr—l—l
x—x',reQ\{—1} x — +1—|—C,CER ] 0, +00]
r
x — cos(x) x — sin(x) +c,c € R R
x — sin(x) x +— —cos(x) +c,c €R R
0 T
x+— 14 tan“(r) = ———— |z — tan(x) + c,c € R R\ { — + k7
cos?(x) 2
1
T x — arctan(x c,c €R R
1 + 332 ( )+ b
1
x — — z+— In(x) +c,c €R R**
x
xr— e’ r+—e*+c,ceR R
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Les primitives et les opérations I

La fonction f définie sur I Une primitives de f sur I | Conditions
u 4+ v u 4+ v
u'v + uv’ uv
u'v — uv’ u
_ — v # Osurl
v? i~
u/un7 n € N* un+1
n+1

u’ 1

— —— u # Osurl

u? U

u/

— 24/ u u > 0sur 1

u’ “
n € N* nvu u > 0surl
(Yu)n=t” v
ur+1
uvu",r € Q*\{-1} u > Osur I
o
x+— u(ax +b),a e R*etbeR x — —u(ax + b) 10, +o0]
a
u/
arctan(u)
14+ u?
u’ sin(u) — cos(u)
u’ cos(u) sin(u)

v tan (u) 2Tk
—_ an(u u #£ — 0y
cos?(u) 2

u/

— In(|ul) u#0

U

u’e" e"
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Résumé — 7—
- , ’ AC S.
2022-2023 1 BS EQUATIONS DIFFERENTIELLES P4¢ M

Soient a € R* et b € R.

L’équation y' = ay + b I

L’équation différentielle

La solution générale

Yy = ay

y(x) = ce*®;c € R

{y’zay

a(x—xp)

y(x) = yoe

Yy (zo) = Yo
Yy =ay+b

b
y(x) = ce* — —;c e R
a

Yy =ay+b
Y (o) = Yo

{

b
y(z) = (y + —) o) _
a

b

a

L’équation y” +ay’ + by =0 I

L’équa. diff. et son equa. S Les Solutions | Les solutions générale
i
cara. de I’équa. car. | de I’équa. diff.
Deux  solutions (@) Cie™® 4 C
T — e 1L e’l"zl‘
A > 0 |réelles différentes Y ! 2
telle que C1,Cy € R
r1 et ro
174 /
Yy +ay + by = 0 et
) . o Une solution | y(x) = (Cix + Cy)e"™
son équation caractéristique | A = 0
0 réelle double r telle que C1,Cy € R
r“4+ar+b=0
Deux solu-
. y(x) = (Cicos(qz) +
tions complexes
A<O . C,sin(qx))e?” telle que
M = p+ 1q et
_ Cla C2 €ER
1
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Résumé — 8—

2022-202 . Ly
022-2023 Arithmétique

2 BAC S.M

Divisibilité-Division Euclidien

Soient a,b,c € Z et n € N.

Définition : b divise a < b | a < a multiple de b < 3k € Z : a = kb.

ea|a ealbs a”b”
al|b al|b
° = |a| = |b| . =alc
b|a b|c
a|b alb ’ /
° =a|ab+ Bc (a,8 €7Z) ° = aa’ | bb
alc a | b
.. . a=bqg+r
D.Euclidienne :Soient a € Z et b € Z*. Alors 3!(q,r) € ZxN tels que
0<r<|b

Congruence modulo nI

Soient a,b,c € Z et n € N.

@ a congrue b modulon & a=bn]n|(a—>b) < (IkE€Z):a—b=kn
<> a et b ont le méme reste de la division euclidienne sur n

0 la relation ”Congruence modulo” est dite relation d’équivalence :

(a) La réflexivité : a = a[n|,Va € Z.

(b) La symétrique : @ = b[n] = b = a[n],Va,b € Z.

(c) La transitivité : @ = b[n] et b = ¢[n] = a = ¢[n],Va,b,c € Z.

e{azb[n] @{a—l—czb—l—d[n], Gachc[n]@aEb[E] (d=crn).
c = d[n] ac = bd[n] d

O a = b[n] = a” = b’[n] n|a<s a=0[n] a = a + kn|n]
® L’ensemble Z/nZ : Z/nZ = {0,1,...,(n—1)} avec ¥ = {a € Z/a =
r[n]},Vr € [0,bn — 1] OnadoncZ=0U1U...U (n —1)

PGCD et PPCM I
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PGCD

PPCM

® Le plus grand commun diviseur de a et

b est le plus grand diviseur commun stric-

® Le plus petit commun multiple de a et b

est le plus petit multiple commun stricte-

tement positif de a et b (a A b)

ment positif de a et b (a V b)

eaNl=1 eaAa=|al eaVl=|a| eaVa=|al
eaANb=bAa eaAb=|a|A|b| eaVb=bVa eaVb=]|a|V|b|
eaN(bAhc)=(aNnb)Ac eaV (bVve)=(aVvbdb)Ve

ab A ac = |a|(b A c)
aNb/actanb/b
a/beta/c = a/bAc
a/b<= aANb=|a|

aANb=d= (Ja,06 € Z)d = aa + 3b

abV ac = |a|(bV c)
ea/avVbetb/aVvb
®a/cetb/c = aVb/c

ea/bs aVb=|b|

e (aVvb)(anb)=|ab] eaAb/aVDb

Algorithme d’Euclide : Sia =bg +r = a Ab = b A r ainsi a A b est le dernier

reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.

les nombres premiers entre eux'

Définition On dit que a et b sont premiers entre eur sia A b = 1.
aANb =1 & (I(u,v) €Z% au + bv = 1.
Théoreme de Bezout a = ad
aAb=d < Ia,B) €7Z*:{ b= pd
aNG=1
Et ces conséquences aNc=1 e aAbe=1; anb=1< anb® =1
aNb=1
Théoreme de Gauss a | be =alec
aNb=1
. alc
Et ces conséquences ab = ac[n]
b|c = ab | c; = b = c[n]
aAn=1
aNb=1

(E):ax+by =c

e (E) admet des solutions <> a A b | c.

kb

ka
* (E) {<w0+a/\by0 a,/\b>/ < }

avec (xg, Yo) est une solution particuliere.
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Les nombres premiers'

Définition : ® p est un nombre premier < D, = {—1,1, —p, p}
e Le plus petit diviseur positif de a différent de 1 est un
nombre premier
e [’ensemble des nombres premiers P est infini.
Propriétés : @ a n'est pas premier = (Ip €EP), p | a et p* < a.

@ (Vp,q €P): (Ip| #lal & pAqg=1)

el eP
9{p =pla 9{p =pAa=1
p|a” pfa
ceP,kecZ
@{p ’ ~pAk=1
1 < |k| < |pl
pelP
pelP
(6] = p|laoup|b Q] p|lab =p|b
p|ab

pfa

ep )
© g = € [1L,n]; p|a;
p|aas...a,

Vi € Hlvn]hpi cP

©(pecP = T € [1,n]; [p| = |pi
pP|Ppip2...Pn
Aore . ecP
Théoreme de Fermat : { p L g 1[p] < p € P; a” = a|p]
aANp=1

Pour vérifier qu'un entier

a > 2 est premier ou non :

On détermine tous les nombres premiers p tels que p? < a
e Si I'un de ces nombres divise a alors a est non premier.

e Sinon, a est premier.

Systeme de numération'

une base d’un systeme de numération est le cardinal de I’ensemble des nombres utilisés

pour représenter les nombres entiers naturels. Exemples :

O La base du systeme de numération décimale est 10 et ’ensemble des nombres utilisés

est {0,1,2,...,9}
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® La base du systeme de numération binaire est 2 et I’ensemble des nombres utilisés est

{0,1}.

T = b+, 10" 4 dabtag = Gmam_1 - a1ag(b), avec 0 < a; < b—1

® Criteres de divisibilités :

. (
Six =a,a,—1--- alao\lo) alors :

x = 0[2] & ap = 0[2]

x = 0[3] <) a; =03

x = 0[4] @za_l—ao = 0[4]

x = 0[5] < apg=0o0uay=25

x = 0[7] |apa,_1---a; + 5.a9 = 0]7]
x = 0[9] &) a; =009
r=0[11]| < zn:(—l)iai = 0[11]
r=0[25]| < r;o € {0,25,50,75}

La décomposition en facteurs premiers'

e Chaque nombre a € Z*\{—1, 1} s’écrit d'une fagon unique de la forme a = e.p{*p52 ..
telle que p1, P2y - - ., Pn sont des nombres premiers positives différents deux a deux et

a1, g, . . ., Oy, des nombres entiers naturels non nuls et € = £1. Cette écriture s’appelle

la Décomposition de a en facteurs premiers.

® Le nombre de diviseurs de aest x = (1 4+ 1) (1 + az) ... (1 + ay)

n n
e Soient a = eriai et b = er?", alors :
i=1

=1

a/\b:Hp

1=1

k

(2

k

i'nf(ai,,Bi), a Vv b —= H p:up(aiaﬁi)

1=
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Résumé — 9—

2022-2023 L1
Les Structures algébrique

2 BAC S.M

Soit E un ensemble.

Loi de composition interne I

e On appelle Loi de composition interne toute application f de ExE dans E.
e f(x,y) s’appelle le composé de x et y noté par x Ty, x L youx*xy...etsi E est
muni d'une Loi de composition interne * on note (E, ).

e Les matrices carrées

a b

Mz(R):{\C d>§(a’bacad)€R4}
(a b c

M;3(R) = d e f |;(ab,c,d,e, f,g,h,i) €R? 3. On admet que :
\g h i

a b N a b B a+a b+d
c d ¢ d | c+c d+d
et de méme pour M3(R).

a b a b B aa’ + bc’ ab’ + bd’
c d c d ca' +dc’ cb + dd’

e Partie stable : Soit H une partie de E. H est une partie stable pour * si pour tous

retyde Hona:xzxy € H.

e Associativité : (x xy) *xz = x * (y * 2),Ve,y,z € E.

e Commutativité : x xy =y *xx,V,y € E.

e [’élément neutre : x xe =e*xx = x,Vxr € E.

e Le symétrique d’un élément : on suppose que * possede un élément neutre e
dans E. On dit que « de E a un symétrique dans (E, ) ssi il existe ' de E tel que
rxx' =x' xx =e.

e Un élt. simplifiable : on dit que a est régulier dans (E, *) ssi V(z,y) € E? :
{w*a:y*aéwzy

a*w:a*yéw:y‘
e Un élt. absorbant : on dit que a est absorbant dans (E, ) ssiVx € E: xxa = e

et axx = e.
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Soient (E, *) et (F,T).

e Morphisme ou Homomorphisme : Toute application f : E — F' telle que :
f(x *y) = f(=)Tf(y) pour tout (z,y) de E

< Si f est un morphisme alors f transmit les propriétés de * dans E a T dans f(FE).

< Si de plus f est surjectif alors f(E) = F. Donc f transmit les propriétés de * dans

E aT dans F'.

Soit G un ensemble non vide.
e Groupe : Soit (G, *). On dit que (G, *) est un groupe si :

O La loi * est associative.

® La loi * admet un élément neutre dans G.

® Tout élément de G a un symétrique dans (G, *).
Si de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif (ou abélien).
e Sous Groupe : Soient (G, *) un groupe et H une partie non vide de G. On dit que
(H, %) est un sous-groupe de (G, *) si (H,*) est un groupe.

~

H+#AODet HCG
(H, *) est un sous-groupe de (G, *) <> < H est stable par *
H est stable par passage au symétrique

H+#AODet HCG
x*xy € HV(x,y) € H?
' € HVx € H
H+#AODet HCG
xxy € HV(z,y) € H?

N 7

Ve

)
®© o000 © 0 ©

0
—

e Morphismes de groupes :

Soient (G, *) et (K,T) deux groupes et f est un morphisme de (G, %) dans (K, T).
@ Si e est 1'élt neutre de (G, *) alors f(e) = € est I'élt neutre de (K, T).
O (f(G),T) est groupe.
® Si de plus (G, *) est un groupe abélien alors (f(G),T') est groupe abélien.
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Anneau

Soit A un ensemble non vide muni de deux LCI % et T'.
@ (A, x) est une groupe abélien.

® (A,*,T) est un anneau ssi ¢ @ T est associative dans A.

® T est distributive sur *
< Si de plus T possede un élément neutre alors (A, %, T') est dite Anneau Unitaire.

< Si de plus T est commutative alors (A, *,T') est un anneau commutative
e On dit que € A\ {04} est un diviseur de zéro dans 'anneau A si il existe y €
A\ {04} tel que: Ty =04 ou yTax = 04.

e Un anneau (A, *,T) n’admet aucun diviseur de zéro veut dire que :
(V(z,y) e? A): 2Ty=04 < x =04 ouy = 04.

e On dit qu’un anneau (A, *, T') est integre s’il n’est pas réduit a zéro et n’admet aucun
diviseur de zéro.

® Si x est inversible dans (A, T'), alors & n’est pas un diviseur de zéro dans 'anneau
(A, *,T).

e On appelle corps tout anneau unitaire (K, *, T') non réduit a zéro tel que tout élément
autre que zéro est inversible pour la loi T'.

Un corps est dit commutatif si la deuxieme loi est commutative.

O (K, *) est un groupe commutatif.
® (K,*,T) est un corpsssi § @ (K\ {Ox},T) est un groupe.

® La loi T est distributive par rapport a la loi *
e Si (K, *,T) est un corps alors :

< Tout élément de K\ {0k} est régulier pour T.

— (K, *,T) est un anneau integre.

< Pour tous (a,b) € K\{Ox}K,ona:aTx =b < x =adTb et xTa =
b x=0bTd.
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Année scolaire

2022-2023

Serie 4 : log+exp

2¢me BAC SM

I) Résoudre dans R :

OIn[(x — HQ2x +3)] =1n2
®(nx)’+2Inx-5=0
©2InQ2x+1)-3In(1-x) =0
@In|3x-2|+In|x+1| =1In6

IT) Résoudre dans R les inéquations suivants :

OIn <0
2x +3)

®(Inx)’+2Inx-5>0.
Déterminer D; puis calculer la
dérivées des fonctions suivantes :

Qfilx) =In2x* +x-1)

5
0 fr(x) = m

® fi(x) = VIn(-x—1) +5
O fi(x) = In(In(x + 1))

Exercice 3 .. .
Calculer les limites suivantes :

1
® lim x(In x)? O lim il
x—0t X—+00 x3
In(x> +3
® lim VxInx O lim ¥
x—0* x—+o0 x4 2
1
® lim xIn (%" @nmln(“’”)
x—o+00 X x—0 tan x
O limx+1)Inx—-xIn(x+1)
X—+o0

_ Soit u la fonction définie par :

ux)=2x+Inx -2
O Déterminer D, puis montrer que :
ux)20; 1<x
ux)<0; 0<x<1
® On pose dans [0, +oo[ :
¥+xInx=3x; x>0
fx) =
;x=0
(a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f adroite
du point 0.
(b) Etudier les branches infinies du (C r).

(c) Déterminer f’(x) puis donner le tableau de varia-
tion,
(d) Prouver que (Cy) N (OX) = {A, B} ou le point A

est d’abscisse @ tel que 2 < @ < 3.

_801t (Upuen+ une suite définit par :

1 1 1 o1
U, = + +---+—=Z
n+l n+2 2n k_1n+k

O a- Etudier les variations de la fonctions g définit
x+1

1
par: g(x) = —— — In( ) sur ]0, +ool.
x+1

b- Déduire que Yx €]0, +oo] :
x+1
< In( ).
x+1
® a- Montrer que Yx €]0, +oco[ : In(x) < x — 1.

x+1 1
) < —.
X

b- Déduire que Yx €]0, +oo][ : In(

x
©® a- En utilisant les questions (@ -b) et (@ -b) mon-
2n+1
“ )< U,<In2 VneN*

+1
b- Prouver que la suite (U,,),en+ €St convergente et cal-

trer que In(

culer sa limite.
I) Résoudre dans R :
Qlog(x +3) +log(x —2) =2
Olog,(x-1)=3

© log,(x) = log,(2)
Olog(x) > 5 (5] log%(x). log%(x) =8
O log;(x — 1) —logy(x +3) =1
Calculer les dérivés des fonctions suivantes :
0 fi(x) = x.27* 0 fo(x) = 4 - 2"
I) Résoudre dans R les équations sui-
vants :
O +5¢ =1 @ +2"+2=0
IT) Résoudre dans R les inéquations suivants :

0 et < o' Be' +4e*>2
e -1 e =2

<
e +1 e +2

_Determlner D; puis calculer la
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dérivées des fonctions suivantes :
O fi(x) = In(1+¢%)
O fi(x) = ¢ V¥

LA |
(5] ln( ¢ )
le** — 1
Calculer les limites suivantes :

. 43
O lim exs

O f,(x) = (sin x + cos x)e*

2x
0 fa(x) =
V2e2* + 3

O lim ¢* —e* +¢*

X—+00 X——00
1 — -X
© lim —— O lim 1 = V1 + %)
X——00 X X—+00

1
® Montrer que lim (e Verd _ e ‘/;) o= e

X—+o0

On considere la fonction f définie par :

f@) = (Va2 + Der

O Déterminer Dy et calculer les limites de f aux
bornes de Dy.

® Donner le tableau de variation de f.

® Etudier les branches infinie de (Cy).

® Donner I’équation de la tangente (T) au point A
d’abscisse 0.

@ Tracer (T) et (Cy).

On considere la suite (u#,) définie par (Vrn € N) :
u, = el i

© Montrer que (u,) est une suite géométrique, on
déterminant sa raison q et uy.

® On pose (Yn € N) : v, = In(u,). Montrer que (v,)
est une suite arithmétique, on déterminant le raison r
et vy.

®Onpose:S, = uy+u +--+u,etT, =

Ug.ltq...u, Déterminer : lim T, et lim S,.
n—+oo n—+oo
Exercice 13

Soit f la fonction définie sur R par :

Sf(x) =

1+ x2

X
O (a) Calculer lim f(x), lim f(x) et lim Q,
X——00 X—+00 X—+o00

puis donner des interprétations géométriques.

(b) Montrer que f est dérivable sur R et calculer f(x)
et donner le tableau de variation de f.

(c) Calculer f”(x) puis montrer que I’équation
f’(x) = 0 admet deux solutions 1 et 8 ou ~3 <
B <O0.

(d) Déduire un point d’inflexion de la courbe (Cy).
(e) Tracer la courbe (Cy).

@ (a) Montrer que f est bijective de R vers R? et soit
g sa bijection réciproque.

(b) Tracer (Cy).

(c) Calculer liI{I)l g(x)et lim g(x).
x—0* X—+00

1
(d) Montrer que (Yr > 1) Ala, < 0); g(-) = a,.

n
(e) Calculer a; et étudier la monotonie de (@,),>1-
(f) Montrer que la suite (@,),>1 n’est pas minorée puis

calculer lim «,,.
n—+oo

1 o
Pour tout n € N*, on poseu, = e+ —ecton considere
n

la fonction f, définie sur [0, +oo[ par :

fo®) = eV —u, Vx

(x)
O Calculer lim f,(x) et lim - puis intérpréter
X—+00 X—+o00
géométriquement le résultat.

® (a) Montrer que (Vx > 0) :

fn(x)_fn(o)_e‘/;_‘/;—l 1-u,
X - X + V;

(b) Etudier la dérivabilité de Jfn a droite de 0 puis in-
terpréter le résultat.

® Montrer que f, est dérivable sur ]0, +oo[ et que :

1
fix) = — @V —u,); (Vx> 0)
x
® Montrer que f, est strictement croissante

sur J(nu,)?, +oo[ et strictement décroissante sur
10, (In u,)’[.
©® Donner le tableau de variation de f,.

O (a) Montrer que 1’équation f,(x) = 0 admet exac-
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tement deux solutions a, et b, dans ]0, +oo[ et que
0<a,<1<(nu,)’<b,.

(b) Montrer que la suite (a,) est croissante, en déduire
qu’elle est convergente vers 1.

(c) Montrerque 0 < I < 1.

@ Tracer la courbe (Cy) de la fonction f;.

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

\ Partie 1

Soit g, la fonction définit par :

g.(x)=nInx+1) + L.
x+1

O Etudier les variations de g,(x) sur ] — 1, +ool.
® Déduire le signe de g,(x) sur ] -
1, +oo[.(Remarquer que g,(0) = 0).

| Partie 2|

On considere la fonction numérique définie sur | —
1,+00[ par : fu(x) = x"In(x + 1) et (Cp,) sa
courbe dans un repere orthonormé (0,_1'),7). On
prend ||_l?|| = 2cm.

O Calculer xl_i)r_r;)f Jau(x) et xETm Ju(x). (Discuter sui-
vant la parité de n)

@ Etudier les branches infinies de (C,,).

© a- Montrer que Yx €] =1, +oo[ f/(x) = x" g, (x).
b- Donner le tableau de variation de f,, (pour n pair et
n impair).

O Tracer (C,) et (C3) dans le méme repere (0,—1?,7).
® Montrer que 1’équation f,(x) = 1 admet une solu-
tion unique U, dans [1, +oo[.

® a- Comparer f,1(x) et f,(x) pour [1, +ool.

b- Déduire que la suite (U,),>» est décroissante.

c- Déduire que la suite (U,),>2 est convergente.

® a- Monter que lim(1 + =)" = e et calculer
n

lim £,(1 + 1)
n

1
b- Déduire que : (Any € N)(Vn > ny)f,(1 + =) > 1
n
(remarquer que eln2 > 1).
1
c- Déduireque Ve 2 ny U, < 1 + —.

n
d- Calculer lim U,,.

_ On considere la fonction g définie sur

R par:
In(x +1)
— 5 x>-1L, x#0
In|1+ xP(n|x]); x < -1
oy = 011+ xDiin Lx)
0 s x =-—1
1 ;5 x=0
| Partie 1

@ (a) Etudier la continuité de g en 0 et en —1.

(b) Calculer lim g(x) et intérpréter géométriquement
X—+oo

le résultat.

(c) Montrer que Vx < —1:

In|l+ 7
In |x|

g(x) = (In |x|)’ [1 +

(d) Calculer lim g(x) puis étudier la nature du
branche infinie au voisinage de —oo.
(x) — g(-1)
® Montrer que lim gr-&7’ = +oo puis in-
xo—1- x+1
terpréter géométriquement le résultat.

1
© (a) Montrer que (Yx > _E) :

xz
In(1+x)—x+ ) <2Ix?

(b) Etudier la dérivabilité de g en 0 puis interpréter
géométriquement le résultat.
O On considere la fonction f définie sur

] =1, 400 par:

f¥) = —— —In(x + 1)
1+x
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(a) Etudier les variation de f est montrer que (Vx €
1 - 1,0[V]0, +o0) : f(x) < 0.

(b) Montrer que la fonction g est dérivable sur ] —
1,0, 10, +oo[ et de plus :

g'x) = f(—? (Vx €] = 1,0[U]0, +oo[)
X

® On considere la fonction u définie sur | — oo, —1]
par:u(x) = (1+x)In|1 + x| + xIn|x|

(a) Montrer que (Yx €] — o0, —1]) :

u'(x)=In|1+ x| +In|x| + 2.

(b) Montrer que (Yx €] — oo, —1)) : '(x) = 0 & x =

aet’'(x) >0 x<a
—1— V1 + 4e2

2
(c) Donner le tableau de variation de u et montrer que

avec @ =
(3B < @) : u(B) = 0 puis déduire le signe de u(x).
(d) Montrer que (Vx €] = o0, —=1[) :

u(x)

x(x+1)

g'(x) =

® (a) Donner le tableau de variation de g.
(b) Construire la courbe (Cg).
(Hint: g =-12et f(B) = -04

| Partie 2|

On considere la fonction A définie sur R par : h(x) =
e "In(1+¢e")

et soit (u,) la suite définie par :

Uy = 0
Upsr 2 = h(u,)

(a) Vérifier que (Yx € R) : h(x) = g(e").
(b) Montrer que (Yx € R*): 0 < g(x) < 1. (Hint :

utiliser | Partie 1 |@(a))

(c) Montrer que 1’équation h(x) = x admet une seule

solution & dans [0, 1].

(d) Montrer que (Vx e N): 0 <u, < 1.

@ (a) Montrer que h est dérivable sur R et que (Vx €
R): h'(x) = e f(e¥).

(b) Montrer que (Yx € [0,1]) |k’ (x)] < |f(e)l.

©® (a) Montrer que (Vn € N) : lu,pq —a| < |f(e)llu, —
al.

(b) Montrer que : —1 < f(e) < 0.

(c) Montrer que (u,) est décroissante puis calculer sa

limite.

| Partie 3|

On considere la suite (a,),en+ Suivante :

O Montrer que (Yrn > 1) :
2" 'Ina,.; = 2"Ina, + g(-2""D)

® Montrer que (Yrn > 1) :
2"Ina, = ) g(-27"
k=1
© (a) Montrer que (Vx € [0,1]) :

x2

x<-Inl-x)<x+
21 -x)

(b) Montrer que (Yk € N*) :
1<g(-27% <1427

(c) Déduire que (Vn € N¥) :

2"Ina, 1
< <1+4-
n n
201R
| Partie 1|
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On considere la fonction f définie sur I’intervalle
I =]—-oco,1[ par: f(x) = In(1 - x)
Soit (C) sa courbe représentative dans un repere or-
thonormé (0, ?,f)
O (a) Montrer que la fonction f est continue sur 1
(b) Montrer que la fonction f est strictement
décroissante sur 1
(¢) Calculer lim f(x), lim f(x) et lim @

x-1- x——c0 xo00 X
(d) Interpréter graphiquement les résultats obtenus
(e) Donner le tableau de variations de f
® (a) Montrer que la courbe (C) est concave.
(b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le
repere (O, f,f)
©® (a) Montrer que f est une bijection de I vers R On
note f~! sa bijection réciproque.
(b) Déterminer f 1(x) pour x € R
(c¢) Vérifier que : fl-D=1-¢"

‘ Partie 1‘
Pour tout réel x et pour tout entier naturel n > 2, on
X x"
pose: Py(x) =x+—+....00.tn + —
2 n

© Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un
unique réel x, €]0,1[ tel que : P, (x,) = 1

® Déterminer le réel @ = x; et vérifier que : 0 <
a<l1

©® (a) Montrer que : pour tout entier n > 2, 0n a :
Pyir (x,) > 1

(b) En déduire que la suite (x,),», ainsi définie est
strictement décroissante.

(¢) Montrer que pour tout entier n > 2, on a :
x, €]0, a]

(d) Montrer que la suite (x,),», €st convergente.

® pour tout réel x € I et pour tout entier n > 2, on
pose : fo(x) = f(x) + Py(x)

(a) Montrer que : (Vx € I);(¥Vrn = 2) f(x)
_xn

1-x

(b) Montrer que : (Yx € [0,a]);(Vn

v

74

2 |fuw)| < 1“—

-
(c) En déduire que : (Vx €
2) 1f@l < —

[0,a]); (Vn

v

1
(d) Montrer que : (Yr = 2)|f (x,) + 1] < la

n

(e) En déduire la valeur de lim x,

n—+oo

0210

Pour tout entier naturel n, on considere la fonction f,

définie sur R par :

X

Ju(x) = T — + nx
Soit (C,) sa courbe représentative dans un repere or-
thonormé (0, 7, J). (On prendra |If]l = |1/l = 1 cm)
| Partie 1|

O (a) Calculer xl_i)IPw (fu(x) — nx + 2) puis interpréter
graphiquement le résultat obtenu.

(b) Montrer que la courbe (C,) admet, en —oo, une
asymptote (A,) dont on déterminera une équation
cartésienne.

O (a) Montrer que la fonction f,, est dérivable sur R

et que:
—2¢*
(Vx €R); fi(¥)= ——— +n
(1 +e*)?
4e*
(b) Montrer que : (Vx € R); —— <1
1+ ex)?

(¢) En déduire le sens de variation de la fonction f,
sur R

(On distinguera les deux cas: n = 0etn > 1)

O(a) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe
(C,) au point I d’abscisse 0

(b) Montrer que le point I est le seul point d’ inflexion
de la courbe (C,)

O Représenter graphiquement dans le méme repere,
les deux courbes (Cy) et (C5).

| Partie 2|
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On considere la suite (u,),,, définie par :

(Vn € N); Up1 = fO (un)

©O(a) Montrer que I’équation fy(x) = x admet une

uy=0 et

unique solution & dans R
(b) Montrer que :

(V3 € Ry 1A 01 < 5
(Yn € N)jlupa—-al <

® (a) Montrer que :
- |u, - @

> I I 1
(b) En déduire que (Vn € N) |u, — a| £ (E)"|a’|

(¢) Montrer que la suite (u,) est convergente vers a.

| Partie 3|

On suppose dans cette partie que n > 2.

O (a) Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un
unique réel x,, solution de I’équation f,(x) = 0

(b) Montrer que pour toutentiern > 2, 0<ux,<1

<147)

2
(On prendra ¢
1+e

O(a) Montrer que pour tout entier n >
2, fur1(xx)>0

b) En déduire que la suite (x,),», est strictement
décroissante.

¢) Montrer que la suite (x,),», €st convergente.

©® (a) Montrer que pour tout entier n > 2
1 1 ( 2e )
—<x,< -
n n\l+e

(b) En déduire lim x,, puis montrer que
n—+oo

lim nx, =1
n—+oo

® (a) Montrer que pour tout entier n > 2, on a :
Xn S X2

(b) En déduire lim (x,)"

n—+oo

202050

\ Partie 1 \

On considéré la fonction f définie sur I’intervalle
I =[0,1] par f(x) = xIn(2 — x) et soit (C) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (0, ?,f)

O (a) Montrer que f est dérivable sur / et que :
Viel: f(x)=In2-x) - ﬁ

(b) Montrer que la fonction dérivé f’ est strictement
décroissante sur 1.

(¢) Montrer qu’il existe un unique réel @ €]0; 1] tel

que : f'(a) = 0etque f(@) = 2Ci_a/
O(a) Etudier les variations de f, puis donner son ta-
bleau de variations.
(b) Montrer que la courbe (C) est concave.
(¢) Montrer que : (Vt € I),(Vx € I);
f@®Ox =0+ f(0)
(d) En deduire que : (Vx € 1);
)< -x+1

N

® Représenter la courbe (C) (On prendra : [|1]] =

fx) <

f(x) £ xIn2 et

2cm

Partie 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 2.

On considéré la fonction f,, définie sur I = [0, 1] par :
Sfa(x) = x"In(2 - x)

O (a) Vérifier que f, est positive sur I et que f,(0) =
Su(D)

(b) Montrer qu’il existe au moins «, €]0, 1[ tel que :
Sol@) =0

® (a) Montrer que f, est dérivable sur I et que :
Vx € I
nln2 — x) — 5

fix) = x"'gu(x) ob : gu(x) =
X

-X
(b) Montrer que la fonction g, est strictement

décroissante sur I
(¢) En déduire que a,, est unique.

® On considere la suite (@,),», ainsi définie.

1 a,n+1
(a) Montrer que : Yn 2 2; f,(a,) = — - LA
n 2-a,
en déduire que : lim f, (@,) = 0
(b) Montrer que : Yn > 2
gn (@y41) = —In(2 = @,41), en déduire que la suite

(@) ,»2 st strictement croissante.
(¢) Montrer que la suite («,),», €st convergente.

(d) Montrer que lim a,, = 1

0200
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| Partie 1|

On considere la fonction f définie sur I'intervalle

I =[0; 400/ par:

fO)=0 et (Vx€]0;+00]); f(x)= x*In (1 + —

et soit (C) sa courbe représentative dans un repere or-

thonormé (O; if)
(On prendra [li]| = [IfIl = 1 cm )

© On appliquant le théoreme des accroissements fi-

nis a la fonction ¢ — In(¢) sur 'intervalle [x, x + 1],

1 1
<In (1 + —) < -
x+1 x x
® (a) En utilisant la proposition (P), montrer que la

montrer que :

(P)  (Yx €]0; +oo[;

fonction f est dérivable a droite en 0

(b) En utilisant la proposition (P), montrer que la
courbe (C) admet une branche parabolique dont on
précisera la direction.

©® (a) Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et que :
f(x) = 3x? (ln(l + %) " 30+ x)) Vx €10, +ool.

(b) En déduire que la fonction f est strictement crois-

sante sur I (On pourra utiliser la proposition (P) )

(¢) Dresser le tableau de variations de f

{al

O Pour tout x €]0; +oco0, on pose : g(x) =

(Vx €]0; +c0) gx) =
1 1

2x(In|1 + —) - , en déduire que la fonc-
x) 2(1+x)

)
X

(a) Vérifier que :

tion g est strictement croissante sur R?.

(b) Montrer que I’équation g(x) = 1 admet sur R},
une solution unique notée «,

puis vérifier que @ €]1;2 (On prendra In2 = 0.7 et
In % =15)

(¢) En déduire que les seules solutions de 1’équation
f(x) =xsontOeta.

@(a) Représenter graphiquement la courbe (C). (On
précisera la demi-tangente a droite en 0 et la branche
parabolique de (C) )

(b) Montrer que f est une bijection de I vers I (On
note f~! sa bijection réciproque)

‘ Partie 2 ‘

On considere la suite (#,),5¢ définie par: 0 < uy < @
et (Vn € N);uuer = f7' (u,)

© Montrer par récurrence que :
VrneNs0<u,<a

A(a) Montrer que : g(]0; a]) = 10; 1]

(b) En déduire que la sulte (u,),»o est strictement
croissante.

(c) Montrer que la sulte (u,),5 st convergente.

© Déterminer lim u,,.
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par R.
O Vérifier que 2/’ = —2z + 2 et 2” =12 + 2
® Supposons que M # ,(,)

a) Calculer le rapport

nature du triangle AM'M?”.

et puis déduire la

b) Déterminer ’ensemble de point M (z) tels que
les points A, Q, M’ et M?” soit cocycliques.

20 ¢yl I

Le plan complexe étant rapporté a un repere or-
thonormé directe (O, o, V).

On considere ’application r qui fait associe chaque

points M (z) du plan complexe au points M’ (z")
V2 V2
— —i— | 2

2 2

O Montrer que r est une rotation dont en

tels que 2’ =

détermine son centre et son angle.

® Considérons les points A, B et C' d’affixes res-
pectivement a =3+ 41, b =7+ 1et c = %.
a) Déterminer la forme algébrique et trigo-

nométrique du nombre complexe c.

b) Posons 7(C) = C’. Donner 'affixe du point
(2+12)° _i»
7T+
1 1
¢) On pose o = arctan(g) et B = arctan(?).

C’ puis vérifier que ¢’ =

En fonction de a déterminer l'argument du
nombre complexe 2 4 ¢ et aussi en fonction de 3
déterminer 'argument du nombre complexe 7 + 2

. 7 . 1 1
puis déduire que : 2arctan(§) - arctan(?) =
I3

1

FEA =2EB

(EA,EB) = g[zn]

IlS@g)J.))’

=22 —2z2+14+a°>=0Wsaai C 2 U= @

.?mhéém:ma
(0,€1, ) pppp ol o swis Guiall (S yiuel| @
e e LBt S B g A dadidl ylad

Zz=1—1a 9z1 =1+ 1a

913 doadiwwns B 9 A 9 O &zl yi o (a)
B pio (AT a Gl 13 dakd
(OA) L (OB) < |a| =1: o e (b)

T T 0 .-
.—E,E{yedﬁa:e s ©
22 9 21 3 St Sl dacl (a)
Sl OAB cdidl (i Lele a 4eid sus (D)
0 5 a5l 331 @515 9 bl
a=14+72500
S 9 O 35yl 93 7 Ol 9 ddiws 30> (a)
B A J s
T 4 244 Gadall saall saec 0

19 e

Le plan complexe étant rapporté a un repere or-
thonormé directe (O, o, V).

On considere la symétrie centrale S de centre
A(—1) et la rotation R de centre Q(1 + 2) et
d’angle g, Soit M (z) un point dans le plan,
M'(2’) son image par S et M (2”) son image
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2023 — 2022 : diwl yad| A |
Waly ) ple AL RO

PYRVISIIFIAVS {

5 by Wl

Ak L B3 guky 9 9315
- il e D ) el

T -
02 ) (Bac 2021R(4 points))

m est un nombre complexe différent de 2 et de —2
Le plan complexe est rapporté a un repere ortho-
normé direct (O; 4, V)

On considere dans l’ensemble C 1’équation d’in-

connue z :
(EB):2° —(m—i)z—im =0

1-a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E)
est (m + 4)?

b) Déterminer z; et z5 les deux solutions de (E)
c¢) Sachant que m = e’%; écrire le nombre zq + 22
sous forme exponentielle.

2- On considere les points A, B et M d’affixes
respectifs 2, —1 et m et soit M’ le symétrique de
M par rapport a I’axe imaginaire.

a) Déterminer en fonction de m Daffixe de M’

b) Déterminer en fonction de m ’affixe du point
N tel que le quadrilatere AINM’B soit un pa-
rallélogramme.
¢) Montrer que les deux droites (AM) et (BM")
sont perpendiculaires si et seulement si Re((2 —
i)m) = Re (m?)

2 ¢ )AR)

(Bac 2021N(4 points))
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes non nuls
tel que : a4+ b # c
1-a) Résoudre dans l’ensemble C l’équation d’in-

connue z

(B): 2*°—(a+b+c)z+cla+b)=0

b) On suppose dans cette question que : a =
i,b=¢e'setc=a—b.

Ecrire les deux solutions de I'équation (E) sous
forme exponentielle.

2- Le plan complexe est rapporté a un repere or-
thonormé direct(O, 4, ¥). On considere les trois
points A(a), B(b) et C(c) qu'on suppose non
alignés.

Soient P(p) le centre de la rotation d’angle g qui
transforme B en A et Q(q) le centre de la rotation
d’angle (—g) qui transforme C en A et D(d)
le milieu du segment [BC]

a) Montrer que : 2p = b+ a + (a — b)i et
2q=c+a+ (c—a)i

b) Calculer : P

q—d
¢) En déduire la nature du triangle PDQ

3- Soient E le symétrique de B par rapport a P
et F' le symétrique de C par rapport a Q et K le
milieu du segment [EF| '

a) Montrer que l'affixe de K est k = a—i—%(c—b).
b) Montrer que les points K, P, Q et D sont co-

cycliques.
3 G )

(Bac 2020R (3,5 points))

1. Solt m un nombre réel non nul.
On considere dans l’ensemble des nombres com-
plexes C. les deux équations :
(B):2°4+22+1+m?>=0 et

(F):2°4+2(1—-1)2°+ (1 4+ m®* —4i) z —
2i (1+m?) =0
1- Résoudre dans C l'équation (E) 2-a) Montrer
que l'equation (F') admet une solution imaginaire

pure que ’on déterminera.
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2-a) Montrer que ’équation (F') admet une solu-

tion imaginaire pure que l'on déterminera.

b) Résoudre dans C I’équation (F)

On considere les deux points : A(—1 + im) et
B(—1 —1im)

Soient € le milieu du segment [AB], A le milieu
du segment [OB] et B’ le milieu du segment [O A]
La rotation de centre €2 et d’angle (—g) trans-
forme A en P(p), La rotation de centre A’ et
d’angle <_%> transforme B en Q(q) et La ro-

™
tation de centre B’ et d’angle (—5) transforme
O en R(r)

1—1
2

1-Montrer que : p = —1 +m,q = (-1 —
im)etr =4g

2-a) Vérifier que : ¢ — r = —ip

b) En déduire que : OP = QR et que les deux
droites (OP) et (QR) sont orthogonales.

4 ¢RI

(Bac 2020N(3,5 points))

Soit m un nombre complexe non nul. Premiere
partie : On considere dans C l’équation d’incon-
nue z, (E) : 2° — 2mz? + 2m?z —m®> =0
1- Résoudre dans C l'équation (F) (On remarque
que m est une solution de 'équation (E) )
2- On note z; et 2z les deux autres solutions de
I'équation (E) autre que m
a) Vérifier que : — + i = i

zZ1 zZa m
b) Dans le cas ot m = 1 4 €5, écrire sous la
forme algébrique z; et z
Deuxieme partie :
Le plan complexe est rapporté a un repere ortho-
normé direct (O; 4, ¥) On considere les points A
et B d’affixes respectives a = me’s et b =

me~T5 On note P le centre de la rotation d’angle

Ly
(5) qui transforme O en A, Q le centre de la

T
rotation d’angle (5) qui transforme A en B et

R le centre de la rotation d’angle (%) qui trans-
forme B en O

1- Montrer que les points O, A et B ne sont pas
alignés.

2-a) Montrer que 'affixe de P est p = m\/Tiei?2r

V2
et que l'affixe de R est r = mTe_ e

b) Montrer que laffixe de Q est ¢ =
mV/2sin '1_721'

3- Montrer que OQ = PR et que les deux droites
(0Q) et (PR) sont perpendiculaires.

5 G ) I

(Bac 2019R(3,5 points))

Soit & un nombre complexe non nul.

I- On considere dans I’ensemble des nombres com-
plexes C I’équation d’inconnue z : (E,) : 22 —
iaVv3z —a? =0

1-a) Vérifier que le discriminant de (E,) est A =
o?.

b) Résoudre dans C I'équation (E,).

2- Sachant que a = |a|e*(A € R), mettre les
deux racines de I’équation (E,) sous la forme ex-
ponentielle.

II- On suppose que le plan complexe est rapporté
a un repere orthonormé direct (O, i, V).

On considere les points 2, My et M, d’affixes
1+1iv3

respectivement o, z7 =

—1+14v/3
2

et d’angle il

3

1-a) Montrer que R(Q2) = Mj et que R(M;) =
M.

b) En déduire que les deux triangles OQ2M; et
O M, M, sont équilatéraux.

a et zog =

o et soit R la rotation de centre O

2-a) Vérifier que : 21 — 23 = a.

b) Montrer que Les deux droites (Q2Ms) et
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(OMy) sont orthogonales.
¢) En déduire que OQ2M; M> est un losange.

3- Montrer que pour tout réel 8, le nombre Z =

Z3— o 25 — |a]e? o]
o - P |a|ei9 est un réel.
6 ¢V I

(Bac 2019N(4 points))
Soit m un nombre complexe non réel (m € C—R)
I- On considere dans C, I’équation d’inconnue z

définie par :
(E): 22— (1+4)(1+m)z+2im =0

1-a) Montrer que le discriminant de ’équation (E)
est non nul.

b) Déterminer z; et 23, les deux solutions de
I'équation (E)

2- On suppose dans cette question que m = el
avec0 < 0 < m

a) Déterminer le module et un argument de z; + 2o
b) Montrer que si 2325 € R alors z; + 2o = 24
I1- Le plan complexe est rapporté a un repere or-
thonormé direct (Oj; i, ¥)

On considere les points suivants :

A le point d’affixe @ = 1 + %, B le point d’affixe
b= (14 i)m,C le point d’affixe

¢ = 1—1, D I'image du point B par la rotation de
centre O et d’angle g et 2 le milieu du segment
[CD].

1-a) Montrer que 'affixe du point Q est w =
(1—12)(1 —m)

2
b) Calculer
c) En déduire ’L(;)ue (02) L (AB) et que AB =
2092
2- La droite (O€2) coupe la droite (AB) au point
H d’affixe h

est un réel et que
—a —a

a) Montrer que

est un imaginaire pur.

b) En déduire h en fonction de m

7 ¢ )
O (Bac 2018R(3,5 points))

Pour tout nombre complexe z différent de 2 n

pose : h(z) = i (z — 2’).

z—1
a) Vérifier que : h(z) =z < 2> — 2iz—2 =10

(B) : 2% —

b) Résoudre dans C I’équation :
21z —2=0

2) le plan complexe est rapporté au repere ortho-
normé direct (O, e_1>, e_2>)

On désigne par a et b les solutions de I'équation
(E) tels que Re(a) =1

Soit z un nombre complexe différent de ¢ de a et
de b et soient les points M(z), M’'(h(2)), A(a)
et B(b).

h(z)—a z-—a
a) Montrer que = :
h(z)—b z-—0»
— —
b) En déduire que : (M'B, M’A) = 7w+

(MB, MA)[27].

3) a) Montrer que si les points M, A et B sont
alignés alors les points M; A et B et. M’ sont
aussi alignés.

b) Montrer que si les points M, A et B ne sont
pas alignés alors les points M, A et B et M’ sont

Cocycliques.
8 ¢ JA)

(Bac 2018N(3,5 points))
Soit m un nombre complexe .
I-  On considere dans I’ensemble complexes C<

I'équation (E,,) d’inconnue z :
224+ (im+2)z+im+2—-m =0

1- a) Vérifier que A = (im — 2i)? est le discri-
minant de 1’équation (E,,)
b) Donner, suivant les valeurs de m, ’ensemble

des solutions de 1'équation (E,,)
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2- Pour m = V2, écrire les deux racines de
I'équation (E,,) sous la forme exponentielle.
II- Le plan complexe est rapporté a un repere or-
thonormé direct (O, @, ¥) On considére les points
A, Q, M et M’ d’affixes respect et m' = —im —
3

1+2 Soit R la rotation d’angle 5 qui transforme
M en M’
a) Vérifier que Q est le centre de R
b) Déterminer l'affixe b de B, ou B est le point
tel que : A = R(B)
w—a

(m —b)
w—2>b
b) En déduire que les points A, M et M’ sont

2- a) Vérifier que : m’ — a =

alignés si et seulement si les points A, B, 2 et M
sont cocycliques.

c) Montrer que I'ensemble des points M tel que
les points A, M et M’ soient alignés Est un cercle

dont on déterminera le centre et le rayon .

9 eI

(Bac 2017R(3,5 points))
le plan complexe est rapporté au repere ortho-
normé direct (O, e_f, e_g)
Soit M le point d’affixe le nombre complexe non
nul z et M’ le point d’affixe 2’ = % (z + 2)
1) Déterminer le nombre complexe z tel que les
deux points M et M’ soient confondus.
2) On suppose que le point M est différent des

deux points A et B d’affixes respectifs 1 et —1.
z+1 <z + 1)2

Montrer que : =
z'—1 z—1

3) Soit (A) la médiatrice du segment [AB].
Montrer que : Si le point M appartient a ( A ),
alors le point M’ appartient a (A).

4) Soit (T') le cercle dont I'un des diametres est le

segment [AB].

Montrer que : Si le point M appartient & (I'), alors
le point M’ appartient & (AB).

.

10 ¢ )R
9 (Bac 2017N(3,5 points))

Soit m un nombre complexe non nul.

Partie 1

On considere dans C 1’équation :
(E) : 222 —2(m~+1+13)z+m?*+(1+i)m+i = 0

1- Vérifier que le discriminent de I'équation (E)
est : A = (2im)?.
2- Résoudre dans C I'équation (E).

‘ Partie 2 ‘

Le plan complexe est rapporté a un repere ortho-
normé direct (O, €1, Cz)

On suppose que : m € C\{0,1,4} et on pose :
%(m—l—l) et zg = 1;z(m—|—i)

On considere les points A, B, M, M et My d’af-

fixes respectifs 1,2, m, 2, et z,.

zZ1 =

1-a) Vérifier que : z3 = 425 + 1.

b) Montrer que Mj est I'image de M par la ro-
1+

tation de centre le point €2 d’affixe w = et

3
d’angle de mesure 3

, . Zo2 — M m —1

2-a)Vérifier que : =1 -
zZ1—m m—1

b) Montrer que si les points M, M; et Mo,

sont alignés alors M appartient au cercle (I") de
diametre [AB].
c¢) Déterminer 1’ensemble des points M pour que

les points €2, M, M et M soient cocycliques (re-
Z1 —w .
=1).

marquer que :
Zo — W
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On considére dans C le polynome P(z) = 2% —

2> — (5+4i)z + 21 — 124

(1) Résoudre l'équation : P(z) = 0 sachant

qu’elle admet une solution réelle.

(2)dans le plan complexe lié au repere orthonormé

(o, u,v).

Soient A, B, I les points d’affixes respectivement

zZp =3+ 21,z = —3,

(a) Calculer Z = T EaA
Zr — ZB

ture du triangle TAB.

ZI:].—Zi.

puis en déduire la na-

(b) Déterminer l'affixe z¢ du point C' image du
point I par I’ homothétie h de centre A et de rap-
port 2.

(¢) Soit D = bary{(A;1),(B;—1),(C;1)}
déterminer 'affixe zp du point D.

(d)Montrer que le quadrilatere ABCD est un
carré.

(3) Déterminer puis construire (I') = {M (z) €
(P)/|NTA~NTB+3C| = | MTA+ MBI},
(4) Déterminer puis construire (C) = {M (z) €
(P)/|MA — MB + MC|| = 4v5}.

Le plan complexe est lié a un repere orthonormé

direct (O, 4, 7).

Partie 1

On considere dans C Déquation : (FE)

22— (ivV2)22 + (-1 +iV3)z + V6 +ivV2 = 0.

(1) (a) Montrer que 'équation (E) admet une so-
lution zo imaginaire pure qu’on déterminera et

que : (E) & (2 — 2o) <z2—1—|—i\/§> = 0.

(b) Résoudre dans C(E). Notons z; et z3 les deux
autres solutions de (E).

(2) Montrer que les points My (29) , M7 (21) et
M, (z2) sont les sommets d'un triangle rectangle

et appartiennent au cercle de centre O.

Partie 2

(1)(a) Résoudre dans C I'équation : 2% = 1
(b) On considére le nombre complexe j =
(277) 4 isi (277)
cos [ — isin | — |.
3 3
(c)Vérifier que : 1 + j + j* = 0 et que —j2 =
(5) o5 5)
cos [ — isin | —
3 3
(2) On considere la rotation R de centre C'(c) et
d’angle g qui lie chaque point M (z)aM’ (2').
(a)Montrer que : 2’ = —j%z — jz.
(b) soient A(a) et B(b), montrer que (ABC
équilatéral <& a + bj2 + ¢j = 0 ou
a—l—bj+cj2:0).
(3) Déterminer I'ensemble des point s(z) tels que
les point sM(z), P(z — 1) et Q (z®) soient

alignés.

3 ¢ IR

On considere que le plan complexe est muni d’un
repere orthonormé direct (O, 4, ¥).

Soit z € C — {4}, on considere le complexe z’

, 1z — 1 ) ,
tel que : 2’ = — M le point d’affixe z et
z—1
M’ le point d’affixe z’¢ Dapplication telle que

(M) = M’

(1) Montrer que : z € iR < 2’ € iR
(2) Montrer que : 2’ € R < |z| = 1, puis en
déduire I'image du cercle C(O,1) — {A(%)} par

I’application ¢.
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(3) Montrer que Vz € C — {3, —i} : arg (2’) +

arg (z _7f = z[271'], puis en déduire 'en-
z+1 2

semble des M tel que 2z’ €] — oo, 0]

(4) Vérifier que : (2’ — 1) (2 — i) = 2, puis en

déduire I'image du cercle C (A, r) par I’ applica-

tion ¢ ou r > 0.

(5) Soit n € N tel que n > 2 on considére dans

C I'équation (E) : (2)" = i"

(a)Vérifier que (E) < (z +1)" = (2 — %)™ puis

montrer que les images des solutions de I’équation

(E) sont alignés.

(b) Montrer que les solutions de I’équation (FE)

T
s’écrivent sous la forme cotan | — | ou k €

n

Le plan complexe est lié a un repere ortho-

normé direct (O, @, V). On pose j = e’ et on

considere les points A(8), B(65) et C (85%) on
Ly

considere les rotations r; = R | C, 3 ) Ty =

R (Aa g) etr3 = R (B, %) posons : 71 (B) =
A", r(C)=B" etr3(A)=C"

(1) Construire les points A, B, C, A’, B’, C’ dans
(0, u, V)

(2) posons : A" (a’) , B'(b)et C'(c).
(a)Montrer que : @’ € R.
(b) Montrer que : b’ = e~%5 et en déduire que

O € (BB').

(¢) Montrer que : ¢ = 7 + 7iV/3.

(d) Montrer que les droites (AA’),(BB’) et
(CC") se coupent en O.

(3) (a) Calculer la distance : OA + OB + OC.
(b) Montrer que : 52 =1et1+j5+3j>=0

(¢) On considere le point M(z) en déduire
que : |[(@a—2)+b—2)ji+(c—2) =
la + bj? + cj| = 22.

(d) Prouver que la distance : M A+ MB+ MC

est minimal quand M = O.
S R

Soit @ un nombre complexe non nul.

I) On considere dans C l'équation (E) : iz® +
(a4+a@—1i)z —a—iaa = 0.

O (a) Montrer que le discriminent de 1’équation
(E) est A = (a —a — i)>

(b) Résoudre dans C I"équation (E).

@ Montrer que a est solution de I'équation (E) si
et seulement si Re(a) = Im(a).

IT) Le plan complexe étant rapporté a un repere
orthonormé directe (O, o, ).

On considere les points A(a), B(ta) et C(1+ia).

O On pose z = w.
(ta) —a
(t—1)a —1

(a) Montrer que Z = —
(ta) — a
(b) Montrer que A, B et C sont colinéaires si et

seulement si Im(a) = >

1
® On suppose que I'm(a) # 2>
T
Soit R; la rotation de centre A et d’angle -5 et

soit Ry la rotation de centre A et d’angle g et
posant B’ = R;(B) et C’ = R3(C) et soit E le
milieu du segment [BC.

(a) Déterminer respectivement les affixes b’ et ¢’
des points B’ et C’.

(b) Montrer que les droites (AFE) et (B'C") sont
perpendiculaires et que B'C’ = 2AE.

6 ¢V I I

Le plan complexe étant rapporté a un repere or-

thonormé directe (O, W, 7).

On considere 'application f définit de C dans C
1

par : £(2) = ¢ [(1 +iv3)z + 22

I) Résoudre dans C ’équation f(z) = 0.

IT) Pour tout m de N, on pose z,11 = f(z,) et
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zg = 1. Notons u,, le module du nombre complexe
Zn.

@ (a) Montrer que : 0 < upy1 < ;u” Vn € N.
(b) Déduire que (uy,) est convergente et calculer
ca limite.

® Notons M, 'image du nombre complexe z,, et
posons S, = OMy+OM,;+OMy+---+0OM,.
(a) Montrer que : S,, < 3 (Vn € N).

(b) Montrer que la suite (S,,) est convergente.
I1I) Posons z = re® tel que 8 €] — 7, 7] et R
® Montrer que : f(2z) = g'r cos (0 + %) e's
® Montrer que les points M, sont alignés.

On considere que le plan complexe est muni d'un
repere orthonormé direct (O, 4, ¥). Soit a € C

tel que a € R et a ¢ iR

‘ Partie 1 ‘

: (Eq) :
2°4+2az+1=0e¢t (F,):22+2-2+1=0
a

On considere dans C les équations :

et on note 21 et 2] les solutions de (Eq) et 22 et
z4 les solutions de (Fy)

(1) Vérifier que —1, 1, 0 ne sont pas des solutions
de (E,) et de (Fy,)

(2) Montrer que si |a| = 1 alors

de (F,) < Z est solution de (E,))

(z est solution

(3) (a) Sans faire des calculs donner les valeurs de

z12] et z1 + 2] et 222, et z2 + 2z, et montrer que
z2— 2z zh — 2z

| Z9 — 2 zh — 2]

(b) Que peut-on conclure a propos des point s
images des solutions de (E,) et de (Fy)

(4) Dans cette question on prend @ = —ie ™%

(a) Ecrire sous forme trigonométrique —1 — e i F
puis en déduire que le discriminent de

. . _iTN\2
équation (E,) est A = (2ie ")

(b) Déduire les solutions de (E,) et de (Fy)

(c) Donner la forme trigonométrique des solutions

de (Fy)

‘ Partie 2 ‘

a?
On considere les point sA(a) et B(a) et C (T>
a

Zc — 2 a
(1) Vérifier que : e PA ——

ZB — ZA a
(2) Montrer que les point sA, B, C ne sont pas
alignés
AB = AC
(A?, E) =7 + 2arg(a)[27]

(4) Déduire 'ensemble des point sA(a) tels que

(3) Montrer que :

le triangle ABC soit équilatere

8 e Al I

On considere les points A(1) ,B(—2) ,C(%) et
I le milieu de [AB] . Et soit (C) une cercle de
diametre [AB].

‘ Partie 1 ‘

O Soient * € R* et M une point d’affixe :
1+ 2ix

1—1x
a- Vérifier que : m # 2et m # 1.

-1 ﬁ—_Ay
b- Calculer m puis déduire (M , M ) .

m + 2
c- Déduire que M € (C) — {A, B} .

@ Réciproquement, soit IN une point de (C) —
{A, B} d’affixe n.

Et on pose <ﬁ> = 6[2n]

m =

1 1
a- Déterminer |n + > et arg (n + 5) puis
o 1 3,
déduire que n = ~3 + 561
b- Déterminer la forme exponentielle de nombre
e —1
i(e® + 1)
c- Déduire qu’il existe un nombre réelle x € R*
1+ 2ix
tel quen = ——
1—1x

® Qu’est ce que on peut déduire ?

‘ Partie 2 ‘
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Soit z € C— {1}, on pose ¢(z) = (1—i)z —

z—1
et z=x + 1y
x —1)2 12 -1
@ Montrer que p(z) = ( )+ )
(x—1)2+y°
x4 y? -1
i
(x —1)% +y?
® Montrer que p(z) € Rt &

ﬁ T
® Déduire la nature d’ensemble F =

{M@) / (AT = Fizm |

Partie 3

Soit @ € C et on considere I'équation (E)
z—z'E:aetonposeu:\/754—73\/7§

©® On suppose que a = 0, résoudre dans ce cas
I'équation (E).

@ On suppose que 'équation (E) admet une so-
lution.

a- Montrer que a? € iR~ .

b- Déduire qu’il existe r € R tel que a = ru .

® On suppose que a = ru avec r € R .

a- Montre que g est une solution de I’équation
b—Onposez’:z—g.

Montrer que :

z' est solution d’équation z — 41z = 0 < z est
solution d’équation (E)

O Résoudre dans C 'équation (E).

9 e
L#Le plan complexe P étant rap-

porté a un repere orthonormé direct (O, e1, 52))

Pour tout z dans C\{—1}, posons f(z) =
z—1

z—l—l‘

| Partie 1|

x + 1y tel que x,y € R avec

(CB, y) 7£ (_19 0)
O Montrer que :
(@ +z+y*—y)+ily—xz—1)
(x+1)2+4+y
® Déterminer les deux ensembles suivantes :

' ={M(2)/f(z) € iR} et
Ty = {M(z)/arg(f(z)) = 0[27]}

On pose z =

| Partie 2|

©® Donner la forme algébrique de (1 — 2i)2.

0 Résoudre dans C 'équation suivante : f(z) =
z + 1. (notons ces solutions par a et b tel que
la] < [b]).

® Ecrire a et b sous la forme trigonométrique.

® Déterminer la forme trigonométrique des

nombres suivants : bg, by, by et b tel que : bi =b.

Partie 3

O Dans P On considére les points suivants :
A(—1), B(—1 4 1) et C(2).

(1) %lc\uler Yol et déterminer 'angle suivant :
(AC,AB)

® Déduire la nature du triangle ABC.

| Partie 4|

Posons z = e tel que 8 €]0, 7|.
. % s
sin (; — %) e
cos (g)
® Déduir le module et I'argument du nombre com-

O Montrer que : f(z) =

plexe (s’il existe) f(z) suivant les valeurs de 6.
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K, = v+ ldr K; = ——dx _ x _ [t .3
2 /0 + ] 1 /211+\/5 I, _/oe le_l_ld:c I, = 0 cos®(2x)dx
3 = - dx I3 :/ dx cos? z sin zdx
o 14+sinxz+cosz 1 11’11213 2a? 4+ dw 4 T
In2 1 x x
Ky = : ver + 1ldx K4—/0\/1 r?dx 5 / +emw 6 / :c2—|—2:c—|—5 T
t
_ 2 = x\/ xdx Iy = ——dx
Ko(t) = | x?vx + 1dx /01 ‘/i ® / ;132_|_;1:—|—1
e X
3 ) Iy = ———dx I, = dx
I cos o 5 ¢RI 9 /0 14 e= 10 /;1:2—|—2zc—5
= 1+e2fc &
2z L% O?.)Jm
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J4:
0

1
J6:/ x arctan(z)dx J5:/ x’e "dzx
0 0

2
x? sin zdz J3:/ cos(lnx)dx
1

i s
4
ng/ xe”® cos xdx J7:/ e” sin xdx
0

0

1—e
0,1 1 In(1 — t3)dt
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1 enes

Pour tout entier positif n, on considere l'intégrale

_/ d
1+e*®

) Calculer I.
(b) Calculer Iy + I, en déduire Iy.
® (a) Démontrer que la suite (Ip)pen est
décroissante.
(b) En déduire que pour tout entier naturel n non

nul,

I,+1,,,<2I,<1I,,+1I,

® (a) Pour tout p € N*, exprimer I, + Ip1 en
fonction de p.

(b) Donner les valeurs exactes de I, I3 et I4.

(c) Prouver que pour tout entier naturel n
Supérieur a2,

—l—e_" <I, < —  (1—e€t™
(1= e™) S I < g )
9 En I'encadrement

utilisant précédent,

démontrer que les suites (In)nen et () nen

sont convergentes et déterminer leurs limites.

2 ¢RIl
- Pour n € N.
p2n+1
_/ d
14+ x2

O Calculer I.
@ Calculer Iy + I,. En déduire I;.
©.a. Quel est le signe de I,,.

b. Monterque: Vn €N, I,+1,41 =

2n + 2’

vneN, I, <
2n + 2

d. Monter que la suite (I,,) convergente et calculer

c. En déduire que :

sa limite.

e. Monter par récurrence que :

= z”: —(—1’3’“_1 —In2

k=1

vn € N*, 2(-1)""'I,

f. En déduire :

: i (=1)**
n—>+ook k

lim
@.a. A l'aide d’une intégration par parties, mon-

trer que :

2n+3

1
1) n—|—1/ (1—|—a:2)2d

4(n

n

b. Etablir les inégalités :

Vn € N, 0</
1+

c. En déduire

2n+3

132)2 >

2n + 4

lim nlIl, =
n——+oo

d. A T’aide des questions (@.a. et @.c.), donner un
équivalent de

k—1
) In 2

z“

Quand n tend vers +oo.

3 ¢RIl

On considere la fonction f définie par :

—Inz s x> 0
f(x) =

;=0

‘ Partie 1 ‘
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I) @ Déterminer Dy-.

® Montrer que f est continue a droite de 0.

© Etudier la dérivabilité de f a droite de 0 puis
interpréter géométriquement le résultat.

O Calculer la limite l_:lgrg f(x) puis interpréter
géométriquement le résultat.

® (a) Montrer que f'(z) = —2g(z)f(x) Vx €
Dy — {0} ou g est une fonction a déterminer.
(b) Donner le tableau de variation de f.

(c) Déterminer 'intersection de la courbe (Cy) et
la droite (A) : y==

(d) Tracer la courbe (Cy).

® Soit h la restriction de f sur lintervalle I =
1,400l

(a) Montrer que h est bijective de I dans J a
déterminer.

(b) Tracer (Cp-1).

‘ Partie 2 ‘

IT) @ (a) Donner le tableau de variation de g.
1
(b) Déduire que Vx € [1,4o0[ : |g(x)| < —.
e
0 (a) Montrer que V,y € [1,4o00] :

@)~ FW) < la—y

(b) Sachant que 2,7182 < e < 2,7183 don-
ner une estimation au nombre f(2,7182) 4 10~*

pres.

| Partie 3|

IIT) On considere F' la fonction définie par :

1< f(t)
Fla) = L e
1 .

;=0
@ Vérifier que Vz €]0, +o0] :

1 xr
F(x) = —/ e du
0

xr

0 (a) Montrer que YV €]0, 400 :
|F(z) = F(0)] <1—e™

(b) Déduire que F' est continue et dérivable a

droite de 0.
® Sachant que Va €]0, +o0] :

F)< - (1+e —e)

Calculer ljm F(x) puis donner une interprétation
oo

géométrique du résultat.

O (a) Montrer que YV €]0, 400 :

2

~*  F(x)

xr T

F(z) = <
(b) Déduire que V& €]0, 400 :
1 2
F'(z) = —2:13/ t2e~ @ dt
0

(c) Donner le tableau de variation de F'.
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1 e
- (La divisibilité)

O Montrer que Vn € N :

(a) 6/7" T — 1.

(b) 17/3.5%"~1 4 2372

(c) 9/2% (22"t — 1) — 1.
2 ¢ IR

(La division euclidienne)
O Déterminer le reste de la division euclidienne du
nombre 705° par 5.
@ Déterminer le reste de la division euclidienne du
nombre 333222 4 222333 par 5.
® Déterminer suivant les valeurs de l'entier n le
reste de la division euclidienne du nombre 2™ par
9.
O Déterminer n de N* si la division euclidienne
de 125 sur n donner g est le quotient et g est le

reste.

3 ¢RI

(La congruence )
O Montrer que Vn € N :
(a) n" = nl7].
(b) 4*"t2 = 1[15].
(c) (n+ = 0[n].
(d) 2™ = 1[7] & n = 0[3]
® Pour tout n de N on pose A = n® — 3n + 5.

)2021 -1

(a) Déterminer m pour la quelle A = 0[7].
(b) Déterminer n pour la quelle A = 1[7].

® Résoudre dans Z les équations suivantes :

(&1) : 3z =4[5] et (&2) : 2x = 3[6].
4 Rl . ,
(Un entier non carré par-
fait)

Soit m un entier naturel.

©® Montrer que si n est impaire alors n? = 1[8].

® Montrer que si n est paire alors n?

2 = 4[8].

= 0[8] ou

® Soit a, b et ¢ trois entiers impaires :

(a) Montrer que a? + b% 4 ¢? n'est pas un carré
parfait.

(b) Montrer que 2(ab + bc + ca) = 6][8].

(c) Déduire que ab + bc + ca n’est pas un carré

parfait.
S G IR
- (Les nombres premiers )
O Soit n de Z.
(a) Montrer que les deux nombres a,, = n® —
3n + 4 et b, = n? + 3n + 4 sont paires.

(b) Déduire que ¢, = n* — n? 4 16 n’est pas un

nombre premier.

6 ¢V I

(Les systémes)

Résoudre dans N*? les systémes suivants :

x4+ y = 48 2 _ y? = 5440
(S1) (S2)
Ny =12 TNy =28
xy = 2700 xVy=30
(83){ (S4)
TNy = cNy="17
cVy—xcNANy="177
(Ss)
0<z<y
zVy+10x Ay = 142
o]
r <y
7 ) )R)

(Nombre de Fermat)
Pour chaque entier n on pose F,, = 1 + 22".
O Montrer que Vn > 1: F,, = 7[10].
@ Montrer que F5 = 0[641]. Déduire.
8 ¢ IR)

Soit p un nombre premier tel que p > 3
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® Montrer que 4/(p* — 1).
@ Si (p > 3) alors prouver que 3/(p? — 1).
9 eI I

On considere dans Z? I'équation
suivante (€) : 4x? — 9y? = 432.
O (a) Montrer que si (x,y) est solution de (&)
alors 3/x et 2/y.
(b) Prouver que si (X,Y) est solution de X? —
Y? = 12 alors (3X,2Y) est solution de (&).
® (a) Résoudre dans Z? : X2 —Y? = 12.
(b) Déduire les solutions de (&).

10 ¢ xR

) @ Résoudre dans Z /27 ’équation 3z = 4.
® Résoudre dans Z /57 I'équation x° = .
I1) @ Résoudre dans Z/77Z I'équation 4z +5 = 0.
® Résoudre dans Z/7ZxZ/TZ le systeme

3z + 4y = 1.

2 +y =5.
® Résoudre dans Z/117Z I’équation 4x® + 5z +
7=0.

11 e

O Dresser les tables d’adition et de multiplication
dans Z/5Z.
B(a) Résoudre dans Z/57Z le
3z +2y=1
2z +4y =3

(b) Résoudre 'équation z? — xz — 2 = 0.

12 e s I

Soient p et q de N*.

systeme

© Montrer I'équivalence suivante :

pAglp+q) =1

PpANg=1%&
(P+a)Ap=1

@ Soient x et y de N* tel que (£) : x(43—x) =
y(x +y)etd=ax Ay avec x = ad et y = bd.
(a) Prouver que a(43 — ad) = bd(a + b)

(b) Montrer que a/d.

(¢) Posons d = ac. Démontrer que : c(a® + ab +

b?) = 43 puis déduire que ¢ = 1.

(d) Déterminer les solutions de I’équation (£).

.

13 ¢ i

(Une suite)

On  considere la  suite définie par
Uy=0 U, =1

{ Unt2 = 3U,+1 — 20U,

O (a) Montrer que Vn € N: U,, = 2™ — 1.

(b) Déduire que Vn € N: U,41 AU, = 1.

(c) Déterminer le reste de la division du nombre
2™ par 9.

(d) Montrer que (9/U,,) = (63/U,,).

.

14 ¢ )

(Théoréme de Fermat)

Soit p un nombre premier positif.
O Montrer que Vk € {1,2,...,p— 1} : p/Cs.
® Montrer que Vn € N : (n 4+ 1)? = nP[p].
® (a) Montrer que Va € N : a? = a[p].
(b) Déduire que Va € Z : a? = a[p].
O Déduire que Va €EZ :aAp=1= a? ' =
1[p].

15 e xR

@ Déterminer toutes les entiers naturels a, b et ¢
tel que : W(n = M(H),

® Soit (a,b,c) € N tel que : ¢ = 101 et
a =131

(a) Exprimer le produit abec dans le systeme de

numération de base b tel que b € N* {1}.
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Soit NN lentier naturel dont
l’écriture dans la base décimale est : N =

111...1
——
2010 fois 1
@ Montrer que le nombre IN est divisible par 11.

O (a)Vérifier que le nombre 2011 est premier et
que 10%°1% — 1 = 9N

(b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre
9IN.

(¢c) En déduire que le nombre 2011 divise le
nombre IN.

® Montrer que le nombre IN est divisible par

22121
2 ¢

©® On considere dans Z? 1'équation (£€) : 143z —
195y = 52.

(a) Déterminer le plus grand commun diviseur de
143 et 195, puis en déduire que I'équation (&)
admet des solutions dans Z2.

(b) Sachant que (—1, —1) est une solution par-
ticuliere de 1'équation (€), résoudre dans Z?
I'équation (£) en précisant les étapes de la
résolution.

® Soit n un entier naturel non nul premier avec 5
Montrer que pour tout k de Z on a : n** = 1[5].
©® Soient x et y deux entiers naturels non nuls tel
que x = y[4].

(a) Montrer que pour tout m de Z* , on a :
n”® = nY[5].

(b) En déduire que pour tout m de Z*, on a :
n” = nY[10].

O Soient x et y deux entiers naturels tel que (x, y)

est solution de I’équation (&)
Montrer que pour tout n de Z* | les deux nombres
€T

n® et nY ont le méme chiffre des unités dans

I’écriture dans le systeme décimal.

3 ¢ IR

L’objectif de l’exercice est de chercher les en-
tiers naturels n strictement supérieurs a 1 et qui
vérifient la propriété suivante : (R) : 3" —2" =
0[n]
@ On suppose que n vérifie la propriété (R) et
soit p le plus petit diviseur premier positif
de n.
(a)Montrer que : 3" — 2™ = 0[p], en déduire que
p =5
(b) Montrer que : 2P~' = 1[p] et 377! = 1[p].
(¢) Montrer qu'il existe un couple (a, b) de Z? tel
que:an —b(p—1) =1
(d) Soient 7 et g le reste et le quotient de la divi-
sion euclidienne de a par p — 1
(a=q(p—1)+ravec0<r<p—1letq€Z)
Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que :
rm=1+k(p—1)
@ En déduire de tout ce qui précede qu’il n’existe
pas d’entier naturel m strictement supérieur a 1
vérifiant (R).

4 ¢ aj

On admet que 2017 est un
nombre premier et que 2016 = 2°.32.7. Soit p
un nombre premier tel que p > 5
O Soit le couple (x,y) de N*xN* tel que px +
yP~! = 2017.
(a) Vérifier que p < 2017.
(b) Montrer que p ne divise pas y.
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(c) Montrer que : y*~! = 1[p] puis déduire que p

divise 2016.

(d) Montrer que p = 7.

® Déterminer suivant les valeurs de p, les couple

(z,y) de N*xN* qui vérifie px + y?~ = 2017.
5 ¢ )

O Déterminer tous les nombres entiers naturels m
tels que : m? + 1 = 0[5].

® Soit p un nombre premier tel que p = 3 + 4k
ou k est un nombre entier naturel.

Soit m un nombre entier naturel tel que : n?+1 =
0[p].

(a) Vérifier que : (n?)*T2* = —1[p].

(b) Montrer que n et p sont premiers entre eux.
(¢) En déduire que : (n?)**2* = 1][p].

(d) Déduire de ce qui précede qu’il n’existe pas
d’entier naturel n vérifiant : n? + 1 = 0[p].

6 ¢ )

@ (a) Vérifier que le nombre 503 est premier.

(b) Montrer que 7°°? = 1[503]; en déduire que
72008 = 1[503].

® On considere dans Z? I'équation (£) : 492 —
6y = 1.

Sachant que (1, 8) est une solution particuliere de
'équation (€); résoudre dans Z? 1'équation (&)
en précisant les étapes de la résolution.

® On pose N = 14+7+4+7%4 ... 4 72007

(a) Montrer que le couple (72°°¢, V) est solution
de 'équation (&).

(b) Montrer que N = 0[4] et N = 0[503].

(c) En déduire que le nombre IN est divisible par

@ Soit a € N* et p un nombre premier (p > 5)

tel que P|(a24a+1)-

(a) Vérifier que a® = 1[p].

(b) Montrer que pA (a +1) = 1.

(c) Montrer que pA (a—1) = 1.(Hint : a® +a +
l1=(a—1)(a+2)+3

(d) Déduire que min{k € N*/a* = 1[p]} = 3.
(e) On utilisant le théoreme de Fermat montrer
que a?~' = 1[p] puis déduire que p = 1[3].

O On utilisant la question (@) Montrer que pour
tout n € N* le nombre (3(n!))* + (3(n!)) +1
admet un diviseur premier p tel que n < p et
p = 1[3].

® Déduire qu’il-y-a une infinité de nombres pre-
miers qui s’écrit sous la forme 3k+1 avec k € N*.

8 e IAj

Let « be an integer number in which : 2'%%? =

1436[2015].
O Note that 1436x1051 — 2015x749 = 1. Prove
that 1436 and 2015 are primes between them.
O Let d be a common divisor of the two numbers
x and 2015.
(a) Prove that d divides 1436.
(b) Deduce that & and 2015 are primes between
them.
® (a) by using Fermats theorem prove that
' = 1[5], £'**° = 1[13] and =™*° = 1[31].
(Notice that 2015 = 5x13x31).
(b) Prove that ' = 1[65] then deduce that
' = 1[2015].
@ Prove that z = 1051[2015].

9 ¢ IR)

I- @ Letting z € Z, prove that if @ and 13 are
primes between them then a?°'® = 1[13].

® We consider in Z the equation : (E) : ?°'® =
2[13] and letting @ be the solution of the equation

(a) Prove that @ and 13 are primes between them.
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(b) Prove that : @ = 7[13].
® Prove that the set of solutions of the equation
(E)is S ={7+ 13k/k € Z}.

10 ¢ ynj I

‘ First part ‘

Let (a,b) be an element in N*xN* such that the
prime number 173 divides a® + b®.

@ Prove that : '™ = —b'"*[173] (Notice that :
171 = 3x57).

® Prove that 173 divides a if and only if 173
divides b.

® We suppose that 173 divides a. Prove that di-
vides a + b.

® We suppose that 173 does not divide a.

(a) by using Fermats theorem prove that : @™ =
b'"2[173].

(b) Show that : a'™(a + b) = 0[173].

(c) Deduce that 173 divides a + b.

Second part

We consider in N*xN* the equation : (E) : ® +
y® = 173(zy + 1). Let (x,y) be an element in
N*xN* a solution of the equation (E) : we put
x + y = 173k such that k € N*.

O Verify that : k(x —y)2 4+ (kK — 1)xzy = 1.

® Show that : k = 1 then solve the equation (E).

o

11 ¢l

O Soit « un entier non nul premier avec 53.

(a) Déterminer le reste modulo 53 de z°2.

(b) En déduire que pour tout entier naturel k,
x®?F 1 = g[53].

@ Soit I'équation (&) : *° = 2[53] avec x € Z.
Montrer que 2° est une solution de (&;).

® Soit x une solution de 'équation (&;)

(a) Montrer que x est premier avec 53.

(b) Montrer que z*%' = x[53]
(c) En déduire que = = 2°[53]
@ (a) Montrer que 2° = 35[53].
(b) Donner alors ’ensemble des solutions dans Z
de l'équation (&;).
©® On considere dans ZxZ ’équation (E;) : Tlu —
53v = 1.
(a) Vérifier que (3,4) est une solution de
I'équation (&3).
(b) Résoudre dans ZxZ ’équation (Ez).
x = 34[71]

O Résoudre dans Z le systeme :
x?? = 2[53]

12 e

Soient @ et b deux nombres de N\ {0, 1} tel que :

Vn € N (a™ + 1)/ (@n4n). L'objectif de ce

probleme est de montrer par absurde que a = b.

Supposons alors que a # b et soit p un nombre

premier positif tel que (a — b) Ap = 1.

O On pose m = p(1+a)—a, vérifier quem € N

2 = —alp]

x=1[p — 1]

® Déduire que I'ensemble des solutions du systeme

(S) dans Z* est E = {m + kp(p — 1) /k € Z}.

® En utilisant le théoreme de Fermat montrer que

a™ + m = 0[p].

O Montrer que b™ + m = b — a[p]. Déduire?

.

13 ¢ i

est solution du systeme (S)

‘ Partie 1 ‘

Soit (a, B) € N2 tel que a« A 3 = 1 et soit p un
nombre premier tel que p|a24g2) et p > 2.

O Montrer que : p A a = 1.

@ En utilisant le théoreme de Bezout montrer que
Ju € Z : au = 1[p].

® On pose t = Pu, En utilisant le fait que
o? 4+ 3% = 0[p] et la question (@) montrer que
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t? = —1[p].
® En utilisant le théoreme de Fermat monter que

p = 1[4].

| Partie 2|

Dans N2 on considere 'équation suivante (€) :
(z? + y*)z = 2013zxy.

Soient (x, y, z) solution de I’équation (&), on pose
d=x ANy, x=daety=db.

@ Vérifier que aAb = 1 et z(a®*+b%) = 2013ab.
@ Montrer que (a®+b?) A (ab) = 1 puis déduire
que (a? + b?)|2013.

® En utilisant la question (@) de la | Partie 1|
montrer que (a? + b?) = 61. (Hint : 2013 =

3 %11 % 61 et 61 est I'unique diviseur premier du
nombre 2013 qui vérifie p = 1[4])

® Déduire 'ensemble des solutions de I’équation

(€). (Hint : 5% 4+ 6 = 61)

14 ¢
Dans tout ce qui suit on pose Ve € Q : P(x) =
2z + 3z + 1+
0 Soit (a,3) € ZxN* tel que a A3 = 1 et
P(%) e 7. )
(a) Soit u € Z tel que u := P(E), montrer que
20 = B(uB® — 3a8* — 3%).
(b) Déduire que 3/2. (Hint : Théoreme de Gauss)
(¢) Montrer que 8 = 1.
@ Déduire que pour tout ¢ € Q : (P(x) € Z =
x €Z).
® Considérons dans Z ’équation suivante (&)
P(x) = 0[10].
(a) Montrer que si  est solution de I’équation (&)

alors A 10 = 1. (Hint : Théoreme de Bezout)
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1 o s

Munissons R? par la lois de com-
position interne # donner par : V(x,y,a,b) € R*
(x,y) % (a,b) = (x + a, ye” + be™)
@ Prouver que la lois * est associative dans R
® Prouver que * admet un élément neutre dans R2.
® Calculer (3,1) = (1,0) et (1,0) = (3,1), conclure ?
© Montrer que tout éléments de R* admet un inverse
dans (R?, ).

2 [y a3

@ Déduire la structure de (R?, ).

Munissons R? par la lois de compo-
sition interne * tel que : Y(x,y) € R, Y(x’,y’) € R?,
x, ) *(x,y)=@x+x"+xx',y+y).
Et considérons 1’ensemble
G = {(x,y) € R*/x # -1}
O (a) Montrer que (G, *) est une partie stable de
(R%,%). Hint: (x+ D'+ D) = (x +x" +xx’' + 1))
(b) Montrer que (G, *) est un groupe abélien.
® Considérons I’ensemble :
B = {(x,In(x + 1))/x €] — 1,+o00[}. Montrer que

(B, %) est un sous groupe de (G, *).

g

3 (2 el
Munissons R par la lois de composition interne T tel

que :

Vx,y) € R2: xTy = x 1 +y2+y‘/1+x2.

I) @ Vérifier que T est un lois de composition interne

® Vérifier que pour tout (x,y) dans R on a :

V1 + x2 VI +y2 +xy = V1 + (xTy)?

IT) Considérons 1I’application f définie de R dans R
et —e™*

par: f(x) = >

O Montrer que f est bijective de R vers R et

déterminer son inverse 1.
® On utilisant f ou f~! montrer que (R, T) est un

groupe commutatif.

® Déduire 1’élément neutre et 1’inverse de chaque
élément x du groupe (R, T).

O Posons pour tout x dans R x™ = xTxT...Tx
(Vn € N) avec x¥ = 1erx® = x.

Calculer x'™ en fonction de n.

4 o5 |

O Montrer que Y(x,y) € I :

e —e¢’ —e* +2>1avecl =]0, +oo.

® On définie dans I la lois de composition interne L
Yx,y) e I*:x Ly =In" — ¢’ —e* +2).

(a) Considérons I’application f définie de I dans I
par : f(x) = In(x + 1). Montrer que f est une appli-
cation bijective.

(b) Mq f est un homomorphisme de (1, x) dans (I, L).

(c) Déduire la structure de (I, 1).

.

> (3 e
. 1
I) Soitx ety de]R—{E},posons:x*y =x+y-—2xy.

© Montrer que * est un lois interne dans R — {5}.
® Montrer que * est un lois commutatif associatif.

1
© Montrer que (]R - {5}, *) est un groupe commu.
1
O Montrer que : Yx € R — {5}’ YneN-{0,1}

1
x*x*..-*x=5[1—(1—2x)n]

n—fois

1
II) Pour tout x de R — {E}’ on pose :

1-x 0 X
A(x) = 0 1 0 et considérons 1’en-
X 0 1-x

semble E = { A(x)/x € R — {%} .

O Montrer que [E est une partie stable de (M3(R), x).
® Considérons I’application f de R — {%} dans E tel
que f(x) = A(x).

(a) Montrer que f est un isomorphisme de
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1
R - {5}, *) dans (E, x).
(b) Déduire la structure de (I, x).

1
(¢) Soit B = A(—E). Montrer que : B" =
1-2" 1 1
A et(BY'= A= - :
2 2n+1

(d) Montrer que (I, A) est une base de I’espace vec-

torielle E.

Gu-'f“-’l

On rappel que (M,(R),+,x) est une anneau uni-

e’ 0
taire. Posons E = { M, = s a €7y et
ae’ e°

considérons I’application f définie de Z vers E par :
fla) =M, Va € 7).

O (a) Montrer que E est une partie stable de
(My(R), x).

(b) Mq f est un isomorphisme de (Z, +) vers (E, x).
(c) Déduire la structure de (IE, x).

® Posons Mfl'”l) = Mfl")xMa (Vn € N) avec Mflo) =
LMY =M, et M? = (M")" (vp ez

(a) Montrer que Mfl") =M,,(Vp € Z)

(b) Résoudre suivant les valeur du parametre n

I’équation : Mi")XMs = Ms5, ou x est inconnu de Z.

7 (2 S

On considere 1’ espace vectoriel de dimension 2 noté
(V,,+,.). Soit (?,f) une base de V;. On pose : a =
1 1 1 1
=i+ —f eter = =7- —f Soit * la loi de composition
2 2 2 2 s 4
interne définie par : ¥ (x,y,x’,y") € R*xi + yj) *

,? , ’ "n? ’ "2
(xt+yf)=(xx +yy)i+ (xy +yx')j
O (a) Montrer que (?;,?2) est une base de V,
(b) Vérifier que :a *a = a;?ﬁ *?; = ?; et
- = _ = = _7
e1xe;=eyxe; =0
(c) Montrer que : V (X, X', Y, Y’) € R* (Xe_; + YE;) *
(X’Zi + Y’a) = XX'e, +YY'e
® (a) Montrer que la loi * est commutative.

(b) Montrer que la loi * est associative.

(¢) Montrer que la loi % admet un élément neutre.
(d) Mq (V3, +, %) est un anneau commu unitaire.
© Soit i € V; — {0}. On note : E; = {Ail/A € R}
(a) Montrer que (Ez, +) est un sous-groupe du groupe
V2, +)
(b) Montrer que (Ez, +, .) est un sous-espace vectoriel
de I’espace (V3, +,.)
(¢) Montrer que : E; stable pour * < la famille
(@ = il, @) est lide
O On suppose que : (A € R*) ;3 @il = ail On
considere I’application ¢ : R* —» E;t.q. x gﬂ’
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*,) vers
(E, %)
(b) En déduire que (Ej, +, %) est un corps commul.
Soit (a, b) € 72, considérons :
My = [ a bV2 ]

bV2 a

Dans M5(RR) on considere & I’ensemble des matrices
tel que : & = {M4p) € My(R)/a® - 2b* = 1}.

3 2V2
2V2 3

® (a) Montrer que & est une partie stable de

O Posons A = [ ] Vérifier que A € &.

(M3(R), x) et que la lois x est commutatif dans &.
(b) Monter que tous éléments de & admet un inverse
pour la lois interne x.

(c) Montrer que (&, x) est un groupe abélien.
10

0
A™! = A"xA. Posons G = {A"/n € N}.

(a) Vérifier que G C E.

© Posons A" = , pour tout n de N on pose :

(b) Soit H I’ensemble des unités (des éléments in-
versibles) de G pour la lois x dans E. Montrer que
H = {B"/n € N} tel que
3 2V2
B = .
—2V2 3
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Calcul des Probabilités
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Exercice 1 '

I) Soit m un entier naturel non nul, simplifier les

expressions suivantes :

(n +1)! (n!)?
(n'—l)! ® (n—1)!(n+1)!
(n+ 1)!

II) @ Par récurrence montrer que : n! <
n" ; (Vn>1)

® Montrer que :
pt1_ P H1

+1
(a) A7Yy = (n+1)A7 (b)) C7T = P+ 105-
IIT) Déterminer n dans les cas suivants :

0 A2 =12

0 Al =42A2.

® 2C? + 6C3> = 9n.

IV) Soit m et p deux entiers naturels, Démontrer
les égalités suivantes :

OpCP =nC?~; 1<p<n.
®@Cr+Crt=crtT o0<p<n
®@Cr=Chr;+2Cr;+Ch; 2<p<nm

Exercice 2 '

Une enquéte sur 700 travailleurs d’une sociétés

concernant la moyenne du transport utiliser donne
les résultats suivants :

500 utilisent le bus de la société.

400 utilisent les taxis.

260 utilisent Les deux moyennes du transport.

O Déterminer le nombre des travailleurs qui uti-
lisent le bus uniquement.

@ Déterminer le nombre des travailleurs qui uti-
lisent les taxis uniquement.

©® Déterminer le nombre des travailleurs qui n’uti-

lisent aucune de ces moyennes de transport.

Exercice 3 '

En utilisant les chiffres suivants : 1-2-3-4-5.

© Combien de nombre composer de trois chiffres
peut-on écrire ?

® Combien de nombre composer de trois chiffres
différents peut-on écrire ? (différents deux a deux)
® Combien de nombre composé de trois chiffres et
qui contient le chiffres 4 peut-on écrire ?

® Combien de nombre paire composé de trois
chiffres peut-on écrire ?

® Combien de nombre composé de trois chiffres

différent et divisibles par 3 peut-on écrire ?

Exercice 4 '

Dans un ensemble composé de 12 hommes et 8

femmes, on veut construire une comité de 3 per-
sonnes.

O Quel est le nombre de comités possibles ?

® Quel est le nombre de comités possibles qui
contient un seul homme ?

© Quel est le nombre de comités possibles composé
seulement par les femmes ?

O Quel est le nombre de comités possibles qui
contient au moins un homme ?

Du méme ensemble on veut choisir une comité
composé d'un président et d’un vice président et
un secrétaire.

® Quel est le nombre de comités possibles ?

O Quel est le nombre de comités possibles sachant
que le président est un homme ?

@ Quel est le nombre de comités possibles sachant
que le président est un homme et la secrétariat et

occupé par une femme ?
Exercice 5 '

Dans un concours chaque candidat doit répondre
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aux 7 questions parmi 10.

O Calculer le nombre des cas possibles ?

@ Calculer le nombre des cas possibles sachant que
les trois premieres questions sont obligatoires ?

® Calculer le nombre de cas possible sachant que
les quatre questions parmi les cing premieres sont

obligatoires ?

Exercice 6 '

Une urne contient 10 boules indiscernables au tou-

cher dont cinq verts, trois rouges et deux jaunes.
On y préleve simultanément trois boules de 'urne.
O Combien de prélevements différents peut-on
ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui contiennent des
boules de mémes couleurs peut-on ainsi obtenir ?
® Combien de prélevements qui contiennent des
boules de couleurs différentes deux a deux peut-
on ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui ne contiennent
pas de boules rouges peut-on ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui contiennent aux

moins deux boules verts peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 7 '

Deux urnes A, et Ay contiennent 7 boules indis-

cernables au toucher dont quatre blanches et trois
noires. on considere I’expérience suivante :
On-y-préleve simultanément deux boules de A; et
deux boules de A,.

O Combien de prélevements différents peut-on
ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui contiennent des
boules de mémes couleurs peut-on ainsi obtenir ?
® Combien de prélevements qui contiennent deux
boules de chaque couleur peut-on ainsi obtenir ?
® Combien de prélevements qui contiennent trois

boules blanches et une noir peut-on ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui contiennent trois

boules noires et une blanche peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 8 '

Deux urnes A; et A, contiennent 7 boules indis-

cernables au toucher dont quatre blanches et trois
noirs. on considere 1’expérience suivante :

On préleve une boule de A; et on les met dans Ag
puis on préléve simultanément deux boules de As.
O Représentes 'expérience par un arbre pondéré ?
® Combien de prélevements qui contiennent des
boules de mémes couleurs peut-on ainsi obtenir ?
® Combien de prélevements qui contiennent deux
boules blanches peut-on ainsi obtenir ?

® Combien de prélevements qui contiennent deux

boules noirs peut-on ainsi obtenir ?

Exercice 9 '

Un écran de type
LCD de forme rectan-

60 cm

gulaire a pour dimen-

45 cm

sions 60cm * 45cm.

La partie principale

de D'écran est elle- T dSom "
méme représentée par

un rectangle de di-

mensions 48cm * 36cm. Sachant qu’un pixel de
I’écran est défectueux, détermine la probabilité de
I’événement A défini par : ”le pixel défectueux se

trouve sur la partie principale de ’écran”.

Lw (Deux urnes)

Une urne ”A” contient 8 boules indiscernables au

toucher : 4 sont noires, 3 sont blanches et une
rouge. Une autre urne "B” contient 4 boules in-
discernables au toucher : 2 sont noires et 2 sont
blanches. On tire successivement et sans re-
mise 2 boules de I’'urne ” A” et une de 'urne

”B”
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O Calculer le nombre des cas possibles ?

® Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” les trois boules sont noires.

"B” les trois boules sont de méme couleur.

”?(C” Avoir une seule boule noire.
Exercice 11

(Deux événements incompa-
tibles)
Un sac contient des jetons numérotés comme
suite : 1, 1, 1, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5. On tire une
jeton du sac.
O Calculer les probabilités des évenements sui-
vants; 717,727 737 74”7 et 757
0 (a) Pourquoi les évenements ”1”7 et ”4” sont-ils
incompatibles 7
(b) En déduire P({1} U {4})
® Déterminer la probabilité de I’évenement ”non

17.
LM (Un arbre pondéré)

Une urne contient cinq boules indiscernables au

toucher : deux noires "N” et trois blanches "B” .
On dispose également de deux sacs contenant des
jetons : I'un est noir et contient un jeton noire
et trois jetons blancs, ’autre est blanc et contient
deux jetons noirs et deux jetons blancs. On ex-
trait une boule de I'urne, puis on tire un
jeton dans le sac qui est la méme couleur
que la boule tirée.

O Combien y a-t-il d’issues possibles? Les expli-
cités.

M A l'aide d'un arbre pondéré, déterminer la pro-
babilité de chacune de ces issues.

® Déterminer la probabilité de I’évenement A "la

boule et le jeton extraits sont de la méme couleur”
Exercice 13 '

Une urne contient 8 boules indiscernables au tou-

cher : 3 sont blanches numérotées 2-1-1, 2 sont
noirs numérotées 4-2 et 3 sont verts numérotées
4-1-1. On tire successivement et sans remise
3 boules de 'urne .

@ Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” Avoir trois nombres paires.

"B” les trois couleurs sont différentes.

7 (C” Avoir une seule fois le nombre 2.
Exercice 14

Une urne contient 10 boules numérotées 1-1-1-2-2-
2-3-3-4-4. On tire successivement et avec re-
mise 4 boules de "urne .

O Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” Avoir le nombre "1’ au deuxieme tirage.

"B” Avoir le nombre "1’ une seule fois exactement.
7C” Avoir le nombre "1’ deux fois.

”"D” Ne pas avoir le nombre "2’.

”C” Avoir des nombres différents.

"E” Avoir le nombre '3’ deux fois exactement.

Loxercice 150 0 (Probabilité conditionnelle)

On lance un dé équilibré a six faces numérotées de
1 a 6 deux fois.

On considere les événements suivants :

”A” Avoir le nombre '6’ dans la premiere lance.
"B” Avoir le nombre 6’ dans la deuxieme lance.
”C” La somme des deux nombres obtenus égale a
4.

@ Calculer p(A), p(B), p(C) et pa(B)?

@ les événements sont-ils indépendants ?

W(Un dé lancer 5-fois)

On lance un dé équilibré a six faces numérotées

1-1-2-2-3-4 trois fois.

@ Calculer La probabilité des événements sui-

vants :
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”A” Avoir le nombre ’2’ une seule fois exactement.
"B” Avoir le nombre ’3” deux fois exactement.
”(C” Ne pas avoir le nombre "1’

0 Cette fois, On lance ce dé cinq fois Calculer La
probabilité des événements suivants :

"D” Avoir le nombre '1’ deux fois exactement.

”C” Avoir le nombre '1” au plus une seule fois.

LM ( Le coureur)

Un coureur traverse un trajectoire qui se compose

de 4 obstacles, on suppose que la probabilité qu'un
obstacle soit tombé par le coureur et %

Calculer La probabilité des événements suivants :
” A” Le coureur fait tomber le 1¢" obstacle unique-
ment.

"B” Le coureur ne fait tomber aucun obstacle.

”(” Le coureur fait tomber un seul obstacle.
Exercice 18

(Un exercice de la chasse)
Dans un exercice de la chasse ,quelqu’un tire vers
un tableau, on suppose que la probabilité p que
cette personne arrive a frapper le tableau est la
moitié g qu’elle n’arrive pas .
O Calculer p et g
@ Calculer la probabilité que la personne frappe
le tableau seulement au troisieme tire.
©® Calculer la probabilité qu’elle frappe le tableau

une fois sur chaque deux tires.

LM (Tirage de n-boules)

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules

noirs, les boules sont indiscernables au toucher.
O On tire aléatoirement une seule boule
de DPurne. Quelle est la probabilité qu’elle soit
blanche ?

® On tire successivement et avec remise 5
boules de 'urne. Quelle est la probabilité d’avoir
une boule blanche deux fois exactement ?

® On tire successivement et avec remise n

boules de I'urne.

(a) Montrer que la probabilité d’avoir au mois une

1 n
boule blanche est : p =1 — <§)

(b) Quel est le nombre minimal de tirage pour
que p soit supérieure ou égale a 0.999 (Hint :

lOglo(?)) = 0.48)
Exercice 20 '*

Une urne contient 6 boules rouges numérotées 1-

2-3-4-5-6 et 6 boules verts numérotées 1-2-3-4-5-6.

I) On tire simultanément 4 boules de 'urne.
O Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” Parmi les boules tiré il n'y a pas de deux
nombres égaux.

IT) On tire successivement et sans remise 2
boules de 'urne.

O Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

"B” Avoir une boule rouge ou bien la deuxieme

boule port le numéro 2’.
Exercice 21 '

On lance une piece monétaire non triché 10 fois

est soit X la variable aléatoire qui associe chaque
résultat par la fréquence du pile.

@ (a) Déterminer les valeur de X.

1
(b) Calculer P(X = 5)

9
8 Calculer P(X > 1—0)

E i 22
LWU% urne contient 4 boules

blanches numérotées 2-2-0-4 et 3 boules noires

numérotées 2-0-4. On tire successivement et
sans remise 3 boules de 1'urne :

O Calculer le nombre de cas possibles ?

@ Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” les trois boules sont de méme couleur.
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"B” la somme des trois nombres tiré égale a 6 .
® (a) Calculer La probabilité de I’événement "A N
B’.

(b) Quelle est La probabilité de I’événement sui-
vant 7 On ’tire 3 boules dont la somme de ces
nombres égale a 6 sachant que la premiere boule

tirée est blanche’
Exercice 23

Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules
rouges. On tire successivement et sans remise
4 boules de 'urne :

O Calculer le nombre des cas possibles ?

® Calculer La probabilité des événements sui-
vants :

”A” Avoir au moins une boule rouge parmi les
boules tirées.

"B” Avoir exactement deux boules rouges.

7C” Avoir exactement deux boules rouges sachant

que la deuxieme boule tirer est rouge.

LM (Examen blanc 2013)

Une urne contient 2 boules rouges et 1 boule bleu.

On tire aléatoirement une boule de 'urne :
- Si la boule tirée et bleu, la boule est ramenée au
urne.

- Si la boule tirée et rouge, la boule est laissée a
coté de 'urne puis on pose a sa place une boule
bleu.

On continue notre tirage de la méme facon
n fois (n > 2).

Soit X la variable aléatoire associée au nombre de
boule rouge rester dans le sac.

© On suppose que n = 3.

(a) Déterminer la loi de probabilité associée a X.
(b) Calculer I'espérance mathématique £(X) et
I'écart type o (X).

® On suppose que n > 2.

(a) Déterminer X (Q2) et calculer p(X = 2).

2 n
(b) Montrer que p(X = 1) = 2(_> —

)
) 3
Determmer la loi de probabilité associe a X.

W(Concours de I’Iscae 2014)

Une urne U; contient 3 boules rouges et 5 vertes.

Une urne Uy contient n boules rouges, 3 vertes et
2 blanches. On tire au hasard une boule de Uy,
puis on la jette dans Us. On tire ensuite au hasard
simultanément deux boules de Us,.

Si on tire deux boules rouges de U, on gagne 50
dirhams.

Si on tire deux boules vertes de Uy, on gagne 20
dirhams.

Si on tire deux boules blanches de Us, on gagne 10
dirhams.

Si on tire deux boules de couleurs différentes de
U, on perd 20 dirhams.

Soit X la variable aléatoire < gain en dirhams a

I'issue d'une telle épreuve ». L’espérance de X est :
5(4n? — 19n — 12) 5(4n? — 14n — 12)

4(n + 5)(n + 6) 4(n + 5)(n + 6)
5(4n? — 17n — 12) 5(3n2 — 19n — 12)

4(n + 5)(n + 6) 4(n + 5)(n + 6)

M(Bac 2010 2°™¢ session)

Une urne contient 10 boules blanches et 2 boules

rouges. On tire les boules de 1'urne l'une apres
I’autre et avec remise jusqu’a l'obtention pour la
premiere fois d’une boule blanche, on s’arréte la.
Soit X la variable aléatoire associée au nombre de
boule tirée.

O (a) Déterminer I'ensemble des valeurs du va-
riable aléatoire X.

(b) Calculer la probabilité de I'événement [X =
1].

(¢) Montrer que P[X = 2] = g
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(d) Calculer la probabilité de I’événement [X =
3].

13 .
O (a) Montrer que £(X) = 'Eh (ou (X)) est
'espérance mathématique).
(b) Calculer £(X?) puis déduire la variance
V(X).

LM(Bac 2017 2°™¢ session)

Une urne contient 2m boules indiscernables au tou-

cher (n € N) : n sont noires et n sont blanches.
On tire successivement et avec remise 2 boules de
I'urne.

On considere le jeu suivant :

- Si la couleur des deux boules tirées est blanche,
le joueur gagne 20 point.

- Si les couleurs des deux boules tirées est noire, le
joueur perd 20 point.

- Si la couleur des deux boules tirées est différentes,
le joueur ne gagnera rien.

O Calculer La probabilité ou le joueur gagne 20
points perd 20 points et quand il ne gagnera rien.
® On répete le jeux précédents 5 fois, calculer la
probabilités des évenements suivants :

”A” Le joueur gagne 100 points.

"B” Le joueur gagne 40 points.

® Pendant un seul jeu, on considere la variable
aléatoire X qui prend la valeur 420 si le joueur
gagne ou bien —20 si le joueur perdre et O si le

joueur n’a pas gagné.

(a) Donner la loi probabiliste de la variable
aléatoire X.
(b) Calculer I'espérance mathématique de la va-
riable aléatoire X.

rxercice 28 (Bac 2016 2™ session)
We have two urns U and V :
- The urn U contains 4 red balls and 4 blue balls.
- The urn V contains 2 red balls and 4 blue balls.

We consider the following experiment :

We draw a ball from the urn U at random : if it
is red, we put it in the urn V then we draw a ball
from the urn V at random : if it is blue we put
it aside, then we draw a ball from the urn V at
random.

Let the following events occur :

- Ry : The drawn ball from the urn is red

- By, : The drawn ball from the urn is blue

- Ry, : The drawn ball from the urn is red

- By, : The drawn ball from the urn is blue

O Calculate the probabilities of the two events Ry,
and By,.

@ (a) Calculate the probability of the events By,
knowing that the event Ry, was realized.

(b) Calculate the probability of the events By, kno-
wing that the event By, was realized.

® Prove that the probability of the event By, is
13

Z.

® Deduce the probability of the event R, .
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Lycée Bensouda o
2021 — 2022 DeVOIF— 7——4h— 2 BAC SM

Exercice 1 I(4p)

1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, 21" = 1 4 20n[100].
b/ En déduire les deux derniers chiffres de I'entier 20212022,

On note E ’ensemble des entiers @ € Z tels que pour tout n € N,
" =1+ n(x — 1)[100].

2) Vérifier que 21 est un élément de E.

3) Soit « un élément de E.

a/ Montrer que (z — 1)? = 0[100].

b) En déduire que = 1[10].

4) Soit ¢ € Z. Montrer que pour tout n € N, (1 + 10g)" = 1 + 10ng[100].

) Déterminer I'ensemble E.
1+ Inx
wap) 1) Soit ¢ la fonction définie sur |0, +oo[ par ¢p(x) = +—
T

On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i ;) du

plan.
a/ Calculer lim @(x) et lim ¢(x). Interpréter graphiquement les résultats.
, —Ilnx
b/ Montrer que pour tout & > 0, ¢’ (x) = >
x

¢/ Dresser le tableau de variation de ¢.
d/ Tracer la courbe (C4), en précisant l'intersection avec ’axe des abscisses.

Dans la suite de 1’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1 .
. o 1+ In(z +n) »
2) Soit ¢, la fonction définie sur | — n, +o00[ par ¢, () = n . On désigne
x+n

—_ —
. .

par (C},) sa courbe représentative dans le repere (O, 1, 7).

a/ En remarquant que ¢,(x) = ¢(x + n), montrer que (C,) est limage de (C) par
une translation que I'on précisera.

b/ Tracer (Cy) dans le repere (O, 1, 7).

3) Soit h,, la fonction définie sur |0, +oo [par hy,(x) = pn(x) — @(x).
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a) Montrer que pour tout > 1, h,(x) < 0.

b/ Montrer que pour tout « de | 0,1], k] (x) < 0. cl En déduire que I'équation hy(x) = 0
admet dans lintervalle | 0, 400 [ une unique solution au, et vérifier que — < a,, < 1.
4) a/ Montrer que n + 1 + apy1 > N+ ay,. ©

b/ Comparer ¢ (an41) et @ (o).

¢/ Montrer que la suite (au,),,-, est convergente. On note £ sa limite. d/ Justifier que

lir—P @ (o) = 0. En déduire la valeur de £.
n—-+oo

LM (5p) 1) Soit F et H les fonctions définies sur [0, +o0o par

F(z) = /j e~Vidt ot H(z) = g — 21 + Va)e VE.

a/ Montrer que F' est dérivable sur [0, +00, et donner F'(x).
b/ Montrer que pour tout * > 0, F'(x) = H(x).
¢/ En déduire que F'(0) = H(0).
2) Soit G la fonction définie sur [0, 400 [par G(x) = / Ve Vidt.
1
a/ En remarquant que pour tout ¢ > 0, Vit = 7{, montrer a l'aide d’une intégration

2
par parties que G(x) = — — 2xe V® 4 2F (x), pour tout > 0.
e

b/ Justifier que G(0) = 2 + 2F(0).

3) Ci-dessous on a tracereles deux fonctions Cy et C, des fonctions f et g définies sur
[0, 400 [par f(z) = e V2 et g(x) = v/we V2,

Pour tout A > 1, on désigne par
Ay Tlaire en (u.a) de la partie
du plan limitée par (Cy), (Cy) et

& les droites d’équations respectives

) e — r=0ectx =AM\
fa : 6
-1 o T 2 3 a/ Montrer que A; = — — 2.
e
b/ Montrer que pour tout A >
1 1,Ay = A1+ G(A) — F(\).

¢/ Calculer lim Aj.

A—+o0o

=
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Exercice 4 I ( 5p)

Le plan est rapportée a un repere orthonormal direct (O, e_1>, E%)
On considere 'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z associe

le point M’ d’affixe 2’ telle que :

2 =—(V3+i)z—1+i(1+V3),

1) Montrer que f est une similitude dont le centre € a pour affixe ¢. En déterminer le

rapport et l'angle.

Z .
Calculer 2Mj et donner une mesure en radians de 1’angle (E{; QEQ()).

v3 3

2) Soit My le point d’affixe zg =

3) On considere la suite de points (My)n>0, définie pour tout entier naturel n par
M, 1 = f(M,). On note z, l'affixe du point M,,.
a/ Placer les points Q, Mo, Ml, Mz, M3 et M4.

b/ Montrer par récurrence, pour tout entier naturel n, 1’égalité :

:Tnm

zZn —1=2""6 (29 —1i).

¢/ Pour tout entier naturel n, calculer Q2M,,, puis déterminer le plus petit entier n tel
que QM,, > 102

3) a/ On considere 'équation (E) : Tx — 12y = 1 ou « et y sont deux entiers relatifs.
Apres avoir vérifiée que le couple (—5 ; —3) est solution, résoudre 1'équation (E).

b/ Soit A I'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que Im(z) = 1 et Re(z) >
0.

Caractériser géométriquement A et le représenter.

¢/ Déterminer ’ensemble des entiers naturels n tels que M, appartienne a la demi-droite

d’origine €2 dirigée par le vecteur e_1>. Préciser son plus petit élément.
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M, g M, g My 5 My JaZid! (yo o3 id) 5,514l 352 50 © Gt m AWy sus — b

Lo d

Soit n € N* et soit f, la fonction définie sur R** par f,,(x) = In(x) — z et soit (C,) la courbe
représentative de la fonction f, dans un repére orthonormé (0;3; J) *

(1)a - Etudier les branches infinies de la courbe (C,,)

b - Etudier les variations de la fonction f, sur R**, puis donner son tableau de variations

¢ - Construire la courbe (C3)

(2)a - Montrer que la fonction f,, est une bijection de R** vers R

b - En déduire que (Yn € N*) (Ala, € R*); f,(a,) =0

¢ - Comparer les deux fonctions f, et f,+1 sur R** en déduire la monotonie de la suite (@,),>¢

d - Montrer que Yx > 0;In(x) < x en déduire que lim a, = +o0
n—+oo
1 Ap+1

(3) Pour tout n € N* on pose I, = ———— - Jn(x)dx
a1 — Ay a,

a - Montrer : (Yn € N*) (¢, € [ay; an1l) 5 f (cn) = I
b - Montrer que (Yrn € N*);0 < I, <

en déduire lim I,
an+1 n—+oo
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(3, Spnt)

1 5 3ot
V(a,b) €C® : axb=a+b—ic*Ldsl e ;5148 C Lo b,

I dalonadl piaiald) OId Walde 3 50y (C, %) OF o (1)

ol f (S g V(a,b) € CP i aTh = a+b+iab o T o93latt C 3 3y (2)
S C s C -

"z pil-2)

5 )03 (C={i},T) Ui pocwst @3 (C = {i}, T) 920 (CF, X) (o LlaS JLis f O G (@)
adald

(LS @ (C, %, T) O e (B)

(C-{i},T) J a2 5,3 (G, T) Ui p2 G={z € R/lz—i]| =1} g3 (3)
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0 1
E={M€M2(IR)/MXJ=JXM}3J=[ ’ 0‘&.@4

(Ma(R), +) J 48 52 830 (B, +) OF cosi (1)
(Ma(R), X) J yaiwn ¢ 52 (E, X) O (e (2)

X
MeE(=)EI(x,y)eIR2:M=( y]mo.“‘...(s)
A paan (B, 4, X) Of il (4)
3 (2 o]

(3,5pnt)
29x — 36y = 1: (E) Walaad) Z* 3 ycas (1)
(E) aalasdt Jo (5,4) 7 9 31 O Gad (a)
Jod Sl pe 31 ) as E Wlalasdl S ()
(F) Walasld Yo x oS3 (F) : 2x% = x” — 1 2 0[52] : Walaadl Z 2 ,ias (2)
x? = 1[13] O gl @3 x A13 =1 §i e (@)
x? = 1[13] o gt @8 X0 = 1[13] O o (D)
x = 1[13] i o J o™ J1 5wt Jleatiwls (0)
x = 1[4] i il @3 x Ad =1 01 e (d)
x = 1[52] &i e (e)
(F) Walasdt J ol de gamo 3> (3)

4 o ya3
(4, Spnt) =

T
10, 21 e o sae 6 S8

1 sy

2 (E) Walasdl J ol 22 921 @ o3 (E) : 22 +2iz — 1 +i€™ = 0 WalacdI C o o
C

arg(zq) + arg(zz) = 0 + %{h} O ot @3 =1 + @™ ¥ gsat Sle ot (1)

(E) Dalaslt g 1—i Lglai (1o 531 0 Dol it (2)

Zy = —i+ i 921 =-i— e i @2 Mdalaod! J gl O O (B)

lgelad 9 Lo 3 po codond L 3,318 32 9 & ,odG M (21) , M3 (22) a2t O e (4)

2 syt
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[AD] 4 [BC] 1 olinels ((yBludl & gluia B ymie 4cd ABCD (S
B"'=R(B) g A" = R(A) gy 90 o g1y 9 C 035 y0 IR 1y 9l yGiad
& gt sy .M 93l e [BC] & [AD] g [BC] plaztt olawiia K 9 J 91 o 3
A slaeic ga,b pe D 33 b +ic 9 C Gt 9o a Coo (1L, V) placd! I (Gadall
=b+ic 96 A 33 i 9 —a 92 B @3 01 (je Ga5 (1)
zp =a(1-26") gz4 = a(1-e€”) + (=b +ic)e” i s (2)

Zj—21 a+b 1+éY ¢

= +1i — « — Of <l (3)
K — ZI 2a 1-¢? 2a :
Chendiws K g 1, J daiid) O piidiw! (4)
S 4oyl
(5, 5pnt) Lea=
2x t2
Soit F la fonction définie sur IR par F(0) = 0 et (Vx # 0); F(x) = f ——dt
x 2 + sin®(¢)

(1) Montrer que la fonction F est impaire.
(2) (a) Montrer que Vx > 0;0 < F(x) < x
(b) Déduire que la fonction F est continue a droite en O .

F(x) c?
(3) (a) Montrer que : (Vx > 0)(dc € [x; 2x]); =
2 + sin® +(c)
(b) Déduire que la fonction F est dérivable a droite en 0 en déterminant F ;(0)

(4) (@) Montrer que F est dérivable sur R** et que

x2 (x2 + sin?(x) (2 - cosz(x)))

Vx> 0; F'(x) =
(x2 + sinz(x)) (x2 + sin?(x) - cosz(x))

(b) - Déduire la monotonie de F sur R et sur R™puis donner le tableau de variations de F sur
R
(5) (a) Soit ¢t > 0, montrer que

12 12 sin®(¢) 1
<let———~ < —

<
1+ £ +5sin%(r) 2 +sin’(t) t?

(b) Déduire que pour toutx > Qona:

1
X + Arctan(x) — Arctan(2x) < F(x) < xet0 <x - F(x) < 2—
X

(c) Calculer les deux limites lim F(x)et lim x—F(x) etinterpréter leurs résultats géométriqueme
X—=+o0 X—=+o0

(6) Construire la courbe (Cr) dans un repére orthonormé (03 7; j)
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Pour n > 1 un entier, on définit ’indicateur d’Euler de n par :

O Calculer ¢(p) lorsque p est un nombre premier.

@ Calculer p(p®), ou p est premier et av > 1.

® Que signifie p(n) pour 'anneau Z/nZ?

O En déduire que si n A m = 1, alors p(nm) = p(n)p(m).

® Déduire des questions précédentes une formule pour calculer

p(n) = card{1 < k < n; k est premier avec n}.

p(n) pour tout entier n.
®a) Soit d un diviseur de n. On pose Ag = {1 < k < n; k An = d}. Quel est le cardinal de Ag4?

b) En déduire que n = Z p(d)

d/n
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Scanner le code QR pour avoir la solution.
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pgcd(p,q) =1 9 domus sluciq 9p 9 b 5 a e (S5) zfz[[;] Aelaid) Z7 B yiiad
.puo—|—qv0:1:«.p-qug_,a(uo,vo)cjj.\;,xa.}io.ﬁ(io 0,25

(S) et U xo = bpug + aquo Ui e (g,: 0,5
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(8) delaild Jo @ O (o T — T St muids PG G Lo v I3de T (S © 0,5

(S) detaidt J ol A gomo il @ | 0,25

xr = 1[8]

(S PAdLY Aelail J ol Z 2 il © | 0,25
x = 3[13] i
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Partie 1

O a) Prouver que 29 est un nombre premier.(0,25p)

b) Soit & € N et n un entier naturel tel que n = 1[28].Prouver que " = «[29].(0,25p)
® On considere I'équation (E) : 172 — 28y = 1 o (x,y) € Z>2.

a) En utilisant I'algorithme d’Euclide, trouver un tel couple solution.(0,5p)

b) Résoudre dans Z? I’équation (E).(0,5p)
\Partie 2 ‘
Soit A = {x € N,z < 29} Pour « € A, on note f(x) le reste de la division euclidienne de x'7 par 29

et g(x) le reste de la division euclidienne de x® par 29.

® a) Prouver que f(x) € A et ' = f(x)[29], puis Prouver que g(z) € A et z° = g(x)[29].(0,25p)
b) Pour « € A, prouver que g (f(x)) = «. (0,25p)

® Applications :

On attribue a chaque lettre de 'alphabet et ?a” et ”3”, I'entier donné par le tableau ci-dessous :
A B C D E F G H I J K L M | N

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14

O/P| Q| R|S|T|U|V | W|X|Y|Z|al|a3gp

5 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
a) Bob code le mot "BENSOUDA” a l'aide de la fonction f et envoie le message codé a Alice. Voici le

codage des cinq premieres lettres ”B”, ”E”, "IN”, ”S” et 70” :

Message initial B E N S O
Entier associé 2 D 14 19 15
2'7= | 5= | 147 = | 19" = | 15" =
Utilisation de f | 21[29] 9(29] 11[29] 14[29] 18[29]
Entier associé 21 9 11 14 18
Message codé U 1 K N R
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Compléter son message.(0,5p)
b) Alice regoit le message suivant, codé par Bob, a l'aide de la fonction f :

Décrypter ce message a la place d’Alice. (0,5p)
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